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Introduction

Cet ouvrage est le second tome d’analyse d’un recueil d’exercices de
mathemathueb destiné & la prepara,tlon des oraux des concours d’enirée
aux Ecoles normales supérieures et  1'Ecole polytechnique. Il comportera
six tomes, trois d’algébre et trois d’analyse.

La vocation premiére des Ecoles normales est de former des cher-
cheurs ou des enseignants-chercheurs. 'Le concours d’entrée vise done
& détecter les qualités scientifiques du candidat, son aptitude a la re-
cherche. A V'oral, on jugera avant tout la capa,mte de prendre des ini-
tiatives, d'utiliser une indication, de mener & bien une démarche. On ne
sera pas surpris que les exercices posés alent un contenu mathématique
riche, qu'ils soient trés éloigués du simple exercice technique, d'appli-
cation du cours, qu’ils soient souvent difficiles. Ils visent la plupart du
temps & la démonstration d'un résultat mathématique significatif. Ils
pourrajent apparaitre excessivement difficiles, si on perdait de vue le
déroulement concret de 'épreuve. L'oral des ENS est un long dialogue
(Pépreuve dure environ cinquante minutes, comme d’ailleurs & 1'Ecole
polytechnique) entre le candidat et examinateur, qui tout au leng de
Pépreuve fournit des indications, quand c’est nécessaire, pour relancer la
reflexion du candidat et tester ses réactions. Il est d’ailleurs impossible
de rendre pleinement compte dans un recueil d’exercices du caractére
oral de 'épreuve.

L'Ecole polytechnique, quant & elle, est plus généraliste. Les exercices
posés au concours sont de facture plus classique et, en régle générale,
Pexaminateur intervient moins. C’est au candidat de montrer sa maitrise
du programme dans la résolution d'un exercice dont la difficulté est ce-
pendant trés variable. Certains sont proches des exercices d’ENS. Les
énoncés circulent d’ailleurs d’un concours a l'autre, ou peuvent méme
étre repris d’exercices d’Olympiades.

Les énoncés qui figurent dans ce recueil ont été donnés entre 1996 et
2008. lls sont extraits pour Pessentiel des listes publiées chaque année
par la BMS (Revue des mathématiques de l'ensecignement supérieur
aux éditions Vuibert jusqu’en 2003 et désormais Revue de la filiere
Mathématiques aux éditions e.net) dont nous remercions les auteurs
pour Vaide précieuse qu'ils apportent ainsi aux éléves et aux profes-
seurs des classes préparatoires. Il #’agit de versions communiquées par
les étudiants, reflétant la compréhension que ceux-ci ont eue de lexer-
cice et le déroulement conjoncturel de leur oral, comme le montrent les
variations d’'une année a l'autre pour un méme exercice. Nous n'avons
pas hésité a les modifier, pour rectifier des erreurs, compléter un énoneé
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quand manifestement l'exercice s'est arrété avant que le résultat que
I'examinateur avait en vue ne soit atteint, ou ajouter des indications.

Nous avons choisi de laisser quelques énoncés « bruts », ceux pour
lesquels nous estimons gquw'une démarche naturelle (qui peut étre longue
et ardue) permet de conduire & la solution. Pour d’autres exercices, nous
avons pris la liberté de rajouter des questions intermédiaires, qui auraient
pu étre celles posées par Uexaminateur. Quitte & perdre en concision,
nous avons tenu i rédiger les solutions les plus pédagogiques possible,
essayant d’exposer clairement les idées et démarches des raisonnements
sans pour autant escamoter les détails ou calculs qui peuvent paraitre
évidents. On évite autant que possible l'introduction d'une astuce ou
d'un objet ad hoc permettant d’atteindre rapidement la solution. S'il
n'y a pas moyen d'expliguer 'origine de cette astuce, c’est que l'exercice
est peu intéressant et que I'étudiant en tirera peu de profit.

A Dintérieur de chaque chapitre, les exercices ont été regroupés
thématiquement, et & Pintérieur de chaque theéme, souvent par ordre de
difficulté croissante. Ainsi regroupés, ils apparaitront plus accessibles, car
plongés dans leur contexte mathématique, éclairés par d’autres exercices
voisins. Les introductions historiques qui ouvrent chaque chapitre, outre
leur intérét propre, visent au méme but. Enfin, nous avons agrémenté
les éncneés de quelques remarques préliminaires. Sans faire de rappels
de cours systématiques, nous avons énoncé, voire redéinontré certains
résultats : lemmes classiques. intervenant daus la résolution d'un grand
nombre d’exercices, ou résultats au contraire & la lisiere du programume,
mais utiles, pour lesquels des éclajrcissements étalent nécessaires. On
trouvers aussi des remarques de syntheése ou des généralisations qui,
nous l'espérons, pourront amener le candidat curieux & approfondir ses
cohnaissances. Les guelques indications bibliographiques ont le méme
ohjectif.

Le lecteur ne tirera profit de ce livre d'exercices que s’il cherche des
solutions personnelles avant d'en étudier les corrigés. Une bonne connais-
sance du cours est indispensable. En effet, les théorémes du programrne
fournissent bon nombre de schémas de démonstration. Rappelons aussi
quelques démarches générales qui peuvent faciliter Pappréhension des
exercices difficiles :

> nie pas hésiter & faire un caleul formel, par exemiple avec des séries
entiéres, pour se faire une idée du résultat et justifier ensuite la conver-
gence,

> pour des questions asymptotiques concernant les intégrales il faut
souvent essayer de repérer le (ot les) endroit(s) o1 la contribution de
la fonction est la plus importante et/ou remplacer la fonction intégrée
par une fonction qui lui est équivalente et qui conduit & une intégrale
calculable,



INTRODUCTION 3

> ne pas perdre de vue les liens étroits qu'il y a entre les séries de Fou-
rier et les séries entidres. L'une des deux théories peut servir A résoudre
un exercice posé a priort dans 'autre.

Au-deld des étudiants en classe préparatoire, ces ouvrages
intéresseront aussi les candidats au CAPES et & 'Agrégation, qui
¥ trouveront matiére 3 réviser les principales notions du programine,
ainsi que des exemples pour nourris un développement pour lenr oral.
Leur connaissance de |"Analyse Complexe pourra éclairer ou raccourcir
certaines solutions du chapitre sur les séries entidres.

Voyohs maintenant plus précisément le contenu de ce tome 2 d’ana-
lvse. Le premier chapitre, un peu & part, concerne U'intégrale sur un seg-
ment., Cest le seul qui peut étre étudié en premiere année. Nous ayons
choisi de regrouper les exercices concernant 'intégrale généralisée dans
le troisieme tome d’analyse. I est toutefois possible, 4 Voccasion d'un
exercice, de rencontrer le thécréme de convergence dominée. Les trois
autres chapitres sont centrés sut les séries, et cohcernent des notions au
ceeur du programme de seconde année : suites et séries de fonctions,
séries entiéres et séries de Fourier.

Comte dans les autres tomes, les exercices sont classés par théme.
La difficulté est tontefois plutot croissante : les chapitres commencent
par des questions technigques ou des savoir-faire indispensables {calculs
d’intégrales, de rayon de convergence, de développement en série de Fou-
rier,...) et se terminent souvent par des exercices difficiles qui ont pour
objet de démontrer des théorémes du niveau licence ou maitrise (citons
par exemple le théoréme d’Ascoli, le théoréme de Fejér,...).

Le troisidéme et dernier tome d’analyse portera sur ['intégrale
généralisée, la topologie, les éguations différentielles et les fonctions de
plusieurs variables.

Nous remercions André et Catherine Bellaiche, René Cori, Rached
Mneimné, Bernard Randé, Yves Duval et Joon Kwon pour leur relecture
approfondie de 'ouvrage et leurs nombreuses suggestions, tant sur le fond
que sur la forme.

Enfin, 81 vous souhaitez nous contacter pour nous faire part de vos re-
marques, vous pouvez envoyer un courrier 4 'adresse fgn.cassini@free. fr.



Chapitre 1

Intégration

A partir de la deuziéme moitié du xvir® siécle et de la mise en place
du caleul infinitésimal, s’impose le concept d'intégration, traité comme
le concept inverse de celui de dérivation. Leibniz domne une méthode
permettant, en principe, le calcul des primitives d'une fonction ration-
nelle. Fuler montre comment ramener d ce calewl celui de nombreuses
primitives comime f R{x, /P(2)) dz, ot R est une fraction rationnelle
et P un polyndme de degré inférieur ou égal a 2. Il développe aussi
la théorie des intégrales doubles. Vers 1730, il introduit la fonction I'
commne fonction interpolatrice des factorielles, sous forme de produit in-
[find puis sous forme d’intégrale. Il commence ['étude des intégrales ellip-
tigues dont Lagrange introduit la forme générale (1784). L’étude en est
approfondie par Legendre, puis Abel et Jacobi (vers 1830). Laplace est le

+ oo
. N — 2 . .
premier & démontrer que f et dt = /7. En ligison avec le calcul

—00
des probabilités, vers 1778, il obtient des formules asymptotiques pour les

b
intégrales du type f g(tYR(1}™ dt lorsque n tend vers +o0. 11 considére le
a
point ¢ ot h atteint son marimum et utilise les développements de Tay-
lor de ¢ et h au point ¢ (méthode de Laplace). En 1749, Euler pose
le probléme de développer une fonction 2m-périodique arbitraire sous
+oo
la forme Y apcoskz + bysinkz, el note les velations d’orthogonalité
k=0
¢
/0 cosmrcosnz dr = 0. Clairaut donne {a forme générale des coeffi-
cients.
Cauchy, vers 1820, définit Uintégrale d’une fonction continue sur
un segment comme la limite guand max{x; — xi1) tend wvers 0 de

Z(ac1 —xi—1)f(x:), en utilisant impliciterment la continuité uniforme de

la fonctwn 1l faudra attendre 1872 pour gue Heine introduise la notion

de continuite uniforme et montre gu’une fonction définie sur un segment

y est uniformément continue. En 1854, dang un mémoire intitulé « La

possibilité de représenter une fonction par une série trigonométrique =,

Riemann pose les bases de ce qui allait devenir Uintdgrale de Riemann.

Il définit Uintégrale d’une fonction bornée sur un segment comme la li-
i

mite de ses sommes de Riemann » (2; — x;—1) f(N) ot N est un point
i=1
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quelcongue de [y, 2] I démontre un critére d'intégrabilité (qui en
langage moderne se raméne & : ensemble des points de discontinuité
de la fonction est de mesure nulle), montre que les fonctions monotones
sont intégrables, donne un ezxemple de fonction monotone ayant une in-
finité de discontinuités et enfin, revenant aux séries trigonométrigues,
montre que toute fonction intégrable a des coefficients de Fourier qui
tendent vers 0. Vers 1860, Weierstrass montre que si une série de fonc-
tions continues converge uniformément sur [a,b], on peut intégrer celte
série lerme & terme, opéralion gque l'on ne s'élait pas privé de faire de-
puds an moins un sidele et demi sansg aucune justification.

Lintégrale de Riemann domine jusqu’aux travaur de Lebesgue. Celui-
¢t compléte les travaux de Borel sur la théorie de la mesure et construit
ce qui s'appelle depuis la mesure de Lebesgue sur R™. Pour définir
Vintégrale il remplace les fonctions en escalier utilisées par Riemann par
des fonctions étagées (fonctions dont limage est finie mais ou Pémage
réciproque de chagque point est un ensemble mesurable quelconque et pas
forcément un intervalle). Lebesgue montre dmmédiatement la fécondité
de ses conceptions par les théorémes fondamentaur de passage d la linvite
pour les suites de fonctions. puis par le renouvellement qu’il apporte &
la théorie des séries de Fourier (1903).

1,1, Un calcul d’intégrale

4
Calculer foﬁ/ In(1 + tan z)dw.
(Ecole polytechnique)

> Solution.

Notons I I'intégrale & calculer. Il ’agit d'un exemple classique, et il
0’y en a pas beaucoup, ol la primitive de la fonction intégrée n'est pas
calculable, mais ol il est possible de s’en sortir par une petite astuce.

T On obtient

8
On remplace tanx par .
COS T

w4 T f4
I= f In{sinz + cos z)dx — j Incosxde.
0 0

On a sinx + cosz = ﬂcos(m — %), de sorte que

/4 . T w/4 o
f In(sinz + cosa)dr = 1 In v2 -+ f Incos (:15 - Z)d;c.
o ' 0

Or, par le changement, de variable u = g —x,ona
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n/4 T m/d
f lncos(as - ﬁ)dx :f In cos u du.
0 4 0

On obtient donc fnalement

T T
- — 2:— .
li 41{1\/_ 8l112 <]

Les prochains exercices sont consacres o des inégalités intégrales. Le
sujet est vaste et les techniques employées trés varides. L’'indgalité qui
suit est une simple utilisation de la positivité,

1.2. Une inégalité (1)

1
Soit f:10,1] — R continue et tefle que fo F(#)dt = 0. On pose

1
= i £ = K 5 s 2 A S - .
! Il’er}(l)l‘l]]f(,b) et 3 Erél[g,‘\i] f{=z). Moutrex quefO flt)ede af

(Ecole polytechnique)

> Solution.
Les fonctions f — a et # — f sont positives, si bien que

OS[Dl(f—a)(ﬂ—f)={6+a)[01f_aﬂ—folf2—-aﬁ-[ﬂ

ct done

1
[fﬂgkaa.a
0

1.3. Une inégalité (2)

Soit f : [0,1] — R une fonction concave et continue telle que
F{0) = 1. Montrer que

fol 2f(z)dz < g (folf(m)dx)Q.

(]:]cole polytechnique)
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> Solution. . .
Posons A = j;‘ f(x)dr et B = [0 zf(x)dz. Comme [ est continue,

H
F:az— j{; f est une primitive de f et une intégration par parties

donne
[, - [ verte e a [ 0aon

Soit  >> 0. Pour tout & [0,z] on a, par concavité de f,

t x
02 L+ o = 12,
et en intégraut, il vient
LRSS SN /(O VL
f fie)d 3 TP T
Ainsi,
1 1
A-B= ( ft)dt)dm;f @z,
o \Jo 0 2
B 1 2 1
et on obtient A - B = 7 + 7 Ou encore B < 3 (A— Z)' Or, on a
2
A= < A%car (24— 1) 30,5 bien que | B < $A%| <

1.4. Inégalité de Young

1. Seit f: B, — R, une fonction de classe C! telle que f(0) =0
ff>0et lim f(z) = +o0. Montrer que pour ¢ 2 0,
&L= 00

a fla)
of@= [ s0ae [T e

puis que, pour b 2= 0,

gf:f(t)dﬂf:f‘1

(inégalité de Young).
2. Etablir que D'inégalité de la guestion précédente reste va-
lable si on suppose sewlement f continue strictement croissante avee

£O) =0t lmfx) =

(Ecole polytechnique)
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> Solution.
1. Posons F(a f f{t) de+ f f7{t)dé—af{a). Par hypothese,
f établit un C'-difféomorphisme de ]R+ sur lui-méme. Il en résulte que

! est de classe Cl et en particulier continue, et donc que F est de classe
7 q
Cl sur R+. On a pour tout a = 0,

F'(a) = fla}+ f7(f(a)) x f'(e) - fla) —af'(a) = 0.

Comme F/ = 0, F est constante et comme F(0) = 0, elle est identique-
ment nulle, Cela montre la premidre égalité qui devient trés claire si on
interpréte les intégrales en terme d’aires ; la somme des deux aires grisées
de la figure est égale & I’aire du rectangle.

A

fla)

0 Fa) a
Soient 0,b deux réels positifs. Pour montrer I"inégalité, supposons
'abord & 2 f(e). On a d’aprés identité précédente,

@ b b
/f+ff‘1mab:af(a)+ Frew= [ =g z0
Jo 1] fla) fla)

car f~! étant croissante, elle est minorée par o sur I'intervalle [f{a), b].
lorsque b < f(a) on fait le méme travail mais en faisant jouer & f~1 le
role de f. On écrit

[roffromf el o[-

= [ a1 -y =0
F=1d) F1is}

2, La preuve de l'inégalité de Young a partir de 1’égalité obtenue
s ta premitre guestion n'utilise pas du tout le caractére dérivable de
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f- Il nous suffit done de prouver que 1'égalité

@ Fla)
f@) = [ swas [ o

est encore vrale avec f seulement continue et bien entendu strictement
monotone avec f(0} = Oet liril flz} = +oo. Notons que ces hypothéses
T -0

permettent de dire gque f est un homéomorphisme stricternent croissant
de R, sur lui-méme. Cela justifie 'existence de f~1 ainsi que sa conti-
nuiteé.

On va prouver cette égalité de plusieurs maniéres. Soit a = 0.

e La vision de I'égalité en terme d’aires donuée ci-dessus fait bien
sentir que la dérivabilité de f n’est pas utile. Considérong. I’ensemble
A={(xy), 0<z<a, 0<y < f(z)}. L'aire de A vaut [) f(z)da. La
transformation s : (x,y) — {y, =) conserve les aires (c’est simplement la
Symétrie par rapport a la droite d'équation y = #}. L aire de A est done
égale a I'aire de son image A’ = s(A). Or,

Al ={(z,y), 0<y<a 0<z < f{y)}
={(z.y), 0<y<a, 0<f ') <y}
={(z,9). 0< e < f(a). fHa) Sy <al

Ainsi, 'aire de A’ vaut [)ﬂu) (a—f"Yz))dzx = af(a) - [)f(a) I =z)d=.
L'égalité des deux aires fournit le résultat.

¢ Voici une autre solution purement analytique. Il suffit de prouver
gue la fonction F introduite dans la question 1 est toujours identiquement
nulle avec la seule Liypothése f continue. Pour cela, on va montrer que

F est. dérivable de dérivée nulle, mais en revenant a la définition de la
Fia + k) - Fla)

dérivabilité. Seit a = 0. Le taux d’accroissement 3 vaut
1 a+-h f(eth} 71
AL s [ e e ) +af(@) )
a fa}

+h
Le rapport % j; ¢ f tend vers f(a) lorsque h tend vers 0 car f est

continue. Le terme f(a + k) tend également vers f(u} par continuité de
. Il reste done & prouver que

1 ffiath) 1 —af(a-l'h) — fla) _ i fla+h) 1

h -
b = h Jta) h h Jga)

— )

tend vers 0 lorsque © tend vers 0. Comme f7! est continue. la premiére
formule de la moyenne assure existence d'un réel e compris entre f{a)
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et fla+ h} tel que

i) = Ve DU ) o)

—1
Par croissance de f~!, le rapport i—(chl)_—a est dans [0, 1], et ¥(R)
tend donc vers 0 quand h tend vers 0. Ainsi, F est dérivable en a avec
F'{z) = 0. On peut alors conclure comme dans la premiére question.

s Pour terminer, nous proposons une troisigme démonstration de
I’égalité de Young qui fait appel aux sommes de Riemann : prenons une
subdivision réguliere 0 = zp < 2, < -+ < &, = a de l'intervalle [0,q].
Posons y; = f(z;) pour 0 € i < n. Comme [ est continue, la quantité

bl u
3 yi{w; —x,—1) converge vers /0 f lorsque » tend vers I'infini. Or, nous
i=1

avons
n n n-1 mn
Dowlm  ®ica) =3 v — I Yig1Ti = Ynn = i — Yir1)Ti
i=1 i—1 im0 =0

T

*
fla) - Z = Yit1) % (*)
=0
Comme f~! est également continue, la derniére somme est une sormne

de Riemann gui va converger vers j;] 7@ f1 sous réserve que le pas de la
subdivision des y; converge aussi vers 0. C'est bien le cas : en effet, d’aprés
le théoréme de Heine, f est uniformément continue sur le compact [0, o]
et si & > 00 est donné, il existe 7 > 0 tel que si |[x —y] < n, on a
|f{z) = f{y)} € e. Pour n suffisamment grand, Z < 1 et pour tout
iefln], x —2, 1= % et 0 € y; — i1 < €. Le pas de la subdjvision

des y; est donc inférieur ou égal &4 2. En passant & la limite dans (x), il
vient

[ swan =astar- [ " e, <

En appliquant 'inégalité de Young avec lu fonction f(t) =t~ pour
P 4

p > 1 on obtient l'inégulité de Holder ab < a; + % ot g est [exposant
q

. , . . 1 1 .
conjugu€ de p, i.e. Punique réel tel que s + 7 =1

b b
Le théoréme de majoration dit que I[ f‘ < j; |f|. Il pewt se voir
&8
comme une version continue de l'inégalité triangulaire. Lorsque f est
continue G valeurs réelles, il est aisé de voir que Uinégalité ci-dessus est
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- gy . . 1 3 .
une égalité si ef senwlement si f garde un signe constant”. L’exercice

suivant étudie le cas d’égalité dans R™, lo norme euclidienne remplacant
la valeur absolue.

1.5. Cas d’égalité dans le théoréme de majoration

Soit f : [a,b] — R™ continue, R™ étant muni de sa structure
euclidienne canonique. Donner une condition nécessaire et suffisante
pour que

b b
= [
[+ [+
(Ecole polytechnique)
> Seolution.

Montrons que la condition cherchée est que f prenne ses valeurs dans
une demi-droite issue de l'origine, autrement dit qu'il existe un vecteur e
de norme 1 et une fonction ¢ : [a, b — R, tels que, pour tout ¢ € [o, 5],
F(&) = w(t)e. Dans le cas n = 1 on retrouve ainsi le fait que f garde un
signe constant.

e Montrons pour commencer que cetie condition est suffisante. En

effet, on a alors,
/ F()dt = [ go(t)dt)

f -/ ot at,

car ¢ est positive. Comme, pour tout ¢ € [a,b], || (1) = ©(¢), on a le
résultat voulu.

b b b
e Supposons réciproquement que “/ fH = / IFY. Si [ IF =

alors |jf|l = 0, puisque cette fonction est positive et continue, et f = 0
On prend dans ce cas e unitaire quelconque et ¢ = 0.
b
I

[

[l <e’ [ > = [ snas [ 1soia=

b 3
1. 8i f |fl = :’;‘f f avec £ = &1, l'intégrale de la fonction continue positive
G a
|f] — ef est nulle, et done |f] = ef ie. f=c|f|

et done

t

Sinon, on pose, comme le montre le sens direct e =

alors

[
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d’aprés U'inégalité de Cauchy-Schwarz. Ainsi 'inégalité est une égalité
b
et fa (Nf) — {e, f(t)))dt = 0. Comme la fonction qu’on intdgre est

continue et positive, elle est nulle. On a done, pour tout ¢ € [a,b],
(e, f(t)) = [ f()]]. On en déduit que f(t) € Rie, ce qui donne le résultat
voulu si on pose, pour tout ¢ € [a,b], ©(t} = | f{t)[. <

b b
Pour f : [a,b] — €, continue, ’égalité lf f‘ = fa |f| est donc
a
réalisée si et seulement si Uargument de f(t) est constant, i.e. s’il existe

GcRetp:abl — Ry tels que f(t) = p(t)e® pour tout t € (a,b].

1.6. Une inégalité (3)

Soit E = C!([a, ], R).
1. Montrer que, pour tout ¢ > 0, il existe C > 0 tel que pour
tout f € E et tout = € [a,b],

b b
£(@)? — f(@)?] < C f e / 2.

2. Montrer gue, pour tout ¢ > 0, il existe D > 0 tel que, pour

tout f € E,
b b
sip fa)<D [ fee [ 17
z€[a.b] a a

(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. On éerit, pour tout z € [a, b,

|f(2)* = f(e)?] =

[arorow < [Casoirea

a

b
< [Casir o

On pense & la majoration 2|f(t)]|f'(t)| < f2(¢) + f'2(t). L appliquer
directement ne fait pas apparaitre £, On écrit done

AL 0] = 2| 10| VEF O < L0 +e0)
et on obtient

1£(@)? = f(a)?| < ff e [f”
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L’astuce consistant & majorer le produit 2ab par %az + &b? est trés
utilisée dans la théorie des équations auz dérivées partielles, théorie dont

est 1ssu cel énonce,
2. Soit z € [a,b). Pour tout ¢ € {a,b], on a

@) =0+ [ 20005 (w)du.

On en dédnit que

£ <o+ [ "9 (a1 ).

En intégrant sur [a, b] par rapport a ¢, on obtient

b-a)f@) < [ PO 0-a) [ 27w

et done

fHe) <

b b
L fz(t)d“rfa 2| ()1 f (u)ldu.

b—a

En raisonnant comme dans la premiére question, on en déduit que
Fa) < ffz(f dt 4 ff2+5f s

s(b— v2) [ e[

Cela étant vrai pour tout x € [a,b], on a donc
N b
W[l
g [71 a

b
L’exercice suivant s’intéresse & des intégrales de la forme f et gt
[+]

sup f%(z) < ( 3 L

z€[a,b]

Il est clair que le module de cette intégrale est majore€ par b—a, Toutefois,
lorsque la fonction ¢ varie assez rapidement, on peut espérer obtenir une
majoration meilleure puisque les compleres de module 1 vont avoir ten-
dence & se compenser. L'inégalité de Van der Corput quantifie cette idée
et donne une majoration remarquable qui ne dépend pas de la longueur
de Uintervalle.
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1.7. Inégalité de Van der Corput

Montrer qu’il existe une suite (cy)xz1 de réels positifs vérifiant
{i} pour tout a < b, tout ¢ € C?([a,b],R) vérifiant lp'| = 1
et ' monotone, et tout A >0

b
/ el g | <
o QO

(¥4} pour tout a < b, tout £ € N™ avec & = 2, toute fonction
w € C**Y([a. b}, R) vérifiant |o'**) 2= 1, towt A > 0

b
[ ereing <
a

C1

A ?

ALk

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

Nous allons démontrer 'existence des ¢ par récurrence sur k.

¢ Commengons par prouver existence de ¢;. Quitte A prendre le
conjugué de I'intégrale & majorer (ce qui revient & remplacer » par —y)
on peut faire 'hypotheése que ¢’ = 1. Comme ¢’ ne s’annule pas, on peut

écrire . "
: L. v
f M) gy = f" tAp'(T)e’ ‘P(T)dw
a o 1Ag(2) ’
ce qui donne en intégrant par parties

b ixg(zy 10 b iAp(z)
/ LA(e) g e @ N f QDH.(;I‘)ES #( da.
Ja iAp'(@) | Ja 1! ()2

En passant au module, on obtient

I N U T A rc) )
eM Nyl ¢ = z].
[ e <A(so’(a)+¢’(b)+f; PO

Comme " est de signe constant, on a
1

bl " (x)
Lf’(.(r)“ f @(2)2 'zpt b)] (a) 210}

Compte-tenu de V'inégalité ' = 1, on majore finalement par

4

b
f el gy < ©
a

N
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On peut donc prendre ¢; = 4.

¢ Supposons k 2= 2. Quitte & changer  en son opposé, on peut & nou-
veau supposer o) > 1 (en particulier o*~1) est strictement croissante
et s’annule au plug une fois).

* Supposons tout d’abord que la fonction »*~1) s’annule en un point
¢ de ja, b]. Pour a > 0 tel que ¢+ < b, on peut écrire, pour 2 € [c+a, b],

RUIRY)
P Hz) = f ©®) > 2 —c > a et done 3—&—(3—)

de récurrence, on a donc

= 1. Par hypoth&se

b b
; )] Ck—1
ez«\&p(z)d” — f /)\ow. atde| € ——2f21
£+a ¢ {:+ch - ((1,\)1/(16—1)
De méme, si ¢ — @ > a, on a —p* Y(z) = f:(,o{"’) Zce—T 2o
eF 1 () _
et donc | T———| = 1 pour z € [¢,¢ — a]. On peut majorer de fagon
p" ag
identique
c—re & —
Pol2) gy = R P T P el B
fa € da fa € dz| < < (an7E T
+a +
Comme f:_: ere@ dy| g f:_: 1 = 2a, on a donc

2cp 1

S 20+ D

b
f Moy

Remarquons que cette inégalité est vraie en fait pour tout o > 0 : en

b
effet, sic +a> b (resp. c — @ < a) , on a alors Jf "\so(ﬂf)dg;J o (resp.

\ f e1)\go($)d1-| ). IL suffit alors de prendre a = All/k et il vient
_— 9 %ep 2+ 2¢q
iAplz) -
-/a e dz| € /\Vk (A[I—L/L))I/(k - A1/E

* Supposons maintenant que %Y ne g'annule pas sur Ja.b]. Par
continuité, elle reste de signe constant. Dans le cas o1 elle est positive,
ona ¢¥® Ya) » 0. Pour @ > 0 avec a + a < b, on peut éerire que si
x € la+ao,b), g5V (2) = fm oF 4 o*1(a) 2 (z—a)+0 2 o En
majorant coumme précédemm?snt,, on trouve

b + ,
[ e gfa i *
@ a

<ot o

b
/ BLA¢(x]d$
a4
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inégalité qui reste évidemment valable si a + « 2 §. Toujours en prenant

1
= il vient

b 1+ ep 2+ 2.
idp(x k—1 k—1
fa grel) ., < T < .

Dans le cas olt ¢~ reste négative, on considére un découpage de
l'intégrale en b — o et on arrive & la méme majoration.
Il suffit donc de poser cpp1 = 2{1 + ). <

Les méthodes usuelles de caleul approché de Uintégrale d’une fonetion
[, disons continue, sur un segment [a,b], consistent d remplocer f par
une fonction plus simple (constante, offine, polynomiale,...) sur chaque
intervalle de lo subdivision réguliére du segment en n morceauz, puis de
fuire tendre n vers Uinfini. On obtient alors une suite qui converge vers
[1 f. Pour estimer la vitesse de convergence de cette suite on est sou-
vent amend & faire une hypothése de régularité plus forte sur la fonction

f. Lexercice suivent propose une telle estimation pour une fonction de
clusse C% dans le cadre de la méthode des trapézes.

1.8. Majoration de Verreur dans la méthode des trapézes

Soit f € C%([a, b}, R). Montrer que

[ st =20 (5@ + 1) < L

(Ecole polytechnigue)

> Solution.

il est bon de remarquer que la quantité & majorer mesure la différence
enire 1'aire définie entre la courbe et U'axe des x et 'aire du trapeze défini
par la sécante 4 la courbe en a et b et 'axe des 2.

J} f
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Si on pose pour z € [a, 8], g(z) = f(z) — [M‘ (x~a)+ f(a)}

(on retire & f I'équation de la sécante, on a g de classe c?, ¢ = f,

g(u) = g{b) =0 et
[o=[1-25 (s +50).

Afin de faire apparaitre la dérivée seconde de g, nous allons intégrer deux
fois par parties : nous allons dériver g deux fois et intégrer deux fois la
constante 1. Cependant, afin de supprimer les termes entre crochets,
nous choisirons judicieusement les constantes des primitives. On a donc

[o=ta-mglt~ [« mga=— [t~ mga
b
= [(E; gmt-i-h)jl + fb (% —mt -+ h) g"(t)dt

ou m et h 50%1t des constantes a choisir. Prenons done m et h dans

R tels que (%fmtJrh) %
jvbg - /‘b _(1__'&)2#_ / (t f”(t)dt Comme f” est

@ a
continue sur le compact [a b] elle est bornee et

] by _
‘f o <1 [ Dy

1o 1t —a)? "t a)?
<14 ([ . (b_t)L+fa—~2—dt)

[ ‘<Eﬁ(o+[ )S]b)m—_wul""(b—aﬁ On

Le crochet est alors nul et

ce qui donne

conclus donc

(b)

_——(f( + @) < 17 loo |- <

On en déduit une majoration de Uerreur dans la méthode des trapézes,
On considére une subdivision a =29 <z <+ <z, =b de ! znter’valle
[a,b] en n intervalles égauz. Pourk € [0, n— 1]] on remplace ] f) dt

par Daire du trapéze défini par la séeante & la courbe en Ty et sy el Uave
n—1

des abscisses. On obtient %f(:m)Jr 5o flag+ %f(.rn) comme valeur ap-
k=1

1 Noolb ~ @)

b . .
prochée de fa F@) di. L'erreur commise est majorée par 1902
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Or dit que la méthode des irapézes est du deuriéme ordre. Le lecteur

pourra se reporter & exercice 1.19 pour d’auires résultais concernant le
caleul approché d'intégrales.

Liexercice concerne wune estimation du méme type que celle de
Vénoncé précédent, mais avec une fonction convere.

1.9. Méthode des trapézes pour une fonction convexe

Soit f une fonction convexe de C'{R,,R) et n € N, n = Qj

Montrer que
0< SFO I+ + fn=1)+ 55— [ < G(m) - F(O).
(Ecole polytechnique)
> Solution.

flk)+ f(k+1)

trapeze délimité par Vaxe des abscisses, les droites d’équation z = k
et x =k + 1 et la corde du graphe de [ qui joint les points (k, f(k)) et
(k+1, f(k + 1)} Ainsi,

On observe que la quantité représente 1'aire du

n—1
W SO+ FO) b fnm ) gy = 3 LBEEED

k=0

2

est la somme des aires de ces trapeézes.

A

0 k kE+1

n
Comme la fonction f est convexe, il est. déja clair que fo f £ 5y Cela

provient de ce que sur chaque intervalle [k, k+ 1] le graphe de f se trouve
en-dessous de la corde qui joint les points (k, f(k)) et (k+ 1, f(k + 1)).
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* -~ - 1 n
On cherche maintenant & majorer Verreur S, — [0 f. On se place sur un

fRy+fk+1) k1
: . 2 "k T
Géomsétriquement, 'idée consiste & minorer f par sa tangente en k

sur [k, &+ %} et par sa tangente en k 4 1 sur [k + %,k%— 1].

intervalle [&, k + 1] et on majore

A

T
-

B+l

On a donc pour tout t € [k. k+ %] Ft) 2z f(k)+ f1 (k) — k) et pour

tout t € [k + %,k+1}, £ = f(h+1) + F'(k+1)(t — & — 1). Calculons
htd _ _p21Ft
[ e+ e o = L4 pay |5
k
_ f(’ﬂ) f(%)
=Ty Ty
et
k+1
f CFEED + SR D — k- 1)
k+§
1 o K+l
:f(k; ) i 1)[@ }
+
"C) _fik D),
- 8
Ainsi, f:ﬂ [ est minoré par f&}lgu + é(f’(k) —-f(k+1)). On
a done ﬂ’ﬂ.%l’ill _ :Hf < %(f’(k—k 1) — (k). En sommant

cela pour k entre 0 et # — 1 on obtient la majoration demandée,
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Sa- [ 1< 55t - f’(onJ-a

Pour établir lo majoration, on peut aussi reprendre lo méthode de
Uexercice précédent et intégrer par parties, en considérant la primitive

t—t—(k+ %) de 1. On obtient

0w st - [ rma= [ (0 (v 1))

Comme f' est croissante, on en déduit

_/A.H%(“ (’“‘ %))f’(t)dt <f) ff% (t— (k+%)) - _f’_é@),
/:H(t— (Mé))f’(t) d < f/(k+1) fk':’(t_(k%)) a=LE+D

2

ot done L(7(0) 1 0+ 1)) - [ $0) e < f’(k+1§—f’(ls)_

1.10. Recherche d’un minimum

1
Trouver le minimum de f . [t* + at + b|dt lorsque a et b

décrivent C.
(Eco]e polytechnique)

& Solution.

1
Posons. pour {a,b) € C?, f{a,b) = [ [t2 + at + b} dt. On constate

que

1
fla,b) = / v/ (t2 + Re(a)t + Re(h))2 + {Im{a)t + Im(b))2 dt
—1
p fl [t + Re(u)t + Re(b)| dt = f(Re(a), Re(h)).

On peut donc se limiter & {(a,b) € R?, ce qu'on fait dans la suite de
I'exercice.

1
I’observation essentielle est que la fonction {a, b) — f . |t2 +at -+ b|dt

st convexe sur R2. En effet, si {a,b) et (a’, ) sont deux couples de R?

et A un réel de [0, 1], par 'inégalité triangulaire, on a pour ¢ € [—1,1],

(1= Na+Aa Mt (1= b+ MDY < (3=t +at + b+ At* +a't+b).
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En intégrant cela par rappaort a £, on obtient
FUL=Na+Ad, (1= 2)b+ AV) < (1 — X f(a,b) + M. V).

On peut méme observer que f est strictement convexe, ¢'est-a-dire que
'inégalité ci-dessus est stricte si (a,b) £ (a',¥') et A € ]0.1[. Comine i
est clair que f est continue et que f{a,b) tend vers +oo larsque |a| + ||
tend vers +oo, on en déduit que f admet un minimum sur R? et que
celui-ci est atteint en un point unique. On va déterminer ce poini,

Si on effectue le changement de variable © = —f. on obtient

1 1
fla,b) = f it2 + at + b|dt = f w? — au+ bldu = f(—a,b).
—1 -1

Ainsi, si b est fixé, la fonction e v f(a,b) est paire. Or, d’aprés ce qui
précede, il s'agit d'une fonction convexe d’une variable réelle : elle atteint
ﬂw = f(x) pour tout z).
Le minimum de f est donc nécessairement atteint lorsque a = 0.

Il ne reste plus qu’a étudier le minimum de f{0,6) = fjl [t% + bldt.

On calcule cette intégrale en discutant selon la position de b par rapport
a —1 et 0 pour enlever la valeur absolue.

©Sib>0, f(0,b) = -+%

o Sib< -1, f(0b)=-2 2.
e Enfinsi —1 < b<0, onposeb——c2 avec0<c<letona

-1 c 1
f(0,0) = 2/ 2 — Fjdt = zf (c® —t)dt + 2] (t* — A)dt
0 [t} c

Aprés simplification, on obtient f{0,b) = (JC — 3¢ + 1). Une étude

de fonction montre que le polyndéme 4¢3 3c 41 atteint sur intervalle

donc son minimurg en 0 (car f(0) <

[0,1] son minimum en <.
On peut done conclure que la fonction f atteint son minimum pour
1 .
a=0etbh= 1 En ce point elle vaut % <

1.11. Recherche d’une borne inférieure

Soit F I'ensemble des fonctions f € C1([0, 1], R) vérifiant f(0) =
i
. z . - .
et f(1) = 1. Déterminer }Ielfl:"./(] \f = fl.

(Ecole normale supérieure, Ecole polytechnigue)
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I> Solution.

La quantité f' — f invite & introduire la fonction g : z — f(x)e™®.
bn effet, g est de classe C! et on a ¢'(x) = (f'(2) — f(z))e™ pour tout
@ € [0, 1]. On remplace donc f/(2)— f(2) par €*¢’(x). Lorsque f parcourt
Pensemble F la fonction g parcourt Pensemble G des fonctions de classe

1

C' qui prennent la valeur 0 en 0 et la valeur — en 1. Et h = g’ parcourt
€

tlone Pensemnble H des fonetions continues dont I'intégrale sur [D, 1] vaut

|
—- Omn a donc
.

1 i 1
- I_ —_ : X ! — : A
}g{,fo IF = £l ;g{}fo €lg'(z)|dx égﬁfo ef|h(z)|dz.

{lc changernent de variable permet de résoudre facilement le probleme
posé. En effet, si h€ Hon a

{ 1 1 i
e“|h{z)\dr = > [
-/(; [h{z)|dz = A [R(x)|dz = -/.5 h(x)dx S

1 P :
Montrons que : est exactement la borne inférieure recherchée. Pour cela,
1 .
on va construire une suite de fonctions (fin)az1 telle que [) e’ |hn{x)|dx

tende vers l . On choisit des fonctions positives. affines par morceaux qui
mncentrent la masse au voisinage de 0. Plus préciséiment, on prend h,
mille sur {1/n. 1] et affine sur [0, 1/n] avec A, (0) = %— et hp(1/n) =0.
Il cst facile de voir que h, = H et

o1 1/n 1 el/n
/ ¢ o (2)|d = f R (1)dz < elfﬂf ha(z)dz = .
0 0 0 €

. . 1 . .
l.c majorant tend bien vers — lorsque n tend vers Vinfini ce qui prouve

le résultat.

Conclusion. On a mf f if = fl=

ml»—t

Les exercices qui sumwvent concernent encore des inégalités et ils re-
nusent sur importante inégalité de Cauchy-Schwarz.
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1.12. Inégalité de Hardy

Soit f : 10,1} — R une fonction continue. On pose pour tout
z €01}, F(a) = = [* f(t)dt et F(0) = f(0). Montrer que

/0 P a)de < 4 fD ' P o)ae.

(Ecole polytechnique)

> Selution.

Comme §f est continue, F est de classe C! sur |0, 1]. De plus la fonction
F est continue en 0, puisque F(z) est le taux d'accroissement entre 0 et
x d"une primitive de f. Cela justifie donc I'existence de I'intégrale de ¥2,
Pour tout x dans ]0,1j on a

-1 . fl=)
P =2t [ L)
W= [ r+5
autrement dit zF/(z) = f(2) - F(z). En multipliant par F(x). on obtient

F3z) = f(x)F(a)-zF(x)F (x). On va intégrer cette relation entre & > 0
et 1. On obtient

llexf: fF—LlﬂEF(J’)F’(de - f: fF — [J@Fz‘;x)l +%[:F2-

En faisant tendre ¢ vers (), on en déduit donc que

7 ./Ong—QfolfF—Fz(I)QQJDIfF.

On en déduit, grace a I'imégalité de Cauchy-Schwarz, que

fDlFﬁng()Ingz\/ﬁ\/ﬁ.

1 1 2 1 1
Si /; F2 % 0, en élevant au carré, il reste (.[0 Fz) £ 4]0 f2f0 F? et

en divisant par l'intégrale de F?, on trouve la majoration voulue

/:Fnglfolf?.

1
Cette majoration reste clairement valable lorsque fo F2=0.4




1.33. RECHERCHE D'UN MINIMUM 25

Le résultat est un cos particulier des inégalités de Hardy. Le cas
genéral consiste en une majoraiion de la la norme p de T en fonction de

clle de £ < [Py < gl 00 100 = (f177)" et 22 =1 fici on
alecasp=gqg=2).

1.13. Recherche d’unt minimum

1
Déterminer le minimum de /0 (f”(t))?d¢ dans Pensemble des

fonetions de classe C? de [0,1] dans R vérifiant f(0) = f(1) = 0
et f'(0) = a ol @ est un réel donné. )
(Ecole polytechnique)

> Solution.

Le carvé présent dans l'intégrale nous invite & essayer d’utiliser
I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Soit f une fonction dans I'ensemble
considéré par I'énoncé. On a des informations sur f en deux points dis-
tincts & savoir 0 et 1, Ou va estimer f(1) & partir des informations en 0
en utilisant la formule de Taylor avec reste intégral. On a

1
F(1) = £(0) + £(0) + fo (1 - 87" (),

ce qui, compte-tenu des hypotheses vérifiées par f, donne

ea,zfo (1—t)f"(6)de.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors,

1 1 1
o2 gfé (1_t)2dtj0 (f”(t))th:%fg (P (82,

Cette inégalité est une égalité si et seulement si " est proportionnelle 3
la fonction t — 1 —t.

$i (8) = A(1-1), f est delaforme f(£) = = (1=t +a{1-1)+ 0. La
condition f(1) = 0 impose 3 = 0. La condition f(0) = 0 donne A = —6a
et enfin la condition f/(0) = a conduit & « = g.

1
Conclusion. Le minimum de fo (f7(t))%af est égal & 3a® et il n'est

atteint que pour la fonction ¢ ~— g—((lmt)-(l—t)g’) = - (1-8)t(2-1). «

a
2
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1.14. Etude d’une suite

Solent f et g contimes de [0, 1] dans |0, +-cc[. On pose, pour tout

1 .
nde N, u,, = j g{z}f{z)"dz. Etudier la suite (u"‘H .
o . tn neN
(Ecole polytechnique)

&> Solution.

Les fonctions f et g sont continues & valeurs dans ]0, +ocf. La suite
(Un)nem est donc & termes strictement positifs. Posons, pour tout entier
naturel 7, v, = 221 Pour tout n de N, on a

"

wnir = [ g@ (@) e = [ (st @8 (o)) ) do

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

(wni)? < [ a@f @) e [ g(a)f(a)ar,

Un41 Un42
T g T+
Un Upnt+1

U % Upngi. La suite {vg)nen est donc croissante. Montrons qu’elle est

majorée. Posons M = sup f. Pour tout entier naturel n et tout = de
[0,1]

[0,1], on a g(z) f{x)"*! < Mg(z)f(z)". En intégrant cette inégalité on
en déduit que uny1 € Mu,, et donc que v, < M.

La suite (vn)new est croissante et majorée par M douc converge.
On note £ sa limite. C'est un réel strictement positif car (vp)nep est
croissante. La suite Inv, = In 4,41 —1nu, converge vers In £ donc d’aprés

c'est-d-dire (ups1)® € tny2un. On a donc

, 8oit encore

: N .. Inu .
le théortme de Cesaro la suite —= converge aussi vers In £. En repassant
n

X H z H . 1
a l'exponentielle on en déduit que la suite un/ " converge vers £. Or la

limite de cette snite peut se calculer directement (c’est une question
classique que le lecteur retrouvera dans 'exercice 1.32). Précisons cela.

La borne supérieure de f sur le compact [0, 1] est atteinte : il existe o
dans [0, 1] tel que f{a) = M. Soit ¢ > 0; il existe un intervalle [, b], avec
a < b, inclus dans [0, 1], tel que pour tout « de [a, b], on ait l'encadrement
M-z < f(x) < M. On a alors pour tout entier naturel n,

1 b b
| s@s@raz> [ a@m0a—eyrdr> Mo [ glade

o folg(m)f(z)”da: <M" folg(m)da:.
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1

On a donc (M —¢) (f: g(z‘}da;) g/t <M ([01 g(:n)d:c) . Sachant
que

& i 1 kD
lim (M - £) (L g(a:]d.r) =M-—c¢ et ,,ILHQ‘OM (L g(sc)d:c) =M,

on en déduit qu’il existe un entier naturel ng tel que, pour tout entier
n o= N,
M — 2 € ul/" <M + 2,

On a done lim ul/" = M et par conséquent ¢ = M

Conclusion, La suite (u:“ ) o COTVEIge vers M=supf. «
n An [0,2]

Lénoncé suivant établit Uinégalité de W irtinger. Le lecteur trouvera
une autre démonsiration de cette inégalité a l'aide des séries de Fourier
(cf. exercice 4.20),

1.15. Inégalité de Wirtinger

Soit E I'ensemble des fonctions f : [0,1] — R de classe C* telles
que f(0) = f(1) =0. 1
1. Soit f ¢ E. Montrer que I; = j FOF () cotan(rt)dt et

= / RV ( (1 + tan? 7w¢)dt existent. Comparer [; et I,
2, Montrer que pour tout f € E, on a

ffﬂ;fr?folf?

(incgalité de Wirtinger).
3. Quels sont les cas d’égalité?

(Ecole polytechnique)g}

| - Solution.

1. Commengons par justifier Pexistence de I;. On a a priori un
probleme en 0 et en 1. Comme f(0) = 0 et que f est de classe 7,
on # en 0 le développement limité sulvant : f(1) = f/(0)t + o(t). On sait
[vu aitleurs que, toujours en 0, cotan nt ~ pord On a donc

flt)f(#) cotan =t — %QL
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La fonction intégrée se prolonge donc par continuité en 0. Il en est de
meme en 1 de sorte que I est parfaitement défini. Pour Uintégrale [,
c’est pareil : on vérifie que la fonction intégrée que 'on peut peut écrire
s 1
t — f(t)2(1 + cotan? 7t) se prolonge par continuité en 0, 1 et =.

2
Pour comparer I; et I, on effectue une intégration par parties dans

1-g .
[;. Pour tout £ > 0, /; ¢ F(E)F () cotan wtdt vaut

1 e m ity 2
[Ef {t) cota.nﬂ‘t] + Ef FA(E)(1 + cotan” xt)dt.
£ E

. - i . ’ A\ Tr
S5i on fait tendre £ vers 0 il vient d’apres ce qui précede |1, = -512 \

2. Soit f € E non nulle (si f est nulle 'inégalité est triviale). D’apres
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

g jo 1( F(6)de A 1( £(£))? cotan® wdt.

Posons alors Ty = A + B avec A = [ 2 et B = [ (£(1))? cotan® mtdr.

Alors, I3 = (A + B)? 2 4AB (inégalité qui provient tout simplement du
fait que (A — B)? > 0). On a done

b2 I%_szg 20 _ 2 [ 2
[SaES BES LISt e
C’est le résultat demandé.

3. On a égalité si et seulement si i] y a égalité dans l'inégalité de
Cauchy-Schwarz et si A = B. Soit f € E une fonction nor nulle réalisant
I'égalité. 11 existe un réel A tel que f/(f) = kf(f)cotan=t pour tout
t €10,1[. Alors, on a

1 L 1 1
sz F(t)? catan? ntdt = fo i = 71'2[ 2= szé f(£)? cotan® mtdt
0 0
et on en déduit que k¢ = =%,

e Si k = x, les solutions de 'équation f/(t) = kf(t) cotan nt sont:les
fonctions de la forme ¢t —— Asinnf, A € R. Elles sont dans E et vérifieht
toutes le cas d'égalité.

o Si k = —n, les solutions de 'équation différentielle sont les fonctious

A bo s .y .
S lenenrs Il ne s'agit pas d’éléments de E. <

De la linéarité de Uintégrale. il résuite notamment que Uapplication

b
{(f,.g) — ja fg est une forme bilindaire symétrigue positive. C'est méme
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un produit scalaire st on se restreint @ un sous-espace de C°%([a, b, R).
Les erercices qui suivent s’interprétent alors géométriguement comme la
recherche de lorthogonal de certains sous-espaces au sens de ce produit
sealoire.

1.16. Fonctions dont les deux premiers moments sont nuls

Soit a < b deux réels et E ’ensemble des fornictions continues de
la, bl dans R. On pose

F={g€C([a,B],R), gle] =g(b) =g'(a) = g'(b) = 0}.

1. Soit f € E. Montrer I’équivalence :
b b
Jg € F, g":f<:=>/ f{z)dzzf tf(t)dt = 0.

b
2. Soit h € B telle que [ h(t)g"(t)dt =0 pour tout g € F.

a

Montrer que k est affine.

(]:]cole polytechnique)

&> Solution.

1. Notons G I'ensemble des fonctions f de B qui s'écrivent sous la
forme f = ¢” avec ¢ € F. Clest un sous-espace vectoriel de E (comme
image de F par I'application linéaire g — g¢”) et la question consiste i
prouver que G est exactement arthogonal, au sens du produit scalaire

5
(fig) j fyg, du sons-espace A formé des fonctions affines.
a
e Soit feGetgeF tel que f=g" Onaalors

b b
[ star= [ d"wa =il =o.
ot

b b b
[Crnai= [ wrmar =gl - [ g 0=t - o, =0

par définition de F.
* Réciproguement, si f appartient & E et vérifie

-/:Jf(t)dt = fubtf{t)dt =0,

posons. pour tout x € [a, b,
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A= [ roaeet o) = [ pioe
@ a
La fonction g est C? sur [a,b] et vérifie ¢/ = f. On a, de plus

gla)=H(@)=0; ¢b)=hib)= _[: fltydt =0
b
9(a) =05 g(b) =[tAM]s - [ tf()ae =0,

Donc g appartient 2 F et on a I'équivalence voulue 7.e. AL = G,

2. Cette seconde question demande de prouver que orthogonal de
G est le sous-espace A formé des fonctions affines, autrement dit que
(AL)+ = A Linclusion A C (AL)! = G+ est banale. L'énoncé demande
I’autre inclusion qui en dimension infinie n'est pas automatique. Elle est
vérifiée ici car A est un sous-espace de E de dimension finje.

Puizque A est de dimension finie, la projection orthogonale sur A est
bien définie. On prend f € (AL)L qu'on éerit,

f=u+v avec ueAve At

On obtient 0 = (v, f} = (v,v), d’'olt on déduit v =0 et f € A. On a
Finelusion voulue, <

Dans Pénoncé suivant, on s'intéresse aux fonctions orthogonales euz
polyndmes de degré inférieur ou égal & n, pws ¢ Uorthogonal de Pespace
des polyndmes, Ce sont des questions trés classiques.

1.17. Fonctions dont les n premiers moments sont nuls

Soit f: [0,1] — R une fonction continue h’

1. On suppose que pour tout k € [0, 7], fDl f(z)xFdz = 0. Mon-
trer que f posséde au moins n + I zéros dans [0, 1].

2. On suppose que pour tout k£ € N, j{;l I (.r)mkdaz = 0. Montrer

que f est identiquement nulle,
(Ecole polytechnique)

> Solution. L

1. Par linéarité de l'intégrale, on a [ fP = 0 pour tout polynome
P de degré inférieur ou égal a . Raisonnons par I'absnrde et supposons
que f ait moins de n zéros dans [0,1]. Entre deux zéros consécutits, le
signe de f reste constant d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires
puisque f est continue. Notons o < az < -+ < @ les zéros de f qui
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correspondent 4 un changement de signe pour f. Nécessairement, p < n.
Soit P = (X—a ){X—a3) ... (X—n,) € RIX]. Onadeg P < net P change
de signe en méme temps que f en les ay. Par conséquent, le produit fP
reste de signe constant. Comme fP est continue et [] fP=0.fP =0

Pour tout = € [0, 1], distinet des ax, P{x) # 0 et done f(z) = 0. Clest
absurde puisque f a moing de n zéros.

Couclusion. La fouction f a au moins n + 1 zéros dans [0, 1].

2. On utilise le théortme de Weierstrass : il existe une suite de
polynéme {Pr).»0 qui converge uniformément vers f sur [0,1] {on en
trouvera une preuve dans Vexercice 2.18). Par linéarité de lintégrale.

1

fo fPn = 0 pour tout n. Or, f étant bornée car continue sur un seg-

ment, la suite (fP,)nzo converge uniformément vers f2 sur [0,1]. En
1

passant & la limite sous le signe intégral on a donc /0 % = 0. Conune

f? est continue et positive, cela impose f2 =0 et donc f=0. «
Le résultat de la seconde question signifie que lorthogonel du sous-

1
espace des fonctions polynomiales pour le produit scaluire {f, g) — /; fg

est rédutt & {0} : c’est donc un exemple de sous-espace d’un espoce
préhilbertien qui n'e pas de supplémentaire orthogonal.

L'énoncé suivant est encore une variotion sur le méme théme. On y
utilise le rdsultat de lo question 2 mais sur un segment [a, bl quelcongue.

1.18. Recherche d’orthogonal

Sott ¥ : {a, )] — R une fonction continue.
1. On suppose que pour toute fonction u de classe 0 telle que

b b
f u{t)dt =0, 0na f u{t)y(t)dt = 0. Montrer que ¥ est constante.
a &

b
2. Que dire si / w{t)y(t)dt = 0 pour toute fonction u de classe
C telle que ula) = uf{b}?

(Ecole polytechnique)

> Solution.
Notons E = C*([a,b],R) et remarquons que si 'on suppose que

b
[ uy = 0 pour toute fonction v € E, c’est-a-dire si on supprime les

conditions Testrictives sur u, on a clairement ¥y = 0. En effet, I'hy-
pothése est en particulier vraie pour les polyndmes. IVaprés le théoréme
de Weierstrass, il existe une suite {P,)n»o de polyndines convergeant
imiforménient vers y sur {a, b]. Puisque y est bornée. la suite (Pry}nzo
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-0 it
3 - n Bl Y .
couverge untifornenent vers y- et on a done yo = lim yP. =,

par hypothase, puisqu'un polyndme cst c>. ’ On en décuit (qur y =0
puisqulelle est continne. On v ose ramener 3 ce cas dans chiacune des
questions,

1. Considdérons les formes lndaires sur 12

1
T / woel l, cu— Y.
e it

L'livpothése se traduit par Kerl I\'erlq| C'ela nuplique que 1, est

proportionnel & 1. Soit A € R tel que L, = Al ot 2 = 4 — A On a alors.
b

pour tout w € E, wz = T,(u) -~ Al{x) = 0. On en déduit Jdapres la

. “ .
remarque initiale que z = 0 et done g = A @ la fonetion g est constante.
Il st elabr. véeiproquentent, que tonte fonction constante a la propricté

voulue. !
o

2. La vondition wfn) = u(h) s"deril / ' = V. Soit ¢ € E tel que
b o
/ o(T)dE = 0, et soit w la primitive de - qui sanmule en a (et done ¢n
A R
bY. O o par hiypothese / wy = 0. BEn considérant une primitive Y de
(LY

4. o ohtiont, e intégrant par parties,

!

i oy -l
/ wy = luyy, j” / nY — - / Y = 1.
ey oy oy

b
Ceri rst vrnd pour toute fonction ¢ € B, telle gue / wfydl — 0, dome

o
d'apres la question précédente. la fonction Y est constante ol sa dérivée
y est nulle. <

1.19. Méthode de Gauss

Svit ni > 1 et L, (X) le polynome _( X% - )”
( _

1. T\](ere]' Qe

1
YQ e R, ([N, flq(m,,,,(.um:o.

2. Moutrer que Ly admel o vacines simples 7, . ..
trowvent dans Vintervalle | - 111

(UL SC

-

]
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:

3. Montrer qu'il existe {ay....,n, ) €R” tel que
YO & R, / Qla)le = ZN Oz,
i=1

[ Ecele normale supérieure)

R

i Solution.
L Posons P, = (X2 - 1) etsoit Q¢ B, 1[X]. Onal, = Pi;”). On
calcule Nintégrale par parties. On a

! (ln_[ o ' ,2 1"
/ - [E-T—f“ — 1y } / o (11“4 (2 — 1)dor.

Or, 1 et -1 sour des 1‘;L('iuc\~, d‘cm’lm e 1, = (X7 — 1Y done sout

Lacines simples de P4 = iX’* . (X% — 13" el te crochet st nul. On
integre cocore no— 1 fois pav patties pous ohtenir finalement

N

1 -1
/ QlrjLn (x)dr = — / Q)P = / QP
. t —1i 41

- 1
R (—1)“ / (Q(MP“ -0
oS —1

car ()

2. On peut résoudre cetle gnestion on appliquant le théorsne de

) -

Rolle successiverent a P, P/ L .[’,(17' ! Cepenelant, on peat aussi uti-
B din gpiestion plf,ur.lun:.. Noloms ) -2 xg <0 -+ <0 mp Jes ravines de
L, qui sont dans Uintervalle | - 1. 1] ot de muitiplicltsé impaire. Posons
QXY = (X — ) (X = ). Lo Tonction polynome @ — QUL ()
parde alors m sighe gonstant < Uintervalle | — 1.1] ot ne savwle
auien les oy Siop € 0 — 1 cela induit une contradiction avee la quoes-
: . 1 .
fon précedente c:m‘f lQL,, o8t non nul. Corame degl.,, = on a done
;o= ee g signifie gne Ly, adimet nocacines dans §-- 1L gni sont toutes
de mulsiplicive 1, e'est-d-dire simples.

3. Les applications qp - Q — Qe sont Jes formes Bndaires syr
. . . . R . . 1 - .
ko, [X] de méme gue Tapplication §f @ Q +—- /lQ. La guestion
copsiste a prouver que J € Veor(gp.. o). Powr cola osuffit gque f

13
~ort tlle sur le sons-espace m Werg,. Oro <1 Q esl nn polynome de B

(=1

B m Kerg. on a Q(r, 0 pour tont £ de sorte que Q ost divisible
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par le polyndme (X —z1) ... (X — z,,) et donc par L,, qui lui est associé
(d’'aprés la question 2). On peut donc écrire Q(X) = L,(X)R(X) avec
X 1 1
degR <n—1et f(Q) :LIQ=[_1L“R=O. <
La méthode de Gauss exposée dans lexercice est une méthode de cal-
el approchee des intégrales. Pour foute fonction f continue sur [~1,1]

on prend Z arf(xk) comme valeur approchée def f(z) de. On obtient
k=1
la valeur exacte pour tout polyndme de degré < 2n —1. On remarque gue

la famille (P,,) est une base de R[X] formée de polynémes orthogonauz,

cor Py, est de degré n. Le polyndme P, est appelé n-iéme polynome

27l
de Legendre.
b

La méihode se généralise au calcul de fl F@)w(z) dx ol lo fonction

w est continue el strictement positive sur |a,b[. On considére le produit

b

scalaire défini sur R[X] par (P, Q) = j; P(x)Q(x)w(x) dr et on construil

une suite orthonormale de polyndémes (Pn)yen tels que degP, = n.

On peut démontrer gue chaque P, posséde n racines distincles sur

o, B[ et que, pour tout n € N, il eriste des réels ar,....an tels gue

n
j: Qryw(z) de = ¥ apQlzk) pour tout polyndme Q de degré < 2n—1.
k=1

n ) b
On prend ¥ ap f(x) comme valeur approchée de j; fl@)w(z) de. Ler-
ke

reur commise est donfnée; pour une fonction de classe C*™, par la formule
(271) c
[fsc)wa:)dzz: Za;,f(sck)-l— Sl

@njics ou O, est le coefficient de X™
dans Py, et ¢ € Ja, b[

Les cing exercices suivants font intervenir des sommes de Riemann.

1.20. Une somme de Riemann (1)

Calculer nl{]ﬁ&@ﬁ?E(\/};) o E est la fonction partie

entiére.

(Ecole polytechnique)

&> Solution.
Pour tout k > 0, on a vk — 1 € E(\/}E) < k. Posons pour n = 0,

Uy = anE(f) Ona
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1

L‘ﬂ,

E-1)

5”;\/‘;;

~

li’l

a(z ) \%\( )

Comme z ~— +/Z est continue sur [0, 1], nous reconnaissons dans

1 il k . . 2
= | 2. 4/ = | une somme de Riemann qui converge vers f Vidt = =
n\g; ¥ o 3
lorsque n tend vers U'infini. Nous avons donc encadré u, par deux suites

2 . P
qui convergent vers 3 Dapres le théoréme d’encadrement,

lim _ 2|
nee U = g 1

1.21. Une somme de Riemann (2)

Soit f: R — R de classe C%. Quelle est la limite de

v () ()

k=0

(Ecole normale supérieure)

r> Solution.
Il est naturel de comparer u, a la suite v, définie pour n € N par

1 & k ; k
1, =
R g‘;f(n-{—l)‘f (?H—l)
dans laguelle on reconnait une somme de Riemann qui converge wvers

[ ir = —(ll—jL Considérons Ia différence

e ) () ()

Les fonctions f et f” sont continues sur le compact {0, 1], doance bornées
resgpectivement par un réel My et un réel Ms. En vertu de 'inégalité des
aceroisserpents finis, il vient

()

n

1
Wy — 7-’11! < m z

k=0

MQ 1 i ]\"I[)I\/Iz MQMQ
£ E —_—
+1 T a4+ n+1 n+1

k=0
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On en déduit que u,, — v,, converge vers 0 et par conséquent
k+1)  F(1)? = f(0)?
n—»+c>on+lzf<n+]) (n—}-l)— 2 <

Le cours démontre la convergence des sommes de Riemann wvers
Uintégrale d'une fonctwon continue. Un probléme intéressunt consiste 4
chercher un développement asymptotique de ces sommes de Riemann en
mettant une hypothése de régularité plus forte sur f. L'exzercice suivant,
clasyigue, donne les deux premiers termes du deéveloppement lorsque lo
fonction est supposée de classe C2.

1.22. Einde asymptotique des sommes de Riemann

Soit f : [@,b] ~— R une fonction de classe C1. On pose pour

n € N*,
Aﬂz_f(aﬁrkbnﬂ).
k—1 ”

1. EBtudier la limite de vy, = n (un —/ ’ f(i)dt).

2. On suppose maintenant f de classe C2. Trouver un

développement asymptotique de u, en +oo & la précision o ( ;1—2 )
)

(¥icole normale supérieure, Fcole polytechnique)

> Solution.
1. Onremargue que, d’apres le cours, la suite (un)np: converge vers
& o . .
f Ft)dt, puisqwil s'agit d'une somme de Riemann. On a donce affaire 4
a€
une forme indéterminée.

Pourtout n 2 1 ef tout k 2 1, posons ay, = a + kh avec A = b-a

1]
Transformotis I’expression de v, a ’aide d'une primitive F de la fonction
continue f :

Un = ni (hf(tlk) - f( dt) =n Z hF Gk F(ak) + F(ak,l))
k=1

Gie—1
7

=n Y (Flar_1) — Fax) + hF'(a)) —nz F” %)

k=1

ol ¢ € Jop—q, agl vérifie
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(=h)?

2 b
Vexistence de ¢y étant justifiée par la formule de Taylor-Lagrange (car

th—1 —ar = —h). Alnsi, on a

b 2 &
“'H,:( 20) Zf Ck) P 2 f f T)dt

Flag-1) = Flag) + F'(ap){—h) + F"(ck)

puisqu’on reconnait une somme de Riemann. Comme f est de classe C!,

il reste
‘1-133‘%””:( — ) - fa) |

2. Dans la question précédente, on a obtenu le développement
asymptotique suivant de la somme de Riemann w, :

ofl)

Pour obtenir le terme suivant du développement, on va pousser & ’ordre
suivant la formule de Taylor-Lagrange appliquée 4 F entre ap eb apy :
il existe pour tout k, dix € Jag_1, ax] tel que

b b—
:faf(t)dt—f—(f(b)—f(a)) o

. k2 B3
Flay_1) = F(ag) ~ hF {a) + F (akjﬁ‘?— - F’”(dk)g

Cela s’écrit aussi

G

. 2 3
na = [ fe fe)s -

k—1

En sommant de k¥ = 1 & n, on obtient

e 1R (5 ) S (5 )

Or, d’aprés la question précédente,

= [(re - st vo(1),

n

Ainsi, il vient

b —a
= [ 400 - 1) " ) - 5 O

_ —a)2f /o (n2)
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ce qui donne en regroupant les termes en —,
T

wo= [ 0®) - @ 2 ) - ray oS o ()] <

1202 7

La formaule d’Fuler-Mae Lourin permet d’obtenir un développement
asymptotique des sommes de Riemenn a un ordre arbitraire. Ce
développement fuit intervenir les nombres de Bernoulli.

1.23. Découpage en morceaux de méme aire

Solt f une fonction continue ¢t > 0 sur [a, b] et n € N*.
1. Montrer qu’il existe une unique subdivision (zg. 71,...,75)
de [a,b] telle que, pour k de [1,n],

/ F{dt = 3—) /ﬂbf(t)(]t.

k-1

w
2. Trouver la limite, quand n tend vers 400, de % > flxg).
k=0
(Ecole polytechnique)

t> Solution. .
1. Soit F la fonction définie sur [a,b] par F(z) = [ Jtydt. Elle a

pour dérivée f qui est strictement positive par hypothese. Donc I est
_ ¢
une bijection strictement crotssante de {a, b] sur [0,7], ol = / 1
R
1 R
On veut xg = a, x, = bet Flag) — Flop_) = - 1 pour tout entier
k€ [1,n]. Cela équivant & Flzz) = = Ipour tout £ de {1,n]. Comme ?I
n L
appartient a [0, 1], il existe, par bijectivit¢ de ', un unique réel 2 € [a, b]
tel que Fayg) = %I_ Ceci montre existence ot I'unicité de la subdivision
(l’o, Tlyun- jﬂin).
"

1 .
2. Posons u, = — > f{zx). On obtient
L

[ k=0

W ()= S (1)

On reconnait dans i, une somme de Riemann, La fonction foF ! étant
continue sur [0, 1], on en déduit quo
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hm Uy, = / {f ol ™2y )dt.

1 b
Par le changement de variable u = ¥~ '(£), on obtient A foF 1= / £
- o
cl finalement

Lénoncé swavant, qui fail ausst appel aur sommes de Riemonn. est
noetlement plus technigue que les précédents.

1.24. Estimation d’une suite de coefficients binomiaux

S (2 (5)

2. Soil (n;) une suite Qentiors pairs |, {jr;) e snite d’entiers.
On suppose gie cos dLux sultes tendent vers 400, que @y < iy pour

Hi — f
——2. 4 une limite A > (0 quand 4 Lend vers 400,
v n,

Trouver un équivalent de CH.

tentt ¢ et que

1. Soit f une fonction contine de [0, 1) dans R. Déterminer —l
l

i

(Fcole normale supérieure) l

i - Solution.
; k
1. Posons u, = [1 + - f( )) Pour n > [|flleo. tous les
P 7| \ n
fernes du praduit sont stricternent positifs e on peut done considdrer

N, = 3 l E ! L ”fl
in ,,7;{2111(14‘—nf(ﬂ)).(nmm( ;f(n)

. . l k1 kj
e [1, 7] et que n{i+x) ™, ¥ on compare Inw, bo, == 3% f (4)
S i Tt
k=1
{hy reconnart dam. ty une somune de Riemann de f el on a dong

un ”)/ Jityde.

, pour fout

Pour tout |z) < 2 la. formule de Taylor-Lagrange & 'ordre 2 donne
, 1 P - ‘
Levistence de ¢ € [ 7 2] lel que in{l + @) = @« + % * (TIIT)E’ ce quj

viplique | In{1 +2) — 2] < 22*. On en déduit gue, s 1 2 2| f|l.
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£

S50 - Gl

AU -

—1 n

Ainsi, lun, — oy, tend vers O et lu w,, a meme limnite gue oy, done

.
I w, = exp / flayde
e Jo

H

2. Posons. pour tout /. m; = 7}’—. Puisque p; est équivalent & m; et
quil est aisé dabbtenir un dquivalent de C3¢ par la formule de Stirling,

1 a : . H
comparous G5 A CF 0 Pour 1 asser grand. on g gy > e, puisque

fe — B o~ Ay 2my. On a done rey > 2y -+ 4 ot o obticnt

Chr _ (m,1)? _omg(my — U (2, — g+ ]l
S, M2 — p)! (m; + 1{m; +2) .y
==L te—m, ~1 k-
(1; -k (1,;
Ioon I (5 )
- i —m, = i, k -
1] .+ k) H (] +._)
k=t h=1 m;
(::()111111(" He ooy ,\\f 2:!7“3 Je numdératpur est e\]>pr0ximat'wem(ant.
FREE N
. . rH - . 1l < )\2'1‘. n P 2]
cgal a [ (1 - L) ou encore a [[ (] - 54) =11 (1 12 k):
L=1 TIL: =1 M - b | T 1),

oit 1 = E(AV/Zut,} et on retrouve une expression semblable a celle de
la question 1, avee f @ r — —=2X2z I] ep scrait de méme pour le
dénominateur. Plutot que de justifier ces approximations snceessives, il
est plos simple de reprendre directoment Ja démarche de la premiére
question. On pose

frp—mr;—1 A He k

k=1
Pour ¢ assez graud, on a

oo, 1

In(N,}) = > In (1 - ﬁ).

=1 i

On obticnt, comme dans Ta question 1, que si v est asses grand pour qre
. N TTIE T
Fon ait 27700 70 < L

m, 2
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Fhp— i, - 1 k foymovin, - -1 2k2

NG+ Y

i
]
3

2
P k=t i
20p - my; — 1) 202, jz
- 1 h
g M e I |}
TS = m2

Comme
L —1
. N T 1)) (i — 1) 227my
m, 2rm, 1—oa 1= o

k=1

- . . Bl — 2 ~ - &
o en deduit que liin N; = ¢ A 0n trouve de meme lim D; = o ot
q- e

[ ¥
ddone
1k "
) .
B o =Y
1 etee Oy
. N (2o, 1! . e
Reste a trouver un équivalent de Ch 0 = (—7)—2 . La formnle de Stirling
Hiq .
il ne™ " 2rm donne
no=doo
(‘)HJ ))'m. BT \/.1,”) Jdn,
(.m; — ‘ r ~ = _
LT - —_——
RRELLIE S -”‘,‘zm’“p—i'ih(‘)“ ™m; ) — o INERLLS

. It .
oo remplagant i, par —; . on aldicul

Les devy coereees sureants ceploitent lu densité dans Despace des
fonclions contmues sur [a.b] de Vespace des fonctions en escoler. On
Cimmence par démaontrer le vésulial powr une fonction en escafier.

1.25. Lemme de Riemann-Lebesgue

]
| Soit f continue de o, b] daps €. Montrer que I, = f Jenertdi
e
‘ lend vers (3,
{Ecole polytechnique)

t Solution.

Nons commengons par démontrer le résultat pour une fonction f en
erenlier. Nous Udtendrons eusoite anx fonctions continues par un argu-
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e de dewsité, Sif est la fonction curactéristique d'un intervalle [ex, /9]
inclus dans [, b, on a, pour tout 1 € H,

" int 1 irgid irey 2
1, = / Al = et e e | € —
Jo 1 n

La suite (L, yazo tond bien vers 0.

St f est une fonction en escalier, elle sécrit comme combinaison
linéaire de fonctions caractéristiques d'intervalles et le propriélé résulte
de la lindarité de lintégrale ct de la limite. Enfin, si f est supposée seule-
ment continde, pour tout & > 0, il existe une fonciion en escalier g telle
que || f — glleo € 2. On a alors, pour tout 2 & N,

7 [ ‘
| < / (f{t) —g{t))e | + / g(t)e™ d¢

[ i
'/ |F(t) — al}] ¢ + / glt)e™ di

b
< -ajer | [ gtnear].
¢ |

Le deuxieme terme tendant vers 0, on aura {1, | < 2(b —a)e pour n assez
grand ot denc lm I, = 0. <
TL—4nc

La propridté est vénfide, avee la meame démonstration, pour foute
Jonction riglée puisqu’une telle fonction est encore limile uniforme d'une
suzte dv fonetions en escalier (of. crercice {6 du lome 1)

Naotons que lorsque [ est de classe Y, on peut démontrer le résultat
directement en certvant

by = | f{#) = — —

13 ",

b
/ f’(_t)t’mt JqF

et donc \
| -
Tl < 2|Ef||oo+/ |F ()] dt

WAL

A partiv de la, le theoréme de Weierstrass, par un argument de densite,
permet d éltendre le résultat auz fonctions coptinues, ce qui fournil une
anlre solution de Uezercice.
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1.26. Deuxiéme formule de la moyenne

Solent f.g : [a,b] ~—— B contines par norceans avee f positive
et déeroissante. Prouver Nexistence de ¢ € [a, 8] tel que

| Soien

|

| -1 I

\ fitg(t)yde = fla™}y [ g(t)dr,
\ /u /a,

I

oit f(e™) désigne la limite & droite en a de f.
(Ecole polytechnique)

1> Solution. .
o Notons Gt a € [a, b] = / y. La fouction G est continue {car lip-
Ju
schitzientie de rapport |[g]ls.), 11 suttit de prouver daprés le théoréme
des valeurs intermmédiaires dque

b
mfiat) € / fa= Mf(fﬁ),

oitm =minG et M = max G (G est continne done est bornée ot atteint
s bornes sur le compact [a, b]).

e Nous allons d'abord le vérfier lursquc f st une fonction en escalier.
On considére alors a = xp < & < -+ < I = b subdivision compatible
avec oot on note f, la valonr constante de fosur |y g, 0] (1 &7 € n).
Remarquons dés nuaintensnd que f1 = fle™). On a alors

= T GG - Glro)) = £G(a) - Y LG )

I fg= Z [ fa= i‘jf‘ ol

i fi —
= G- S Gl
=1 i=u

R
n—"1 -
= X (fi = fi1)Glxi) = hiGla) + G
a—1 M .
= igl (f?. - fi ﬁ-])(’('rz’) + jﬂG(b}
Conme pour tout 1</ < n- L fi = firs 2 0 (f est déerolssante). on a

wl fy ~ fipy < {fi - f+l JG(e) = M{f: — fin ). Comme [ est positive.
[ = 0et

S e S} € o =N U ) )

Les f, 8'éliminant en dingonale. il reste
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mfy < [0 fg < Mfy, ce qui séerit mf(a®) < [F fg < M/f(a*).

o Passons au cas général : f est supposée continue par morceaux.
On considére une subdivision @ = qp < a; < --- < a, = b compatible
avec f et on note f; application continue sur [¢; ¢, @;] qui coincide avec
fosur Jai—y, e[ (1 € ¢ < n). On se donne € > 0. D’aprés le théordme
de Heine, chaque f; est uniformément continue. Comine elles sont en
nombre fim, il existe  un module d uniforme continuité pour £ valable
pour toutes les applications f;. On prend dans chaque intervalle [a;—1, a4
une subdivision de pas inférieur on égal A . En en prenant la réunion, on
obtient une subdivision § = {a& = z¢ < x) < -+ < @y, = b} de l'intervalle
[@,b] qui est de pas inférieur ou égal & n.

On considére T'application b : [e.b] — R en escalier qui vant

f (L‘_l‘z&) sur |mi—y, x| et f(x;) en x;. Alors h est décroissante et

positive, et par construction, ||f — Al < ¢
D’aprés le cas déja étudié. on a
b
mh(a™) € f hg € Mh(a™).
[£3

b
Or, [|f — hlg < &llgllo(b ~ @), si bien quon a

b
mh(@*) = 2l gl (b= a) < [ fg < MA(@*) + ellglon(d — ).
D'autre part. h(at) = f (E%TLI) et dong, pour tout x € |zp, [, on

a par unifornie continuité |h(a®) — f(2)} < ¢. ce qui donne en faisant
tendre z vers a, |h(a®) — f(a*)} €. On en déduit que

() —e(m+lgle—a) < [ 19 < MF(a*) +eM 4 lgles(b—a)

Cette inégalité étant vrale pour tout ¢ > 0, on peut faire tendre £ vers
0, ce qui donne I'inégalité attendue

b
mf(at) gf fg < Mf(a™).

Conclusion. 1l existe done e € [g, I] tel que

b c
L f{t)g(t)dt = f(a+)j g{tyat | <

Notons que la démonstration est considérablement simplifice si f est
de classe C! et g est continue. On peut alors écrire en gardant les nota-
tions de Uerercice,
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b b
[ fogte) & = G e - [ G &

Comme f et —f" sont positives, on obtient m f(b) < G(b)f(b) < Mf(b)
et

m(f(a) — f( )—mf( i t) f( G f'(t) dt
<M [ r )@= M) - 10)
et en additionnant mf(a) < -/: f(tyg(t) dt < Mf(a).

Les trois exercices suivants étudient la notion d’équirépartition d'une
suite de réels du segment [0,1). De maniére informelle une telle suite est
dite équirépartic si pour tout intervatle 1 inclus dans [0,1] la probabilite
pour un terme de la suite d'étre dans 1 est égale & la longueur de 1. Le
premaer exercice précise cette définition et étudie quelques généralités.

1.27. Suites équiréparties : généralités

S0it (un)nz1 une suite de points de [0,1]. Pour 0 € a < b €1,

o pose
Sn(a,b) = Card{k € [1,n], ux € [a,b{}.
O di » o S.(ab)
n dit que la suite (un)ny1 est équirdpartie si e

b—apourtout 0<a<bg 1.

1. Montrer que si (it;)n3»1 est équirépartie Pensemble des wu,, est
dense dans [0, 1]. La réciprogue est-elle vraie?

2. Pour tout n € N*, on pose

S b
D, = sup Sn(ab) _ (b—a)| et D} = sup
Oga<hgl 7 0<a<l

tend vers

n

Mountrer que D}, < D,, £ 2D3,.
3. Montrer que la suite (ty }n>1 est équirépartie si et seulement
8i la suite (D), tend vers 0.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

L. Supposons que (i, }n>1 est équirépartie et considérons a, b deux

S.{e,b)
n

réels tels que 0 € o < b € 1. Comme tend vers b—a > (), il existe
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un rang N au-dela duquel S, (a, b} > 0. Cela signifie qu'il existe au moins
un indice k tel que uy appartienne & [g,b]. L'ensemble {u,, n = 1} est
donc dense dans le segment [0,1]. La réciproque n’est bien entendu pas
vraie. Considérons par exemple la suite (vn }n»1 définie par ve, = u, et
Van+1r = 0, olt (up)ps1 est toujours une suite équirépartie. L'ensemnble
des v, contient {u,, n > 1} et est donc toujours dense dans [0,1]. En
revanche

Son(0,1/2) - n+5,(0,1/2) 1
2n B 2n n—o+oo 2

+ 7

W |
= L)
[

et (vn)nx1 n'est donc pas équirépartie.

Il n'est pas difficile de vérifier que la définition de Uéquirépartition
prise ici correspond bien & ce qui est annoncé avant Uexercice : st (Un)nm1
est Equirépartie et si 1 est un intervalle quelcongue {pas forcément semi-

ouvert & droite), —71; Card{k € [1,n], ux € I} tend vers la longueur de I
gquand n tend vers 4-00.

2. L'inégalité D} < D, est évidente : la borne supérieure est prise
sur ensemble des intervalles du type [0, af qui est inclus dans 'ensemble
de tous les intervalles semi-ouverts. Prenons maintenant 0 € a < b € 1.
On a clairement Sy, (a,b) = S,(0,b) — S, (0, a). Ainsi,

M—(b—a}‘é

n

S,(0, ) B S.(0,a) B .
—t b | —— —q| = 2D].
n n "

En passant 3 la borne supérieure on a done D,, < 2D,

3. S5i D, tend vers O la suite W tend vers (b — a} pour tout

0 a<bglet (unlnpt est équirépartie,

Montrons la réciproque en raisonnant par 'absurde, On suppose donc
que la suite (uy) est équirépartie et que Dy, ne tend pas vers 0, D’apres
la question précédente, D} ne tend pas vers ( non plus. On peut done
trouver £ > 0 et v : N — N strictement croissante telle que DY, > 2¢
pour tout n. Par définition de D;(n), on peut donc trouver un réel an)
de ]0,1] tel que

Se(n)(0, p(m))
p(n)

Par compacité du segment [0, 1] on peut, quitte & prendre une sous-suite
de ((ny), supposer directement que cette suite converge vers un réel
o. Supposons 0 < o < letsoit > 0telque 0 <a—n<a+n<L
Pour n assez grand, on a & — 7 < aymy < a+7.0na forcément, pour
les mémes n,

— Q)| 2 &

Sy (0sa — 1) € Sy (0, iy} € Sy (0, 1 1)
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On en déduit que pour n assez grand,

oo =m) _ Spm @ apmy) Sy (0, + 1)
T BTy S R

Comine le terme de ganche de cette inégalité tend vers a-—p et le terme de
droite vers a+7 (car la suite est supposée équirépartie}, on a pour n assez
Buin) (0, 2oy )

w(n)

on a finalement pour n assez grand,

grand o — 21 £ < a+ 2y Comme o —n € apmy $a+7

S0, 05(0)

-3n<
K w(n}

— Qyiny < 37

et cela est contradictoire pour 7 assez petit (par exemple n = ¢/4). On
adapte sans mal ce raisonnement lorsque o = 0ona=1. <

Legercice suivant dtablit un critére d’éguirépartition parti-
culitrement efficace démontré par Weyl en 1916. On y utilise es-

sentiellemment lo définition de Uintégrale d’une fonction continue,

1.28. Suites équiréparties : critére de Weyl

Soit (% }nz1 une suite de {0, 1]. Pouwr 0 < a < 5 < 1, on pose
Xnla,b) = Card{k € [1,n],ux € [a,b]}.

Prouver I'équivalence des propriétés suivantes :
() Xn(a. b)

(1) pour toute fonction f : [0, 1] — R continue. on a

tend vers b — a pour tout couple (a,b);

=400

I ot _
2 fiu) = | st

1 & o
% : - 2impuy
(#if) pour tout p € N*, on a HETOO " ;e 0.

{Ecole normale supérieure)

> Solution.

Xn(a, b)
n

& Montrons que () = (i#). Notons gue la quantité
1
B} ~ 2. X[a,b) (ur) Ol X|q,5 désigne la fonction caractéristique du segment
k=1

est égale
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[a, b] et que f:) Ajab] = b —a. La propricté (i) est done vérifide pour
les fonetions ;‘&Ll‘a(ttéri!il,il]llt‘ﬁ d’nn segnent. En fait, tonte fonction en
escalior [ sur [, 1] est combinaison linéaire de fonctions caractéristignes
de gegmenls (Sventucllement 1édiits & un point pour obtenir les valeurs
de f aux points de discontinuité). Par linéarité, la propriété (if) est
alors vraic pour toute fonction on escalier. Moutrons maintenant qne
(i7) est vérifice pour les fonctions continues. Soit f @ [0,1] — B une
fomction coutivue ot & > 0, On saif qu’on pent trouver une fonction e
escalier g qui approche [ uniformément & & pros sur [0, 1], 4o telle que
If =gl < = Grice & Iindgalité triangulaire, pour tout n = 1, om peut

. ] H ) X 1 .
majorer | - Agl Flupt — /0 f| par

10 10 1 1 .1
> (flus) = glui))| + ;Z!)(Nk) “‘/ 9|+ /U _@'f‘/ﬂ f

n A1 (=1 s0 '

Le prewgier terme est majore par < de méme que le dernier, Comme g ost

en escalier, le terme du nilicu devient inférieur a = au-dela d’un certam
Tt 1

rang N. Bref, pour n = N, ! Z Flug) — / J1 % 32 ce qui prouve (74).
n bl Jo

Bien entcidu (#) roste encore proge powr une fonclion continue par
worceaus el méme une fonction régléc.

e Montrons réciprognement gue (i8) == (i). Une fonclion ce-
ractérisrique d'un segment 1 (distinet de [0. 1]} présente au moins une
discontinuité donc ne peut pas étre obtenue cotmme limite nniforme d'une
suite de fonetions continues. b fait on n'a pas hesoin d’une approxima-
tion uniforine - 11 va snffire d’encadrer yy par deux suvites de forctions
continues affinies par worgeaas qui cottvergoent vers g au sens de la
norme itégrale. Prenons pour commencer nn segioent T = [, 3] avee
0 < o< @< 1. On considére los suites de fonctions continues oy ot @y
définies ponr k suffisamment grand par les igures suivantes

A
1 ¢,

0! o B 1 0 o B 1

Ainst. vy st nudle sur les segnents [0.a) et [5.1] ef vt 1 sur le
segment. [a -+ 1/k, 3 —1/k] et est, affine sur les deux segments qui restent.
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On observe gque ponr toul p asser grand. ¥y, € x) 77 g I en résulte
IR . X‘{(}\ . 1 mn
quis poir Lot w2 1= 3 ) = Xulor,B) < - Y gulwy). Par
noT n o
hyvpothése,

. 1
lhn Z AT / =0 —a—~ -

2§l »
1
T P / 3o
im - An =i -0+ —
p—bo T2 = ) F\ Cp = £ »

Soit g > 0. Choisissons p tel que 1 < . IV existe N tel que pour n = N,
P

Xalo, , . X e, 8
oo, A) — 3+ al £ 22 Alnsi, Xolen )
1 L
0 < a < F <1 1 est aisé dadapter cela lorsgque o = 0 ou o = 1.

o La propriété (i) résulte directement de {ii) puiggne

vonverge vers J — « lorsque

1
L 2rmpuy, ﬁ/ (0;.) 27]— e -|-7/ in{2rpx)de = 0.
RILF“HZE I pr) ]sn( wpr)da

s Montrons enfin que (7#) = (i). Par linéarité, on a la propriété
(41 pour tout polyndune trigonomdétrique du type

" it
x— ap -+ Z g cos(2kTr) + Z bp, sin( 2k mr).

i1 =
PYapres le théoréme de Weierstrass trigonométrique, toute fonction
contime f 2[00 1) — R vérifiant, f(0) = f(1) est lmite uniforme d'unc
suibe de polyndines trigonométriques «de ce type. Comme precédemment,
anen déduit que (77) est vérifide pour une Lelle fonction contime. Si f
ne vérifie pas n condition f(0) = f(1) on peut, por tout £ > ) trowver
npe fouction coutinue g vérifiant g(0) = g{1) ct fol If — u] = e. Comme
Jdans Uimphcation (i) == {i}, cela suthit pour prouver que {i) est anssi
vraie pour f.

Les propositions (). (i7) et (i) sont done toutes dquivalentes. <

Lu proposition (1) correspond ¢ Uéquirépartition de la suite (1, )n1-
e eritére de Weyl correspond o Péqurcalence des ussertions (7)) et (id6).

L emereice smvant en donne un evemple dapplication avec Uélude des
swites arithmétiques. On dit qu'une suite véclle (2y)az1 est quirdpartic
madulo 1 i la suite w, = @, —E(a,) esf Cyuirdpartie. Notons que commae
les fonclions e, @ x v — 2P sont toutes L-périvdiques, on o encore
{dquivalence

i : . . | S
(Tnlnzy Cquirdpartie shodulo } &= ¥pe N7, lim - E euiz) =10
- 1" -
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1.29. Suites équiréparties : un exemple

Soit, @ > 0. Montrer que la suite (n#),1 cst dquirépartie mo-
dulo | si et sculement si & ¢ €. . .
{Ecole polytechnigne)

> Solution.

* Supposons 8 ¢ (3. Pour prouver que lasuite (18,3 ost équirépartie
on va ntiliser le critére de Woyl, ce qui est facile ici car les spmmes
d’exponentielles se calcudent (on a la somme des termes d une progrossion
géometrique}. Plus précisément, avec les notations dn préambule, on a
pour tout p & N*,

2y

et oo @ -1 n ep(8) -1

LU R k_ @) @) -1 eplf) eping) 1
LS =L ot -0

et ce calcul est possible car comune 0 ¢ Q, ¢,(#) # 1 pour tout entier
en{nd) -1

eplt) — L
T

1 .

et~ 3 e (k€ tend vers 0 quand n tend vers oo, Done s1 6 ¢ @, 1
ol '

suile (n0)y 51 et équirépartie modulo 1.

- 7 .
® Supposons que § = Pe Q, avec pog dans N* premiers entre cnx.

e N*. Connue |e,{nd)| = 1 pour tout n, la suite est borpée
v i P

On aeen nodant {0} = 2 — B(x) Ia partie fractionnaire d'un récl x,
{4+ 38} = {nf + p} = {nf}. Donc la suite {n8} est périndique de
période ¢ et n’est done clairement pas équirépartic. -J

Le lecteur trouvera une application de ce résultaf dans Degercice 1.12
du ltome 1 dalgébre gqui diudie la distribution du premier chaffre de
Décriture en base 10 des puissances de 2. Notons que Uerercice ci-dessus
a été posé comme seconde question d’un cxercice qui demandoit anssi de
prowver le critére de Weyl. Il est possible de donner une preuve dircete
du résultat mais ce n'est vas fucile

[ci commenee une série dexercices sur le vaste théme des intégrales
G paramctres. Le lectcur trouvera dlautres corrcions sur ce théme, mais
avec des intéqralus géndrulisées, dans le troisiéme tome d'onalysc.

1.30. Calcul d'une intégrale

Soieut o 2- L et &> 1. Caleuler f; In (ul.) da.

&4 — CORT

(Ecole polytechnique)
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(~ Solution.
L'intégrande ost bien contimi sur [0, 7], 1l semble vain de vouloir
catenler uue primitive directement. En revanche, on pent éerire

™ I — COS 2 )
[ = / In ()—t(iji) do = I'(h) — I{a).
1o

& — COsST
ST O e— [) m(t - cosa)de.

La fonction (f.x) € |1, +oo[x R — In(f — cosa) érant de classe 0°°,
o pent dériver sons le signe intégrale, si bien gue pour £ > 1,
s dl

F/'(t) = —
() 0 t—m%r

Cotte nouvelle intégrale présente Uavantage de pouvelr se caleuler. Pour
. : . . Ed
cxpliciter F (), on fait le changerient de variable classique w = tan (3) :

Py [ o Ja—
( 70 (1+u2) [t — L‘“z) 0 (I + it~ (1 —u?)
) 1+ u2
2 e o
T+l :{f* 1
+
Pl Fon
2 1 i (2 s
= ——— | /= arflan | ————= - .
RN W) VT
Vtrl +1/4,

{lhe prinitive de - ost Argeht = In{t + vt? — 7). On en déduit

e (DY — F(a) = n{Argch b — Argel o) ou encore

v b—cosa b b+ \/_A
/ In g) dr=mln
0

o+ a

- COS T

Soit f une fonction continge de [(l 1] daus By ot g Vapplication

|
‘ de R dans B, définie par g(x f Vit + FaE
|
|

1. Montrer gue g est continue sur R et de classe ¢! sur RY,

2. On suppuse qae {f € 10, 1], J(t) = 0} = {a.6] < [0, 1]. Caleu-
ler o, (0).

{ Ecole normale supérieure}
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&> Solution.
1. Considérons

@ (z,t) e Rx [0,1} — 22 + f(t).

La fonction ¢ est contimie sur R x [0,1]. On en déduit que g est
continue sur B. La fonction x — /7 étant dérivable sur R*, la fonction

¢ admet sur R* x [0, 1] une dérivée partielle %% . Pour (z,t) € R* x [0, 1],
iy x
%0 (1) = =2

JEE ()

%;’E_ est continue sur R* x {0, 1]. On en déduit que g est C' sur R* et que

! — ! T
g'{x) = L —m——“____‘r2 Py dt.

On peut noter de plus que la fonction g est convere car, pour toul
a 20, la fonction x — V2% + a [est.

2. Pour tout ¢ € [0,1), la fonction & —s —————-. est croissante.
Va2 +f(t)

On en déduit que Qf]o, +oo| €5t CTOissante et minorée par 0. Elle posséde
donc une limite finie en 0. Comme g est continue en 0, g0 et C* et
73(0) = lim g¢'(x).
z—0+
On écrit, pour z > 0,

R T
g9'(x) _fo NEERT I
0
Pour tout ¢ € [0,a[U]b 1], on a lim ' =
N RN TN 0

V2 + f(t)

1 T
dt+(b4a)+,/b‘ mdt

i = (. Comme

de plus, pourt € [0,1] et r € R. on a < 1, on obtient par

convergenice dominée,

a T 1 T
]imf ———di = limf —dt = 0.
=0 Jg ":L’2+f(t) x—0 fy }I2+f(t)
Conclusion. ¢/{0)=b—a.

Le lecteur connaissant l'intégrale de Lebesque powrra prouver gue si
on prend f borélienne, g;(0) est toujours €gal & la mesure de Lebesgue
de 'ensemble des zéros de f.
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1.32. Limites de normes intégrales

Soit f continue de [0, 1] dans R%. On pose pour a > 0,

te) = ([ 1 o) ) "

Etudier les limites de I{a) quand « tend vers 0% et quand o tend
vers 4-oc.

(Ecole polytechmique)

> Solution.
¢ Soit F la fonction définie sur R par Flw) = [ (f(1)*dt. Si F est

continue en 0, F(a) tend vers F(0) = 1 quand o — 07" et I(a) est une
forme indéterminée du type 1°°. On va donc montrer que F est continue,
ot méme dérivable, ce qui nous donnera un développement limité en 0
sufisant pour lever 'indétermination.

La fonetion ¢ : (f.o0) € [0,1] x B+ = (f(#))® € R est continue sur
[0,1] x R et pour tout (f.a) € [0,1] xR, on a g%’i (t,a) = n fQ@) (F(EN”

Douc gg est continue sur [0, 1] x R. On en déduit que F est dérivable

sur | et que, pour tout o € R, on a
1
Flo) = [ s (/)" de

Pour tout réel «, on a I{a) = exp (é In F(a)) . Bachant que
lin%J Flo) = F((]) = 1, on obtieut
F
lim ﬁlnF(a) = lim (O‘) =F'(0) = f In f
a—0 oy

On en déduit que

lig\bl(a) = exp (follnf) .

s On a, pour tout & € RY, Fla) < (||fllec)” et donc 1{a) < |i flioc-
Corume f est continue sur le Compact [0 1], elle y atteint son maximum
[/llee €n un point £y. Soit ¢ > 0. Par continuité de f en #p, il existe un
intervalle d'intérieur non vide J < [0, 1], contenant #g tel que, pour tout
teld.ona f(t) 2| fllse —&. 81 on note £ la longuenr de J, on obtient,
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pour tont e € R,
Fo) > [ (1l =% 2 (1 fllos - 2)°

ot done [(0) 2z #4 (] f|lec —&). Comme lim _ ([ flloe =€) = || f]loo — €,

il existe A > 0 tel gue, pour o > A, on alt ||f]|m =2z < Yer) < || f|oc-
On conclut

. <1

11111
r— D'}

I/n
1
Pourp = U on sait que fr— ||f]l, = ([0 |f|1”) ext une norme

sur Despace CO([0,1],R). On montre comme dans le second point que
pour toute fonction f & CO([0,1],R) la norme | fli, tend vers la norme
infinie de [ lovsque p — 100,

Les exercices qui suivent sonl de natwrr asympiolique ef conecrnent
des recherches de limites, déquivalents, voire de déwcloppemends asymp-

totiques.

1.33. Equivalent d'une primitive

. - 2 < 2 3+ .
Soit. frax— e " [0 et dt. En donner un égquivalent en +oo.

(Eeole polytechnique)

- Solution. .

On ne peut pas caleuier nne primitive de la fonciion ¢ ~- r"'z, c'est-
a-dire Pexprimer & aide des fonctions nsuelles (cela pent se formuler
de maniére précise of se démontrer niais ce nest pas facile; le lecteur
intéressé pourra faire ie probléme d’écrit Lyon-Cachan de 1995). Si Fon
essayart Lout de meme, une idée natnrele serait de la chercher sons 1a
forme g(#)¢'” . Comme on a

¢ 1 etz 2
I(SJ(T?,), - (_q’(r) +2f,g(1,))e"

on serait alors rvamené & chorcher les solutions de Uéquation différenticlle
g () + 2g(t) = 1. Ce qui se passe, évidemment, ¢’ost qne la méthode
de la variation de la constante comnduit & Pintégrale que Pon cherche a
calculer ! N

Mais 1¢1 on ne demande pas de calenler explicitement /{ edl. on
nen veul quun équivalent. 1 nous suffit pour cela dutiliser le theoréme
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d'intégration des relations de comparaison. Plntdt que de chercher g telie
que g (£)+2tg(t) = 1. il nous suffit de trouver g telle que g’ (¢) + 2¢g() ~ 1
potr  tendant vers oo, Comrne lex intégrales divergent clairement, on
0 alors

q(z)ye™ — g(0) = / (7 (6) + 2at)et dt ~ [i(fﬁdf
0 Jo

ol an a obtem notre équivalent. Trouver nne fonction g de classe C1 telle
aue g'(t) + 2g{t) ~ 1 quand & — 400 est facile. 11 suffit de prendre

Y = % on plutot git) = ETEY pour éviter tont problime en 0. On

e déduit done que
1
fix — 1. q

r—tou 2

1.34. Recherche de limite

‘ Soient f: R — R continue, g définie ponr 2 > () par

gla) = ! /0 cos(a —4) f (i) dy.

a,

Déterminer fa limite de g en 0. En sppposant que f o une limite en
Foo, déterminer celle de g.

: (Ecole polytcechnique)

| Solution.
e Etudions la limite o1 O ¢ pour tout # > 0, on a

o asr [T o sing £ .
glo) = f—h—f cosyf (yidy + H]T / sing f (y3dy.
A 0 CJo

O sl ¢ est une fonckion continue de R dans R, on a
¥ »

1 7 . Pir) — N
jf wly)dy = ( ) @
€T Jo i

p = (D).
@w—+0 ‘I (U) ‘P( ])
olt & désigne une primitive de . Ainsi, on obtient ici

I g(z) = cos(0} cos(D}1(0) + 0 = f{0).

o Passons & la limite en +o00. Notons { la limite de f en 400, Cotune

i 0 ] £ o
. A cos(r — 3 { fly) — Oy = gla) — = [0 cos(z — y)dy,
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et comme 1

T
— f cos{aw — yidy =
£ Jo

o1 88 rmuenc & traiter le cas o1 la limite de [ en Infiad est nulle, Sejent
got A Otels que |flz)| Sepowr z 2 A Pour a2 Aona

sl

S

B3 Fe—

A T
gl <3 [ eoste — ) steyan+ - [ eoste — sy

1 A 1 ° 1 A
< [ty [y < [y e
£JA )

R T Jr

1 .Y
Comme 111{1 }] |f(w)]dy = O, peur x assez grand. |g(z)| < 2. On
ERE T o

conchit que g tepd vers 0. Dans le cas général on a donc

Hm gle) =¢= lim [f(x) ‘ <]

w—toc R ]

Lezercice suivant est v grond classigue qudl cst bon de connaitre.

1.35. E‘quivalent des intégrales de Wallis

Chercher nn équivalent de I, o1t I, = /0 ? cos™tdi. En déduire la
nature de la série 3(1,)%.

(]f)co]e polytechnique)

> Solution.
On reeonnait les eflébres intégrales de Wallis. On effectue une
mmtégration par parties afin ’obtenir une relation de récurrence. Il vient,

pour 1 = 2,

a2 /2 T/2 9
— - r—117T . L T —
I, = [ cos - cos™ ! = [sincos™ T (0~ U [ sin® cos™ 2.
-0 Ja

Le crochiet est nul of, en remplacaut sin? par 1 — cos=. on obtient la
relation de récurrence Iy = (ne - DUL,_o — 1) gue pent aussi s°éerire
nl, = (5 — 1)1, s,

On a done pour tout n = 1, wl, 1, = (n — 1)1, _a5, . Autrement

. . . o m .
dit, la suite de terme général oL, _ ([, cst constante. Elle vaut 5 puisque

Iy = g et I = 1. On en déduit que, pour n = 1, ol 1, =

b

. T - 1 e o
Par aillewrs. on a. pour n € Het £ € |0, 2|, 0 = vos"t | < cos™ ¢ ot
b} 2 ?
done en intégrant cola 0 < 1, £ [, @ la suite (1,,) est déeroissante.
On obtient, ponr n 2 1. Ly <1, <L, et 1,000 = 12 € 1, 1,.
c'est-a~dive, d'aprés ce qui préctde.
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T el
= < -
2n +1 )

- . . o K . . ;T
On en déduit 19 W et, 1, étaut positif, T, ~ \/E

TNE . L

On a done I ~ ( — ct, par comparaison avec les séries de
P e Vg !

Riemann, la séric 3 I converge si el seulemernt si o > 2, <

1.36. Recherche d'un équivalent (1)

Soit f:{0,1] —— R continme of. telle que f{0) # .
fl)
0 1+4r

1
{ 1. Dannper un équivalemt en 420 de g(t) :] Sl

2. Majarer la différence entve g et cot équivalent guand [ est de
‘ classe C',

(Eco]o polytechnique)

i - Solution.
1. DausI'intégrale définissant. g. cffectnons le changement de variable
i =t pour obtendr pour £ = 0,

= du.

g(t) =

1 ff(g)
77/; 14w

Ouand ¢ tend vers 4x f (i—l) est = proche = de f{3) par continuite.

O)r, OIS Jvons

AR ()] {4 ¢ In/
t LLJ O Ot
0 -+ b o

. ud o
car f(0) %= 0. On port dane imaginer gne git) e f(())—[[—. Justifions

rola.

- 1 0
Notons rfo(t) = j(; lf—)(—f)

o lb) e f(()) \/[(Lyuwns a ditférence [g(F) — ga ()],
l

Soit e >y et a E 10, 1] tel que [fLe) = f(0)] < ¢ pour Louk » € [0, al.
Lo coupant intégrale en deux, on ()}Jtlenf-

dr ponr ¢t > 0. Nous veuons de montrer gne

RACI RR AU ['fﬁi;i@ly
Jo 14tz R P

co [ pte A [

19(H) = ga(f}) <

H

el 4
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-~ Eln('l +1) n ‘ZHIH?O

- t ta
Ll +4) ( 21 oo )
&S £+ - .
t aln{l + ¢
Comine la quantité = + 2 e tend vers £ lorsque ¢ tend vers Pinfing,
aln{l + 1)

on en déduit que ponr £ oasser grawd, elle devient inférieure on égale 3
2e. On a alors (
In{1 4+ ¢

et par canséaquent, g(t) — ga(?} = o{gn(t)}. ou encore

lg(t) — go(1)] <

t—stoo t—+oo t

E@ ~ gl o~ oyt

2. Sion suppose f de classe C' f7 est en particulicr continue sur le
compact [0, 1] ek, d’apres 'inégalité des accroissements finis,

1 _f 1 !
lgtt) — qu(ty} = [0 |_f($) - ‘]((U)‘d;c 7 /(; Mﬁ%"d-}?

1 4+ fx 141tz
Cdz
- ' _ ‘_BC;
<l T =5
Par aillenrs,
Int b od= Int In{t +1/t)
t)— (01— = [f(0 / - —| < | f(y——
9olt) — FO 7 = O] [ - SO
Aingi, par inégalite trinngulaire, on a
|
CIntp 1 )
) = SO € e 1002 | <
Dans Uexercice smvant on n'hiésitera pas & utiliser le théoréme de

convergenre dotninde.

1.37. Recherche d’un équivalent (2)

Chercher un équivalent en +o00 de

1 dx
o) = [
o 1 +.27+.l‘2)

(]:]cole polytechnique)




47, RECHERCHE D'UN BQUIVALEAT (2] 54

I - Solution.
Nous pouvons appliquer le théordme de convergence dominée pour
pvouver gque @ admet 0 couwine limite lorsque £ tend vers +oc. En effet. 1a
L : 2
e est continue sur RS ; pour tout & €j0, 1],
1
(1+z+22) t—tmo

lonetion (¢,2) —

Q0

1
(L+a+ 2% 7
lonction constante 1 guj est intégrable sur 10, 1], On a done

fﬂﬂl»]:n L) = 0,

Ponr ¢t grawd, la  prineipalse  contribution de 1a  fonction

oL on a la domination 0 < < 1 pour tout ¥ > 0 avee la

] © Trs s .
ro— 3 Pintégrale se situc en 0. On a, pour z ten-
(14 x4
dant vers 0,

1
Ry exp(—~tln(l + 2 + 2%)) = exp(—~t2 + o(x)),

. . - * 1 — - v
i bien gue Ton pont imaginer comparer ©(#) & fo e que Lo sait

calenler : . L .
] ey = = / e o~ =
a "t Jy t-—4m f

HESS 1

1
Contrélons pour © > 0 la dilférence entre ®(#) et ﬁ] M

I 3
< / ]07Hn(]—]-1+ ) (:,—f:L‘
0

I
< / e =
Jo

1 t
= -wfe_"e
-~ 1t Jo

w=xi

dz

1
(1) -_/ ¢ e
0

Bff(]n(]{»m-ﬂ,—m?) -x) l‘dJ

—1 ln(l-y- %+’T‘;)+u,

— leu.

She etude sinple des variations de ¢ —— In(1 + » + 2%) - & montre que
cette fonction est toujours positive sur [0, 1] si bien que pour u € [0,¢].

’ L2
DI A, —tin(i + ? + i) +u<0el

tz
| ¢ —Lin Hg*+“‘2) |-
é;/(f“ I — e R dr.
Jo
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Dans ces conditions, on a pour tout O < w << ¢ la domination

]
—ﬂn( By ~)+u ;
L [ ] =
g l —¢ < ,

O Cncore

2
B —iln EOE . i .
Yy eR?, 71l —¢ ‘ (H’ ‘ '7)+ T (n) <™

Or w — ¢ ¢st intégrable sur Ry . Par contimateé de Uexponensielle, on
_ 7Hn(l-| oy ’” )+if .
ae ™11l -¢ ! = w1 — o0/ P 0 et 1] vésulte
— e

du théortme de convergence dowinde que

_, —tn{1+% +25 J4a
Sl (IR G A A RO HE—Y
AM( 4 \U‘ﬂ](“) (7 H—, ]

L )
On en déduil que Pf) — [i ¢ Pdz = o(1/1). On conclit done que
[
~ 77"#
B{1) g _[” da ot finalement

<1>(f) y

e fen

1.38. Recherche d'un équivalent (3)

O.“ pc):s‘e y, = fo Py
(. 3) € RZ,

1/2 gin? anx

de. Frudier Ja série Z —= pour

( Ecole polytechnique}

= Solution.

Lo probleme consiste essentielloiment & déterminer un équivalent de
1w snite 1,
HlIl HTI'!’

-—— e prolonge par conti-
tan i

nuité cu 0 (avec la valeur 0} ¢t en 1/2 (avee dgalement la valenr 03, si
bien que u, est bien défini pour tout » € N. La quantité tan we tendant.
vers (1 en 1, tandis gue, o tendant vers infing, sin woar vaut 1 en des
points de plus en plus proches de 0. Ou peut doue imaginer gue la mma-
Jjeure contribution se trouvera an volsinage de 0 of remnplacer tan 7o par
équivalent simple ma pour @ tenlant vers 0. Posons done

La fonction contitne © € j0, 1/2[--—
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K

/2 .2
2 in® (ana) ,
Uy, = ———=d.r pouwr # enticr naturcl.
a L

Opérons le changement de variables 2z = naae dans Uintégrale,

)

w ] LT L i 1 -
I sint e 1 2| - cns 2z 1 PR S casu
1z — - . ez = — -—dlu,
0 k4 27 o

= 2

2m gy "

| —cosu .
m notant C = _— [ ,Adu il vient

1 /™% o T "™ cosu
(,,_(J—i——/ ﬁf-—/‘ das.
27 U 27 fn i

Lo dernidre intéprale admet woe limite Bnie lorsque o tend vers Uindind
Pitisqu e intégrant par partics,

T OOS U st )" T gin
— = + dar
- W 7 IR U T

/‘”’T 8in 2 g e
7

- e
2 PO w2

du,

0
gin u 1

car la fonetion w —> =~ majorée cn valenr absolne par v —-» — ost
’U H

wdgrable sur (7. oo, 1 reste done au volsinage de +oc,

lnn Inn
Yy — - + O(l) ~
27 n—g
Estimons niantenant I différonee w, — 0, lorscqpue 7 teed vers 4o,
Lhy pent Eorire

1/2 1 1
Uy — Uy, :/ sin?{nmae) Sl avee f(0) = — — — - -
u Ld,llTl'f FHgL
porr 2 dans |0, 1/2[, Cette Tonetion [ se prolonge par continnitd en 1/2
svee 1n valear —2/7) et également en O puisgue,

. U — tan 7. 2
j(:{') — " (~ h .

= ofl) s . tend vers 0.
i bar T

Unposaul f(0) =0 ot f(lf"'l] = —2/r, an obtient une fonction continge
s le eomipact [0, 1/2] ot done néeessairement hornce, I ’ensnit

a7
J“‘né"mlé_/u U(:L‘ ek “fo.

Lo dilference w,, - vy ost done négligeable devant v,,. ot on oblicnt done
igpiivalent

Inw

bR e X} ‘27{'
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Pour « et 3 réels, on a donc

e (Inn)®
n# n—too (2m)ans

D’aprés le théoréme de comparaison des séries & termes positifs, et les
résultats sur les séries de Bertrand, il y a convergence si, et seulement
sbAi»loufi=leta<—1.«

1.39. Développement asymptotique {1)

1 " . ,
On pose wu, = f — =~ dz. Déterminer lim u uis un
POSEtn = fo VTt e nostoo ™ P

équivalent et un développement asymptotique & deux termes de u,.
(Ecole polytechnique)

> Solation.
e On obtient le limite de la suite (u,) en appliquant le théaréme
.13
de convergence dominée. En effet, la suite de fonctions z — \/1:__5:

converge simplement sur [0, 1] vers une fonction qui est nulle sur [0, 1]
et, pour tout n > 1 et tout = € [0, 1], on a la majoration

n
: 1
0< —

<
\\/1+(E\ f_W1+E?

est une fonction intégrable sur [0,1]. On peut donc

im u, =0|
n—4o0

On peut remarquer ici qu'il n’y a pas convergence uniforme de la suite
de fonctions vers la fonction nulle.

¢ Pour trouver un équivalent de wu,. il convient d’observer que la
contribution & 'intégrale se concentre au voisinage de 1. Pour conjecturer

1
vtz
bgm 1 1
f —dz = r~ .

0 V2 (n+1)\/§ n—se n./2
Démontrons que cela constitue un équivalent de wu,. On a

un*fol T/—;dm :/01 (V2 Vi)

Ve VoY dw et, pour tout z € [0, 1],
\/_—m_ l—=x 1—3:.

ol x —=

q_.
8

affirmer que

I'équivalent, on remplace x +— par sa valeur en 1. On trouve

alors

V2Vl 4o
<

V2vT+z  Vavi+az(V2+Vita) 2
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On en déduit que

T _f] z" ] (33 n+1 , 1
" Jo f <3 _2(n~|—1)(n~£—2)
On a donc u =—1——~|—O(i)u :—1—+O(i)etdonc
n \/-2“(n+1) n-;_) 3 n \/‘jn n2
1
Uy,

~ ——
N2 OO 271

¢ Nous allons chercher un terme supplémentaire dans le
développement asymptotique. Pour cela, écrivons le développement
1

limité en 1 de la fonction z —

1+ ’

LI ! *—1—(1—1_1+0(z—1))
Vitzr V2 1+;E’1 V2 4

2

! ” roe)(1—m),

fdf

ol ¢ est une fonction tendant vers 0 en 1. Cette fonction o se prolonge
donc en une fonction continue sur tout [0, 1]. On peut ainsi éerire

1 1xn_mn+1d 1 41 d
= sr;~£-f "t — 2" T o(e)dr.
" \/ﬁ(n%l)wi_fo 4/2 b | Jatz)

. 1 1 1 1
Pour n tendant vers 'infini. ona ———— = —— — —— + 0 (%)
b V2(n 4+ 1) Van V202 uw?

et

Lt —ami 1 1 ( 1
r= =405 ].
.[J 4./2 4/2(n+ D{n+2)  4/2n? nz)

(Juant au dernier terme, on va le majorer en coupant I'intégrale en deux.
Soit £ > O et @ € |0, 1] tel que ¢ s0it en valeur absolue inférieure ou égale
a ¢ sur [a, 1]. Dans ces conditions, on a

[@ =" at

1
|ia‘|mf($ n+l)d$+€/($n —:L‘ﬂJrl)d;r

< flofled™ + gf (& — 2" )dar
0

s

(n £ D)(m +2)

(lodlaon®a™ + ).

< Jafoa” +

1

< -
Y
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L, .
Pour n asses grand, |ja]lne™ 4 ¢ < 2¢. et done fu (@™ — 2" a(x)de

1
est népligeable devant — - On conclut ainsi que
I

1, 1 3 J:)_( ! ) <
My, = V=Y oL —5 .=
ﬁn 14,202 n?

La premiére parlie de la solution montee que pouc toute fonction f

, ! (1) 17
| ] 3 Vel = A2 -
continue en | o a jo 27 fla)dr - 40 (n )

1.40. Développement asymptotique (2)

w /2 COs T

1. Soit b <& < 1. Onpose T = [ dz. Cal-

0

sin? i + s cos?x
culer L. Donner un équivalent de T quand < tend vers (.
2. O 1o [ L
. On posc ] = j =
0 Vain? o g sensd
premicrs termes du développerment asvimptotique de J grand £ tetd

vers (),

. Déterminer les deux

(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. On va caleuler Uintdgrale T expliciterent. Le changernent de va-

. - . L
viahle w = \/————— sin r conduit A
=

T—<

z COS . / & / e 1
= *:-——__ == du
fo \4(1 )aln n gum v e
= [
— — {1
AT WARERTE

est o — In{z + V1 + 2%) = Argshe.

Une primitive de z — -
oot
donc on a

Il est elaiv que
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~ —=lne.
-

2
2. Dans Finlégrale J, la fonction gu'on intégre est maximale lorsque
L= 0 et vant alors % qui tend vers Uinfind lorsque £ tend vers 0. On
peut done penser gue la contribution principale & Pintégrale provient des
valeurs de e prociwes de 00 Mals dans e cas cosy est proche de 1 et
est ralsonnable de penser que J a I. Pour le mentrer, examinong [ — L
On a )

g 1 - cox
Dod-1= __)__.mda
S0 \/;m ”I—]~f1053r
2 2sin” , w13
< / 2y = tan — d.,L {—‘.Zln cos ,—} = lau3.
O sinr ] 210

Puisque [ tened vers oo quand = tend vers (). on en déduit gue

Pour déterminet le denxieme terme du développernent asymptotique
do J, déterminons. ponr commencer le denxieme terme de celui de 1,
On g,

} 1 1 i
F=(1 sy (—71115 + 3}11(1 —5)+ln(] + (1 - 2) 2))
= {1+ ()[e)}(ﬁr lne + 2+ Qe )) ]n~ +In2+ (1}

Précisons maintenant le comnportement de J — 1 en montrant que

lnnj(.] —1) = In 2. Considérons ia lonction 2 [0, E} > 10.1] — R définic
=1
AT

1 —cosr

wlr,e) = g {2} A(0.0) et (0,0) = 0.

it
"

\/am T+ oens

La fonction w est continue sur [0, EH x [0, 1], Eu effet. powr tout conple

- . Y —wosx
(r.2) €0, ‘)] x [0,1]. on a 0 < p(r,2) < rm(l(; :
e la continnité en (0,00, Le théoreme: de (untnmlte des mitégralies

fan = . co jui
= lE = 4
2

| paramatre, montre que la fonction = —— / wlr s)der = 1 =T est
contanue sur [0, 1], On A done

L b orosa
lim{(J—1) = /2 4‘—,E$'l£ do = / Lfm—tl'r = In 2.
=0 Ja - Sy

a
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On en dédnit que

, 1 .
J—-1+ln2+o(])A§1ns+21n2+o(ﬂ. <

Les deut énancés qui suivent sont difficies et concernent la méthode
de Laplace.

1.41. Méthode de Laplace (1)

Soit f: [0.1] — R de classe C™. On suppose qu'il existe k € N
1
tel que fH)(0) £ 0. Pour A > 0, on pose I{A] = [0 (1 — £ f(t)dt.
Trowver m équivalent de TEAY lovsque A tend vers Uinfing.
{Ecole normale supérieure)

> Sclution.

» (Ju peut légitimenient penser que la contvibution a Vintégrale [{)
ge concentre en () car pour £ > (0 la quantité (1 — 1:2))‘ tend vers O lorsque
M tend vers 400, Par ailleurs, au voisinage de 0, on a

11— = eMntlt?y - Aoty

Si on remplace (113 par le terine e ', on obtient une intégrale plus

facile & estimer. En effet, par le changement de variable v = VAL,

! p VA = b 1
[fevan [Pt LT
Ja o VA Ao 2V A

2 e
(’arf em v dy = £
[T

2
On va aussi remplacer f par un éguivalent en 0. Si on note n le plus

(n) )
petit entier naturel tel que fU7(0) £ 0. on a f{t} ~ f—j(ii)i“' of pous

t—0 !

allons done nous intéresser aux intégrales

1 -1 .
(A} = / N —Mmdt ot Ju(A) = / oMy
Jo I
puiscie (1 —2)* est - proche = de e~ pour ¢ voisin de 0. En faisant
le changement de variables n = VAE dans Jn (M), on arrive &

SNAY » unt 1 . 5 A
I A = / P ety 'ﬁ/ u”e"u‘du = nn 1
n(A) 1 (VA oo AT ey AT
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en notant A, = [R u™e " du. Ces constantes A, sont des valeurs par-
Sy

ticulieres de la fonction 1" d'BEuler comtne le montre le changement de

variable ¢ = u?

1 n-1 _ 1 'l’f‘f-].
Anﬁg.m*—b"‘( (ILZEP( 5 )

Léquation fonciionnelle T'r 4+ 1) = xT'{x) pour © > 0 conduit A Ia

_ . P~
relation de récwrrence A, = n 3 ! Ay o0 A partir de Ag = 3% et A =
27+
e ! .
{~ 5 ] = 5, on obtieat done
2, 2
2n —1 (2n - y2n-3)...1
Moa= 2 A = o = o I
{an)! NL {In)!
= T PR VAT
2024...{2n) 2 pr+ipgt V"
ot R |
2n nl
A2n+1 = 7,*.@27,.,1 :ﬂAgn,l == TEEAI == P
o Nous allons maintenamt. prouver que I, (A) o JnlAy 1 suffis de
—00

montrer que la différences de ces denx quantités est négligeable devant

B (A de. devant )\i—lﬁ Comme pour + > —1, In(1 + ) < 2. on a pour
Lot # € 10, 1], A ™00 < oA g hien que

-1 . .
0 € JnlA) = Tn(N) = / (¢ (1 =12 #ar
J0O
/‘l e Mg (1 P JIQHEE)) dt.
S0

Pans cette dermiére ntégrale, on reconnalt la fonction intéprée dans
Alaf1—£3)407)

f

4, (X)) & cect pris quielle est wltiplide par (L _ el ) fon-

Hion gui tend vers (Fen 0. On va done essayer de majorer cette quantite
ot voisinage de 0.

. La

furmule des accrolsseraents [inis assure Pexistence de ¢ € [0, xf tel que

Pour z ¢ {(l, % { la dérivée de z —— In{l — =) 4 o est

Wl —ry+a-0= T et (1 — ) + 2 < 227

— (,"
.y . 1 .

On va déconper intégrale en question en v € |0, 5] car 8i 1 € (Lo,

1

1
< 5 et on adone

—la{l -2y 22" soib (1) R o2t
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Aingi. on a 1o majoration

o 4 1 N
0< 3N — L)) < [ (1 e +/ e W
G o

- @ A2 uAFt er?
g/ - I’ 1 — e~ )<‘1t+e* ;
(

/ YL [fz .y _:,\:1) qf 4 e’
RT
1 " 2 ~ozel W2
5 T / e " (l — T )(Iu—i—(«*’\' .
= el

. 'ey LR .
paa e changement  de  wvarlables v = A Démontrons A
I'allc  du  théortme  de convergence  domninée  que  Uintégrale
2 a2 .
[R e (1 — P /*) du tend vers D lorsgne X tend vers in-
Jmy .

[ini : powr tont A > 0, on a la majaration

2 .4 2
N T (1 _—2m /A) < T

N\

ot la fonetion w— ¢ " o st intégrable sur By, D'autre parl. lorsgiue

A tewd vers inting, pour tont o = 0,

. Vu'z“n (‘l ,8—;‘“4/}\) — — 0.

A—

Le théordme de convergence deminde assnee done gac

0 J, 0 1LV < (#) PV {,(\1_)

On pent done conclure que

A,
ln()‘)/\“" -]n.(/\) o~ -

— Ao \u;

s Bntalnons maintenant ia derniére dtape gni cotisiste aonontrer grie
sin est le plus petil entier el que f(° ( ) #£ (L alors T{A) est equivaleny,

7t mh
a = A )[m I.(A) Natons g — f(%)) La fouction t — ﬁtr—':l(;
e ]1rr11Le en 1) ot se prolonge ,;lon( el une fouction conthme sur [0, 1],
Ille est particulicr bornée s e compact ol il existe done M = 0 (el
que [F(#) — w] < M+ panr tont 0 < ¢ € 1. Par consdqueut, on peut
majorer en valeur absolue la ditféronce de I(/\) et al,,(\)

addined,

t
100 ol = | [ 2P arian
Jy

1
< / (i — tz))\‘fUJ G?"W(lf N (1 _ 452)/\?"’+|(Ii
0 J0

‘\-\."‘ I\"][J'H»l (/\J
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Or, 1,41{A) est négligeable devani I,(A\) d'apres les équivalents
précedents. Par conséquent, 1{A) est équivalent a al, (A).

Conclusion. Sachant, que » designe le plus petit crgier naturel tel
que J(0) # 0. on a

et pour i itpair,

o) 1
ce gui domne pour # pair I(A) -~ VU (0)

Ao ‘2”+]‘(ﬂ/‘2) /\n 1
m—1 f1a)
(552w

~ - T
A—oc 2(n?) A

1(A)

Dans Vexercice suivant on utilise lo méthode de Laplace pour obte-
nir un développemont asymptorique de la suile —g,, of X, est DPunigne
rucene du polynime de Taylor cn O de Uexponenficlle @ Uordre o, pour
noimparr. Léguivelent de cette sude wvast ¢6€ obtenu par des méthodes
plus élementuwires dons [lexercice 2,41 du tome 1 d’Analyse.

1.42. Méthade de Laplace (2)

1

A labl— R eontinue (—oc << a < b < +oo) Soit £ € Ja, [ tel que
B(E) # 0 et D'(€) # 0. Soit cufin (o, 8) € R*. Qu posc

1. Soit @ : Ja.b[ — R une fonction de classe C? croissante et

fhl—+
1, :f h(t)e”q’“ df.

Trouver un équivalent de [,

H k
2. Scit P, = Pour n impair, ou uote —ux, Punique

i M
racine réclle de P,,. ‘Trouver un développement asymptotique de x,
sous la forme @, = &+ alnn + 84 o(1).

(Ecole normale supérieure)

[

I> Solution.

1. Oun remarque que la fonction & étant croissante elle posséde nue
Hraite fine on égaie i —oc en a. La fonetion expo® posséde done une
litnite finie en a. Cecl assure Uexistence de Uintégrale (.

Nous allons utiliser une variante de la méthode de Laplace. Liidée est
qque, la fonction & ¢tant croissante. n tendant, vers 400 et la fonclion exp
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croissant vivement, la contribution la plus importante A [, sera fournie
par les valenrs proches de la borne supérieure de lintégrale. ¢’est-a-dire

Inn A

prochie de & On pose e, =a—— + &
n n

7 tend vers 400, On wmultiplie I, par ¢ "% et on considére Uintégrale

quantité qui tend vers O gquand

Eten
Jn = / h(:c)c”(q'(ﬂ*q’[g))d.r.
Sa

La fouction ® est croissante done ' = 0. Oun a donc $/{&) > 0 et
h{&) # 0. Par continuité, il cxiste § > 0 tel que 1 = [£ — 8.& + 4] Cla. b
et, por v € 1 @'(x} > 0 et h{z) # 0. On posc = mftb (r} > 0. La

fonction P est strictement croigsante sur 1. On mtrodmt LIlﬁIl une suite
() & ternmies positifs, a choisir, telle que e, =  o(n,). 1l existe ny € N*
n— 20
tel que l£,| < 9y < 8 pour n 2 ng. On suppose désormais n = ng.
On découpc l'intégrale J, en trois morceanx :

i

-8 =
K, = / h(:r:)e”('r’(“)*q’(f))dsv, K, :f h(z)em P =2Eh gy
Ja —

f+5n,
et K= / f(a)en (@) RN gy
FE =

Ou a K| € enl®E-5)- ‘:’(E)f; ) |Br}] da, par croissance de ®. On

en déduit gue, K; = O(eMPE= =) ver B(E — 5) — d(g) < 0.
Th—»

La fonetion ®' étant minorée par m, on obticut. par Uinégalité des

accrowssernents finis, pour @ € (€ — 8,& — ),

en(tb(m)—(D(E)) < Cnm(n:—&) < g Tt

On cn déduit que
£—Ha
|Ka) < e‘”m””f |h{a)| da < g™ / [z} dz.
£-8 I

Sion prend 1, = n~* avec A € 0, 1], qui a les propriétés voulies, on a
1 ) Y
o T = TN et on obtient Ko = Ofe” ™ )
A TE— D3 ,

Intéressotis-nous an dernier morceau. La fonction exp gardant un
signe constant, il existe, d'aprés la formule de la moyenne, £ € [ —
i,. 5 +ex] tel que

Lten $fa) - D E
3= .’l(‘f) e B Py gy
£ =1t
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Omn appliyue la formule de Taylor a Mordrs 2. Pour tout 7 = [£ -0, £424),
1 existe ¢ € [£— 0. €+ £, tel que

1 .
Ply) — P& = (-1 + 5(},‘ — .E)J(Il”((:!;).

On en deduit gne

&, S BEY (0 e, ]
M@ P (=370 ) g

Ks = hi€) [

SE T
Si M est unmajorant de ®” s I on a pour @ € [£ — 1, &+ 2],

i

7 {ir - f)2|¢'”(cm)| 5

T

2

. M
102 o L 12y _
Mz, <« 5" ——— 0

SIAE ]il[ {ont peut done prendre par exemple 5, = 7:':1!). Pour ce

rhoix de 1,,, on abtient N'encaerernont

. Etey ey,
"*[ e (E—E(E) 4, _,{/ QP TED)

e

Far
§—ria £=1y
oy pEbe.
M 1-UA . I
<e¥n / JRUCEISL G
L=,
ot Vo tire les égivalences
ot §en Y . £, Tydige

Ky~ hig) / O R 1 (3] POV gy
nos sE=n n—oa JE—Tn '

puisgue 1, ot £, tendent vors 0. Enfin . on obtient

+en , iz P(E) L om, P
] A S F P i
£, n®(s)
P (@0 lon 1 5) | p-Bgn
ne nd(€)

o (E) (e I+ )

11,:)0 1;4([‘»1(}_5')

[scue

— O TN D (a4 B ~ (O e~
T 00 n—

clodene

| h(g-)ﬁ.b'(f)iuln n+ 5} N h(f‘)(aﬁ({x'[é)ﬁ“q!,
2 =00 n(I)’("E) "X @’(E] ’

(£1--1
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[ est clair que Ky et Ko sont népligeables devant Ky, Ainsi T, est
équivalent & Ky et I, & ¢ &Ky, On obtient. finalement

o
I~ h(&)e (9 R (61 )
Mo @(E) '

2. On montre facilement que pour n pair P, est toujours positif et
que pour n impair P, posséde une unigue racine négative notée —1,,. Le
polynome I, est le polyndme de Taylor de exp & l'ordre n. La question
1 suggere d'écrire la formule de Taylor avec reste intégral en 0. On a,

. | . .
pour tout 1éel a, ef = P i)+ = ]Ur rHz — )" dt. On supprse n hnpair.
I

- —_ 7:0”' .
On obtient. powr & = —a,, ™% = — | e(—x, — 1) dt. ce qui peut
nl .
g'éerire
1 e LN
1= —-—] e o (—r, — #rdt = ey’ du,
'ﬁ! 1] ‘H‘. Jo

en faisant le changement de variable v = #,, +t et en tenant compte de
Pimparité de n.

Le développement asymptotique cherché suggére que c'est "flﬂ qui
jouele rdle tenu par £4+,, dans la question 1. Fudsons donc le changement
de variable t = ;—; dans Vintégrale précédente. On obtient

antl Iw n+1 Iu
1 = n / n 8”’{” dt = L / " P"(H—!nt? dt
'I?-! 0 l”i’ (4} )

i . n1‘e+1 E4ox lr;"u + ',%
Déterminons €, a et /3 ponr que erlt+intiqy 1,
p nl 40

H ™—"2x
Il résulte de ta question 1, en prenant @ = 9, b = 4oc. h(t) = 1 et
®(t) = £+ Int, dont on vérifie aisément qu'ils ont les propriétés voulues,
que
plun
L - /.5 L e e”(,f.;.lut)dt - 3 . e[{i(1+é—)na(1+%)—-1€n(§+ln5)-
Jo A
£

En utilisant la formule de Stirling. on abtient

n n+1 nn,+1 \/ﬁ;}”

~

oL .
nt n—oo appnen oo (fOn

puis

— ~

nt Ja e \/%(H%)

ndl gy len B
il ] N 1 1 . 1.1 c
/ 3 Erx(!-}—[nudl,/ f_f?(l-(-g)"t (t+37) zen(é-f—hl\-kl)‘
(
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Ceci est eéquivalent & 1 si

£

0= — G =
EAEN I

£ £+1 .
£ 1 1[1(\/2—71'—&:—'—) et £€£+l =11

Toute solution de Méquation re®+? = 1 est strictement positive. Sur B, |
la fonction z —— ze™ ™! croit strictement de 0 a-+oc. L'équation posséde
donc une unique golutiou £. On en déduit un unique triplet (. /7, £) ayant
fes propriétés voulues.

Montrons gu’avec ce triplet nEIPOO z, — (n4alnn 4+ F) = 0. Rai-

sanuons par Uabsurde. Pour simplifier, posons y, = £n +alnn + 3 et

e +1

n!

ﬁ' ettt Ainst on a Fu( 1) =1

U . o . - . B
of Bl Jf’) ~ 1. La fonction ¥, est croissante. Supposons qu’il existe

T TL—
¢ > ( tel que &, — yn > £ pour une infinité de valeurs. On a alors pour
{ yn + B
I

pour tout réel &, Fp(z) =

. v e, X, R .
ane infinité de valeurs, Fp (=2 2 F, ). Quand n tond vers 'in-
1

Un + & )21l suffit

lid, la méthode précédente fournit un équivalent de F,,(
i

de remuplacer 3 par 3 4+ 2. On obtient

1 £ (g L el
Fo(P8y o p el o el

T M et 4 H— OO

. Loy o i e el . . . .
Chiobtiendra Fi,{ == ) > 1 powr mune infinité de valeurs., Clest impossible.
o
On démontre de méme qu'll est impossible d’avoir z,, ~ y,, < —& pour
e infinité de valeurs. Ainsi. quel que soit ¢ = (0. ou abtient, pour n
asser grand, i, —yn| €6 Onabien lim 2z, — (En+olnn + 3) =0,
[P
pour les valeurs de o, 3 et £ obterees plus haut, ¢’est-a-dire

li?I:&rL%—u lnn+3+o0(1)) <

Lexercice suivanl oblient le développement en série entirére de lag
Junction z — (arcsinz)? a purtic du caleul des intégrales de Wallis. Ce
ddveloppement scro obtenu par une eutre méthode dans Uexercice 3.19
du chapitre sur les séries enfidres.

1.43, Développement en série entiere

/2
1. Calcuer 1, = [u (cos )" du pour tout & M.

2. Calculer f /% dz

T
A m paur [t‘ < 1.
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3. En dédnire le développement en série entiére de (aresint)?.
(Ecole polytechnique)

&= Solution.

1. On reconnait dans I, une intégrale de Wallis. On va utiliser la rela-
tion de récurrence nl, = (n—1)I,,_; qui découle d'une simple intégration
par parties (cf. exercice 1.35). On a aisément Iy = —E et i = 1. On en
déduit que

L1 _@p-Dp—3)---1,
= g, e T (20)(2p —2).- .2 0
_ (Zp)! ™ (2p)|
P 3 B | B
L% Cowp-2)-2 2P
2p+1 = 2p'_+" 1 2p-1 = (2p+ 1)(213” ]_)3 1= (2p+ 1)! l

2. Nous allons calculer I'intégrale considérée, que nous noterons J{t},
1-
et

en faisant le changement de variable » = tan g .Onacosz =
2du = (1+ uﬁ)dcc, d’on

+ U

du
O (1+wu) (1 v
T (_t(1+u2))
_Qfl du 2 ! du
o 0 1—t+(1+l‘.)lt2_17t aQ 14t )2
1+ —u
(Vi
2 11—t 1+t
= arctan —
11—ty 1+t 1-1¢

o2 ean | AR
Ve 1-¢/

On peut simplifier cette expression. En notant # = arccost €0, w],
on obtient

26/2
arctan [ /122 ) = arctan C—OSj—/J = arctan (cotan/2)
1—+t sin” 6/2 SR -
20
g
= arctan (tan (-TE - -))
2 92

y=2
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5t (- 3e) 33
T2 \"y T a% | gl
ﬁ_:riiarccost_lr_i_arcsint
T2 2 4 2
On a finalement
f”/z dr _ arcsint N T _
o l—tcosxt 1-12 2v/1-12

3. Fixons ¢t € |-1,1[. Pour tout z € R, on a |tcosz| < |t], si bien
+00

—— = 3 t"cos" z est normalement convergente sur

1 - tcosx =0

. Cela légitime 'interversion intégrale-série qui suit

que la série

/Qm_/ Zf”cos de*Zf t* cos” :rd:z#ZIt”‘
1) -

n=nN n=0 =0

Notons pour ¢t € ]1,1[, f(t) = (arcsin¢)®. On a

2arcsint _ 221 mo

= V- T4 \/1 e

est connu. 11 vaut

Or, le développement en série entiere de

1
VIt

Sl 3y e
H(:_l)(ﬁt:%i_zlgijip

(_%)...(,Q_”Q;H){_tz)p

p! +...

ce qui donpe, aprés simplification et en faisant apparattre des factorielles
commne dans la premiere question,

— {213 420 2 =

2p
AR Lo R 5

+00
Ainsi, il reste f'(t) = 2 ¥ Ipp, 1t%+!. Comme f{0) = 0, il vient par
=0
mtegration
+00 r;‘2p(p])'2 + 00 22p+1t2p+2

gy | . 2P (pl ,
(arcsint)? = 2 E AR Z e Z'_—"—_T,
=0 2p+2 p=0 (2p + 2)! p:U(P‘*'I)ng;H
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0N encore

Ry

awcnnt) Z 2() . <

Ce développement en série entiére sera obtenu par une aufre méthode
dans le chapitre série entiére (cf. evercice 3.19).

Sont regroupés ci-aprés des erwercices centrés sur les intégrales
indéfinies, bien que celles-ci apparvissent déjd dans Pun ou Uautre des
exercices précédents. Les deux premiers sont des ezemples concrets du
lemme de Gronwall qui consiste & obtenir une majoration de lo fonclion
[ & partir d'une inégalité de la forme 0 < f(z) < a+ f; g(t)f()dt. Ce
lemme est notamment utilisé€ pour établir 'unicité dans le théoréme de
Cauchy-Lipschitz. Le lecteur trouvera la forme générale avec diverses
genéralisations dans le troisiéme tome d’analyse.

1.44. Lemme de Gronwall (1)

Soit f : [0.1] — R, une fonction continue. On suppoqe qu’il

existe un réel a tel que pour tout ¢ € [0, 1], (1) < / f(u)du. Que

7
dire de f7 (Ecole polytechnique)

> Solution. .

Notons F : ¢t — [0 f(u)du T'intégrale indéfinie de f. Il s'agit d’une
fonction dérivable, qui vérifie par hypothese F/ & aF. On en déduit
que la fonction g(t) = F(t)e™* a une dérivée négative et par suite est
décroissante sur R . Or g(0) = F(0) = O et g, tout comme F, est positive.
Par suite g est nulle, donc F aussi. Il en résulte gque f est la fonction
nulle. <

1.45, Lemme de Gronwall (2)

Soient, f : [1, 40c[— R positive continue, o et b dans R... On
suppose gue pour v 2 1,

) < “/1 fr(fl

Trouver une fonction simple majorant f.

(Ecole polytechnique)
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> Solution.
Sia =0, f est majorée par b. Supposons donc a > 0.

z f(t
Posons, powr 7 = 1, F(z) = / it%ldt. En divisant la relation de
1

P’énoncé par r°, on obtjent, pour z = 1, F/(z) < J%F(a:) + zi?- Compa-
rativement & l'exercice précédent, il n'est pas forcément évident de pen-
ser ici & introduire la fonction G(z) = F(i)e¥ pour traduire I'inégalité
vi-dessus on

Gz = (F'(a:) - %F(m))e% < m%e%‘

qui permet ensuite par intégration de majorer G, puis F et enfin f.
Dounons denc une méthode générale et naturelle pour travailler avec une
telle inéquation différentielle qui explique la provenance de cette fonction
G. Lidée est simplement de se ramener a une équation différentielle en

donnant un nom a la différence : posons h(z) = F'(z) — % F{r)- x—bQ .La
fonction F est solution de cette équation différentielle avec par hypothese
I négative sur |1, +oo[. Or, on sait trés bien résoudre cette équation
linéaire du premier ordre avec second membre : les solutiony de 'équation
honogene associée sont les fonctions Ce™ 5, C € R. On applique alors
la méthode de variation de la constante en cherchant I sous la forme
F(x) = C(z)e~# (la fonction C n’est autre que la fonction G parachutée
ci-dessus!). En remplagant dans I'équation on obtient
C'(x) = e= (% + h(:r)) < et b

R

.r
fin intégrant, on obtient, pour z = 1,

< T h a b o 1% b a

)= [ ot tg/—-7dt=[uﬁd¢] = 2(er — 2.

@)= [ Cwas [ ze cetdi] = (et - o)

On en déduit que F(z) = C(z)e = £
dans l'inégalité de 'énoncé

b (%% — 1), puis en reportant
a

gle

<}

f(z) <be”

1.46. Moyenne spatiale

Déterminer les fonctions continues f telles que pour tout x € R
et tont a > 0, 1

flz)=5. fz+af'-

r—a

(Ecole polytechnique)
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> Solution.

La concition mposée a f signifie que la valeur moyenne de f sur tout
intervalle contré en @ cst égale & f(x). Visiblement les fonctions affines
ot cette propriélé. On va montrer gque ce sont les scules.

Soitf nne fonction vérifiant les conditions de Pénoncé et F une pri-

.. . " 1 gpzbn | .
mitive de fsur R Légalité fo) = = [ ! J devient
’ 2a Jr—a

£z} = 5. (Fla+ a) — F( — a) :

On va en déduire unc relation ne faisant intervenir que la fonction f. On
a, pour r c Reta>0,

daf(x) = Fle-+ 2a) — Flo ~ 2a)
=T+ 2a) — Fa) + F(a) — Flw — 2a)
=2af(x+ o)+ 2af(z—a)
On en déduit que, pour s e Ret a > 0, oh a
2f(ry = flo +a) + flo —a).

D’aulre part, on remarque que la relation (*) implque que f cst dérivable
sur R. En dérivant par rapport & a la dernigre relation, on obtient, ponr
rcRoetax>0,

b= flwt+a)— fle—a)

On en dédnit gque la fonction 7 est constante, ¢est-a-dire que [ est
affine. I

Les erercices qui suivent concernent des éguations intégrales.

1.47. Une équation intégrale (1)

Soit & > (1 Trouver towies les fonctions continues f: R, — R
telles quil existe ¢ € R vérifiant

ka
Y > 0. '/ findt =

(Ecole polytechmique)
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i - Solution,
Analysc. Soit f une solntiou. La fonction w définie sur Uintervalle RY

par o{z) = [:i F(t)dt est dérivable sur R ot pour « > 0,
£0) = Ief (k) — £,
Ainsi  est constanle =i, pour toal 2 > U,
kf(kr)y = flx).

Fm considérant I fonction g définic sur RY par g(x) = = f(x). on obtient,
potr tout v > 0
glkr) = gix}. *

Jonsidérons la fonction b = g o exp. De (%) on tire, pour tout récl .
R(t) = glet) = g(ke'} = h(t + In k).

Bonc B doit étre périodigue de période In k. Drautre part, f ¢tant conti-
e, g et done I le sont,

Synthese. Réeiproquewiend, st A est wne fonction appartenant a
CYRCUR) ot Inkopériodique, alors g = h o lu appartient & CU(BYR) ot
vérifie, pour tout x > 0

glkr) = h(ln(ke}) = h(ln e 4+ luk) = illnw) = g(2).

Bllnax

La fouction f @ RY —— B définie par f(o) = ) a les propriésés
! proj

voulnes, <

1.48. Une équation intégrale (2)

Déterminer les fonetions contimes f: R — R telles que pour

tout S B, _
i) = 2]0 Naon

| (Ecole polytechnique}

1> Solutiou.

Soit f une solution. Il est clair que la fonction f est positive ou nulle.
Mais pour & £ 0, on a /OT VI{DdE <0 done f{z) € 0. On en déduit. gque
Foest nulle sur R_.

La fonction est dérivable, de dérivée 2./F = 0, done f est croissanie.
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ff
constante ¢ selle que \/j{;r} =2 —coet flay={z—c}? S f v'est pas la
fonction mulle. {z, f(«) = 0} est un ensemble non vide {il conticnt R_)
et majoré puisque f est croissante. Soit a 2 0 sa borne supérieurc. On
a. par continuité de f, f(a) = 0 et, pour z > a. f(z) = (@ — )%, On a
done ¢ = a et f est définie par

f(i') _ {0 51 T€a

(r —a)® six>a

Sur un intervalle vt [ ne s’annule pas, ou a = 1. Il existe une

It est clair réciproguement que toute fonction de ce type avec a = 0
est solution. I faut signaler que la fonction nulle est aussi solution. <3

1.49. Une équation intégrale (3)

Trouver les application consinues f de R dans R telles que pour
tout (v.y) € R?
ey

) W) = f )t

&y

(Ecole polytechnique)

> Solution.
Si f est une solution qui n'est pas la fonction nulle, I'écriture

1 e
flz) = mL_y FU6) dt.

pour f(y) # 0, montre que f est dérivable sur R, En dérivant par rapport
4 x, onh obtient

" :L . — ey
fx) f(y)(.f(x+.u) Jlx =),

ce qui montre que [ est deux fois dérivable, En prolougeant le raisonnc-
ment on montrerait gqu'elle est £, En dérivant la formule initiale par
rapport & @ puis y, on obtient

puis en additionnant

F@fly) + F@)f ) = 2fla + ).
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Iin dérivant de nouvean par rapport & @ et ¥, on obtient

2f" e+ ) = FU@) ) + P () = Fle)f'ly) + ) f )

el done, pour tout (.r,y) € R?,
Fraflyy = fle)f"(y).

Che considérant y tel que f(y) # 0. on montre existence de A € R tel

e, ponr tont réel x,
f'(z) = Af(x).
[ Yautre part. en faisant x = y = 0 dang Dégalité initiale, on obtient
Fi0) = 0 si on fait @ = y = 0 dans lexpression de 2/ (x + ¥} on a alors

2[10) = (f(0))%. La valeur f'(0) = 0 conduisant & la fonction nulle, il
fant f(0) = 2.
W fix) =2 et flo) = 2

& Si A =0, on obtient. pour tout x, f'(
et il existe (a,b) € R? tel que f(x)

* Si A > 0, on éerit A = w?, =

aelfwey + bsh (wz). Les conditions initiales mposent a = 0 et b = j
soit, flx) = = qh(u}

* 5 A< D on écrit A = —w?, il existe (a,d) € R? tel que f(z) =

. " -, , 2

acos(wz) + b qln(w;c). Les conditions initiales imposent a = 0 et & = =

soit, fe) = = am(wr)
w
On vérifie facilement. que toutes les fonctions trouvées conviennent. <

1.50. Une équation intégrale (4)

1. Existe-t-il une fonction f continue et bornée de [0, +oo] dans
B telle gque, pour tout # 2 0, on aijt

f(:c)=1+/0 —_——lff(tﬂdt

2. Etudier la suite de fonctions fr, ¢ [0, +0c[— R définie par

fole) = 0 et, pour tout (n,z) e Nx R,

T e

=1+ *—————'dt.
fn+l b 1+fﬂ(

(Ecole polytechnique) N
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> Solution.
1. Si f existe. clle est dérivable sur [0, +oc] et, ponr tont 2 = U, on

_ 2 ‘
a fllr) = —S ot donc f/{r)+ FLrpfe)? = ¢7%. On intéore,
P = 10+ S sie.
en notant gque Péguation initiale implique f{0) = . On obtient, pour

tont x = 0, -

Jlr+ %(}(1))5 = /r) ' (?_f2 dt + §
ce qui pent s’éerire O{ f (@) = /nj‘ et it % » 0l & est I fonction définic
sur R par

3,
+ &

D) =

wlr—-—

On a, pour tout réel @, ®(x) = 2% + 1 > 0. La fonction ® réalisc une
bijection de R sur R el f est nécessairemont définie par

e
flr) =3~ (/ et + f).
o 3

Moutrons réciproguement que cette fonetion o les proprietés vombnes,
= K 1 .
On puse, ponr tout = 0, g(x) = ]U U dE 5 ctdone f=d oy
La fonetion @7 est dérivable snr B (puisque @' ne s’annule pas) et
i
q)—l ! V=
( yi) D))

ct. pour tout x = 0,

La fonction [ est done dérivable sur [0}, +oof

gle) e e
QUOglr)))  PUfla  TH((flr)?

Jry = (@7 (gla)a'(#) =

Om a done, pour Lout & = 0,

1=

L e
‘—e*dtuf Hdt = fley—f( = | Pl r)—1.
/oH(f( Pt = fr=1(0) = [0 =0 (5) = 1)
Montrons enfin que f est bornéde. La fonction g est croissante et
4 V'F 4

o 2
g{lh) = m{ = ¢l ot li’{rlt%g(a:) = /u e dt + 3=ty =

1

: : R VT, : -1 . '
(il est classique gue j{] e~ dt = = ). Puisgqne € 7 est strictement
croissante, on a, pour tout & = B, f{z} ¢ [1.®7Ha)| : la lonction f est
bornée.

2. Montrons que la suite (f,) converge unilormement vers f sur
B. Notens pour commencer gue, pour tont entier n. la louelion f,, est

bornée, (Test vrai ponr o =0 et pourn € M, 0 = 0. on a

¥ —12 r + o
e 2 :
n.f;/ S SR PO f i~ dtf,f o VL
J0 40 4]

1+ (f.(4))° 9
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o
o

clhdone 0 < foy (o) < 2,
Ponr nc Met 2 2 0, on écrit

f’f OO 0)

T r s ey

lfn-fl L'F) o fL‘r‘C)l -

{1 ¢n dédnit que
et (IfU) Falt D)+ fll))
I+ F2(t) (' + FAEN
“CU(fe) + falt) .
L+ 2001 + fz(f])

Vs (o) = flajt < / ) dt

<ln=flleo [ i

Puisque, pour tout y = 0, on a 2y < 1 + y?, on obtient, pour £ > 0,

f()'i'fn(” < f(’f) B fn(t) ) (1_,— 1
RO AT I A TO A S PAOTEE

<1

ol done, pour x 2 0,
e,
arr (@)~ F@] < = Fle / SR Ty A
4n
I'nlin, ceci étant vrat pour tout x = 0, on a
H.fn-l—l — fﬂo@ < "‘““fu s ”'lom

. oo 2 m . . . .
on ko= /0 e U di = \/T_' Puisque & < 1. on en déduil que la suite

U S = fllse) comverge vers 0 et done que (f,) converge nniformément
vers f sur [0, +ocf <

Les deux derniers exercices du chapitre concernent la notion d'indice
Aun chemin fermié du plan complexe.

1.51. Indice d’une courbe fermée

Soit B lensemble des [onetions de classe C' de B dans €% qui
suut 2m-périodigues, Powr tout f € [, on pose

1 2m ()
‘)’-',7_ q J(H)

dé.

1. d est-wile déﬁnie ?

l dif) =
‘ 2. Eu ntihsant §(t} = exp (/, f ) d@) montrer que d( f) € Z.
|




84 CHAPITRE 1. INTEGRATION

3. Montrer que
VI€E, Je>0, Ve R, ||f — gl € c=>d(f) =d(g).

4. Soit F = {f € C"(R,C*), f 2r-périodique}. Peut-on pro-
longer d en une fonction définie et continne sur F pour la norme
[ o ?

{Ecole normale supérieure)

> Selution.
1. La fonction f étant de classe C' et ne s'annulant pas sur R, la

Jrf

fonetion T est définie et continue sur R, ce qui justifie Pexistence de d.

£ !
2. La fonction # est de classe {1 puisque ¢ — /U %:— cst C' et sa

ft) ( LI f'(1)
"'t:ﬁAexp/‘ dﬂ):ﬁfubt.
YO =g o U T ) T R P
Autrement dit, tout comme f. ¢ est solution de I"équation différenticlle

f

linéaire d’ordre 1, y' — T y. [l existe done un réel K tel que #» = Kf. Or

dérivée vaut

f est 2r-périodique, donc 37 I'est ausst. Ainsi, (27} = ¢(0) = 1 et il en
. AT f" .
résulte que fo 7 € 2inZ et d(f) & Z.

3. Comme f est & valeurs complexes non mlles, de classe C?, il existe,
par le théoreme du relevement, p : R — R} et ¢ : R — R de classe
Cl telles que pour tout ¢ € R, f(t) = p(t)e™*). En fait, p = |f] et
w(t) représente Pargument de fi¢) suivi par contimuté & partir d'un
choix de Vargument de f(0). Comme [ est 2r-périodique, w(0) = o(27)
(mod 27). En fait,

27 pt 27 Y
F ;o p :
L= (—— +w> = [In plg" + [ig]§™
o f 0 P
If(QW)I) :
:111( +1(p(27) — (0
= In(1) + (2] — p(0)) = i{p(2r) - p(0)) € AT

Aingi, on obtient

et d(f) est le nombre de tonrs (comptés algébriquement) que fait la
conrbe fermée fiig.2.) ¢ [0.27] —= C* autour de 0. Voici uu exemple olt
Iindice vaut 3 :
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T
t and

PN

A\

On imagine biew que si une courbe g est snffisamment proche de celle
e £, elle tournera autant de fois autonr de wéro.

Formalisons cela @ posons 2 = min|f| > 0 (|f] est continue sur le
copact [0, 27] done cst bornée et aticint ses bornes: son minimum sur
[t 2m) Vest aussi sur R puisque f est 2r-périodique) et prenons g € B
vovifiant 1 f — gllac % 11 existe p = |y| et @ fonctions C' de R daus R
vrifiant g o= pet?, )

Quitte & multiplier f et g par ¢ ™ on peut supposer (0} = 0
{eola ne change ui |[f — g||, ni Vindice de f et g). Quitte 4 retirer un
ntliiple eonvenable de 27 a @, on pent supposer ¢(0) € [—w. 7). On
prad. éerire la minoration suivante,

1 — E}(_ﬂfao—w)
0

1 - P_E'i(sb*d
'ﬂ

Z £

> pe — 7] 2 p)

LM

ol done,

P

o]

=

)1 _ P it

. Y - . .
Antroment dit, le complexe £ 6207 -#) st dans le disque fermé de rayon
p
| [ . v A - .
ot de ventre 1. Cela nous garantit que la fonction ¢ — 2 prend exclusi-

. Tow : .
venent dey valenrs comiprises entre {— 5 5] modulo 27, autrement dit
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. . g . , .
dans la réunion des intervalles [75 + 2w, 5 b ka], Commne la fone-
tion > — w est continne. le théoréme des valours internnédiaires nous

- . T
assure que pour tout = € (0,27, (@ — ¢)(z) reste dans [# 30 5}. En
. . - e w T
particulicer, ¥{0) est dans Pinfervalle [—— 5 5}
Or, si ou itnagine que i J') # d(g). cela signifie que la quantité

[ {2m) — P(0) — (p(?ﬁ) - r,o([)))} = |¢(2m) — @(0) — +(2w)| = 2,
et par inégalité triangulaive,
3(2m) — p(2m)| 2 27 -

>,

ety

co qui constitue une contradiction.

Conclusion. Pour tout f e Eettout g € Eusi ||f —yll« &
alors d( Y = d(g).

4. Nous allons démontrer que le prolongement est possible.

e Soit f nne fonction de F ot posons € == inin | f| > 0. Le théoréme de
Weierstrass trigonomdélrique assire Pexistence d'une snulte de polvnomes
trigouomdtrges qui converge neiformément vers £ 51 I est un élément
de cette suite ot si [P — f|| < &, P ne peat 'annuler et P € I Soit
a > 0. On va montrer qu’en choisissant bien a, pour tont g et h dans B
vérifiant || f — g)lce < a et || f — h]|x € @, on a I'égalité d(g) = d(h). On
allg — bl € 20 d’une part. et d'autre part

[}

tin | f|
2

}.‘}l =0 - lg — Tl ze—n

Ore-—oa 2 20 des que o < z En faisant un tel choix. lorsque les
conditions ||« glle < a ot || f— hHOO < n sonl toutes deux réalisees, on
a g — hll~ = ming) of dapres la guestion précédente dig) = d(h).

On délinira done dif) comme 1 valeur commuue des d{g) ol g est
ane fenction de B dans la boule fermeée B(f,£/3).

* Montrons enfin que la fonetion d aiusi prolongée s F est contimue
pour la norme de la convergence unitorme, Pouor cela, vérifions gu’elle ¢ =t
lovalement constante. Soit f € F et 2 = mn|f|. Prenons ¢ € B(f, = )

Lintersection des boules anvertes B(f, = § J et B{g, min|g|/3) est nnoon-

vert. non vide puisqu’il contient g. On peut (rouver d'apres le théorémne

de Welerstrass. une fonction b 1 R = de classe C' dims cetle intersec-
5 IR

tion, Counne ||§ — bleo = 3 h ne s'annule pas et b € E, Par définition

du prolongetnent do d, dig) = d(k) = d( ).

Conclusion. d est localement  constante  done  continne  sur
(F | loe)-

Leentier d{ ') représente Vindice de la sourbe ferindée associce o f.
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Le céléhre théoréme de d’Alembert-CGeauss affirme que tout polynome
sort constand o coefficients corpleres wdravct wn moeins une vacine dans
L Purosuile un tel polynore est forcément seindé. Llerercice suivand
Jeowrnit une preuve de ce théoreme qui utilise lo notion d’indice dtudié
dans Derercice précédent.

1.52. Une precuve du theoréeme de d’Alemnbert-Gauss

Pour f ¢ C'(R,C) fonction 2Zr-périodique ne s'anmilant jamais
TS S LA M ()]
on pose I[{f) = Sin ju md[.

1. Montrer que 1(f) est un entier.

Soit P un polynome complexe. On pose fp(th = D). On ad-
met le théoreme de d Alembert dans la question 2 mais pas dans la
question 3.

2. Caractériser 1{fr) a l'aide des zéros de P.

3. En utilisant P{re’") pour r variable, donner une prenve du
theoreme de o’ Alembert,

| (Ecole normale supérieure)

I - Solntion,

1. On se reportera aux deux premiéres questions de 'exercice
précédent.

2. On ne peut délinir I{ f} que si la fonciion fp ne sTannule pas sur
lo cercle unité, ¢'ost-a-dire si P w'a pas de racine de modnle 1. Faisons
cetle ivpothese ot notons ... .. ¥n les vacines de P oil n = deg P {on
sl qne cos racines existeny par le théoreme de d” Alembert (prron admet
dans cette question). On sait que

| 1
P2 X e

k=) v T
On en dédnit gque, pour tont ¢ € [0, 2m],

Jh (1) . gt Pl(en) = et
= it — = n .
it Pett) = et — o’

Pl ue
n 1 27 (,?'f,
I{fp) = — [ - cl{.
(j[—‘) ggﬂ'.g (,‘”~(Yk-(

Pour calculer cos intégrales, nous eflectuons un développement en séric

cutiére de la fraction rationnelle o [l faul distinguer deux cas sclon
A —

que Jogl est supcrieur on inférieny a 1.
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Siag| < 1, on écrit, pour tout t ¢ K,
it

€ B
_ _E:a{, ipt

e — vy l—fr_lr-

Cette série étant uormalement convergente, on pent interverths soterna-
tion el intégration. On obtient

i 2 Jal 4'00 2
- L. — it
— S “fk 1t =1,
20 fy ot — o

car seul lo rerme quil correspond A op — () nlest pas und et vaut 2w
Sijae] > 1, on éerit, pour tont 1< R,

it L 1 | oo Ff(p-Hjﬂ,
ot o o et T Copit
e o a7 - a0 O
ey
Corme précédemment. on obtient
27 itk +oo 2

L e : Z 'T;(VHJ [ SO gE =
21 Joo e~y 2w ! Jn

vir cette tols toites les intégrales sout widles.

Ou déduit de ces caleuls que [{ fp} ost ézal au nombre de racimes du
polyndme P qui sont & Pintérienr du disque unité.

3. Démantrons Je théoreme de d’Alembert en raisonnant par Fab-
stirde. Seit P oun polvaome non constang, de degrd oo On suppose dose
que P ne posséde pas Jve riacine. Ponr tout 2 00 1a fonction o, définge
par o, (f) = P{re!) ne sammle pas sur [0,27] ot on peut définiv [{g, ).
On pose, pour tout r = 0,

1 /'2W PI(T‘('”}NT'I

I(r) =1{2r) = D(ret)

ZTF‘[)

La fouction (r.t) —— Plre)re” étant contimue sur Ry > [U.2n], il
T P(reify + ’
résulte des propriégtés des Intégrales & parametre gie 1Y est continbe sur
E.. Paisquelle est A valeurs dans Z. on en dédnit qu'elle est constante
sur Ry . 1 est clair que F(0) = 0. On a done o) = 0 pour Lout « = Q.

Calentons maintenant Lo limite de Foon 400 en passant A la limite dans

L . P .
Fintéarale. Quand || tord vers +oc, on a %— ~oar (eprotient des
ks
terntes de plus haut degré). Owr en déduit gue, pour tout ¢ € [0 2],

. Plre™yre
ona hny —————

Justifions Iéchange de la lingte ot de
——Lvy P(rett)
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Fintégrale cun utilisant le théoréme de convergence dominde. La fone-
=P (1) . . . .
lon 4 w— _P((i) est continie sur T et tend vers une lunite fie gnand
v
el tend vers ++oc. On eun déduit quelle est bornée sur ©. 1 existe done
I Tt it
re e
PlircTre” e
Plrert)
Le théortme de convergence dominde s'applhque ot on obtiont

. £ oqer . Pire e
rlﬂl\xF("") = Efo pl}leﬂm ——P(T'“-W— dt = n.

b= 0Ll gue, ponr tout (r2) € Byox [0,2a] on ait

Puisque n 2z 1 par hypothose, cela est contradictoire avee le fait gue 0 est
odle sur By o Lllpothese que Poo'a pas de racine est done absurde. <

On pewd deémontrer, coumme dans lu question préeddente, gue pour
towges lex naleurs de v pour lesquelles Poau pas de racioe de omodule v,
V{ry est égal au nombre de racines de P gui sont & UVintérieur du cercle
decentre O de poyon v

Le dveteur trouvera une autie prevee dw thdordme de JAlembert-
Ciauss duns Verviveen 3.4 1.



Chapitre 2

Suites et séries de fonctions

Jusqu’au XIX® siécle, la notion de convergence d’une suite de fonc-
tioms est ufilisée sans souJever €5 questions fondumentales qu'elle en-
fraine. Cauchy, dans son Cours d’Analyse de [ ‘Beole Polytechnique
(1821), pense méme pouvoir démontrer la continuite de la somme d'une
série de fonctions continues, Abel TPlet Uerreur ef donne Uecemple de la

)" sinnx
sornme de la série trigonomeétrique 2_ g——)———-
n

n=1
nue, Cauchy donnera un énonce exact en 1853, en ubilisant, moss sans la
nomrner, une hypothése de convergence uniforme. (Uest Seidel et Stokes

iui domneront la netion générale de convergence uniforme vers 1848,

qui n'est pas conti-

Rappelons qu'une suite de fonctions (fn)nzo définie sur un en-
semble X a4 valeurs réelles au compleres converge uniformément vers
[ osur X st powr tout € > 0 4l existe un rang N & partir dugquel Uécart
() — fn(x)] est majoré par £ pour tout point & de X,

La convergence wniforme fournit un critére parficulierement simple
pour obiengr la continwité de lo limite f lorsque les fonctions f, sont
fondcs supposées continues. Elle n'est toutefois pas nécessaire comme on
pourra 8’en rendre compte en faisant lexercice 2.10,

On dit que la série de fonctions 3 fo(z) converge uniformément
sup X sf la suite des sommes partielles converge uniformément sur X.
C'ela est notamment réalisé lorsque la série est normalement convergente
sur X, c'est-a-dire lorsque lo série & termes positifs 3 || fulleo converge
(i [ falloe = sug(!fn(x}l). La réciproque est fousse : il pent y avoir

@E

convergence uniforme et divergence de 3 || fo.lloo. Toufefois, dans les eas
vratiques. comme on le constatera sur les premiers exercices ci-apres,
les séries de fonctions sont fréquemment normalement convergentes, On
penser ainsi qur séries entiéres qui convergent normalement sur tout
compact inclus dans le disque ouvert de convergence.

g1
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2.1. Majoration sur une demi-droite

Soit {@n)n»1 une snite de nombres complexes. On suppose qu'il

existe p > 0 et M > 0 tels que pour tout n € N*, < M. On

+o0 :
pose f(z) = ¥ a,e%"m
n=1
1. Montrer ¢ue f existe sur P = {z € C,Imz > 0}.
2. Montrer que la série converge uniformément sur tout compact
de P.

3. Montrer 'existence de C > 0 tel que pour tout y > Oet z € B

If(I +,Ly)| < yl_ﬂ,'

(}f}co]e polytechnique)

> Solution.
1. Soit 2 € P et posons ¥y = Imz > 0. Ou a, pour tont n € N,

Ia“emﬂ'nz

— 1
= |anle ™™ £ Mnfe 2™ — o (—2 .
n
La série ¥ a,e>™* converge donc absolument et f est définie sur P.
2. La fonction z — Imz est continue sur C. Sur un compact K
de P, elle atteint son minimum ¢g > 0. On a, pour 2 € Ket n € N,
lane® | £ MnPe 270, La série S Mnfe™ 2" étant convergente, la
série définissant § converge normalement done uniformément sur K.
1l s’ensuit que § est continue sur P tout entier.
3. D’aprés la question 1. on a pour tout z & P la majoration
20
[£(z)] € M 3 nfe™™¥ oll z = z+iy avec i > 0. Comume ¢ ~— tPe ™2™y
n=1
est décroigsante pour ¢ grand. nous allons utiliser wne comparaison
avec nne intégrale pour majorer cette somine. On considere la fonction
@t tPe” 9" La fonction p est intégrable sur R, . On &, pour ¢ > 0,

o' (t) = efzﬁiy(ptp’l — 2mytf) = e—zﬁtyt*"_l(p — Iryt).

P
2my

On a done ¢'(+) € 0sit =

On pose o = ;I’L et ng = E{a). On a, pour n = ng + 2, la majoration
Y

de sorte que 2 décroit sur [——'0— , +oo[.
2my

n +o0 +20
pm) < [ plodtetdane 3 ltde < [ ()t

n=ng+2
Sur Yintervalle (o, ng + 1], la fonction ¢ est encore décroissante. On
peut écrive



2.1. MAJORATION SUR UNE DEMI-DROITE a3

no+1 )
[ @t)dt = (ng + 1 — a)e(ng + 1),
o ¥

v qud, additionné & V'inégalité précédente donne

+o
5 o )< [ et v 10— mojetno + 1)

n=ng+1

+00 .
gf @(t)dt + (o — no)pla),

o]

car le maximum de 2 est atteint en . Enfit, comme p est croissante sur
intervalle [0, ng,

Tt

" (n) < nppla).

n=1

I'n additionnant, on obtient finalement

Z e(n) < ap(a) + /+x p(t)dt < apla) + j.m w{t)dt.
e A 0 )

n=1

lLe changement de variable ¥ = 2xiy dans l'intégrale donne

+oo ( ) +-00 2‘”@(1 I +-00 P—
)i = e~ t = ?—f e .
'/0 () '/0 (27y)1 Jo u'e U

. pPrier .
Par ailleurs, on a ap(a) = e On obtient donc
M o
if(z)\ yﬂ*l y avec C = W ('/0 u‘”e_“du =+ pp+le"p).

On constate que C est bien indépendant de z € P. «
On notera que 'étude de la fonction f se ramene 4 celle d’une série
Ay N L +o0 .
cntiére si on pose u = =% puisquon a alors f(2) = T anu”. L'appli-
n=».
catton i 1z e envoie le demi-plan P dans le disque unité owvert D
privé de 0. Le résuvltat de la question 2 s'éclaire : limage d’un compuct

N de P opar of est un compect K inclus dans le disque D ef comme la
40

sdrie entiére Z antt™ @ un rayon de convergence 2 1 {par Uhypothése
n=1

Juaite sur la suite au)) elle converge normalement sur I,

Avec ecette traduction, la troisiéme question de 'ezercice consiste a
majorer la série entiére sur un rayon de D. Le lectewr pourra se reporter
wwe exercices 3.22 et 5.23 du chapifre sur les sérics enfiéres pour des
guestions du méme fype (estimation de o somme d’une série entiére en
des points du rercle de convergence). La technigue de comparaison avec
une intégrale utilisée dans lo solulion ci-dessus est trés générele.

2irz
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2.2. Une décomposition en série de la valeur absolue

Soit f : B — R la fonction 1-périodique définie par f{x) = z°

pour x| € % Montrer que pour tout z € R,

Z 2 f (ZR)=|:.:|.

n=—00

(Ecole polytechnique)

> Solution.

o0 ,
Posons pour tout @ réel, pla) = 3. 2"f (EQF) On va commencer

par prouver que ¢ est bien définie sur B et méme que la série converge
normalement sur tout segment [~A, A] avec A > 0, ce qui permettra
d’obtenir la continuité de ¢. Soit A > 0 et ng un entier nature] tel que

1
7 Pour n 2 np, on a

28

. 1
Comme f est bornée par 7 On a pour tont n < ng.

o V¢ L
r1(2) <o

e S

400 2 ng—1
Comme les séries > — et Y convergent, il y a convergence
n=mngy 2" N oo 4277

normale sur [—A, A] de la série définissant ¢. Comme f est continue, il
en va de méme de ¢ sur [ A, A], et finalement sur R, la continuité étant
une propriéteé locale.

La fornction ¢ étant clairement paire, il suffit de montrer que pour
tout = > 0, ¢(z) = @. Par un simple changement d'indices, on constate
que

w(23) = Z amf (271 ])zz Z 21y (zn 1) = 2¢(z).

n=—0oo n=—0oo

Calculons la différence p(z + 1) — ¢(2) pour x dans [0,1]. On a
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sevo-sin- £ (1(552)-1(2)

=§2“ (f (“’”;1
=S (r(57) - ()
(

) _f (2_“;)) , par 1-périodicité,

=1 1 9
1 3
=$+§*I+§=}_

On a clairement (0) = 0. La relation pronvée & l'instant montre que
p(1) = 1. Par lidentité ¢(2z) = 2p(x) on obtient @(%) = % puis
1 /3y 1y _ 1 3 .
g Comme¢(—)—<,o(1+-)——lp( )-Q—I_EonaauSSl
) = 3 Montrons plus généralement par récurrence sur k 2 0 que

[,-7( apz) = 2_k pour tout p € J0,2%]. On vient de voir & I'instant que cela
ost vrai pour k = 0, 1, 2. Supposons le résultat an rang k. Pour p € [0, 2¥]

an a directement,

pN_L1 (py_L p_ »
PAFT) T 2¥\F ) T 2 T2k T gkt
Prenons maintenant p tel que 28 < p < 26+ Alors o = p— 2% est dans
11.2%] et

(P 1 /pN_ L (7P 1 I P
olam) -39 (3) =20 (F+1) =3 (e () ) - 58

en utilisant I'hypothése de récurrence,

Ainsi, p coincide avec I'identité sur ’enseitble des nombres dyadigues
du segment [0,1]. Cet ensemble étant dense dans |0, 1] et la fonction
¢ étant continue, on a (&) = x pour tout = € [0,1]. La propriété
w(2z) = 2p(x) permet alors de montrer facilement que ¢ est identité
sur Ry et donc égale & la fonction valenr absolue sur R par parité.

Conclusion. Pour tout « € R, on a

Jf o p (21) —zl <

n=—oo
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Il est bwen conny que les fonctions continucs f de B dans R vérifiant
SCet uy = Fud-y i) powr fout (ooy) = R? sont Tes fopctions lindoires
£ e= ar. Dans Pexercice suecant on montre gu une fonclion [ pour la-
quelle la fonction (o, y) — flor+y)— flo) — fly) st bornde différe d'une
fonction hinéaire par wie fonction bornde. Clest un grand clussiyue des
OTaUT.

2.3. Fonctions continues presque additives

Soit f: R —— P continue. O sstppase o'l existe a4 > O tel que 1
pour tout. (w.y) € B2

[Fle byl = fla) ~ fly)l <a

2" ..
%”_)) a unc limte glx).
) A e ,
Monirer gque g est continne finéaire of gne f — g est hornée.

(Ecole polytechnique, école normale supérieure) J

Menttrer que pour tout & & IR, (

& Salution. ,
S22t

2?1 '
[l résulte de Pinégalité virifide par f. daus laguelle on remplace x ot g
par 2" e gque. pour 1 € N el o € B,

Constdérons, ponr o € M, la fonction g, définic par g, (x) =

Janli) ~ 1 (73] = S L) = 2f(2 0]

)
2 o
Cela montre que la série de lonetions 3 (g, — 4. 1) converge normade-
et et done uniformément sur R La suite de fonction {g,), =0 converge
dene nmiformémens, s K. Appelons g sa lhnite. Celle-ci et continne sy
E ear les louctious g, le sout et la convergence est uniforne.

Diautye part. on a2, Caprés de ce qui précede. pour n € el 2 € K,

a
gy fLO] = [gale) — guls Z e ) ~ g (03 < Y o
h_1 k=1
l
. fl 1 - T}-nr
Gom——= <.
2 !
2

En falsant tendrre o vers +oc. on obtient |g{a) — f{£)] & @ pom tout rde]
o Asi, e Tonetion g — f ost bornde.

Tagjours d'upriy Uinegalite vérifice par f. on a, ponr (o.y) € B el
n € I,
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£

g (Hy) — () — g, (4] = Q—lif(’” T R A B AT R
Fn faisant tendre o vers Uiufing, i vient g(x +4) = g(#) + g(y) pour tout
couple (i, y) € R?,

C'omume nous Vavens dit plus haut, 11 cst classigue que les morphismes
coutims du gronpe (B, +) dans lni-méme gont les applications linéaires
1= e Rappelons tout de méme la prenve de o résultat. Un morphisine
de growpe g de (B +) dans (B, 1) vérifie, powr tout « € Root A & @),
g{A) = Ag(e). To effet, i A € Z, eela résulte directoment du fait que g
estoun morphisme, Enfin s1 A = L;, avec (p,g) £ 72, an derit ggiAr) =
glgAry = gipa) = polay. don résnlte g¢{Az) = Agled, ST A ¢ B on
considire nne suite de rationnels (M) qui converge vers A el on utilise
e gontinoité de g On obtient

glAz) = Tom g{A.0) = N Mgt} = Agla),

sequi acheve de déwontror que g ost indaire, -

Notons que la réciproque est triviede : toute fonction de la forme
oo anr & R on boest ocontinue of bornde vérific la propridte de
Uénoned. Swynalons susst que ce vésullal se ginéoelise {avec In radme
diémonstration) & une Jonction f: E —-«F on E ¢t F sont des cspoces
vecloriels norraés riels, B dtant supposé complet (powr que la convergence
dhsolue de 3 (g — gn v} enbrain I convergence sunple)

Il ext plus délicat d'établir lo convernence uniforme dune sévie de
funelious .’m's-q?;, i "u a pus convorgehee normale. Dans oo cus, on peut
chre amené o uldiser le cribére spécial dos sérivs alterudes ou a effectucr
des transformalions d Abel.

2.4. Controle uniforme de séries alternées
———

Onposepom anc M ol r e R

() = (- )7 sintsind. . (sin{a)) o)

|
|
|
|
|
|

e
Mortrer gue a séric de forction N u, (o) converge siinplomnewnt auais
pra— LU
.
Pas vorrnalement sur B Lo convergence est-clle aniforme suy 7
(Erole polytechmque)
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&> Solution.
e Posons pour tout n 2 1 et tout x € B,

ra () = sin(sin. .. (sin(r))...)).
n fois

On asiu{®) = [-1,1] et s ([—1, 1]) < {~1.1]. On en déduit que pour
tout n 2 1, v, (x) € [-1,1]. Sur [-1, 1], sitr est du signe de x, done v, (x)
est du signe de v (). La séric de terme général up (i) = (=1)"v, () est
done alternée.

Montrous que D u,(2r) vérific pour tout 2 € R le critére spéeial
dey séries alternées. Pour x réel, |sinx| € lz|, done pour n € N*,
[t ()] € Jtn—1(x)|. La suite (lu,(x)]) est décroissante et minorée par 0.
Elle converge done vers un réel £. Pour n 2 2, jun ()] = |sinu,_1(2)] et
par passage & la limite, sin étant continue. |{]. En étudiant
les fonctions © +—— siny — o et & — sinz + 2, on constate que
néeessairement £ = 0. La suite de terme général |uy (2| converge vors
0 en décroissant et la série Y wu,{z) vérific les hypothéses du théoréme
spécial des séries alterndes. La série > u,,(r) converge donc simplement.

e Montrous gu'clle ne converge pas normalement sur R e, que la
série 3 {1, ijo diverge. Sur {—1,1],1a fun('tion sints est strictement crois-
sante; #1(R) = [=1.1]. done pour n 2 2, v, (B) = {og (1)1 _1{1)] &t
Htbnfloo = the—1i1}). Posons powr # 2 2, @, = vp_1(1). La suite (aujazz
converge vers (0. Cherchons-en un équivalent par la méthode classique sul-

vante (gue l'on trouvera détaillée dans l'excrcice 2.25 du premicr tome
d'analyse). Pour n 2 2, on a ¢, = sing, = a,, — F + o{a?). Pour
aw € R ona
2 (23
a o 1 Oy ( 2) 1
a‘n+l — i, =0, - —6— +o a, -
aa; 2 X oy
= a2 2 — ~ g
ag |1 +o{a,) — 1 Wl g
Prenons @« = —2 de sorte que 'équivalent soit une constante. On a
_2 - . o 1 .
alors @, —a? ~ . Comme la série de terme général - (A termes
oo 3 3
pusitifs) diverge. on obtient un ¢quivalent sur los sommes particlles :
2 -2 n—23 i
(. —ay Z a, ~ ~ =
n 2 'fL+1 Tt e 3 e 3

L 1 . 3 .

dotta,® ~ = cara;” tend vers +oc et a, ~ 1/ =. On en déduit
n—oo J 0 V In

que ¥ a,, diverge et par conséquent 3 ||u,, || aussi. La série ne converge

pas normalement sur R.
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o Elle converge cependant uniformérnent sur R. En effet, powr tont
+ € B le théoreme special des séries alterndes permet de majorer le reste
dindice n comme suit -

+oo
Zu;,;(:r} < funfa) € @y —— 1.
k=n no s

Il eriste de nombreung procédés permettant de sommer des s€ries di-
rergentes. Par cazemple on dit gu'une série réelle on compleze 3 uy,
converge au sens de Cesdro lorsque lo suile de ses sommes particlles
ronuerge en moyenne. Ainst la série > (=1} diverge au sens wsuel mais

converge au sens de Cesaro avee une somme Egale 4 % Le théoréme de
Crsare montre o cohdrence du procédé : si une série converge, glors elle
converge au sens de Cesarv avee la méme somme.

Un autre procédé classique est la sommation auw sens d’Abel : pour
une suite wy, donnée on regarde st la série entiére ¥ una™ 4 wn vayon
de converyence supericur ou égal & 1 et ensuite si sa somme pesside
ane lmite lovsque & tend wvers 1 par valeurs infériewres. Cette Himite
vsh alors appelée somnre vu sons dAbel de lg sévie. Par exemple e

+ o
fn suile w, = (—1)" on a Z:({—])“.I?” = l-k% pour tout & €] — 1,1]
=( '

1 ‘
o lo somnpue tend wers 3 larsque ©x — 17, La acdvie 3 (1) est done

aussi sommaoble au sens d’Abel avec une sormme gui vant ;— Le thévreme
i "Abel-Divichlet, que le lecteur trouvera dans Dezercice 3.6, montre que
ve procédé de sommation est aussi cohdrent.

La sommation au sens de Riemann qui foit Uobjet de Uerercice sug-
vant est de méme nature. Elle inlervient dans Détude des séries trigo-
wométrigues. L'énonceé fait démontivr ln cohérence du procéde. Il est
assez difficile et on sera amené d utiliser une transformaotion d'Abel.

2.5. Sommation au sens de Riemann

Oun suppose que la 2érie complexe S an converge. On pose pont

h#0,
+50 Sk 2
f(h):(ro-l-Zun(m) .
n=1

nh

Etndier l'evistence ot la continuité de f. La fonction f admet-elle
une limite cn (47

(Ecole palytechnique)
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> Solution.
o Lo série Y_ ay étant convergente, il existe M 3= 0 majorant les |a.,,|.
Dans ces conditions, si e > 0, on peut éerire pour tout |A| > o,

. ] 1
sinnh M M
a (bm nl;-) < < b

nh n2h2 T n2a?

Cette majoration assure la convergence normale de la série définissant f
sur Vouvert | — oo, —ar| U ey, +00] ¢ Ia fonction f y cst done ddfinic et
continue. (,omme o a été choisi quelconque, f est définie et continue sur

R* tout entier. .
sin.x

® Passons a 1'étude de la limite en 0. Comme lir%
T r
4oo
raisonnable d'espérer que Ia Iimite de fon O ost > dy,-
n=0
Crest 1o cas sl la série de terme géndral a, est absolument conver-
sente = en effot, la convergenee de la séric définissant £ est alors normale
sur R* (done uniforime) puisgue pour tout A # 0,

. 2
sin reh
iy | —— = |y
nh

Le théortine ’interversion des limites justifie la limite atiendue.

o La silualion cst plus délicale lorsque 1a série 3 a, st sculement
serni-convergente. Nous alions effectuer mue transformation d’Abel pour
faire apparaitre f comme lmite wniforme de fonetions continues. Plus
procisément, nons allons noter pour tout b € R, £p{h) = 1 et pour » = 1,

2
ginnh \7 .
2, (h) = ( nh ) sih#0

=1, il semble

1 si b =0.
400
Drautre part, on notera Ry, = 3. ay pour toul n = 0. Pour A £ 0,
k=mn.
+ 00
HOE Z tnn(h). 51 on prolonges £ en 0 en posant f{0) = Ro = 3. a.,
=0 n=0

il g'agit de montrer la continuité de f cn Q.
Donnons une nouvelle expression de [ en offectiant. une transforiua-
tion d’Abel @ soit N 2 1 ¢t fe véel,

N4

Z .y h = Z(RH Ra'n+i Z Rnk«n ]? Z Rrk«ﬂ—l )
n—=0 7= =0

=1

N

F Y Rulen(h) — caci(h)) — Rypen(h).

n=]



2.5, SOMMATION AU SERKS NE RIEAMANN 101

Comane ey () € 1, Ja lmite de Ry ren{h) est mulle lorsgue N tend
vers l'infind. En faisant tendre N vers +oc, il on résulte que la séric
S Ry(enlh) —en 1 (A)) converge ot que

+o0

JB) = Ra+ > Rulea(h) — ()]

=1

Nous allons prouver o convergence uniformo sur IR de cette série de
fonctions en majorant une tranche de Cauchy : prenons A non nul, N = &
¢t p 2 0. On peut éerire

N+p N+p
> Ralealh) - cpa{h))] < sup || D lenth) = enoa (B
=N n=N
P peh d (sin?u
< an / T 1
= ::up IR..| :; oy du \ ) du
pAEg d {sin®u
=Y R — | —— )l ek
;ggl ”&Z/, | e 12 ) e

Nl g fsin u
< sup [Ry| — | =5 ldu
2N m-nn |de | w

d [sin®u
sup [Rpl — | == |l du.
AN Je . (du u

/AN

R N ‘ . d [ sinu
[.a derniére inégalité est justifiée, car la fonction D @ w +—s T ( —T—)
T u

eul intégrable sur 0, +oo|. En cffet, d’une part. D se prolonge par conti-

gin
nité en O, puisque la fonetion w — “—— | prolongée convenablement
ki

en 0, est de classe €% aur R {elle est développable en série eniiére sur
k). D’autre part,

2sinu{uwcosu — ¢

31 i t
Yu) = sin 1) =0 ( ) an volsinage de +20.

s
e théoréme de comparaison des fonctions positives intégrables assure
Nutégrabilité de D.

On remarquera que T'indgalité montrée ci-dessus pour £ non nul reste
cucore valable pour A = 0. En faisant tendre p vers Uinfini. le reste de la
HOTiCe se majore ains

||$§ R,y (e, (R — £, 1 U0 < sup IR if sin e |y 0
- - — =B —_— ) —— ¥ .
\];_:_;J A Ent n—14 I = ﬂl;l;[ e ., du o ( N
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La convergence de cette série de lonctions coutinues dtant wniformie spr
R, f cst continue en O ef on a bien

+00
1i hy = r |
hlﬂb Jik) Z 17 !

re—(}

- .. . - (4 .
Les sérwes de Dirichlet de la forme Y = ont une grande importance
I

en arithmétique. 81 on prend par eremple lg suite a, constante égale 4 1
on nbtiend Lo célebre fonction zéta de Riemuann dant les propriéles sont
intimement lides @ la répartition des nombres premiers. L'énoned gi-
aprés démontre un résulfar sur le comvergence uniforme des séres de
Dirichlet qu’on peut vorr comme Vanalogue du théoréme d’Abel sur les
series enticres {cf. exercice 3.6).

2.6. Convergence uniforme des sérics de Dirichlet

2

Sorernt (_”Jn,)néiti e
sanie de réols tendant vers +oc. Monbrer que si la séric Y ope”
converge, alors la série Zaﬂ,c—)"' # gonverge nniferméient sur Uen-

. . T
semble {7z € C larg(z — 23l € Op]. ont By est donné dans [U, 5 [

ot (A Jner nne suite strictement crows-
N

{Ecole normale supérieure)

> Solution.
Notons qiil suffit de démontrer la propriété dans le cas on z; = (1 Le

cas géndral 8'y raméne en remplagant la snite a,, par la suite a,o° %
n Lo

On pose. pour sout 7€ N, A, = 3 ap. Supposons que > a, = b, e
k=0 =0

e Tevient a chianger 1o videur de aq et ne change rien 4 notre probléme.
Par ce biais, la snite (A} converge vers 0. Soit z = pe? . avee 0] < 0y
ctp>0.Si0<N<P,

P P

AT L Voo A

Zanp — Z(An _Anﬂlj"- x
n=N n=N

P | Souu
o, _
S Y A 3D A
n=>N n=N_1

Pt
= Z Ap(e et o om0 e Ape T L Ay e e

n_=N

On va majorer cetie tranche de Canchy.
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I r—1
}_: i, AW-\ . Z fA,,“(* ,,z__r. '\”M:}’i'|AP“ﬁ )\p:_-|+

"IN n=mN

Anylie™ )

e
- < -3 z Apt - b
% sup fA,,f( Z ORI LA W RN R P [)
nzN-—-1 =N
Thy A, pour tout n & N,
Ase 1 Ao
pTANE )‘”*'Z\ = / ze Mt < ,U[ et
JAn A
Far conséguent. on a
L D
< p/ e~ |dt.
EPYS

Y ‘F_,f)\wz . 87A7,+\ =

73‘:’4 _. .Hp(fr‘z} — Iv:’.g-num’f

i a e Supposons N chiois) tel que A, > 0
ponr 2 NLAlors, pour Axy <7 £ Ap, on ad > 0 et Joue la majoration

| | < emtPeosth < 1 puisgue (:0&:6 2z cosby si 8] < 8y eela conduit &

e
Z |€ SAar C-*)\N_H '_i ::/: P " —Ip(:ns()ndf

N oA

L {l._.f-\N,DCGS B _ r,)Al«pr:r,s 9,)).

N
~= v
£1)s (9@

O reprend la wajoration de | 3 a0

=N
| 1" Pl
z a, e S sup iAn|( Z [(¢ ¢ TR g 2 e e AN )
0 N nzN-1 n=N
_ 1 e e - o
< sup I‘AH’( ((, A ocusfy e .\.»pronﬂuj 49
nN_I Leos

1
< sup |An|(—+2).

nEN—| cos B

L suite (Ag) convergeant vers 0, 1] existe, ponr 2 = 0 donué, un entier
TS 0(1

W tel e sl
v tel que {Au < 9LL“>9(}+]

spowr itz ng Onaalors, sing S NP

S laglz)] < . L Aje™ 70T e La Wfrie Y ane” M ® canverge done
r=N
niilornément swr Pensemble {z € C, |arg(2)| < €y} représenté ci-apres.
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Y

Loerercice swivant donne une condition nécessaire et sufficante pour
avorr la convergenee uniforme sur B dune sevie trigonométrique en sinus
donit fes cocfficients tendent vers O on décraissant. La seconde question

est difficile.

2.7. Convergenee d'une série trigonométrique

Soit {b,) ), 01 une suite welle décroissante gui converge vers ().
1. Montrer que la série Y by, sinnt converge npiformément sur
nzl
Lol segnent o, 27 - o] {0 < v < w).
2. Montrer l'équivalence des denx conditions :

1 -
(Y h, =0 ( ——) lorsque n tend vers Pinfing g
0

(i) la série ¥ by, sin of copverge uniformement snr &,
i

(Ecole polytechnigue)

> Solution.

n
1. Posous, pour 7 entier natnrel, U, (2) = Y. sinkt. Pour tout réel

k=1
t & 2wZ, U, (1) est la partie imagiuaire de
. . ) 1 — gilnt1) 1 — gt
1 +P,”’ czu 4. Jint e — . : .
+ A §— et i 2 am(1/2)

Ajnsi, 10,0 < 2 = ! Seit e 10, 7] el £ uny réel quel-

’ 2} sint/2 | sin#/2] -
conque du segment [0, 27 — o], On effectne nne transformation 4 Abel

sk

sur La trauche de Cancly S, , = 3 by siu bt [ vieut

k=n
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n4-p
Sup = 3 be(Urlt) = U (1))
k=n
n4+p—1
= by Unap8) — b, U (1) + S UV (by — baeg 1)-
fem=my

O jore les termes Uy par Finégalité ci-dessus. Comme la suite (he)r -
vl décroissante, il vient :

tp- 1
|S - hn-}—p + bn ! i ,ik;f bk:4—| - Qbu )
Prp] sitLer/2 ; sina/2 7 sina/2
T=n

[l en résulte que la séric S b, sinnf copverge el que cotte convergence
nixl
it nmiforme sur le segment. [y, 27 - o). Evidemment la série converpu
anssi en un point de 27 Z, sa somme étant pulle. Elle converge douc ponr
raut réel ¢
2. e Supposens (20 verinée of montrons (i), On nbilise la Laache de

Zir

Canchy un(ty = Y. by sin kt. Par hypothése, elle tend uniforinément
ke=rt ]
verd ) sur JIR Pour & & [ir + 1,21 ou peul minorct chacae by pat by,,.

,_.

™ ™
Pogrt = Gf etk c[n+1,2n]ona G & N § de sorte que siwkt = 5
i 6
th peat done éerire
2n

’u”( ) b bz,, = ??bm;tl.

k=n+1
[T en résulte que la suite 2nlg, tend vers 00 Ov, camwie by, oy 5 by,

. . |
{20 4+ Doy 1 tend ansst vers 00 1 e resulte que by, = o (»ﬁ

e Réciprognement, supposons quce la snite nb,, teud vers 0. On nole
OO
L) = Y by sinkt e reste d'ovdre i de la séric. I} ¢'agit de mmontrer
b= -1
que 1, tend muiformément vers O sur B, Par 2x-périodicits, 31 snflit de 1o
Laire sy 0. 27 et connme R, (2r—2)| = |R,, (0] on pent méme sc limiter
2 |07, La premiere question montre que si t € 10, 7],

"‘Ell
sin t/Z

IR, (1)

e probieme est que cetie majoration devient inntile an voisinage de 0.
i va done Pamdliorer en utilisant le fait gie la snite kb tend vers 0.
sott e [0, 7], ne N* et pe N*. Ona

n+p

Rty = 3 besinkt +1,1,(0).
k= p+1
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Dans la premiere somme on mnajore apparaitre
un terme kb et pour le second reste on utilise la majoration ci-dessus,
I vient

ntp '
2bn+ 27‘Tbn
R,(t)| < ¢ E kb + ——— < ¢p | sup I.:b;ﬂ.) 4 TR
| k=ntl l i/?l kzn f

1 L . N
—— I 8oit £ > 0. On pent trouver nn raug N tel que
sin£/2 { :
pour tout k =2 N, 0 < Abgy < 2. 51 n est un entier quelconque supériour 4
N on a doue, pour tout p € N* et tout ¢ € |0, «],

puisque

Qw(n+prTL+P < (pt)a + ?1,_:
(n+pit = pf

Comme cela est vrai pour tout p et tout £, la subtilité consiste & appliquer
cette inégalitt avee un entier p judicieusement choisi comme fonction da
réel tconpremd p=EQ/t)+ L. Onanlors 1 <pt <t+1 <+ 1de
sorte que

RA(2)] < (pt)e +

Vo N, vte]0a], R.(t) < (3r+ L.

Clette technique porte le nom de découpe taubérienne. Le lecteur trou-
vera d’autres exemples d’utilisation de cette technigque dans Dexercice
3.26.

Comme R,,(}) = (1, Vinégalité demcure vraie pour t = {) et cela signifie
exactemnent gque K,, converge uniforménent vers 0. <

Le méme probléane pour une sdéric trigonomdtrique en cosinus est plus
facile. On mantre, comme dans la premiére question, que s (a, ) est une
suite réelle décrossanie de limite nulle, la série 3 a, cosnf converge
uniformément sur toul segment [n 2m — ] arec 0 < n = 7. Pour la
conwergence uniforme sur B c'est infiniment plus simple. En effet, si la
série converge pour ¢ =, la séric Y a, converge et dans ce cas la 3érie
M an cosnt converge normalement.

2.8. Etude de la convergence d’une série de fonctions

Soit { fn }n.0 une suite de fonctions continues sur (0.1} 4 valeurs
réclles. On suppose que | f (@)} fmizl] < 27177 pour tout couple
(n,m) € N? et tout x € [0,1].

1. Montrer que la série ¥ f,, converge simplement sur [0, 1].

2. Montrer que sa somme esf. hprnée.

3. La convergence est-elle uniforme sur [0, 17

(Ecole normale supérieure)
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i~ Solution.

L Soit = € fh1]. Si (fo{x))ezo mest pas la suite nulle, auguel cas
I série Y fiu () converge, on considérc un entier m tel que f,, (x} # 0.
Pour tout n 2 m, on a

27— mz;w nm
[ 3

Tm(@)] = S Tula]
La série 30| fr(2)| est majorée par une séric géométrique convergente,
donc clle converge. La série 3 f,,(x) est done absolument convergente

pour tout © € (017 et la série 3 f,, converge simplement sur [0, 1].
2. Montrons gue la somme S est bornge. On a, pour tout z £ [0, 1],

S{x)] < ern

n=0

-

()

Soit w € [0,1]. Il existe w1 € N tel gque | f(r)] = mé%qfn(;r)\. En
k23

clfet. la suite ([f.(@))nzo est bornée puisqnelle converge vers 0 et
on pout poser M= sup [fo(x}]. SI M = 0. n'importe quel entier m
neN

convient, ginon i} existe N € N tel que | f, ()] < M si n > N. On alors

M = sup |folz)] = max |f.(z)| et il existe bien m € [0, N] tel que
0N OZnaN

|, ()] = M. On a alors, pour tout n € N,
[ (@)P < | ful@)] | finlin)] < 2717
ol | fur)] < (V2)~I"™=7 On en déduit que

+o0
St < S VBT = S VB § (v
7p=0)

n=0 ne=gn+ 1

B mn (fo"))f(erl) (ﬂ)—l
,kz_:”( +Z(\f — 17[\/5)71 +1_(\/§)71

VI t ;
€ —=" + ={(V2+1)
TV2-1 V-l
C'ela est valable pour tout z € [0. 1] done § est bornde sur [0.1].
3. La méthode adoptée précédemruent ne perinet pas de conclure
A lu convergence uniforme, car Venticr m dépend de z. Monirons que
Lon rla pas hécessalrctnent convergence unifore. Pour tout n & [

1

. . . 1
corsidérons la fonetion continue f, « [0, 1] — R, nulle sur [0, m} et
1 , 1 : Tl
\ e ]]. prenant la valeur 1 en Tl ot affine sar b;m , —Q—m} ot

! . Pour m # n, on apour tout & € [0, 1], fm{x) fu(x) = U car
T p

‘ STatl "t o2
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los intm‘v;ﬂlca} 5 271:57 2% [et} 2\2:]?, :Z"’i“; [som digjmnts. Pour m = n,

Jun () folr) = (Jrn(f))Q < 1. L'hypothtse de I'énoncé est doue vérifide.
Cependant la série Y f, ne converge pas uniformément. En cffet, en

notant Ry, le reste d'ordre 7 de la séric, on oblient, pour tout n & N,

1 . 1
R’l‘ (W) = fo+ (2?:;4?) =1,

done (R ) ne peut pas converger uniformémeut vers 0. <

Dans les exzemples o la convergence n'est pas uniforine o 'est souvent
4 cause de probiémes en un poind porticulior el dés gu'on se plare sur
un compuch qui duite ce point, lo convergence est wniforme. Cette sthi-
tion ext toutefois loin d’éte générele. Llovercice suivant donne aingt un
exemple d'une suwite de fonctions conlinues qui converge Simplement sur
E. mais pour lequelle Lo converqence 'esl uniforme sur aucyn iptervalle
oywvert.

2.9. Snite ne convergeant uniformément sur aucun ouvert

On considére f, : B — R définie par f, (l> =1, falz) =10

n

2 . 1 1 2 1
pour:x & R_U [7 , oo [, ot f,, affine sur [0, } et sur [-— . 7]. Soit
T I noon
m — 1, une bijection de N* sur (. On pose, pour ¢ & B,

= —'m
Gu(t) = Z IM

=

1. Etabh’r la coutinuité de g,,.
2. Itudier la convergence simple et nniforine de la suite (g, }nz1-
(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. DPixons n dans N*. On remargue que, fi, étant continue, la fonctioy

fﬂ “ - lrn:)

o TR et continue pour tout me = 1 Comme |f,] € 1. la

21“ T
alt — i . 1 _ -
Fult —rin) £ —— valable ponr tout ¢ £ R, garantit Ly

P = ooam

majoration

convergence normale sur R de la série de fonction définissani g,,, i est
done une fonction continue.
Full 1)

2. Soit mr 2= L. Powr tout f vécel, o
2 LA

{f=) converge simplement vers 0. Soit N 2 1. On va couper en deux by

0, car la suity
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sotnime définissant ¢, ¢

N —_ 4o
o< gy = S ) SR Dol 1)

imn .
m=1 2 wr=N41 2
+oo 1
Jult —rm)
Z o X s
m=1 m=N+1

Prenons € > 0. On peut choisir N de telle maniere que ie reste de séric

1o 1 . .
convergente Y T soit inférieur 4 £. Dang ces conditions,
m=N-+1 )

N
t7 il
(]QQT)(?‘)\{ ZLT )+ES2€

il
m=1

pour n assez grand, puisque la somme finie tend vers 0 gnand 7 tend
vors Uinfini- Nous vencns done de pronver que 1a suite (g,) converge
simplement vers 0.

La convergence n'est pas uniforme sur R : en offet, pour tout ¢ € E,

Jrn(t - 7"1)

= 1.
2

gu(t) =

In (t A ) |

Done g f|lee = mp I
On a méme mlc,ux : la convergence de la suite (g,) n’est uniforme
sur ancun intervalle de longueur non nulle de R. En effet, soit a < b.

Or peut trouver par densité do @ un rationnel r,, dans Ja, b[. Dans ces

s 1
conditions, pour n assez grand, r,,, + ~ € |a,b| et
' )

fn(t - 7'7”) 1
su )2 sup “— = —
ﬁE](Fb[gn( ) te]a,b 2m 2m.

La convergence de g, n'est done pas uniforme sur Ja, b].

Conclusion. La suite {g,) converge simplement vers 1a fonetion mdle,
suns que la convergence soit uniforime sir aucun intervalle de B de lon-
pueur non nulle. <

Au cours des exercices qui précedent nous avons wtilisé & plusieurs re-
prises le fait quiune limite uniforme de fonclions continucs est conlinue.
[ exercice sutvant montre toutefois que la convergence uniforme n’est pas
une condilion nécessaire pour garantdir la continuité dune Hmite simple
de forctions continues.
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2.10. Continuité et convergence de fonctions

Soit (fn)new une suite d’applications de R dans R. On supposc
que cette suite converge simplement vers [ sur R. De plus, on sup-
pose que pour tout € > 0 et tout n e N

ey z o, Ve € R, 3k € 1], | fu (@) - fl2)] <.

L. La suite (fn)nen converge-t-elle uniformément sur B vers la
fonction f7
2. On suppose quc les fonctions f,, sont toutes continues en un
réel zq. Peut-on en déduire que f est contire en o ?
(Ecole polytechnique)

> Solation.

1. Montrons gque ce n'est pas nécessairement e cas; prenons f — ()
et la suite (f,) définie de la maniére suivante : pour n € N, on pose
fon(z) =0 pour z < O et fon(x) = 2;;1 pour @ = 0. Quant & fanp,
on le définit par fon (%) = for(—2). La suite (f,) converge simplement
vers la fonetion nulle, sans converger uniformément, et comme pour tout
re R oona fo,(x) = flz)on fanpri(x) = f(z), 1a condition de I'énoncé
est bien vérifige.

2. Mountrons la coutinuité de f en g lorsqu’on suppose les f, conti-
nues cn ¢e point. Soit € > 0. 1] existe N 2 0 tel que pour tout n = N,
|fal{zo) — flzo}| < e T existe ny, ..., n, = N tels que pour tout z € R,
il existe k& € [1, r] avec

|fnk($) - f(.LN < E.

Chaque fonetion f,, étant continue en zg, il existe g > 0 tel que si
€ € [0 — nr, Zo + nk], alors | £, (2) — flz)] € 2. Notous 5 le plus petit
de ces réels ny. Prenons z € [2g — 7, 2o + 1] et considérons entjer & tcl
que | f,, (2) — f(x}] € . Dans ces conditions,

‘f(.’l:‘) - f(‘EU)I % Ef(m) _.fnk (.’L‘)‘ + If’ru-, (‘E) _fn;g (m(})‘ + Ifme (LL'Q) _I(TU)‘

LEetete=3g

car ng = N ot |2 — 16| < mp.. La fouction f est donc continue en zg. <

Lovsqu’on se place sur un compact X o condition donnde dans
lénoncé équivant 4 lo continuité de la limite. En effet, le lecteur powrra
prouver que si (f,) est une suite de fonctions continues qui converge
simplement sur le compact X vers f, alors § est continue si el seulement
51 pour tout £ > (0 ef toutn € N

g, ne 2, Ve e X, e [Lr], |fo, (o) — flx)] <2
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1l s’agit loutefois d’une condition de continuité globale. En fait, la
continutté en un point est une notion locale et on peut donner une condi-
tion nécessaire et suffisante générale pour avoir la continuité d’une limite
simple en un point a. Soit (f.) une suite de fonctions continues en a qui
converge simplement vers une fonction [ disons sur R. Alors f est conli-
nue en ¢ si et seulement si pour touf € > 0 4l existe un rang N fel que
pour n 2z N, on ait |f{x) — fu{z)| < & sur un voisinage de a {voisinage
qut dépend de 1 ).

On voit bien que cette condition est réalisée lorsque la convergence
est supposée uniforme, mais ausst lorsque la suite (f,,) est équicontinue
an a {voir Uexercice 2.84 pour la définition de Uéguicontinuité). Elle est
toufefors beaucoup moins commaode & utiliser gque lo notion de conver-
gence uniforme.

Lorsqu’on étudie la conservation d'une régularité plus fine gue la
continuité par passage & la limite, les choses se compliquent. Ainsi la li-
mite stmple, ou méme uniforme, d'une suite {ou une série) de fonctions
dérivables p'est pas forcdment dérivable, et lorsqu’elle Uest, sa dérinée
n'est pas forcément la limate de lo suite des fonctions dérivées. L'énoncé
sutvant en donne une llustration.

2.11. Série normalement convergente de somme non dérivable

-+ Qﬂ,
Montrer gne la fonction f @ 2 — 3 gm(gn z)
n=1

n’est pas

dérivable cn (.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.
On notera que la série qui définit f converge normalement snr R de
sorte que f est définie et continne snr R, Ponr N entier natnrel non nul,

. il . . . .
considérons ry = NPT Ponr n entier = N+ 1, 8in(2%zn) = 0, si bien
qne

sin(2%xN 22%xy 2
fan) =y SZI 5 22 2,
n=1 n=1

cn vertu de Pinégalité de convexité, sinz z = ¢ valable pour x compris
™
m . . .
cntre 0 et =, Ainsi, lim &y =0et
2 N—+00
flaex) _ 2
2

N —— +ox.
TN ™ N—+toe

Cela prouve que f n’'est pas dérivable en 0. <
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Signalons que Uon peut démontrer en fail que cette fonction f nlest
dertvable nulle part. Le leeteur lrounera un cxemple délaillé de fonction
eantinue partont ¢l dérivable nulle part dans Uepercice 2,15

Lhypothése essentielle du théoréme de dérivation dune sule de fonc-
tions est la convergence uniforme de la suite des dérivées © on suppose
que frn: 1 — R est une swite de fonetions dérivables qui converge sim-
plement vers une fonction | ob dont lo suile des dérdes (f) converge
nreformeément sur 1 overs une fonction g. Alors § st dérivabie sur 1 et
sn dérivée est g.

2.12. Régularité d’une série trigonométrique

Soil (a,)}uez € CF On pose, pour = véel, u(z) = 3. a,c™”.

neh

1. On suppose que la famille (n?¢? ),z est sommable. Moutrer
Pexistence ot la continuité de o sur R.

2. Trowver unc comdition nécessaire ct suffisante sur a pour que
la. sommabilité de la famille (n¥al),cz garantisse existence ct la
continuité de w sur R,

3. Onsnppose que la famille (n*a?}, 27 cst sommable. Que pent-
om alive de plos de 7

{Ecole normale supérieure)

> Solution.
1. D’aprés Uinégalite de Canchy-Schwarz on a powr tout N € N,

1/2

;

Z lan| = Z j-na.nlL < Z 1%, Z i?

]

=N || €N Il N Joel =N T
E ) AN et o
|~ j 1/2
Z 2 ¢ -
< E e, |* x 2 E —5 .
ney =1 n

On cn deduit en particulior que les séries Y a o™ et S e ™"
convergent normalement, done imiforménent sur B {(puisque, pour tout
récl @, Iu,n(i"“”“’\ = |a,]), ce qui montre gne « est définie sur J&. Les fone-
LIONS ty @ 2 @, €™ étant continues sur R, la fonction u est égalerment
conlinue sur B,

2. Pour o > 1. on peut écrire de méme,
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12
1 - . 1
E liin] = E 1] 2 | | — = < §—‘ jn\“ia.nf E —
[l wN T ‘”I z InlEN el =N |“i
Ay I Ay EI 1)

7

Z ¥ a,|” x 2 iﬁ Rl
n="1 n

e

ot la coueluston ost la miéme,
Pour o = 1, Ja conclusion n’est plas assurée, Considérons par exemple

la suite (@, }nez définie par a,, = T sin > 0cta, =0sinon. On a
nlnn
: 1 ) ..
nat — 5 - Il st elassique la série 3 converge {c’est une

n{lnn)?
. ., . 1
rorie de Bertrand @ phis généralement, 1o série 3 e converge ponr
n(Inn)s
o > 1) Mais 1a série 3 ¢, diverge (¢’est encore une série de Bertrand,
avee cotte fois-cl o = 1), La fonction w0 n'est pas définie on 0. 4 fortiori,
pout a << 1) on ne pent pas conchire,

3. Pour tont » € 7, 1a fonction wu,, est dérivable sur R et on a

pony tont @, ul () = ing,e™, Par hypothése, la famille ('R4Llﬁ)ngz

ool sotnmable, ¢lest-a-dire que la famille {(n2{ina,)2) .. cst sommable.
? 1t nen

n{lnn)

Le résiltal de la question 1 appligue & N ina,e™
nef

sories 3wy, of 3w’ convergent uniforinément sur B Le théoréme de

dévivation des séries de toncetions permet de conclire que la fonction o

ol dérivable sur R et que, pour z € R,

Wiz = E inape™ . 2

nCé

montre gue les

2.13. Série de primitives successives

Soit fo i |, b — R ane fonclion continue avec a < b On définit,
1

| ine snite de fonctions Jo o [a,b] — R par fr (o) = f fn pour
23

neNeteelal.

" +"KJ
Etndier et évaluer la lonction g : 2 < [a,b) =— Y f,(x).
n—1

Ecole olytechnique
p

I Solution.

Comme fu est continue, nne réemrence immédiate sur no 1,
dfmontre que la fonetion f,, est do classe C* et que f, = fu_;.

Si la wérie Y f, converge ¢t si on pent dériver terme A terme, on
oblicnt
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400 [=4]
gy=_f=> fo=fotg
n=1 =)

La founction g vérific une équation différenticlle linéaire du premiecr crdre
avec second membre dont la résohition avee la méthode de variation de

la constante donne
g{z) =€” (f f[)(t)ﬁtdt> X

pour tout z € a, b, compte tenu de g(a) = 0.

Il ous reste & justifier Pexistence de g et la dérivation terme & terme.
Majorons f(x) pour = € [a,b] et n = 0. Notons My = || fo|eo (fo est
contimue sur le segment [, b] done bornée). On a pour tout « € [a, b],

!f] ($)‘ = f B‘[th = I_\‘IU (.)3‘ — Ll,)

et
Bl = [ (e apar - M

Moz — a)™ .
-—ﬂ%ﬂ - On vient
de le vérifier pour n =0, L et 2. Pour n = 3, en supposaﬁt I'inégalité an
rang n — 1, on a pour x £ [a, b,

Etablissons par réeurrence sur n 2 0 que | f, ()] <

* Mp(t —a)™ ! 1= Mo(z —a)"
m_11  al

ula)l < [haiaes [

En particulier, || f.|| €

Mo(b — a)” ‘s
————— et lasérie > fn converge normalement
7

sur [a, b, ainsi que la série des dérivées. Le théoréme de dérivation des
siuites de fonetions justifie donc la dérivation terme & terne. <

2.14. Equivalent d’une série de fonctions

" +00
On note un{z) = 7— et (&) = Y wn(2).
- n=1

1. Etudier la définition, la continuité et la dérivabilité de f.
2. Donner un équivalent de f en 17
+-00
< 1, flz) = 3 d(n)a™ ot d(n)
n=I1
désigne le nombre de diviseurs positifs de =.
{Ecole polytechnique)

3. Démontrer que pour |
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1~ Solution.

1. Pour |z] < 1, le terme |w,(2)| est éyuivalent & |x|™ lorsque
iend vers +oo. Le théorénie do comparaison des séries & termes positifs
assure la convergence de la série Yy, (2). En revanche, si z = 1, un ()
n'est pas défini pour tout n, done f n’est pas définie pour ces valeurs
I Enfin. si o] > 1, |u,{z}] tend vers 1 lorsque n tend vers U'infini et la
serie 3 un{x) diverge. Le domaine de définition de f est done | — 1, 1[.

Soit a un réel de |0, 1[. La majoration,

" n

i

17
1—n

gl—a”

pour |z € @, assure la convergence normale de la série Y u,(x) sur
| - al. Les u, étant continues sur | — 1, 1], f est continue sur [—a. al, et

donc sur | — 1, 1] puisque la continuité est une propriété locale.
n~-1

nx .
5 et st fe| < q

(1 — ey

Chaque w,, est dérivable avec o (x) =

» ‘HLLH_J ol 1
o, ()| gmn:mna =0 ‘n—z .

le: Lhéoréme de dérivation des suites de fonctions permet de conchure a
la dérivabilité de f sur [—a.a] pour tout @ < 1, et done sur | — 1, 1]
2. Cherchons nn équivalent de f en 17 par la méthode classique de
t

cormparaison séric intégrale : pour x € |0, 1], la fonction ¢ : ¢ — T
— &
In{z)z’

(1 _at)?

oA ponr tout 1 = 2 lencadrement

(cte: dérivée t — < ) cst décroissante sur RY | Par conséquent,

/'"ng(t)dtg / " )t = () = [ "oyt < [ " st

n I n—1 -1
la tonetion ¢ est continue et intégrable sur [1, +2¢| (@(¢) est équivalent

. . 1
i ' négligeable devant = lorsque £ tend vers +oc). Eu sommant de

n=2an=N, on obtient

N+1 N N
[ endts Y@ < [,
2 J

n="=2

vl en faisant tendre N vers Uinfini, on obtient

[;m e(Odt < Y un(z) € | /l+°° ()t (*)
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En effectuant le changement de voriables w = &' (snr un seginent |a, b)
de R} puis en faisant tendre b vers U'infini), on trouve

450 7 . .
[ S(t)dt = 1 [ du ~ In(1 —a")
a 0

Iz 1—u Inx

Or, pour x tendant vers 1,

In{l—2*)=In(l -x)+1n (L — )

1—x
=In(l —z)+ Ina+o(l) ~ In(1 — ).

Dans lencadrement. (=), les membres de gauche ot de droite sont
In{1 ~ &) In(1 - )

équivalents i lorsque & tend vevs 17, Comime

lwzr 2—1- = -—
p . ln(l — & .
u1{z) est négligeable devant L‘-L—), on obtient
In{l —mx)
x — L. <
flo) ~ ——7
3. On pent écrire pour n 2 L et jr| <1
an 20 2 +o00 .
———— — :r_(b I’_rl o — x?t '-
R D NCUIEDY
=D k=1
\ - . " 3 Edl .
Comme la série de terme géndral Y |e/™" = T converge, la famille
A= -

(£n® Jn k1 €st sommable en vertu des théorétnes sur les familles positives
sommables (cf, tome 1 d'analyse). Le théordme d’associativité permet
alors de rassembler les couples (n, &) pour lesquels 1 produit nk vaut p.
Il y en a autant que e diviseurs de p. si bien gue

+o0
Flz) = Z o = Z d{p)a®.
(n,k)e(N-)? p=1

Le lecteur pourra compléter cette étude en s'intéressant auz séries de

400 P
Lamnbert

n-a
’n:llm

avee oo € M fwoir 'exercice 3.25).

La théorie des suites et séries de forictions permet sowvent dexpri-
mer des fonctions solutions d’'un probléme donné tel gqu’une équation
différentielle (par exemple, sous la forme d'une série entiére, ou d'une
série de Fourier). Dans Uexercice swivant, nous allons whiliser une suite
de fonetions affines par morceaux pour construire un cromple de fonction
conttnue nulle part dértvable, Cest 6 Baolzano que Uon doit ce travail.
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2.15. Courbe de Bolzano

Ow définit la suite de fonctions (f,)ner de [0,1] dans [0,1] par

k k-}-]]

Sola) = @, fuy1 ost affine sur chacun des intervalles persRiesy

et vérifie

. k [ A 1 2
frti (_577) = fa (E) Fasa (F -+ 3n+|) fn (; 3m)

k 2 1
et fw.+1 (37 f}n+]) f” ( 3n+1)

1. Moutrer que |f, () — futy)] € 2%z — y| pour tout couple
{(x,y) € [0.15%
.o2n
2. Moutrer que pour tout r G [0, 1], o (o) — o)) € T
3. Montrer que la suite { £, },.=n1 converge uniformément vers nne
fonction continue f.

4. Démontrer que pour p & [0,3"], f (3'? ) fa (5" )

5. Montrer que f u'est dérivable en aucnn point de [0, 1] de la
[orine ;)g ou p e [6.37].

6. Moutrer que f 1lest dérivable eu aucun point de [0, 1] (on
f(r+h)ﬁ 1 ,“)

h+k
(Ecole polytechnique)
—

considerera la fonction (A, &) —

- Solution.

1. Chaque fonction f,, est athne par morceaux. Le dessin suivant
montte comment an passe de [, a f,.; sur un intervalle du type

& k+l}
Ny

3:: -V
Les graphos des fonetions fi. fo, fa et f5 représentés plus loin per-
mettent de visualiser ce processus.

- kK
S1 on note v 1o pente de f, sur [ﬁ’ %} fity adinet comme
wute 2a, (resp. —a et 2a) sur les intervalles LS + ' (res
, ¢ <k, Tes])- PEEL N ’ L g0 Gn Rl P
ke 1 k 2 k 2 E+1 .
ot ETE + 3n+1} et {5—” e T]) La fonction fo est
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afine de pente | = 2%, Par récurrence, on établit done que leos peutes de
Fn s les intervalles olt elle esl affine sont en valeurs absolues comprises
entre 1 et 27, 81 @ < y sont dans [0.1]. il existe nue subdivision du
seatnent [r,y] {r =ag < a1 < - < oy =) pour laquelle [, est alline
sur chaque Ja,. a0, 1], Dans ces conditions,

p—1 p—1
[ falm) = fali)] <37 1fala) = Fula )] €273 lag — aie
y=0 i1=()

L2y ) =2 — gl

- h f2

—»- | e
0 I L
‘7 - = - - r ———— — [ pa—
4
!
I
|
|
| — -
0 S
I fo
. ko A+
2. 5i on reprend le dessing, on constate que sur [n,T’ —;T—], la
v : . k 1
difference |fuo1(z) — falr)] est maximale en o = 0 + o ef
2= o + T - LU g confirerail ine petite étnde analytigne laissée

. : ISR
an lectewr. Diautre part, sur les intervalles [%u} et [3:2, —L},
froat — fau cot affine de penie égale & {27+ — 2") = +2™ Comme

. . k k + .
Tu ot fog coincident en T et ~:—1 . on Obtient

on
= quan

k.
ryo= =
an

[frpr () — fule))| = [ fruer(me) — fula)] €27
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N , B . 2“
Vi, por tont 1 & [0, 1] e () = £ € g

3. Poar tout entier naturel w, f,, = fy + L {fi — [i—1). La conver-

senee uniforme de la suite £, équivaut done (dle de la série de fonctions
S = fas1) Or li"Ltt dernitre converge nonnalement suar {0, 1) puisque

livkr — fallse 3 (3) . En partieulier, la limite § de la suite (flnen
exl continue puisque les £, sont contimzes.
4. Moutrons par récurrcuce sur k r n. que fj (3”) = f ( )

(“est évident powr & = 5 et par construction pour & = p+1. 81k = n +1,

o (‘F) e (Sk np) = f1 (Sk;” ) = fi (,’n) I (;",n_):

par hypothise de récurrence.
En faisant tendrve k& vers Piufini, il vient f ( ;—;) = fu (d” )

5. On considére a = % avec p € [0.3* — 1], En veprenant la ve-

inarque du dépatt sur les pentes, la pente de £, & droite de @ est un réel

woavee o 2 3 Pour k2 ong lovsgwon passe de fioen freg, la pente a
ol —ir
dioite de g = B‘)j“k_’ est multiplice par 2. Autrement dit. on a
) 1 TN e 1
l,}‘(a) - f (a - T )’ = |fel{a) — fu (u + " )‘ =2" "\aiglg.
. 1
‘f(rt) — f (u + o )
Pans cex conditions, te rapport Vel 2 otend vers oo et f

nest done pas dérivable en a,

. . L. 1
Pour a = 1. on raisonne de méme en considéram f (1 ~ 5 )

6. II reste a vérifier que f n'est pas deérivable en un point e de 0, 1]
qui n'est pas de forme avee p et 0 enticrs naturels. Soit n = 0 et

37).

‘ i
pe [0.37 ]l quea ] _3% p3“1 { La pente de f, sur ] ;l 1 p;; [
3+ 3p 42
srnouotée o |l 2 10 On pose a = 5’; cay = :3;3,:—1 = ;:1 .
iy = ptl . Pour ¢ < 7, Fueiley) = folai) vaut 20t on . On peut
ki . o — : 5

cliaisit @, et @, dans {ag, a], puis a,,, ¢,, dans Ja,ay] de telle maniére
(e tes pentes

fn+l (a;u) Fugr (an fn+1 (G'Jz) - fn+1[[1i2)
Qi — &4y gy = Gy
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solent différentes. On a dowc

flag) — flog)  flag) — flas)

dj, — iy Aja — iy 2

puisque f et frat cn’iuci(lout en les paiuts ;. gy, ajp, et ag,-
Comme fa, — ) £ — (0 <4< 3) et n pouvant étre choisi arbitrai-
rement grand, il s t’llsm‘r que la ion( tion

fla+ iy = fla—k)

b (hE
(hy k) r— h+k

pour i > 0 et & > 0,

ne vérifie pas le critére de Cauchy an voisinage de (0, 0). En particulier,
cette fonction n'a pas de limite pour {h, k) € R% xR7 tendant vers (0.0).

Raisonnons par I'absurde et supposons f dérivable cu a. Seit = > (.
Il existe n > O tel que pour |h| < ¥,

Flath) — fla) — hf(a)] < elhl
St (h,k) € ]0,9[%, on a

[fla+h) — fla) = Lf'{a) + Ffla) - fla—k) — k[ (a)]|

1®(h k) —f'{a)] =

h+k
- |flathy — flay —hf'{m)] + | fla) — flu—k} =k} (a)]
N btk
h+k
Stk

Par conséquent, ¢ admet f'(e) cormme limite : ¢’est cornradictoire. Done
f n'est pas dérivable en a.

Conclusion. La fonction f est no exemple de fonction continue, nolle
part dérivable sur [0,1]. <

D’autres exemples fomeuzs [urent donnés par Van der Waerden
et Weierstrass. Pour ce deimier, i s'agit de la série de fonctions

Kii
N A% cosma avee od > ) + 5

Voici maintenant deur exercices qun concernent UVintégration dune
«€rie de fonctions. Repprions gue la coneergence uniforme sur un seg-
ment offre une situation souple ou il est ldgitime de passer @ ba H-
mate sous le signe intégral pour les swites de fonctions el dintervortie
intégration et sommation pour les séries.
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2.16. Interversion série-intégrale

Soit T > 0 et f:[0,T] — C. coutinue.
1. Pour n € Net ¢ € (0, T]. on pose

+oc 1.%
Z )

/ f(?f)d" kn(t — u)du

Etudier la timite simple de la snite (g, )nza.

T
2. On suppose gne la suite (L f(t)e™ dt) est. bornée. Que
nz0

peut-on en déduire 7 )
{Ecale palytechnique)

> Salution.

1. Avant de calcuier la limite de g, (f) on va transformer I'expression
e g, {t} en échangeant intégration ¢t sommation. Aysnt fixé n et ¢,
considérons la snite de fouctions détivie, pour » € [(0.T] et & € N, par

_1Y% ,
Uk(u) — ( A]') .f(u‘)e—.‘cn(t—u) _ %f(li) (_E,—n(t_u))k

La série 37 o, {u) converge et

—+ e

Z ve{u) = f(u)exp (7('&(37")) .

k=0

A R
[autre part, on a pour tout u € 0. T], |va(u)| < MAW—“ (e”U _;,)) donc
3wy converge uniformément sur [0, T].

On cn déduit quon peut échanger intégration ot sommation et éerive

oo

/(\T fu)exp (geiﬂ(tim) dv = / (Z@ (u ) du = Z[ wpl) du
= gul{t).

Posons. ponr tout n € M et w e [0, T}, Anla) = fiu)exp (*f'*"’l'"”).
N est immédiat de voir qne ia suite (k) converge simplement vers la
louerion b définie par :

hi{u) = f(u) sio we [0t

Au) = flu)ye™" s uw=t
I(u) =0 si e lt, T
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La fonction A est comtinue par morceaus done intégrable sur {0, T,
Dantre part, on a. ponr € N ot v € [0,T]. |haCedl =5 | flloc-
Du théaréme de convergence dominée, on pent déduire guie, pour tont
t e |0,1],

o

T t
hm qn(t) :/) h{u) du = /u flu)du|.
s .

. T .
2. Montrons que =i la snite (fo fltyent (li) est bornée, la fone-
720
tion f est nulle. Ce résultat cst facile dans le cas ot f est positive. Pour
le cas géndéral on va utiliser la premiére (uestiormn.

T
[ rwear
E 0

couple (k. n) € H? et tout ¢t ¢ [0.T],

On note M nn majorant de (

) . On a, ponr tout
nz0

()7knt

<M T

—knt

(-1 [T Flu)e Frlt=u gy
)

N ]Uf(ﬂ)(f "y

1
,Ee

On en déduit gne
—[) [ f( —Ln t—u) dut <
a,_,,l

Pour ¢ > 0. on a lim (exp(e™™) — 1) = 0 et done
—00

J—knf

MZ o < M(exp(e™™) — 1).

4o

]J L—An{l -w)
“LH‘;CZ /f da = 1{).

On en déduit que, pour 1 € ]0.T], on a

-
lin1 g,(¢) :/ﬂ Jieh)!

N1

(c’est ke ferme qui correspond & k = 0: it est, indépendant de n). On a
done, Taprés la premiére question, pour tout ¢ € 1, TJ,

¢ o
A f(u')du“:[) Sy du.

La fonction w — / Flu) du est constaute sur |0, T). Sa dérivée [ est
nulle sur |0, T] et par continuité, f est mulic sur [0, T]. <

L exercice swivant étudee ce que ['on peut dire de la convergence d une
série de fonctions 3 [ fo(8)] sous Uhypothése que la série des infégrales

Z_[a ‘fn “””’Ue'rye,
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2.17. Sur e théoréme d'intégration d'une série de fonctions

Soit fr @ o, b — R (n € M) unc spite de fonctions continmes.
- P b o
On suppose que la série 3 f |fn| converge.

1. Peut-on dire qre pour tout ¢ € [a.b]. la série ¥ |f,.(¢)]
converge !

2. Montrer quec lensanble des o £ [ 8] tels que la séric
S o{falx)| converge est dense dans [a, b].

3. Construire une suite {fn),ey vérifiant les hypothéses de
I'énoncé telle qre {z € [a.0). 3 | fa(z)| diverge} est dense.

(Ecole normale supéricure)

I - Solution.

Remarguons que la présence des valeurs absolucs nons permct de
supposer simplement qrie chaqre fonction f, est positive, ce que nous
lerons dang la suite.

1. Tlest facile de tronver des fonctions d'intégrales petites niris gui ve
sont pas uniformément petites sur wour Vintervalle Prenons par excrople
Vintervalle [0.1] el posons pout 0 2 O, f, 0 L€ [0, 1] — (2717 -1 Dang
cog conditivng, comme ‘[01 fo = EEmE la série ,__,[ Sfn converge. Mais
Y fa(1) ne converge pas pilisque fr (1) = 1 pour tout n. La réponse est
done négative,

2. Haisunuons pac Iahsurde et SUPPOsONS il existe o < 7 dans
|7 D] fels gne ponr tons 2 daus [re, 3], 37 L) diverge, Soit £+ 0. Intro-
Jdiisons ponr n €

Q, = {;r' € [ex. 3], i fuila) = f}.

Cotnnie pour taut v 2 M f 2 0, L,, C Qyp1- De plns, les fr étand

contimies, £2,, est nn onverl de I(r, ] {en tant qur'image réciprogne dun

rmivert par une fonction continue). Cormme [y, ] st compact ef cotune
N

K= UN £, {puisque pour tout = € [0, 3. NET:@ Zofn(;r) = +00), il
e Th =

caste Ny € M tel que [o, 5] = . Autrement it, pour toul, &+ < [a, 3],

PRI

Nr,
Z fn(x) > {.
n=0
) a alors,
|-oe Nu N(I ¥ Ny el
T‘ f / f'ﬂ = / jn = / Z J"n :3 / *ﬂ '/; E(j -— “’)‘
u L " n Toa=n R
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Or, colle inégalite st valable pour toul £ > 0, ce qur est impossible,
Conclusion.  {r € |0, 8], 3 frle) converge} est dense dans [a, 0]
3. Ou va se placer par exemple sue Vintervalle [0, 1]. On va construire
des fonctions aflines par morceaux qui présentent de plus en plos do pies.
Soit # = 0. On définit alngt £, 1 si Lo« b < 2% — 1, f,, es afline sur

I3 Lok ook 1
|:§£ -~ E:, 'r'—:j| et s [ET ﬁ + 8"] ave(

Eoo1 kool ik i
fn(?_sj) :.f11(2_n+§;):() et fﬂ,(gn):g.

. Ik 1 . .
En dehors de ces imtervalles [ﬁ — . — 4 —- | (Fdéerivant los entiers
27 =n e 8n.

de 182" — 1, f, est nnlle. Volai par cxcemple le graphe de f :

A

4 /2

e

1 1
1 2

™

|

1
Pour n e N [} fo=02%—1)~ \L X 2™ < 7 Par consdquent,

_— N . . s
b [“ Froconverge d'apres le théoreme de comparaison des sérjos A termes
positifs.

Maintenant, pour tent réel dyadique » = appartenant 3 [0,1} la

k
an
série 3 fu{x) diverge, puisque f,(z) = 2" pour n = na. La série diverge
done s an enseanble destse de [(h 1], <

Apreés avolr Sludic lus proprictes des lmites de suttes de fonctuons,
nous allons d une covtaine moeniére Inverser notre point de vue of nous
intéresser 4 Uapproximation de fonctions. Le probléme esl le suivant. On
dispose d’un enscmble B de fonctions & valewrs riéelles {ow compleres)
définies sur un ensemble Xo Pewt-on déorive les fonctions de X dans R
{on C) g sont lomites wniformes danr suite de fonclons de F? Lo
plupart du lewaps on tinvaille aoec des fowctions hornées. Sioon mupit
Uespace vectoricl des fonetjons bornées sur X de la norme de la conver-
genee uniformie || 4 e probléme précédent, formuld topalogiquement,
consiste & trowrer Uagdhérenee de Depsemble F.
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w

Un exemple smporiunt de celfe situation. fludic en cours, esl le
théoréme de Weierstrass qui affirme que Despnce des fonctions polyno-
miales est dense dans Uespace des fonetions continnes de 1 dans R lorsque
Vest un segment. Lcrercice sueeant donne wuc prowve de ee résultol. due
a Dernstern, qui. pour | donnde, eshitbe une swite coplicite de polynoues
gui converge vers fL

2.18. Polyndmes de Bernstein

\ 1. Sunplificr. pour tout {x, ) € B? ot taut < N* —|
S RChR TR e Zk — L)CEaRy
k=0 k=)
2 Ou pose i (r) = Coef (1= )" % pown fout € B oot tont
\ Fe o1, ... .} Démontrer Végalité
ked
Z(A‘ — nz) () = nae(l - ).
E-n
\ 3. Soit f 0 1] — R continue. Pour tont n £ M, on pose

B~ > Cky (5 ) XE(L - X)) e RIN).
F—0 T

Soit £ > 0. Justifier Uexisteuce de g > 0 tol que pour tout o € [0, 1],
Hf'll N

ey = Batey £ P fvn pourra considéer los indices kb tols

que |k — el € ny et (t‘ll)\ tels que |k — nxl - nn). En dédulre que
I suite (B, Jnen converge uniformément vers f sur [a, b].

4. Soit F: |a b ~—— R contimwe. Montrer que F est limite -
forme suy |o. &) d'une snite de polyuomes.

I (Ecole polytechnique)

| - Solution. i
1. Notous pour {(z,y) < B* Ple.y) = (o + y)" = i Clafyn= % Fn

derivant par rapport a xz, 1l vient =
P

(}.f[l ¥ =nlx -t _!;‘1” ZL( -t u'*k.

oo multipliant par @ el on rajowtant le terme mnl, dindice & = 0, on
abitient
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i
S kCEZF Y F = a4yt
k=

En calculant la dérivée seconde, on a

2
2

d—)}g(r.y) =n{n - z+y)" °= k(k — 1)CFgh—2yn—F,

M=

k

i

2
d'oll
Z k(k — 1)CEghyn— * — o~ V(e + y)”’g.

2. On peut écrire, on faisant ¢ = 1—2 dans les égalités de la question
précédente,

Z(}l — na)?ryla) = Z (K = 2kna + n*2?)rg(x)
k=0 k' 0
= Z(k = 1)+ k(1 = 2na) + 122 (x)
k=0
=n(n — D12 + (1 = 2n2)ne1™1 4 n22?"
=nx(l - x).

1
3. Enremarquant que f(x) = Y flz)re(z), pourz € [0,1]etn 21,
k=0

on peut écrire

£~ Bale) = ij (70 -7 (5)) reee

k=0
R f(k)

. e k .
les 7 (w) étant positifs. Pour . proche de x, on peut contrdler la
T

rh{a)

P-(l

differencs f(x) - f (f . Pour obtenir uite majoration uuaiforme, nons
T

allons cxploiter le fait que f étant continue sur le segment. [0, 1], elle est
niformément continue. Prenons i > 0 un module d uniforme continuité
de f pour £ >> 0. Dans ces concditions, en posant d,(2) = | f(z) — Ba(2)|,

oL a
< Y f(:r:)—f(i) ()+ P> f("’)_f(%)
()

T ()

| & —riin —&|=n

c Y n@+ ¥ f(%f(’”)

(& —z[xn [k —wul>y

A
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<et2iflle Y ril@),

[& x|z

la fonction étant bornde sur le compact [0,1]. Pour contréler le se-
cond terme du majorant, on va, utiliser Uidentité prouvée & la question
précédente. On peut écrire :

—nwz
Y nwe ¥

%~y Ealsn T
1
- 71771—2 Z (k — nz)?r, ()
& —al>n
ki

nz(l —x) 1
S k—nx)rg(z) < - < prem

. 1
puisque le maximum de la fonction £ — (1 — ) sur [0,1] est ~. On
ohtient ainsi la majoration voulue

1 loc
Inn?

/() = Ba(2) <&+

o Ul

Iin prenant n 2 5 s
2en°

(B Jnen converge dong uniformément vers f sur {0, 1].
4. Sion pose f{x) = Fla + (b —a) — ) pour x € [0.1], on définis
une fonction continue et nous pouvons lui associer la suite (By)nen

vonstruite précédemment. On vérifie alors que la siite de fanctions
r—a

on obtient done ||f — B

oo % 2z, La snite

wr— By converge uniformément vers F sur [a, b]. <

Ce théoréme a donné lieu a4 des éludes quantitatives dont Vexercice
7.41 du tome 1 d’algebre peuvent donner une petite idée. Le lecteur trou-
vere la version pour les polyndmes trigonométriques dans le chapitre sur
les séries de Fourier (cf. exercices 4.26 et 4.27).

Lorsqu’on se place sur un intervalle ouvert borné la,b|, le leclenr
pourra montrer que les limites uniformes de fonctions polynomiales sont
cractement les fonctions uniformément continues sur |a, b, ou si U'on
préfere, les fonctions continues gui admettent une limite finie en a et b.
knfin lorsqu’on se place sur un intervalle 1 non borné de R, on monire
qiune limite uniforme de fonctions polynomiales est encore polynomiole.
kn effet, si (Pn) converge uniformément vers f sur 1, on peut trouver un
rang N tel que |[Pn — f|i « €1 pour n = N. Mais, sin 2 N, on a alors
IPn — Putilloe < 2 de sorte que le polyméme P, — Doy est bornd sur
I et pur suite constant. Ainsi, pour n 2 N, P, = Py + Pn(a) — Pn(o)
{ou o € 1 est fixd) et lo suite (Py) converge vers f =Py — Pula) + fla)
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qui est done polynomiole. Notons que cetfe quesiion ext souvent proposée
QUT OTQILT.

L vaeivice swdvant dtudee los Inaites aniformes de polyndmes stricle-
maent croissants.

2.19. Limites uniformes de polyndmes strictement croissants

Quelles sont les foretions contimics de [o, 8] dans R qui somt linile
wwiforme sur [u, ) d'une suite de polyndmes strictenuent eroissants ?
{Ecole normale supérieure)

&= Solution.

I1 est clair que la Hmite siinple dune :nite de polynomes strictement
croissants ost une forction croissante. Montrons réeiprocuement aue toul
[onrtion continne erolssatite sir [a, 6] ost limite uuiforine d'une siite de
palvnomes stricterpent croissants. [ sallit bien entendu de e faire powr le
seginient, [0, 1] et dins la suite la norme nfirde fait rétérence b co sesuent.
Nous proposons deux solntions.

e La promiore solution repose sur le résultat classique de Vexercice
218 ¢ 51 f est couthnie sar [0, 1], la suite (B, {f ))ny des polynomes de
Bernstein défiuds pac

B,(5) - (""f(ﬁ)xk(l - Xyt
3, (f) = by

fe=1} ”’

cohverge vers [ upiforroément sy [0, 1.

Cousklérong une fonction f continue ot croigsante sur [t 1] ot mon-
trons cpalors le polynome B, (f) est, powr tout n € N7, croissant sur
[0.1]. Pour tout @ € [0, 1], B, (/Y (x) vaut

Z("‘ (%);ﬁﬁﬂ(l i nz:l(}h( >(“7AJ (1 —ay et

A Taide des formnles £ CE = 10 CF2) et (0 — BYCF = (% on obtient

" ) ,[b ) n-l [,, N
i Z(ln'__‘j f(;):r;;‘_'(l £ — 7 Z(‘ﬁ,. /( ) (1 — )" ok
L1

o6 aqnt dounwe apras i décalape (Cindice dans Ta prevdisy sonnne,
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Comme f est croissante, on a B {(f1(x) 2 0 pour tont 7 & [0, 1] ot

la fonction B, () est croissante sur (0,1 On west toutefois pas sie

cpelle soit stricterent crotssante. Posons P,(f) = :\- + B, (f) On a
)

alors, ponr tout € [0, U], P, {f)(z) = rl) + B/ (N(z) > 0. La fonction
polynorniate P {f) est strictement croissaute sur [0, 1) et comme on o
Cindgalite [ =T, (N lee < 1 F—Balfillx+ % la suite (T, )nene converge
cucore imiformdément vers fosur [0, 1.

o Voict nae seconde solntion, phus susceptible d'étre déoonvorte i
"oral par un candidat ne connaissant pas les polynomes de Bernstein. On
se danne tonjours f conlimic ¢t croissante sur [0, 1]. Supposons Q' ahord
e foest de elasse C Onoa done f2 = 0. Soit = = (h On cammenee par
chotsic m polyndme Q slvictoment positif swe [0, 1] tel que || f7— Q- <
= Cela est possible grace au théorome do Welerstrass @ on choisit un
polyndme R el que || f* — R < % et on pose Q=R | - Soit alors P

i

Lo O

ie polynhme Jétind par Pe) = i) jl]r Q(Hf pour tont o € [0 1] Le
polyvnome P oest stricteinent croissant snr {0, 1] poisque P/ = ) of pour
tout £ € [0k 1] on e

i) — flo)| = ‘/U QU /U f’(f,)dt‘ < /ﬂ Q) - F0) i < e

et done PP — [« < =0 Ou peat done trouver, poar tout £~ 0, un
polvuome strictement croissant qui approchie niformémant f s [001]
e pres ce g pronve le eésnltat.

Pour passer sl cas gendral, il sulfit de prouver qunne fouction ¢oniti-
HUC CYOlssaEe pent Slre approchoe nniformdément. par des fonetions crois-
sanles de classe C'. On atilise un procédd de régularisation classigue,
Prolongeons fosnr [1,2] par Ta valeur f(1) et posons pour n 2 1 of

b L
0L fuls) = ]z TR TEest elair que f, estode elasse C potr

" . . 1 ,
Lot w of crolssante pisque fL{(r) = n (f (JJ+ rl) f(:z:)) 2z ). Montrons
Tt

ue Lasnite (fy ) convorge initorménient vers f sur [0. 1), Seit £ > U oty
nnmoduio dnniforme contivnité de [ associé b 2 (e théoriane de Heine
sarantit guo foest muitorodment contimic s le segment [0, 2]). Powr

1
vz —colw [0, 1] ona
o

| |
L) = £ = Lo [T G penar

b/
e
\
—
—
-
=
|
e
—_
]
=
=
/AN
=
e
™
I
oy
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Done pour 1 assey grand on a || fr - flloe % 2 66 cela prouve le résultast
annonce, <

foerercice swrnant concorne [tude simaltande de Caterpoluton of
de Uapprovimalion uniforme.

2.20. Un théoréme de Walsh

‘ Soit rq,. .. .0, des points denx i denx distinets Jd'un seginent
‘ la, 0] ot f [0, — R continne. Moutrer o'l existe wne snite de
| polvndmes coincidant avec f en chague point xp. qui converge uni-
] fornément vers fosur [a. b,

i (Ecole normale supérieure)

> Selution,

Notong Ly, . ... L, les palyudimes interpuiateurs de Lagrange pour le
X ~x)
17k

systéme de points (ry, ..., ). Rappelons que Ly(X) = oseeeeee o

ost de degré 1 et vérifie Ly(e, ) = d5%. On note A =

Porrr prouver le vésultat il suflit do montrer qre pour tont £ > G an pent
tronver an polyadme Q tel que Q(re) = fleg) pour toul & ¢t vériflant
= Qllx < e-

Soit, £ > (. On commence par choistr un polvnome P upiforiuément
proclus de £ a s pres. Dlexistence d'un tel polynome découle du théortme
de Wedorstrass. Soit L Pluterpolatenr de Laprange de la fouction f— D

en los oyt
T

LX) = > (Flaw) - Plas))Lu(X).

k=1
Ou observe que ||Tlee & nMs=. Posons alors Q = ' + L. Ou a bico
Q(ay) = [(ieg) pour tout kot de plus

Hf - QHO& % Hf - P”-:c + HLHA = (1 +nMje,

Le¢ cocticient 11 #M est une constante ot lo tésultat ost done prouvé, <

O obtienit do nowveanr probitraes trés intédressanis s on remplace
les polyndmes ¢ coefficienis véels par les polyndmes @ coctlicients entiers.
L'vrercice suivant monptre ainsi que scl est wn seqment igelus dans 1001
Pensemble ZIX] resle dense dunsg Cespace des fonctions confinues sur 1.
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2.21. Théoréme de Chudnovsky

Soit T uu segment continu dans J0, 1].

1. Soil , lapplication 1 — 20{1 — ). Etudier la convergence
sur Ide la suite de fonctions () (ol @, = po - o).

2, Sait f: 1T — B une fonction coutimie. Montrer qu'il existe
urie suite de tonctions polynomes a coefficients dans Z convergeant
uniformement vers f sur J.

)

(Ecole polytechnique

l= Solutiomn.
1. Une étude rapide de la fonetion @ mentre que 4(]0,1]) = |0,

1
2

|

. { L )
(e ¢ est creissante suy [U_ ,—,J et gue, pour tout © € JU, E] UL A PpLr) 2

2. Enfin les points fixes de ¢ sout 0 ot % Voici le graphe de ¢ -

A
: Y=

{ r 1 }2_ 1

Seit . € |0, 1], Ce qui précede montre que lasuite (o, ()] .ey prend,
. i .
pour 1oz 1, ses valenes dans }[}, i} ot est croissante. FKlle converge done.
. . . . . . ] .
Sa limite ne peut étre O pnisquielle croit; clest done 5 Ceci nmontre
la convergence sinple sur {0, I de Ta suite (g ),on vers la fonetion

constante g o— 5

Montrons que la convergence est nuiforme sur I ot I est nn seginent
. - by oo
couternt dang [0, 1[0 L'image o(I) est un segruent inclis dans }(J, 5}. Soit

¢ la borne inféricure de ce segment. Sachaul qne ¢ est crolgsante sur

1 . 1 .

|4, 5}, on a, pour toit €T et nw & N, g, {0) € o (a) £ 5+ Pnisque
I . .

NSNS [a, Q}‘ La suite (0, () convergeant vers -, cela wnontre que

b, ) converge uniforrenent sin L

[STREE

2. Notons ¢ Palgebre des fonetions continues sur I munie de la norme
de la convergonce uniforme. Dang la suite on identific tout polynome
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formel de R[X] avec la fonction de C qui lui est canoniguerent associée.
Avec cette identification, la question posée consiste a trouver 1'adhérence
de Z[X| dans C. Comme y, est dans Z[X] pour tout n, la premitre

. . 1 .
question montre gue la fonction constante 5 est dans cette adhérence.

Notons que cette adhérence est atable pour la somme et pour le pro-
duit. En effet, si (Pn) et (Q,) sont des suites de Z[X]| qui convergent
uniformément vers f et g sur 1. alors (P,, + 3,,) converge uniformément

vers f 4 g car [|[(fu + 90) = (F + @llec € [1fn — Fllc + g0 — gll. De
meme en écrivant

”fngn - ngoc £ an”r:ongn - 9”00 + “gHochn - fuoc:

on voit que (P,Q,) converge uniformément vers fg car la suite || f,l o
est bornée (puisqu’elle converge vers || flis).

U en résulte que Ja fonction constante — est dans Z[X] pour tout

m € N, Comme on a aussi toutes les fonction constantes & valeurs dans

Z, on a dans Z[X] toutes les fonctions constantes x +— 5% avec p € Z

¢t m € N. Comme l'ensemble D = { Jm (p.m) € Z X N} des rationnels

dyadiques est dense dans R, Z[X] coutwnt finalement foutes les fonctions
constantes. Il en résulte que R[X] € Z[X] et donc que R[X] C Z[X]. Or
par théoréme de Weierstrass R[X] = C On a done démontré que Z[X]
est dense dans C. <

St on se place sur un segment 1 qui contient des entiers, les fonc-
tions dans Uadhérence de ZiX] dotvent bien entendu prendre des valewrs
entié¢res en chaque point entier de 1. Mais cela ne suffit pas. Le lecteur
pourra ginst montrer gue st 1 = [0, b] avee b— o > 4 alors Z[X] est fermé
dans CO(1.R) (utiliser le vésultat de Uexercice 5.36 du tome 1 d’ulgébre).
La description générale de cetle adhérence est asses délicate et dépend
de la longueur de 1. Le lecteur intéressé par cette question se reporiera d
Uarticle de Hervé Pépin et Nicolas Tosel publié dans la BMS de jonuvier
2004.

Dans sa forme frigonoméirique le théoréme de Weierstrass uffirme
qu'une fonction continuc et 2w-périodique est limite uniforme sur R
d'une suite de polyndmes trigonomdtriques c’est-a-dire de foncliony de

n
la forme Y apcoshr + by sinkx. On en déduit que toute fonction conti-
k=0
nue T-périodique {avec T > 0) est limite uniforme sur R d’une suite de

T

2km
polyndmes trigonométriques de la forme Z (j CO8 == @ + by, sin %% Z.

Ii est alors wssez naturel de s’intéresser a l adh érence, dans lespace des
Jonctions continues bornées sur B muni de lo norme de o convergence
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uniforme, du sous-espace engendré par toutes les fonctions T - cosws,
&+ sinwr lorsgue w parcourt R. Cette adhérence contient toutes les
fonctions continues périodiques d’aprés ce qu’on vient de dire. Mais ce
n'est pas tout! En effet, cette adhérence est un sous-espace vectoriel (et
méme une algébre) et Uensemble des fonctions périodiques n'est pas stable
pour la somme : par ezemple la fonction © — cosw + cosV2r n'est
nas périodigue (il est focile de voir quelle ne prend la valeur 2 qu'en
£ =0). Par définition cetie adhérence est ['aigébre des fonctions presque
nériodiques.

2.22. Algébre des fonetions presque périodiques

Soit E 'espace vectorie] réel engendré par les fonctions t — sin wt
et t — coswt lorsque o décrit R, et F 'ensemble des limites uni-
formes des suites & valeurs dans E.

1. Montrer que I est une sous-algébre de 1'algébre des fonctions
continues bornées de R dans R.

2. Soit f € C°(R,R) et g € F. Montrer que fog € I,

3. Pourw e R et ¢ £ F, on note

s T
§(w) = lim ﬁ]:rre g(z)dz.

T—00

Montrer que g{w} est bien défini, et qu’il est nul sauf pour un en-
semble dénombrable de valeurs de w.

(Ecole normale supérieure)
f—

> Solution.

1. Notons C Palgtbre des fonctions continues bornées de R dans R
munie de la norme de la cotnvergence uniforime, L’ensemble E est par
cdéfinition un sous-espace vectoriel de € (tout élément de E est une fonc-
tion bornée sur R car les fonctions § — sinwit et { > coswt le sout et
une combinaison linéaire de fonctions bornées est bornée). Clest méme
une sous-algtbre. Pour le montrer, il faut vérifier que le produit de deux
éléments de E est dans E; par lindarité, il suffit de le vérifier pour les
tonetions ¢ +— sinwi et £ — coswt, ol w est un réel quelconque. Cela
résulte de formules de trigonométrie bien connues : pour (w,w',t) € w3,

cos wi cos w't — 2 cos(w + Wt + 1 cos(w — w'it
sinwtcosw't = = sin(w + W)t + = sin(w —w')t
sinwt sinw't = 2 cos{w — Wt — 3 cos(w + w')t.

Par définition, F' est 'adhérence de E et il s’agit donc d’une sous-



134 CHAPCCLLE 3 SUCTES BT SERIES DE FOM [ [ONS

algebre de C. En offet. il suffit de vérilier que F est stable par comnbinaison
lingaire et pour le produit. Soient f, g dans I el (fy)nem, (gnnen deux
suites a valeurs dans E qui convergent uniformdément vers f et g. Alors
pour A ¢t g dang B, Af, + pg, converge uniformément sur B vors A f 4 pg
aui est done dans ¥ et { f,,9,,) converge unilormément sur | vers {4, Pour
voir ce dernier poiut il suffit d’écrire gue

| frgn — ff}'“sc < anHOOHQn —llee + HgHochn — flloo

et de constater que le majorant tend vers 0 {la suite ||f,]| converge
vers || filx)-

2. Soit g € F et [ unc fonction continue sur B (pas lorcément
bornée). 8i f est un polynome, il est clair que foyg € F car ¥ est une
sous-algebre de €. On va passer au cas général en utilisaut le théoreme de
Welerstrass. La fonction g est bornée : posons M = | ¢|| . La restriction
de f au segment [—M, N} est, d'apres le thidoréne de Welerstrass, limite
uniforne sur ce segment d'une suite de fonctions poltynémes (P),z0.
Conmne

IPncg—fogllee < sup [Pu{f) — f(E)].
te[—M.M]
la suite (', 0 g)nzo de F converge urdforimément vers fog sur R. Corne
F est fermé, on a done fog € F.

3. Soil w € R. Montrons, powr comnmencer que (@) est bien défin
si g est dans E. Etant donndes la lindarité de Pintégrale et de la limite, il
suffit de le démontrer pour los fonctions ¢, @ 1 — cos of et 8, 1 sinadt.
On a

] T lsiw=uw
—nf 1 . .
— e A = PRITTE PN NN dlov—w)T
2T /_T . g — B W
' ilo — w)2T s
On en dédult que, si o # w, 1 /r[' pritgint 4p o _,] - On a
| ’ ar J Mo - )l
T
douc  lirn L f e = (sl Fwet Lol =1w.
T—4o0 2T f_T
tat —text U — heed
Sachant que ¢, () = 2( ot sa(f) = %, on - en

déduit T'existence de o (w ) et gq(w) :

0 s o) #£ ki

0 s o
o 1J - | — L siazw#£0
Co(w) = 5 sifof = |wl#£0 ot sy(w)= f’l '

1 sia=w=20 5 Sl = —w £ 0

(] 510 = w = ().
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LEitablissons maintenant Uexistence de g{w} pour g dans F et w dans
. 5016 {gn )nen 1ne suite A valeurs dang E convergeant uniformdment
. o
vers g. Notons oy, la fonction T — 7T / g g {w)dx pour tout n
1 . )
closoit @ 0 T - 3T / . e= ™ gla)die. Ces fonctions sont définies sur

I . Paprés ce gui précede chague fonction 4, admet une limite lorsque
1 = +oo, Or. pour tout T > 0 le théorime de majoration montre gue

J%‘j'n(rl.‘) - ‘r‘ﬂ(T)

I .
< g7 [ onte) = at)lde < ligu — glloc

the en déduit que la suite (v, )hzo converge uniformément vers ¢ sur
17 . Le théoréme d’'interversion des limites permet alors de dire gue ¢
rulmet une limile lorsque T tend vers 4-00. Cela prouve Pexistence de
() et on peut méme noter e Glw) = nlim’_)C Gniw).

' reste & démontrer gue i) est val sanf pour nn nombre
dinombrable de valews de w. Pour toul n de N, g, est combi-
miason d'un neanbre find de fonclions ¢, et s.. II cxiste done un

- ‘
couple {(k,1) € N? et (wy,wo.. .. wi.on, a9, ... ) € B¥ tel que
€ VeCt{Coy oy, v ooy €y Sagr Sag, oo s S0, ). DOIE Ay Ta réunion des
engembles {wy,wo, oo wi b et {ogea. .o of O la réunion de A, et

de B, = {—w.w € Ay} De I'étude qui a éte faite de &, (w) el 5,(w), on
deduit gue si w ¢ Cp, alors gy, {w) = 0.

ou
Soit C = U Chr. En tant que réunjion dénombrable d’ensembles finis,
¥ =(!

¢ est dénombrable et si g ¢ C ona g, (w) = 0 pour tout 7 € W On en
didhiit que s v £ CL alors glw) = n—]—iaI{]—lso 7. (w) = 0. Hors de Pensenible
dinombrable C', 5 est mille. <

Loensemble des valeurs de w el gue §lw) soit non nul est appeld
le spectre de f. Liétude des fonctions presque périodiques a fait Dobjet
do plusicurs problémes de coneours trés inldressants - un sujet posé &
LENS Lyon cn 1992 et, plus récemment, fe sujet Ulm-Clachan de 2002,
Lo lecteuwr y trouvere de nombreus résultats supplémentaires. Siynalons
que algébre des fonctions presque périodiques est strictement incluse
dans Dalgebre des fonctions continues borndes (une fonction presque
piriodique est uniformeément continue sur ).

Lénonct suivant gencralise o écloire In preuve du théoréme de
Weierstrass par les polynémes de Bernstein dovnée dans Dereveice 2.18.
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2.23. Théordme de Korovkin (1953)

’* Soit E = C{[0.1].R). muni de la norme [|.|[... Pour u € L(E), on
dit que u est un opérateur positif (ce quon note v = 0) si, pour tout
f € E»

F20=>u(f)>0.

1. Soit » € L{E). On suppose u > 0. Montrer que v est continu.
2. Soit f € E. On fixe ¢ > 0. Ktablir I'existence de ¢ > 0 tel
que, pour tout (z,y) € [0,1]%,

If (@) = F)l e +cly —a)%.

3. Théoréme de Korovkin. Pour k € N, on note e;, 1’élément de E
défini par ex () = ¥, Soit (un)nen € L{E)Y une suite d'opérateurs
positifs. On suppose que pour & = 0,1,2 la suite {v,(ex))nen
converge vers ep dans (E,||.|l). Montrer que, pour tout f ¢ E,
la suite (tn(f))nen converge uniformément vers f.

(Ecole polytechnique)

> Solution.
Notons que si u € £(E) est positif, on a, pour (f, g) € E,

f<g=u(f) <ulg)

et en particulier, pour tout f € B, {u(f) < w(|f]).
1. Pour tout f € L, des inégalités —|| fllceo < F < ||fllcceo, avec
eg : &+ 1, on tite —{|f|lct(en) < ulf) < || flloculen), et done

lu( e < [ fileolfulen) s,

ce qui montre la continuité de u (Vapplication lindaire u est lipschitzienne
de rapport {|u(eg) oo }-

2. Puisque f est continue sur le compact [0,1], elle ¥ est uni-
formément continue. Soit 7 un module d’uniforme continuité de f pour
E.

* Sy — 2| < n, alors 1f{y) - fz)| < e
y—u)

2

e Sily —z| >, alors =zletona

1) - sl < 2l < Al a2

On a done, pour tout (x,y) € [0, 1]%,

) - flz) <&t %(ymﬂ
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2| flloo

2

3. Soit f € E et & > 0. On choisit ¢ comme dans la ques-
tion précédente. Fixons z dans [0,1]. On applique 'opérateur wu,, sur
I'inégalité

ce qui est 'inégalité voulue avec ¢ =

F(y) — fl@)| <& +e(y? — 2y + o)
o Jes fonctions dépendent de la variable y, autrement dit sur 1'inégalité
entre fonctions : |f — f(z)eo} < €eg + c(ez — 2zer + z%eg). On en déduit
gue la quantité ju.(fi(y) — Flrlun(eo)(y)| est majorée par

cun (€0} (y) + clun(e2) (W) — 28tn(e1) () + 2" tn(e0)(y)]

pour tout y € [0,1]. Par inégalité triangulaire on a

lin (F)@) = F(2)] < Jua(H) — f()unleo)(2)] + | (@)]Jun(€0) () - 1].

On applique l'inégalité précédente avec y = z pour majorer le terme

hun (F)(@) = Fz)un(eo)(@)| par
wn (e0) () + clun(e2){(ie) — 2run(e1)(x) + 2 1, (ep ().

Par hypothése, cette quantité converge uniformément vers la fonction
constante égale & ¢ lorsque n tend vers l'infini (le terme entre crochet
lend uniformément vers 0). De plus, comme f est bornée, le terme
| £ (z}||mn(e0)(z) — 1] converge uniformément vers 0, Il en résulte qu’il
existe un rang N tel que pour tout n 2 N et tout z € [0, 1],

[un(f)(z) — f(2)} < 2e.

Conclusion. La suite (u,(f1)nen converge uniformément vers f. Le
résultat de cette guestion constitue le théoréme de Korovkin. <

On retrouve en particulier la preuve de Bernstein (voir exercice 2.18)
e théoréme de Weierstrass en prenant pour B, les opérateurs définis

n
par Bu(f)(z) = 3 CEF (g) ZR(1 — 2)* %, ls sont clairement positifs
k=0

ol 1 est facile de vénifier que B, (ex) converge uniformément vers ey pour
L=0,1,2.

L ’énoncé suivant concerne encore des questions d’approximation uni-
forme mais cette fois sur Uintervalle R qui n’est pas compact, Le fait
i ’un pelynome non constant n’est plus borné sur By complique grande-
mend les choses.
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2.24. Approximation de Lagnerre

Soit A 2 1 et & > 0. Montrer qu'il existe P € R[X] tel que
le=™ — ¢*P(r)| € ¢ pour tout z € Ry. On pourra commencer par
le cas T A% 2

(Ecole normale snpérieure)

> Solntion.

o Comume l¢ préconise 'énoncé, supposons dabord 1 < A < 2 et
nieme A > 1 pusgne le probléme cst trivial pour A = 1. Sioon met
e~ en facteur, on est conduit & cliercher un polynome P qui approche
bien la fonction e~ =%, On va prendre son polyndme de Taylor en 0.
L'inégalité de Taylor-Lagrange cn 0 & I'ordre n, nous permet d’affirmer
que pour tout x =1,

n (*1)‘”() _ I)k K L’\ _ 1}n.+1$n,+1 ..‘,.ﬂ.+1
-

e~ (A-bz Z o

AT T k¢ <
= 1 (n+ ! (n+ 1)

car 0 < A —1 < 1. 8i on note Q,,(2) le polyndme de Taylor d’ordre n
m—desaub, on a clonc pour tout z = 0,

e—.J,’J.n-t-i

— Az — . .
‘E —€ QT?(IN g ([n+ 1)|

Une étude de fonction trés simple. montre que la fonction majorante
atteint son maximum en 1+ 1. On a done

F,gn—l(n_'_l)nJrl 1

(n—l— 1)! s A\ 27T

d’aprés Uéquivalent de Stirling, ce qui tend vers 0 et donne le résultat
demanddé. On voit que cette solution ne convient pas pour tout A car
lorsque A > 2, on a le terme (X — 1)*T1 en plus et il rend le majorant
divergent.

e On va alors mongrer par récurrence sur I'entier p = 1, que le résultat
reste vrai pour A € |p,p+ 1], Le point précédent concerne le cas p = 1.
Supposons le résultat prouvé pour A € Jp — 1,p] et soit A € |p,p + 1]
On dispose done, par liypothése de récurrence, d'unc suite de polyndmes
(IR.,) telle que R, {z)e ™" converge uniformément sur RY vers ¢ A1
Ou éerit plutdt e =107 = R ()™ 4+ en(2) ol (g,) est une suite de
fonetions qui (‘()n\'erge uniformoment vers ¢ sur B+, On multiplie cela
par la fonction e~ qui est bornde sur RY zou a

”6_)\1* 73Qn )”oc B

e~ — Rn(.'-'?)ﬁfzm +e e () M
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ot le reste tend unmformément, vers €. Par le point précédent {appligné
avec A = 2), il existe uue suite de polyndmes (Q,) telle qne e77Q,(r)
converge uniformément vers e~ 27, Tei anssi, on écrit

e = e Q, () + &z} (2}

avee (Sp) gqui tend uniformément vers 0.
Une premiére idée est de remnplacer e=2% donnd par (2) dans Uégalité
(1. 11 vient

™M = e Qu e Ra (@) + R ()8, (1) + e i)

Mails on ne peut pas conclire car. Ry, n’étant pas borué sur R+, rien ne
permet de dire gue le terme R, converge unjformément vers 0.
On va procéder antrement pour fabriguer =% L'idée est d’écrire

A ;
(1) en Ta: et (1} en % pour remplacer le terme ¢ =2, On a donc

e Az = G_)UQQ,-‘(-\J./Q) + é-llt)\:Ll/Q))

vl le reste tend uniformément vers (). Maintenant on remplace le terme
T2/ par Ry, (/2 4 7%/ 22, (/2). T vient

e M = Ry (0/2)Qn  Ax /20677 + Quldz /20" e, (2/2) + 5, (A /2).

e terme Ry (2/2)Qn(Ax/2) est un polynome. Le terme £, (Ax/2)
converge nniformément vers 0 sur BT, 11 reste 4 regarder le terme
(A /2e™*2z, (/2). On voit la différence par rapport a la premmiére
tentative : 1 reste ici une exponentielle et la fonction Qn(hx/2)e—""
vw1 bornée. Sioon note M, sa borne supérieure. i1 suffit de faire en sorte
e o suite M, |len|| o tende vers 0. Mais, (€, ) ¢tant donnde, rien
n'uterdit de choisir la suite (Ry,) pour que ceia soit vérifig! <

On peut en déduire, d Daide du théoréme de Weierstrass et d’un
chongement de variable, que le sous-espace des fonctions g —— P(x)e™
ot dense pour la norme umforme dans Ucspace des fonctions continues
wr RY tendant vers 0 en +oc.

Dans la série d'ezvrcices qui vient, nous proposons des approzima-
tnmis explicites, de la fonction exponentielle pour le premier, de la fone-
tion cotangente pour le second.
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2.25. Convergence d'une suite de polynomes

1. Svit 7 € N* et k € [1,n]. Montrer que

-1y (n k41 p ’351\1 J

oy B iy
T J=0 T

2. En déduire gue la snite de fonctions (fo)ner définie par
Fi

= . .
Julz) = ( 1+ E) converge uniformément sur tout compact de €.

{Ecole novmale supérieure)

> Solution.
1, Llinégalité & démontrer pent s’céerire

E_1 i k-1 .
() <X
izo n il

Nous démontrerons plus géndralement que, pour tout p ¢ ™ et touf
(Foy . 2p) < (00171 ona

» P
1-- HU. —.'IZL') < Z.’):,;,
i=0 =0
en raisonnant par réeurrence sur P,
La propriété est évidente pour p = 0 ¢t 1 on la =uppose vérifiée au
rang p e N, alors ou a, pour (L, ---, %p. Zpy1) € [0, 1]

Pt P
L- [ =) =1 —app) [ 1 - H(l - T3} | + Zpp1
7=f} i=0
H pt1
§(1—3'5,+1) Zfl'q ‘F.Tp+| Szxif
i=0 1=

ce qui terine la démonsiration par récurrence.
2. 1l est bien conmu que, poir tout réel 2, on a
) 1 '

N\
lirny (1 + —) =e",
T T
Montrons que la suite de fonetious (fn)nens converge vers la fouction

exponenticlle. uniformémaoent s tont compact de ©. Pour 2 € C et
n € N* o n

] " Z'L': +oo Zk PANL i e k
edﬂzzﬁdr Zot (1+H) :Zci(”) :

!
k! k= n
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v en dédait que

2\ T ck 1 +oo Zk;
_nE oz - no_ ko =
fulz) —e (1 + n) ¢ ;Z (nk ,w) kz Kt

pias e

1 ) L o .- lp
fal2) — €] % Z nfn —1) nk{n +1)
k-] d

= |2
v ¥ B
LE=sTE

Y aprés la question 1, on a, pour k < [L.n|.

nin —1)... (u —_A'+1') B 1’ - Ml)(r;iﬂ -

nk nk

147

<

k

k1)
2n

&

Soit Koan compuct de C et @ € BT tel que, pour tout = € K. on ait
i3] <o Alors, pour n € M et z € K.

{fn(z - ¢ | 2712;—6

k=1 k=nil

1 7 flk oo Ok
s TL Z (k Sy + Z x|

= =2 - k=n+1

1 +x a.’i:
< —(12(5(1 o - .
9 k!

hA=n4 |

v
. . 1l
sachant que  lim 7— et 4 L =

=4 kene1 B
{ Fodners converge umformcment sur K vers la fonetion cxponentielle. <
On pouvett montrer divectement la question 2 de la manicre sutvante :

prenons M 2 0 et z € C avee |z] <M. A partir de

= 0, on en ddéduit gue L suite

L nin - . (tn—k+1) 2] |
JACEE ?:1' T e
- =+

un peut €crive

- nn—1)...(n — 8+ 2| % ToY Lk
m@—ﬁgz@_ﬂﬂﬂgggﬁay%+ l=1
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car n(n— 1)) nk(

r—k+ 1 L .
- 1) < 1. Ainsi. on peut majorer

s - nn—1)...(n—k+1)\ MF I MF
ECREDY (17 - )H -

kE=n+1

My
et Ifula) - <M= (14 ) 0,
ce qui prouve lo convergence uniforme sur tout compoct de C.
Notons qu’il est vain d’espérer une convergence uniforme d’une suite
de fonetions polynomicles vers Uexponentielle sur tout € {voir lo re-
marque qui suit Uezercice 2.18).

n—oC

Dans VUezercice suivant on obtient le développement eulérien de lo
fonction cotangente par des méthodes trés élémentaires.

2.26. Développement eulérien de la cotangente

n
1
O S aréel, flz) = i -
n pose pour x téel, f(x) L k§n o
1. Montrer que f est définie sur R\Z.
2. Vérifier les égalités ci-dessous :
a. pour £ € R\Z, f(—x) = —f(x);
b. pour z € R\Z, flx +1) = f{x);
. pour z € R\1Z, (22) - 1 (f(a:) +f(a+ %))
3. Montrer que la fonction z — f{x) — 7 cotan(wz) admet un
prolengement continu & R tout, entier.

4. Montrer que pour tout & € R\Z, f(r) — 7 cotan nz.
{Ecole polytechnique)

£ Solution.
n

1. Posonspour z dans R\Z et n 2 1, Up(z) = I L
PR -

- On peut

écrire en regroupant les termes d’indices k et —k,

1 i 1 1
T —_ e = -
Un(2) x+Z.‘r+k+Z$—k w+k¥1(m+k+:ﬂk)

1 " 1 1 i
:EMQkazﬁ *——Qsckzz:luk(m)

2 oz
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avec wi(x) = pour k € N* et z € R\Z. Fixons r dans R\Z. Au

k2 — 2
L. 1

volsinage de +oo, up (93) N T Le théoréme de comparaison des séries

a termes positifs garantlt alors la convergence de la série 3 up{x) et par

conséquent lexistence de la limite de U, (z). On a donc

frfl—Q-f L
(‘)_:D "Tk:1k2_m2

2.a. L’expression que 'on vient d’établir prouve que f eat impaire.
b.Soitnzletz € R\Z. Ona

T 1 41 1

Un(m‘l"l = _— = E—
) kgrlm—FlJr'k J=h1 j=—Zn+1m+j

1 1

=U, (3
n 1(£)+ac+n+x+n+1 oo

Done f{x 4 1) = f(x) et 1a fouction f est 1-périodique.
c. Pourn 2 1etxé& R\%Z, on a en séparant les indice pairs et

Iimpairs,
% n 1 n—1 1
5 o -
1 n 1 -1 1
-3 Z t3 z} rH1/245
1

EU”(“’) + EU”(m 1 T

ce qui donne, en fajsant tendre n vers +o00,

flow) = 5 (1@ + 1 (24 3)).

3. Notons g la fonction définie sur R\Z par & — f(x)—7 cotan{nz).
o Montrons que g est contime sur R\Z. En tant que différence de
deux fonctions 1-périodiques, elle est 1-périodique. 11 suffit de prouver
que g est contimue sur )0, 1{. Comme cotan est continue sur ]0, 7{, cela
revient & montrer la continuité de f sur ]0,1[. Vue 'expression de f

trouvée & la question 1, nous avons & prouver la continuité sur |0, 1] de
+00
la, fonction  — ¥ kilf_ﬁ Nous allons faire un tout petit peu mieux
LA TE

on prouvant cette continatité sur | — 1, 1], ce qui nons sera utile pour la
snite.
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+o0

1. . 1
o Considérons la fonction b @ & € |=1, 1 2+ Y P aE Cette
k=1 K

série de fonctions continues converge normalement sur [~a,a], a € 0, 1],
car pour tout x € [—a, af,

2z 2
<

‘SesaSE a2

et ¥ ﬁ est une série convergente. Il s’eusuit que k est continue sur
[—a,a] pour tout ¢ < 1, et done sur | — 1, 1[. Ainsi J, et done g, est
continue sur |0, 1[, et par I-périodicité, sur R\Z.

¢ Par périodicité de g i1 suffit de la prolonger par continuité en ( pour
prouver giu’elle se prolonge en une fonction continue sur R. Pour cela, il
#'agit done de prouver que g admet une limite finic en 0. Paur z voisin
de 0, on a

COSTT 14 o(x) 1 1
Ot v == - - — = —(1 Ty = — 1).
Teotan e = T T r o) :r( +o{x}) x+o( )

Pour 2 voisin de 0, on a done

f(») — meotanme = L R(z) —
P

puisgue A est continue. Donc g se prolonge par continuité en 0, et par
1-périodicité en tout point de Z.

4. & Posons [ : ¢ € R\Z —— wcotanwz. Montrons que, comme f,
1, 7 1 [z 7 1 o - 1

pour tout x € R\E.{L, fl22) = 3 (f(L) + f (ac + E)) Soit x € [ER\§Z.

Ona '

)}-( 22) cos 27 cos?mr —sinme oW (cos P mﬁ)
2} =T =T = — —
sin 2mx 28N X COSTEL 2 \sinmwxy  COSTE
T T ,
=5 (cotan mr — tanmr) = 5 (cotan wx + cotan(mx 4 m/2))
1, . N
= () + fla 172

. . rs 1
e La fonction g qui vaut g(z) = flz) — f{z) pour ¢ € R\iz et
prolongée & R par continuité, vérific donc trivialement la méme relation
1
pour @ € R\EZ :

1 .
9(2e) = ;lg(@) + gl + 1/2)). (%)
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. . .. 1
Comme g est continue, en faisant tendre » vers &g € EZ’ T # xp, on

lrouve gue (*) est aussi vraie pour un élément de %Z. et donc pour tout
o R

o La fonctiom g est conmtinte sur le compact [0.1], done elle est
hornée et atteint ses bornes. En particuljer, il existe ¢ € [0, 1] tel que
lle)| = Jnax, lg(.r}[. Mais alors drapres (%}, on a linégalité

o(5) +9() ‘9(%)“‘9((;1)‘ ‘9(§)|+Ig(c)l

gl = < <
l./(()l 9 = S 2 9

4 done, . ¢ lter2)

oL e qui entraine |g{e/2)] 2 max g(z)[. On
2 zeip gl
en déduit done |gle/2)] = H][ESK] lg(z)] et par une récurrence immédiate.
xe 0,2

ponr tout. n € M

mnax )] = lg(c/2")| - — = 9(0) =0

pinsque g est continue en 0. Par conségnent, m{axl [g{x)| =0 et g =0
ALY

Ou déduit done que pour 22 € R\Z -

i3
flz)y= lim > = meotannz | <
n oo r+k
k=—n
Le lecteur trowvera une autre maniére d’obtenir ce developpement a

aide des séries de Fourier dans Uerercice 4.9.

Les trois exercices qui suivent conccrnent les produits infinis. Ftant
donnée une suite (an) € CY, on dira que le produit infini [ a, converge
i

forsque lo suite des produits partiels P, = [] ax converge. On note
k=0

+oo
alors H ar = lim P, Notons que lorsqu’en développe la théorie des
k:_D n— 00

produits infinis, on impose en plus @ cette limite d Cire non nulle. Avec
«olte condition supplémentaire on voit facilement que pour qu’un produif
ntfind converge il est néeessaire que le terme géndral a,, tende vers 1.
Nous n’aurons toutefois pas besoin de cetle convention dans les exercices
it sutvent.
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2.27. Produits infinis (1)

On pose, ponr 2 £ C, tel que jzf < 1,

+oc +
flxy= H(l + 25) H(l — .
k=1 k=1

Justifier que f ost définie, puis la calenler.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.
Posons, pour tout n £ MY,

T

aniz) = H( Py ) oet bnlz H(l ZH =1,

P kiz= |

Pour que z appartienne & Ucnsemble de définition de [, 11 faut et suflit
que les denx praduits tufinis comvergent. 11 est intéressant d'avoir un
critere simple pour justifier qv’on produit mfind de la forne JJ(1 4 )
converge. Pour avolr des idées, 1111dg:m>n9 que () soit une suile réelle

positive qui converge vers 1), On a o H (V) = Z (14 uy) done i
E=1 k=1

la série > In(1 + ux) convorge, le produit infini converge. La réciproquo
et vraie si le prodwat infing converge vers une valeur non nulle (e’est
pour ce genre de chose qu’il est commuode de dive gu’vu produt infing
cle limite nulle diverge). De plus comme In(Y 4w, ) ~ w,, la convergence
de It séric Y In(1 4+ w,) dquivant & celle de la série Y u, (on a pris u,
positif). Dans le cas complexe. Cost un pen plus difficile car on ne peut
pas prendre le logaritlime. On a tout de méme le lemue suivant, fort
utile en pratique, et gui va suftive pour l'exercice :

Lemme. Soif (u,) € UM, 5i lu série N it converge absolunent, alprs le
produdt [[(1 + w,) converge. S5, de plus, on a ty # —1 pour lout n € N,
+o¢
alors [T (1 + ug) wiest pus nul.
k=0

Démonstration.

'ed
e Posons. pour tout n € N, P, = [] (1 +w). Notons pour commen-

k=0
cer que pour tot 7,

"

_ \'f \ .
[P < H(l S IES Htuu\ <o 5 <5

k=0 ki=0)
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oS est la somme de lnséiie 3w, | (cela résulte de Nindgalité 142 < e%,
wilible pour tout réel ). Ainsi la suite (PR} ost bornée. Nous siwvons
quie fa suite (P,) converge wi et seulement si I série de tenme géuéral
NPy --P, ) converge. Or celle-ci est absolument convergente car pour
vl 21, o0 a

P = Pl = 10w 1i|tn] < ¢y

ol lacsérie Y |uy, | converge par hypothése. On peut done conclare que la
sk (‘Pn) CONVETge,

» Suppasons maintenant 1 4«4, nen nul pour tout # et montrons que

e
lnite de (P,,) n'est pas malle. Posons Q, = [ -
i_g L+

(roesilde puisgne les oy sont différents de —1. On peut alors éerire

, ce qui est

T

Q. =11 (1 1+“ ) H(1+v

k=n
e My = 1 + pour toul k. Come la suite (1, ),en converge vers
,l - L
0 |~ ey ] Le th(’:m'bme de comparaison des séries & termes posilifs
aous assure de la convergence de 3 Jv,, |- D’apres ce qui précide 1l §"ensuit
que Qp converge dans C. Par définition on a P,,(}, = 1 pour tout n. En
Passeint & la limite on o lim P, hm Qn = 1 el la limite de la snite
n—4oc n—-l oo
1", )20 ne peut etre nulle, ¢

[l vésulte de ce lerume que f(z) cat. hie < 11 en cffet,

e denx séries 328 of 3T —2%% 74 comvergent absohunent. De plus on a,
[REIHN |Z| < 1,
k3 .
PN ‘l‘
an(s) = [J(1 42 =

k=1

Uy cn déduit que

h=

Cnand n tend vers +20 le muinérateur el le dénominatour de cotte ex-
400

prossion tendent tous los deux vers [[ (1 — z%). Le prodnit a,(z)b,(2)
k=1

vend done vers 1. ]
Conelusion. Pour l2] < 1.} flz) =1] <

Lénoncé suivani est un bon moyen de s’exercer gu calond (EJ éhrigque !
Y
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2.28. Produits infinis (2)

Soit n € N*, g,z deux complexes tels que 0 < |g| < 1 et 2 £ 0.
On pose

T

P(zy= ]+ ')+ g% 27

k=1
1. Montrer que P{z) se met sous la forme
P(z) =co+erlz+27") + o+ en(2" +277).

2. Calculer les ¢; en fonction de n, 7 et q.
3. Litudier les ¢, et P lorsque n tend vers Uinfind.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.
1. Tl est clair gque P est une fraction rationnelle dont le seul
pole est 0, pole d'ordre n. 11 existe donc des wombres complexes
K]

Cony C_(n—1)s+ -+ Cn—1,Cn tels que P{z) = 3 ¢z Clest tout simple-
= —i1
ment la décomposition en éléments simples de P. On remarque alors
que P(z) = P(z7!), d’ol par unicité de la décomposition en ¢léments
simples los relations ¢_; = ¢; pour tout ¢ € [1,n]. Cela donne le résultat
voulu.
2. Pour calculer les coefficients ¢;, on remarque qu'il y a une relation
simple entre P(z) et P(¢*2). Eu cffet, on obticnt

n
P(qu) _ H(1+q2k+1z)(] +q2k——3271)
k=1
_P',)1+q2n+lz 1+(I_1Z_l _P( )]+q2n+l
- ("' 1+q2 ]+q27L—iz—l - - qz_l_q"n

De cette égalité qui s'éerit,

e
(gz+g™ (cwz CICRE A )) (14+¢*"*'2) (chcf(z%z*‘“)),
1 it
on déduit, en comparant lex coefficients de 2! daus les deux termes
que, pour 0 £ €< n—1,

2(4- l)q2n 2n+l

Cit1g +Cq Q—(z+1+q

et donc _
1— qz(n+1+1) C-i+1(] _qQ(f,+z+|)}

q2-£+1 _ q211+l - q2??+lu _ qun_a))

Ci = Ciq
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On caleule directemetit

2n--1 L34 {2r—1)

sz
cn=ag .. . =g =q".

Oy en déduit que, pour 0 <4 < n, on a

n

Cn H (1 _qzk)
b=mn-ti+1l

;=

n—i
G238+ (rm ) [ (] 2K)

k=1
Loosomine {24+ 1)+ {26+ 3) + -+ (2n — 1) étant égale & {n —i)(n +1)
fe'est la somme de n — @ termes conséeutifs d’une suite arithmétigne).
o obtient finalement, en remplacant ¢, par sa valeuy,

| 21

1 (1-4%)
k=n+i+1
7—i

[T (1 - g2k)
k--1

C; =

3. On fait maintenant varicr n. Modifions légercinent les notations,
v posant, pour tout 7 € N,

L= [I(1+ g 2l + g2 )
k=t

P 2 ) )
qv, H (l _ qzk)
ci(n) = ki":"“ pour 0 <1< n.
111 =¢**)
=1

Les différentcs suites qui apparaisscut lel font intervenir des produits.
D lenmime prouve dans Vexercice précedent, on déduit immédiatement.
que la suite (Pr) converge. En effet, on peut éerire. pour tout n € M,

n n
P, = H(l + q2.i;:_lz} H(] + q2k_1:_1)‘
=1 =1

Les sévies 3 g™~ 1z] et 3 |g% 17| convergent puisque |g| < 1, done
- produits sont ronvergents. Ceed montre que (P,,) converge vers

+oo

+ oo
P = H(1‘+q2k_12) H(1+q2k—7|271}.
h=1 h=1

one o = Noot i 2 2, on pent éevire
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a 27, ] 2% o 2 .
¢ I (—-4¢%) ¢ T1(1—4"")
. _ k=n+itl _ k=l
Ci (ﬂ) - i . T o4 L om—i )
Mo oy Ta- e
k=1 k=1 k=1

Le produit [[(1 — ¢®*) converge, puisque " |¢%*| converge (car |g| < 1).
De plus, sa limite n’est pas pulle car, pour tout k& € N, on a ¢** # 1. On
cn déduit que la suite (¢(n))nzs converge et que sa limite est égale a

2T
qz H (1 _ q2k) 2
L — ko=l _ q .
L . 2 7 4o
(Fa-en) o=
el k=t

La suite (Py,) vérifie, pour tout n ¢ N,

Pr =co(n) + zr': ci(m)(2 4 270).

i=1

1l est tentant de penser que

P=ly+ th‘(zt +z77).

1=1
: l?;+1 q("H)Q 241 . li+1
On a, pour tout ¢ € N, = = =Tt et done  lim =0.
I q* i—+oo

Le rayon de convergence de la série entiere Y [;2* est done infini, ce gqui
oo ‘
moutre existence de @ = ly + ¥ 4(2* + z7*). On a alors, pour tout

i=1
n e N*,

n +0oc
Pr = Q= o) ~lp+ Do (= a2+ D b ),

=1 i=n+1

Pour démontrer que P, — @ converge vers 0, il faut intervertir somma-
tion ot passage A la limite. Pour cela, il suflit gue la série définissant P,
converge uniformément par rapport & n. Montrons donc qui’on pent ma-
jorer [e;(n)| pour 0 < i < n, indépendamment de n, par le terme d’une
série convergente. Ou écrit

2 T 2k
¢ 1101 —q¢™)
k=1
Ci(n) = 41 Ty 4, 0

;}1(1 -2 [ (1 - ¢°%)

k=1
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Ti
L saite de terme général v, = ] (1 — ¢*%) convergeant vers une limite

k=0
non nulle, i existe des réels a et b, strictement positils, tcls que, pour
ot n € N, ¢ € |o,| € b On en déduit que, pour 0 < ¢ < n, on a
e {n)t < q|’ ba =2 L|q| Par passage a la limite, on obtient la méme
majoration |4 € (,|q!‘ pour I;. On peut alars éerire, powr (0 < m < n,
m ) ;
Pu=Q = eo(n) = lo|+ Z leare) = Lol {J2)* + |27) +
==
S 2CHal® (|2l + 1o ) + b5 Cla” NEERE!
i=m-4-1 i=n+
flsl
< feoln) — | + X Jes(nd - L] (|2]* +I 17*)
=
23 gl (2] + 12177 -
i=m-+1
+oo . .
Soil g 3> 0. Choisissons m tel gne 23 Clg* (M’ +12]7%) € 2. Alors,
= m+l

porr tout 1 2z m, on a

) e

P - Qf < [eofn) —fu|+Z|r(~ (= + 12

e terme de droite tend vers £ quand n tend vers 4-oc. Pour 1 assez grand,

o aura [Py — Q| € 22, oo qui montre que lim P, = Q, c¢'est-d-dire que
N—+ XS

() =T, On a done démontré que

+a + o + o0 . ]
H (] 4 q2kulz) H (] +q2k"'1271) — lO + Z {? (zz + z—'i.)’
k=1 k=1 f=s]

i ost-a-dire

+oa

I ] 400 - oo o )
O+ IO+ e D) JJO-a™) =1+ 36" (&' 477,
Lol k=1

k=1 1=1

cr (il peut encore s'écrive

H(l e IR G P O IR B NP

k=1 €D
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2.29. Développement eulérien du sinus sur C

1. Soit = € T. Monirer que

- N 2p S 2p p—1 L2
34 1z . Z
(lir#) u(lk;&) =2i: [[ |1 ————

2p k=] Ap? tan® ual
2p

o .2
2. Montrer que pour tout z € C. sinz = z [] (1 — F) :

p=1
L {Ecole polytechnique)

> Solution.

1. Considérons e polvndme P = (1+4X)%r — (1 —iX)?P. Le: coefficient
de X? est nul et celui de X277 égal &4 4p(—1)*~Ti. Done P est de degré
2p — 1. Cherchons scs racines. Pour z complexce distinet de —i (qui n’est
pas racine de P). on a

. 9 Tiz\?
P(z):0<::>(1+iz)"‘p—(1»iz)p:(H:::r( ) =0

1z
I + 4z 2ikr
= dk < [0,2p — 1. 1 + i; =wp, oUWy = ¢ o

= Ik e [0,2p - 1], (1 4+142) = wi(1 —42)
== dke [0,2p — 1], 1 —wp = —i{l + wy)z

I —w
e dkcf0,2p—1], wn #~letz=1 k

|+ wp
ke
= Jk & [[U,)p — ]“\{7]}‘ z = tan Tp—

0

. - R 1l —e
aprés simplification de 4 Ty
. [+

cn tan g . On oblient ainsi 2p — 1 racines
denrx 4 deux distinetes. A un scalaire multiplicatif pres. P est done égal
- - A . .
ax 1 (\ — tan —T) Pour k décrivant [1,p — 1],
15kSIp—1 2,
k#p

((Ep—k}vr) ( k:'r) (kw)
tan | ———— ) =tan |7 — — j = —tan | —
2p 2p 29

et 2p—k décrit [p+1, 2p—1]. En associant les facternrs ’indices k ot 2p-—k,

=1 . ok
ou en dédult qu'a un scalaive prés, P oest égal A X [] (X“ — tan? 2—”)
k=1 r
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I'n divisant chacque facteur par — tan? 51) qui est bicn distinet de 0, on

on déduit Texistence d'un scalaire A € T* tel que

r—1 X2
P=XX][]|1- ——
k=1 tan” 5

l.a valeur de A est obtenue en regardant le coeflicient de X dans P. On
tronve A = 4ip. Alnsi,

-l X‘Z
F = 4ipX H 1— T
h—1 tan
'
ol cn évaluant P en QL , on arrive a la relation voulue
¥4
2p 2p p—1 2
iz iz k]
(1+ ) —(1_2_) =2z [[ |1~
P E=1 dp? tan?

2. Svit z un nombre coinplexe, L'idée est bien eutondu de faire tendre

. 2p
o R . iz .
povers Pinfini dans Pégalité ci-dessus. Comme Hm (1 4 = ¢'*
p—=tre 2p

o 2p
iz . _
1 lim (1 — m) = ¢ " {vorr l'exercice 2.25), le terme de ganche de
p—te 2p
colto égalité tend vers 2isinz, Il reste & regarder le comportement du
produit,
2
Posons, pour 1 < k < p.oup(p) = —7k— et uep(p) = O pour

7

4p? tan® 25
F

iz p, Notons alors

+ox p=1 .2
Fip) = [T —wp =[] |1 - —"—%+
kol k=1 4p2 tan® ==

l: produit qui nous intéresse. Si k est fix¢, le terme wx(p) tend vers
2
iy, = lotsque p tend vers linfini, J1 est assez naturcl d’imaginer
4+

qnue lim F(p) = H (1 —1up) el c'est ce que nous allons prouver. 1 g’agit
p— Foo :

Ak4ar?

k=1
d'nn probléme d’interversion de limites.
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On va utiliser la forme trigonométrigne de T — g (p) pour se ramener
aux théoremes sur les séries de fonctions que nous connaissons. Comrme
2

pour & € ](}, % [, tanz > x, on a |ux(p)| < i:'? pour tout k et p dans
N*. Il existe donc un rang N > 1 tel que pour tout £ = N et tout p,

luk(p)| < % A partir de ce rang, on peut choisir un argument @z (p) de

1 — ug{p) compris entre —g et % ‘

On peut alors écrire pour k 2 N,

1 —up{p) = exp(In[1 — ue(p)| +igx(p)) avec — 5 <nlp) €

w0 R
oI 7

+ o0
On va maintenant montrer que la série > {(In|l — uk(p)| + iwx(p))
k=

converge normalement en p ce qui permettra de passer & la limite.
e On va d'abord majorer le terme |In |1 — ug(p)|| indépendamment
de p. Pour fu| < 1 on a par croissance du logarithme

In(t — |ul} < In |1 —u) < In(1 4 |u).

(1 - |u|) In(1 + ful)
e [

0, on en déduit 'existence d’un réel a > 0 tel que |In |1 — u|| < 2lu| pour

]

an-Z

Cormme et tendent vers 1 lorsque |u| tend vers

|u| € a. Quitte & changer N, on peut supposer que
k 2 N. On a alors pour tout p 2 1,
p b

< « pour tout

n |1 — ue{p)ll < 2luk{p)l.

e Occupons nous maintenant du terme p{p). On constate que
sin |p(p)| < |uk(p)] (Cest clair sur la figure ci-dessus). Comme sinz >

iy
;mpourogxé 5,ona

lor(p)| < 5 luno)]
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[44]

Ainsi, en posant C =2 + g on a pour tout p,

Claf?

kg2’

(1 — ug(p)| + tor(p)| < Clug(p)] <

+
ce qui garantit la convergence normale de 3 (lnil — ur(p) + ior(p).
k=

Cotnme la fonction argument 2 € CY ]Ri — argz € |—m, @] est
continue, la limite de In|l — ur{p}| + ipr(p} lorsque p tend vers l’inﬁni
n'est autre que In|l — wy| + farg(l — w). Comme on peut passer 4 la
limite dans la série, on a

+oc +oc
Z (In]1 = urlp)| + dpxlp)) r—— 3 In|l - ugl +iarg(l — ug).
k=N P k=N

La fouction exponentielle étant continue, exp (ln|l — w.(p){ + ipr(p))

fend vers exp ( 3oIn|l —ug| + rarg(l —ug) | et toujours par conti-
k=N
mité de Pexponentielle,

+00 Pl
exp (Z In|l — wug| +darg(l —uk)) = H (1 — ug).

k=N k=N
Ou en déduit done que la limite de F(p) lorsque p tend vers Uinfini n’est
+oo

antre [ (1 —ug). Nous venons de prouver que
k=1

il = |- (-
potee, 4p? tan? };—; k=1 ke

Iin passant 4 la limite dans la relation établie 4 la question précédente,
ou obtient la décomposition en facteur de sin z

sin: = ];[ ( kzﬂ'g)

Dans cette derniére partie. on s’intéresse qux conditions suffisantes
qui permetlent d'assurer la convergence uniforme dune suite de fone-
tioms, Beaucoup de résultats sont le fruit de recherches des écoles alle-
nrande ef flelienne 4 o fin du X1x° siéele. Dind est a Uorigene des résuliats
surpgnls qud Sont frés souvent posés aux oreud des concours.
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2.30. Théoréme de Dini

Soit @ < b dans R, f, : [o,B] — R une suile de fonctions
contimies ¢qui converge simplement vers nne fonclion continue f.

1. Théoréme de Ding : on suppose que la suite ( fp )y en o5t crois-
sante, i.e. fr € fna1. Démontrer gue la convergence est uniforme.

2. On suppose que chaque fonction f,, est cromssante. Montrer
que la convergence est uniforme.

3. On consideére la suite de fonctions (P, )nze de [0,1] dans R

e 1
définie par pg = 0 et pnyq{z) = palr) + —2—(3: — p2(z)) pour Lout n

et tout 2. Moutrer que la suite (p, ], >0 converge nniformément sur
0.1,
{(Ecole polytechnique, école normale supérieure)

> Solution.

1. Nons proposouns deux rédactions pour cette question.

e La premiere repose sur la propriété selon laquelle Pintersection
d’'une suite décroissante de compacts non vides n’est pas vide @ posons
pour n 2 {l, gn = f — fn = 0. Alors (gn) est unc suite décroissante
de fonctions coutimies qui converge siimplement vers la fonetion nnlle.
Notons c, = g |las. 1 $’agit de prouver que cette suite converge vers (.
Comme a,, = sup ga(x), lasuite (o) est décroissante et positive. Elle

r€[a,b|
converge done vers un réel o 22 0. Ralsonnons par 'absurde et supposons
v > 0. Considérons pour n 2 0 les parties

oY
K, = {37 = [a« b].gn(-'f»') = 5} .
Chaque partie I, est non vide, bornée car contenue dans [a, b], et en tant
quimage réciproque du fermé {a/2, +o0o par la fonction continue g,,. I,
est fermée dans [, b] done dans R. Comme gy,.01 £ g on 2 Kpyy © K,
Tl g’ensuit. par le théoréme des compacts emboités, que ﬂ K, est non

2l
vide. Il existe donc ¢ appartenant a tout K,, et par conséquent tel que
a . i .

gale) = 5 pour tout n, ce qui contredit la convergence simple vers (.

e La seconde rédaction fait appel & la propriété de Borcl-Lebesgue.
Soit € > 0. Les parties

£, = {T = [G,b}f(l) —&< fn(ﬂ:)}

conslituent me suite croissante d'ouverts de [, 8] @ en effer, €2, est
Uimage réciproque de Pouvert | — oo, £] par la fonction continne f — f,,
c’est donc un ouvert. Comme f, < fni1, £, est inclus dans €.,
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Comme la suite {f,,) converge simplement vers f, la réunion des Q,, fait
o2, b tout entier. Comme [a, 3] est compact, en vertu de la propriété de
Borel-Lebesgue, il existe ng € N tel que 2, = {e, 0], Dans cex conditjons,
siz et n e fabl,onw fla) — fule) <e ot

J®) —e < fa, (@) € folx) < fla).

Alns [[f — Fu|| € € et la convergence est done uniforme sur [a, b].

Ce résultat fondamental constitue le théoréme de Dind, Le résultat
de la question suivante cst sowvent qualifié de second théoréme de Dind,
voire méme de < foun Ding ».

2. Sur un ensemble fini, la convergence simple équivant a la conver-
senee uniforme. On va done se ramener & une subdivision (tinie) de [a, 5]
el contrdler V'éeart: entre f ot f, sur le reste du segment grace & Uhs-
pothése de monotonie,

Soit £ > 0. La fonction f est continue sur le compact |a, 6], Dapres le
théoreme de Heine, clle est maiformérent continne. Considérons n > 0
nn module d'uniforme continuité de f pour € et une subdivision S =
(@ =ag < a < <y <a, =b)de [a,b] de pas inférienr & 1.
Il existe ng € N tel que pour tout enticr n = ng et tout i € [0, n],
|7 () — falasg)] < e Soit n 2 ng et @ € [a,b]. Supposons a; < & < a; 4y
avec 07 Sn— 1 Onalf(z) — fle;)] € e ot on pend alors derire

[fla) = @)l < [FQ) = fladl + 1 f(a) = Fale)l + [falas) — fala)]

Cere i (fola) — falas)
< 26 4 fuluipr) — fula,) (car f, cst croissante)
< 26 4 [ frlaigr) = Mo )] + [floga) — flag)]
+ [flai) -~ Fulag}l
< 5e.

Lo canvergenee est done unifornee,
3. Cette question offre une application du {premier) theéortine de
Dind, Soit & € [0,1] fixé, La suite py, () est Ja suite révurrente associde

Ly fonction gy < 40— £4 5(4 — %) avec la condition initiale pp(z) = 0. Les

points fixes de g, sont —/1 et /7. 11 est facile de woir que Vintervalle
[0, /] cst stable par g, et que celle-ci y est croissante avec g, (1) = ¢
powr tout t € [0, /z]. On en déduit que la suite (p,,(2)), >0 est crotssante
ol converge vers (/z. La fonction racine carrée étant, continue sur [0, 1]
ou peut applique le résultat de la question 1 ot dire que la convergence
SJefasuite (p,) est uniforme. <

On potera que dans les dewe résullats de Dini UVhypolhése de conti-
it de [ est fondamentalr. Le lecteur trouvera sans mal des exemples
ol la convergenee n'est pas uniforme si on dte celle hypothése,
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Dans Derercice suivand, on wtilise le théoréme de Dint powr 8 assurer
de la continuité d'une limite simple.

2.31, Un théoréme de point fixe

Soit H : [0.1]? +— R, continue telle que, pour tout = € [0, 1],
H{x, %) = 0. Pour toute application ¢ : [0, 1} — R bornéc, on posc

wie D], (Te)iy = inf (wls) + T, 8)).

se[0n1)

1. Moutrer que Ty est continue. Ou définit. done ainsl une ap-
plication T de C(]0, 1], R} «lans hn-meme.

2, Caractériser les points fixes de T (vue comme application de
C([0.1]. B) dans lui-méme).

3. Montrer que T ost contInne de CH, 1]0R) dans lui-inéine pony
la norme infinie.

4. Soit ¢ € C([0.1].R). Moutror gne la suite (T™@), 0 converge
uniformdément vers un point fixe de T.

(Ecele polytechnique)

o> Selution.

1. D'aprés le théorome de Heine, la fonetion 11 est unilormement
coutinue sur le compact [0, 1]% Munissons R? de la norme définic par
(ol = max(|2].Jy). Pour tout & > 0, i) existe donc 5 > 0 tel que
Tt ) —HE L &) € et (s ) — (87,1 H 1. St et ¢ sont (h aux Cléments
de [0, 1] tels que |¢ — 1] < 1. on a ponr Luut s < [001], Y-8, <
ot done [Tt s) — H({". 8)| < 2. On cn déduit que, powr tout s € [0, 1],
011

To(8) < p(s) +H{L s) < p(s) + H(L, 5) + <
Cela étant vrai pour tout s € [0.1]. on a
Te(t) < Tu(t)) + ¢

En échangeant leg roles de t et £ on obtient de meme Ty, (7)) < Tp(f) 4
ot finalement

Ty - Tt <e
Ceet démontre la continuité de T,

2. Oun cherche les fonctions ¢ de C([0, 1), R} telles que Tu(f) = ()
pour tout £ & [0, 1], Notons ddja que

T (4 = () + H{L 1) = w(f)
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Pour avoir Pudgalit® inverse, il fant ¢(8) < 2{s) + H{s, t) pane tont
e [0.1]. Finalemeus, » est un point xe de Tsl ponrtout (s, 1) € [0, 17,
oA

@t} < @(s) + H(t, ).
3. Souit @ et ¢ daus C0 1L B). On a. pour tont (s.4) € [0.1]?

T, (1) < ¢le) + Hit.s)
< ls) — () + v(s) + H{t. )
<

o 3lloo + (s) + Hit, )
On en dédnit en prenant la barne infévienre do sccond membre. que

T S Telt) + Iy — vl Los fouctions ¢ o & jonant le mémwe role.
cn obtient pareillement Tp(f) s To(8) + [l@ ct done

()~ T < L - Pl

Crela étant vral pour tout ¢ & [0, 1], on »

e = Toll, € e — ol

I 'application T est continue poitr In norme infipje. prsdque lipschitzienne
il rapport 1.

4. Nous avons démontre dans 1a question 2 gue, ponr o = C(J0C 1] R)
el e [0, 1], on a T,o0) <), Ou en déduit que, pour tont n e M on a
Il j'_*“( ) < TA(E). La suite ('T(F))nen st done décroissante, pour taut
e Mot rote g elle ost hovnda,

Llimage de la fonction mulle par 'I' ¢tant la fonetion nulle, 11 yrésnlte
de Ta question 3 que Pon a, pour € C([0L 1], R), ITofl, < l9]la. Onen
Soduit que Ta suite (H I:H”\c) décroit. En partienlier, Hrfﬂx o [ D
porr tout n & N oof done por tout £ & [0 1] \T:’,fi]] % |l@loc - Pontr
taut £ & [0, 1], Lo suite (T}, 0w 03t borude: olle est dane convergente
puisadt elle est décroisnante, Lo suite L‘;) converge done siinplement sor
Unzlervalle [0, 1], Notons £ sa hunite, Cette fonction est bien conlimee sur
[0, 1] © en effet, prenons £ > 0, Dans la premiGre question, on a pronvé
Fexistence de n > 0 tel que pour tonl £ & {I. L avec |t — | <7y et

rente application & bornde sur [0, 1], 11, 1‘) —Tuit')] € e T particolicr,
w|f =] <y ponr tout w2 00T — 174 i )f < 2. Fn faigant tendre
rovers Pinfind, ol vient [f(8) — F(#) < = La fowction £ esl hien dans
e D), Ry

Montrons que f est un point ixe de T. On a. par définition de T,
[ror (Sf) © [U, 1]2,

T (2)(#) = T(T" )ty < T Nadis) + Hit, ).
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Fn lajsant tendre n vers 40, on ebtient, pour lout (s,¢) € [0,1]?,
)< f(s) + H{ts).

Or nous avons vu dans la question 2 que c'est la condition pour que f
soit un point fixe de T. L’application f est done un peint fixe de T. En
particnlier, il résulte de la premitre question que f = T(f) est continue
sur [0,1]. 1 reste a démentrer que ln convergence est uniforme. Cela
résulte du théoréme de Dini (voir exercice précédent) appliquée a la
suite (—T7{;p)) sur le segment [0, 1], <

2.32. Suite de fonctions lipschitziennes sur un compact

1. Soit [a, 6] un segment de B ot (f;)n 0 wue suite de fonctions
e-lipsehitziennes de [a,b] dans B g1 converge simplejnent vors une
fonction f. Montrer que la convergence cst uniforme sur [a, 0]

2. Plus généralement soit K nn compact d'un espuace vectoriel
norié et { fr, Jnpa une suite de fonctions e-lipschitziennes de K dans
I emi converge simplement vers f : K — R. Mountrer gque la conver-
gence est unilorme sur k.

(Ecole normale supérieure)

> Solution,

1. L’idée est de se ramener 4 un ensemble fini de points, lc caractere
c-lipschitzien de toutes les fonctions f, permettant de contrdler ce qui
so passe ailleurs. Plus précisdment. soit £ > 0 fixé et une subdivision

. e . £
S=(tyg=0<x <- <, =>0)dnscgment [o,b] de pas inféricur & —.
3¢
Pulsaque la suite { fr ) zo converge siimplement vers f, on peat tronver un
rang N tel que pour tout n > Net tont & e J0.pl, | fulze) = flzg)l < é
Soit © € |e, b] un peint quelconque ot i tel que & € [2;, Tisa]. Pour tout
n = Nona

Lfolry = flat] = [ fulot — falad] 4 (falas) — fledl + () = £Le))
3

= £

Lo

T+ 5 ol T

/AN
| ™

+ 5+

Gzl
Lol

3
car 1a fonction J cst clairsment anssi c-lipschitzicune. On a donc la ma-
joration ||fu — fllee < € pour tout » 2 N ce qui prouve le résultat.

2. L’idée st exacternent la méme @ la précompacité de K permet de
trouver un nowbre fini ro.. .., %, e peoints de K tels que Ies boules ou-

[ “ .
vertes B (:;-:2-. 3—) recouvrent K. Cela se montre facilement par absurde
C
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{voir Je tome analyse 3 pour de nombreux compléments sur la notion de
précotnpacité). Soit £ > 0. On choisit N tel que pour tont = > N ot tout

e JOopls [ falek) — flend = é ¢t la fin de ka prenve ext absolument
ilentigoe a celle de la question 1, <

Cle résultat est ntilisé dans la solubion de Uexercice suivant.

2.33. Convergence uniforme de suites de fonctions convexes

Soit (fu)yen tme suite de fouctions convexes sur le scgrment [a, b
qui converge simplement vers f. Moulrer que la convergence est
uniforime sur tout compact de Ja, bl

{Ecole polytechnique)

i~ Solation.

Lidée est drutiliser la convexité pour controler les variations de f
entre dcu\{ pomnts, afin de pazser de la convergence en un nowbye fin
de points & 1une convergence nniforme sur tout un segruent [, 3] Cla. b,
Plus précisément, nous allons éerive Uinégalité des pentes croissantes
ponr une fonction convexe g sur [a, b, ot tont & < y < z dans [a, 0. on
i dome

g9le) —aly) . alz) —ulz) 9l —9(z)

m-y . x—= y— =

Vixons o < F dans Ja.0[. Pour tout n € N. et tout » < y dans |a, F]. oo
n adors

fu(_ﬂ) = fala) - fo (e ) fn W) Jrn( ) Jal *))

o — 0 - T~y s bh—

0 e o = VB b

L‘{“l - j}.(u)_ ot Fult) - Ful)
' ' tw— cy b=
VOr's m——) - f(i et b)

h — & b — ?

los quuantités convergent. respectivewent

. Elles sont en particulier borndces. 1)
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existe dane M réel stricteinent positif tel que

o .;rn(“) 7_‘__fn,(”] - fn(r) - .}rnU}j ) )lu(b) I'n j)

-~ a ) r-y = ]

< M,

Par conséeuent, toutes les fonetions f, sont N-lipschitzicunes sur o, 3.
Ou se reportera alors a Pexercice préciédent ponr en dédnire la conver-
gence uniforme des f, vars [ sur [a. 9], <

Les Lrois erercices survants sand difficifes el ndecssilen! la mise cn
anpre di procedc dlemtraction diogonale di g Cantor,

2.34. Théoréme d’Ascoli

Sott (f,) une suite d’applcations contintes de R dans B of A
e pariie de R,
1. On suppose que,

Vee A, M, R, VneN, If.(0)] <M,

Montrer quiil existe une sudte extralte de [f,)) qii converge stiple-
ot st A lorsque A est find ou dénombrable,

2. On ajoute U'hypothese survante @ pour toul ¢ > (4, of tont
o e B oxiste = O tel que

YnelN, WweR, |r—y < >‘fn( )7 )E(UJ\F\{:S

{on panle déquicontinuite de la sidte (fi)).
Montrer qit'il existe e suile extraite de () qui converge sim-
plement sur R ot gque la convergence est yniforme sur tont compact.
3. Réciproquement., si la suite {(f5,) converge nniformément. sur
tont compact, bontrer qu'clle est niformément lornde sur tout
compact of eqnicontinue.

(Ecole normale supérieure)

L= Solution.

1. Supposons A fini, A = {ar. o2, .., a,}. La soite (fu(a))) cst
Borude par hypothese. IVapres le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on
peut en extraire noce sons-suile convergente, Soit done ) nie extraction
telle g la sous-snite (f.,¢,,(@1)) s0it convergente, vers uw réel . La
suite {fo, (3 (@2)) st hornee ot on peut choisir une extraction ¢z de telle
wapiere gue la suite (o, (@2)) converge, vers un réel €. On réitére
ce provedd pour congtruire par récimrence des exteactions 2, (elles que
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J T (en) = G e B

O pose (1) =0 0o op(n). Pour 1< @< p, lasuite (e, {a))) ost
ane siite extraite de (f0 6, (a,)) ani converge done vers 4. La suite
(o ,,)) converge simplement sue AL

o Lotsque A = {iy ), o5t infind dénombrable. on déhnit comme
precedemment les extractions ¢, ¢t ou pose i) = © o vy (n).
Alors, pour tout p 2 1, la suite ( for(@p)ins, st e suite extraite de
H o oopptan (00 b 2ps quil converge vers £, Py effel.n — 1 < n 2 2(n).
e

okl © Sy (” - 1) < TS B T Lp’}n(”j

fem(ay,) = Ferom et o epiny (p) canverge vers £, La suite
[ fagmy ) converge simplement sur A.

Cette construction J'nune sous-suile convergente, exlraite dwne fo-
mille dénombrable de swites, povte le nom de pracdde diagonael de Cantor.
Qe frovmera une gpplication dons Desorciee suivant.

2. Prenons A = @ D'apres la question précedente, il existe ane
extraction ¢ telle que la snite (f4.,)) converge simplement. Notons pour
w2 00 gy = gy Lacsnile (g,,) est équicontiune ot converge singplement
ar 3

¢ Soil g > Oel r & RO exisle g > 0 tel que 51 |y — \ = i
alors g () — gu (y) < £ pour tont @ & [ Montrons gue la suite (g, (4))
copveree A aide dll eritere de Conehyv, Soit ¢ 1m rationnel avee | —q| < .
Mors poar n ot '’ enticrs naturels,

"he(')]“) - .(]n’(a’)‘ % r,"}'n.(,r) - 91;(’1” + ’grﬂ-((j) - gﬂ((l')‘ -+ lg’i'(q) - .'i'f‘(;x)f
2 2: 4 gn{a) — g il

O Ia suite (g.ly)) dtant convergente, ello ost de Cauchy : il existe ng
cuticr naturel tel gque sin = ng et @' 2 ng, g, (4)- gn (¢} € 32, Dans ces
conditfons. Laosuite ({g, () est de Canchy, done elle convarge puisgque B
et comuplet.

Adnsi, la suite (g ),ew converge sitplement sur B

o Montrons que la convergence ozt anilorme sur cout compant. de R
soit Koun compaer de B, Prenons 2 = 0. 11 existe alors pour tout « € R,
un véel stricternent positif g, Lol que

e MVy e B e =yl o = [gn{e] = guli)] € =

Fipassant a la Junire dans [a derniére indgalité. on a pour | — u| = 1y,
ailol g(] = e Les onverts Joe— 1 . 247, [ reconveent e compact K. Par
I theéordme de Borel-Leboesgue. on pent en extraire un sons-recouvieient

2 il existe &y, ... cap tel oo
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P
ke Ullrem mors 4o
4 ]

[ extiste v rang my tol 856 22 7ig. o0 s powr chagpe 4,
lgn () — yle)| 7 2.

S e Kooou pent tronver @ tel que x € Juy = 1, ., + 12, [ ST o0 2 no,
o1 A

< gn ) — g (2] 1 Jaalzs) = gla)] + |gla) — gl

2 e

[ {1} — gl)

I ¥ a done convergence 1ilorme e Ta suite (g, ),0n sur K.
3. Supposons que (g converpe noiformdiment sy tont comnpact,
vers . La fomtion [ ost alors continue. Soit K un compact.,
o Por g © B -+ R contioue, posons ||gllse — sup ig(x)]. Par hy-
K

TR

pothese, la snite (|, — flle) converge vers 0, elle est done hornée par
M. SixeKetne N oua

ek < [ @)+ [fal) -~ ] < [ fllse + ML

Done To saite (f,0, on est iniformément, barnde sor K.

o Hoit w € W et = > 0 1 existe 1y = 0 tel gue ponr {r — gl <,
[f(e) — Fogdi <0 20 Powre tout o MLl existe > 0 que Ton pent,
prendre infériear en dgal & 1 tel que

Voe R oyl <n — [f(0) = L] € e

Iy a convargence unforme de la suite {fu)nen sur (@ -y, +n). Prenons
ng € N tel que poar tour 1 2 ng,

Yy & o —wad ol [0 - flul] < e
Stom pose ' = min{g. o, 91, . fes ) GO0 A PO 0 2 gip, ok toat g réel

teb que [0 =y < o'

Uol@) = Lall < [fule) = flal + LGy = FOL =+ 1 () — ]

= Mo

= 3e

St < ng. on a porr y réel tel que jo— y| <0, [f () — fuly)] € < < 36
La suite (fy )y ot done équicontinne, -

Ce théaréine permel de caractériser fos partics compactes dans V'os-
pace des fonctions coninues muni de la norme de lo ronvergeonee -
Jorme’ : powr quiune poriic Hode Clla, b F) wani de o norme || ||
sott compacte, 1L foul el suffit gicelle sod fermée bornde ef Cqunontinue.

1. Voir par esemple soiwag) 2 II\,-.:), Angfysc huberticrne, Hormane, 1OTY. 1L 129
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Loerereice swivant traite dun cos porticulior du théordme d'Ascolt,
noeffet. une suile de Jonetions N-lipschilziennes, constitue clairemeont
wne famille fquiconiie.

2.35. Un cas particulier du théoréme d’Ascoli

Svit M 2 0 et (fn)nze tue suite de fonctions de elasse €' sur
[0.1] vérifant | £, (2} + [ fL(x)] € M pour tout = € [0.1]. Montrer
gl existe une suite extraite de (), )nzo qui converge nniformément.

(Ecole normale supérieure)

Solution.

On va dans nn premicr temps construire une sons-suite de (fn)nen
qui converge simplement sur les rationnels do [0, 1], Pour cela, on ap-
plique le procédé diagenal de Cantor @ notons (rp)pen los léments de
N[0, 1], Par hypothiose la suite ( fr(ro)) o est hornée. Ou peut done en
cstraire une sous-suite convergente (fo (7o) nzo. De la suite bomée
(L potnr (71 nzo on peuat dgaletnent extraire une sous-suile convergente
U pomg 0 (1) ) uzo. Bien entendu o suite (fop o0, (m){r0)inzo converge
tgjours. Qo itére o procadé. On canstruit done vue siite (20 de
lonctions strictemnent croissantes de N dans N telle gue ponr tout entier
poel tout ke [0, p], la suite

fﬂPU”v‘L"""ﬂn (n) (:r.]‘;)

converge. Si ol pose g, = foiop oo (n)> Ol A Ue sulic extraite do
{honen telle que pour tout &, la suite (g.(re)) converge (on pourra so
reporter @& la premidre quostion de Uexorcice précédent ponr los détails).

Nouz allons prouver que la suite (g5,),en répond au probléme. Tout
dabord, en montrant gu'elle converge simplement sur [0, U], puls de
wautere uniforme. Los foetions g, sont de classe €' el on particulier,
clles sont, M-lipschitgiennes, Prenons o € [0, 1] ot vérifions que (g,.{2)),.en
il uhe suite réelle de Canchy, Soit & > (b On choisit g € [0, 1] rationnel
el que | —¢] < 2. Pour tout v € N, ou a

Uﬂ(m) = iin (G')\ -+ ‘.(}'n(':l') - ﬂ’np(ﬂ')‘ + |,(]m ((IJ - .()m(-r)l

L‘]n(-’”) - g‘:n(:";) =

\<-. 2Me + ‘,(]‘q(q) — G (Q’)|

Camtne (¢ {g)) pen converge, 1 oxiste ng € N tel que st w2 g,
Vi, () = 9o 3] €0 20 Dans cos conelitions, s1 p, = np,on a la majoration
f, () = g )] < (2M A+ e 0 la suite (gn(0))nen o8t bien de Caucliy.
oL R étant cotaplet, la suite (4, )04 converge simplenient sur [0, 1] vers
e lometion gue nous noterons ¢,
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Le fait que la convergence est uniforme est classique et découle de ce
que les fouctions gn sont toutes M-lipschitziennes. Le lecteur trouvera

cela dans la guestion 1 de Pexercice 2.32 qui avait été posée comme
premidre question lors de I'oral. <

Voici un autre situation ot apparait le procédé diagonal de Cantor.

2.36. Théoréme de sélection de Helly

1. Soit E © R dénombrable et {f,) une suite de fonctions de E
dans R telle que pour tout » et tout z de E, [f,{t)] < 1. Montrer
qu'il existe uue sous-suite de (f,) qui converge simplement vers une
fonection f: E — R.

2. Soit (f) une suite de fonetions croissantes de R dans {1, 1].
Montrer qu’il existe une sous-suite de ( f,) qui converge simplement
vers une fonction f: R — {—1,1].

(Ecole normale supéricure)

> Solution.

1. On applique le procédé diagonal de Cantor comme dans 'exercice
précédent avec (rp)pen la suite des éléments de E pour construire une
sous-suite de (f,) simplement convergente.

2. Utilisons le résultat de la question précédente en prenant pour
E l'ensemble des nownbres rationnels. On peut supposer que notre suite
{fu) converge simplernent sur Q@ vers une fonction f : @ — R. Cette
fonction est croissante sur €. Soit x un nombre réel. Supposons que f
admette la méme limite £ & gauche et & droite en x. Soit € > 0. 1] existe
done 7 > 0 tel que pour ¢ € [x —n, x4+ 5] (¢ rationnel), |f(¢) —¢| <z On
choisit deux rationnels a et & tels que o € [z —n.z] ot § € [z,x + 7]
Ou a pour tout entier n. f.(a) € frlz) € fo{f). Pour n assez grand,
Fu(B3) € f(B) + ¢ et fofla) = fla) — <. Il en résulte que pour n assez
grand,

b—2s g flo)—e< fle) S (N +e < €42,

Ainsi, la suite {f (£))nz0 converge vers £,
L’ensemble D des points z tels que linf < lilll f ext au plus
T &

dénombrable : en effet, pour chaque z € D, on peut choisir un rationnel
P q
gz compris entre lim f et lirp f. Lapplication & € D — g, est clairement
r- &x

injective puisque f est croissante. 1] s’ensuit donc que D est dénotbrable,
On peut donc, par une nouvelle application de la question 1 extraire de
la suite (f,) une sous-suite qui converge simplement sur D, Bien eutendu
cette sous-sujte converge encore sur R\ D. <
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Dans Dexercice swivant on montre que pour une suite de fonctiony
prises dans un sous-espace de dimension finie de C°([0,1], R) la conver-
gence simple impligue cultomaliquemend la convergence uniforme.

2.37. Suite de fonctions d'un sous-espace de dimension finie
de C°([0, 1)

1. Soit d € N* et (Pnlnzo une suite de Rg[X]. Montrer que
{P)nze converge uniformément sur [0, 1} si et seulement si (Pp)no
converge simplement sur [0, 1].

2. Soit V un sous-espace de dimension finie de C°([0,1],B) et
{ fn)nzo une suite de V qui converge simplement sur [0, 1]. Montrer
que la convergence est uniforme sur [0, 1].

(Ecole normale supérieure)

I> Solution,

1. On sait qu'un polyndéme de Ry[X] est déterminé de maniére unique
par ses valeurs en d + 1 points. Soit xg. x1, .. .. &g des éléments distincts
de [0,1]. En notant, pour 0 < ¢ € d, le i~ieme polyndme interpolateur en

JTx - o) )
A onobtient P, = 3 P (m)L,.
H(fm — k) i=D

ki

sSupposons que (Pr)azo converge simplemnent vers une fonction f. Pour
tout & € {0, 1], on a

ves points. défini par L; =

d

d
Sy = lim Polw) =3, lim Po(@)lie) = X fle)x).

n—+oc =0 b

On en déduit que, pour tout = € [0.1],

d

d
Pa(z) — )] < 3 [Pa(we) = fla)] [Lala)| € 3 1Palas) = f(20)] il
i=0

1=0

ot done

d
1P = 7l < Y (Pals) = flad)] [ Lailloc

i=0

Adnsi ([P, — fil) couverge vers 0 et la suite (Pplnzo converge uni-
formément vers f. La réciproque est évidemment triviale,

2. Oun s’inspire de la question précddente et on va montrer qu’un
élément de V est déterminé par ses valeurs en un nombre fini de points,
Notons p la dimension de V et soit (g1, 82.. . .,gp) une bage de V. Clest
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nn résultat classique quil existe une suile (z, @, ... 12p) de points de
[0, 1] telle que det(g, () <4 50a # O (le loctenr en trouvera aie preuwve
dans Vexerciee 1,16 Jdu tome algibre 2 o1 e onire dans Yexoreice 6,28
du tomce algébye 1),
Exprimong chaque fonction f), daus 1o bage de V. Pour wont n € N,
P
ilexiste (01,000, Gog) tel que f, — Y an,g. En éerivant cette
=]
égalité aux points 1. on ohtient
.
v e ([la[’uv .lrn(,-!';[) — S_ ‘h\,*SI‘J(J:J)
=1
aque Pon considere comme iy systome linéaire do p équations dont les
inconmies sonb dy - 0a.2, - . - 4,4 Le déterminant det{g;(2;))1 020 du
systeme n'est pas i, done il posstde nne solution unique. donnée par les
formules de Cramer. En notant Cq, Ce, ..., C, ks culonnes de L matrice

Fn ()

(e ) i g on of X Ie veelonr-colonne . on obtieat, pour

fru(p)
toul 1 <i < p,

d( t( (Jz—l-;)\h\C%kls ' (‘p)
dPL(ql(r Mi<ijgn

a LIy -

A i fixé, la suile (a4, ;) appatait comme nne combitaizon lindaire des
sultes (faie,)) (1 <4 f & p). Chiacune de ces suites est convergenle, car
{f“) converge simplanent, denc la suite {o,,;} converge. On note a, sa
limite. De Pégalité.

of
v [0l fuind = }:u,,:i;};(r),

=1
on tire par passage A la limite,

i)

Vi £ 0,1], flr) = Zu,zy,;(:zr).

=1

On en déduit, pow tout z € [0 1],

d d
‘f!z(m) - .)L(’)r g Z ‘an,‘.& - az‘”g?(:r)‘ g Z iaﬂu’i - a‘il H.Q'EHN

i=1 i

b done

d
I£a02) = S ]loe € D lana — aililg: oo

w=1
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Cela montre que (|| £, (2) — flx} |l ) tend vers 0 ¢t done que la suite (f,)
converge uniformidinens vers fosar [0,1], 4

On o montr¢ de plus que lo lonite | oappartient o B,[X] dans
Lo opremier cus et ¢ V odans e second. (e w'est pas élonnant puis-
qulun sous-cspace de ditnension finie dun espace wectoriel novmé, ici

W0 R). [ o), est fermé.

Le dernier poercios du chapilve vsi plus ancedotique gue les précddents
mais pos facile pour aulani,

2.38, Critére dc convergence uniforme

Soit f, 1 [0,1] — R unc siite de fouetions telle que pour toutoe
suite convergente (o dncy de 1001 Jasuite (f, (2, ) en converge,
L. Montrer que la suite (f,,} converge simplement sur [0, 1] vers
une fonelion f.
2. Prouver la cantiimite de f.
| 3. En dédiire que la convergence de (f,} vers [ ost uiglonne,
‘ ( Erole polytechnique)

I Solution.

1. Seit @ € [0, 1], En applignant Phypothése avee Ta suite constante
epale a @ on pent atfirmor gue la suite f (e} converge. On note fa) sa
limite. Notons alors (e pour toute suite (i, ) it converge vers # la snito
f,(ry) converge vers fio). En eflet, pour le inontrer il suffit 4*appliquer
Fhivpothése avee 1 siite (y,,) définie par iy, = @2, of yopptr =0

ni]anm fn ('.Un) = . ]EIPOO pr(ﬂh‘) = Ph}f_‘x f’zji(il;Zp} = niisr}]oo fﬂ {m'n)

n,]{r,‘n% In (:Un) - ;nﬁllloo ,f2p+1(:f}2-j,+]) = ;wh'Tx Jou g (z) = flry.
Lanicité de la Iimite permet de conclure.

2. Raisonnous par Pabsurde el sypposons qi'il oxiste o € [0,1] tel
qne f e soit pas contitnte en g, Il existe alors £ = 0 el une suite (o) qui
converge vers a Wlle que V[ (e, ) — [(e@)] 2 € pour sout n, Par hypothise,
ponr toul s, ona

i fi(wa) = fr).

On peut doue choisiv p(0) € N el que |f. o) (20) - Flzo)l <
feenles) — fa)

S
=. On peut
3 peut
[

choisir enstle (1) > @(0) tel que < 5 - On construit
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ainsi par ricurrence une fonction @ N —— N strictement crojssante on
choisissant () > @(p — 1) Lel que

ot (en) — flay)] = é

J=

1l en résulte pour tout p € N oque |f,a(rp) — fla) 2 7 Posons pour
ne NN, =, 8l ns'éerit o= o(p) avee p 2 Net X, = a sinon. On
virilie aistnent que {X,,) converge vers ¢ DYauire part, on a pour woul
pe N

oty (Kp) = T(@) = [fpqy(2p) — fla)| =

s bien que lu suite (£ (Xo0)))pen ne converge pas vers f(a). Comme
cest une suite extraile de la suite (fL{Xp)) ey, celle derniére ne peut
converger vers fla), ce qui ost contrame a Uhypothése.

On conelut done que la fonction f est contimze.

3. Raisonmons par Nabsurde et supposons ane la convergence n’est
pas uniforme. Tl existe alors une sous-suite de ({|f — fy {so ner 1e conver-
goeant pas vers 00 autrement dit, il existe ¢ @ M — R strictement crois-
sante avec pour tout n € N

| SR

sap S0 = Sapn(e)

rELI]

=1 = Fowmlle 2 2
Par détinition de la borne supériore, il existe @, € [0, 1] tel que
I .
lf(mn) - .(J"H(Q":'l.)l 2 § o gn — f}e(n)-
Comme [0, 1] ost compact, ou peut oxtraire de (£, ) e une sous-suite

(Lyi)uzo (avee 4 1 N -— N strictanent croissante) convergente. No-
tons T la limite. On a

bl M

|f(2piny) — g (a0 2

La snite (gg,y) vérifant les mémes conditions aque (fulaen ot F dtant
contimie, en faisant tendre n vers infini, on a |f(2) — f(r)| 2 £ co qui
ext nbsnrde. On conelnt done que la convergence est milorie. <



Chapitre 3

Séries entieres

Lu série géométrique est connue en substance depuis UAntiquaté. An
WIS s1é6cle, on deit o Gregory le développement de tanw ef arctanc et
a Mercaloy celie de (1 + 2). Vers 1665, Newton en mdéme ternps gu’il
déconvre e caloul infindtésimal, délermine de nombrewr développements
(i séries entitres, entre autres cefui de (1 — :1:2)%, par des méthodes in-
dircetes, partant de problémes d'iniégration. A la suite de Newton, les
mathématicicns ne cherchérent plus a éviter les sommes tnfinies, comme
avatent pu le faire les Grees. Ay XVIL® siéele, aprés qu'a été énoncée
ta. formule de Taylor, la plupart des mathématiciens en viennent g ne
plug considérer que des fonctions analybiques, ¢esl-d-dire <ommes au
vopsinage de chague peoint d’une série entiére. Mais celle approche cst
cssepticllement forinelle et sgnore trds sowvend les problémes de copver-
aenee. Pans ntroduciio in analvsin infinitoran {(1748), Fuler diéveloppe
celle -+ anpnlyse olychrigue = gui étend aur domeines fdes sérjes el des
piodugls wnfinis les végles usuelles de menipnlotions algébrigues. Les
sdries entiéres apparaissent alovs comane des polyndmes 4 unc wnfimté
de termes.

Les fondements de lo théorie des fonelions entieves sonl poses por
anchy dapns son Cours 4’ Analyse(1821). Il fait une etude trés précise de
fa convergence dune série enfiére, met en dvidence le rapon de copver-
nence. En 1831, 4 établit la formule connue sous le nom de formule
inddgrale de Canchy, donne une expression intdgrale des coefficients du
développement d'on il dédwil les indgalités qui portent son nom. Riemann
vt Weierstrass développeront cetfe théoric en s’appuyant swr lo wision
qéométrigue, prenani comme champ d’étude {es fonctions de la variable
complere dérivalles {contrairement auz fonctions de lu vaviable reelle,
les fonctions T-divipables sont automatignement anolyliques, autrement
dif développables en série de Taylor an voisinage de lout point).

171
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Les premiers ecercices concernent le colewl du reyon de convergence

de séries entieres et Uétude de la comvergence sur le disque de conver-
HEnee.

3.1. Rayon de convergence (1)

Soit (@) une suite de nombres catnplexes et R le rayon de conver-
gence e la série entiére Y u,z". Déterminer le rayon de convergence
de la série eutiere Y aZz"

(Ecole polytechnique)

&> Solution
existe, clle est égale & R. Dans ces

2

dn

. - 9 .
existe aussi ot vaut R qui est

conditions, la limite de

41
alors le rayon de couvergence de 3" a2z". Il est raisonnable de penser que
daps le cas général, le rayon de convergence est toujours R?.

Prenons r < R* un réel positif. Alors /7 < R et ainsi la snite de
terme général

2| = [lol (V)]

est bornée. Par conséquent, le rayon de convergence R' de Y a2 2™ est
supéricur ou égal i r. Comme cela vant pour tout r < R? on en déduit
que R' 2 R? (et R’ = +o0 st R = +2c¢). Prenous maintenaut un réel
. . . il -
r > R2, La suite de terme général «,, (v/7)" ne tend pas vers 0 et il en va
"y
~ . P nil= oy . .
done de méne de la suite de terme général [a,, (V1) ’] = ¢2r". Alinsi
on ar 2 R. Comme cela vaut pons tout ¥ > R?, on a R € R? et on

conclut que . <

On montre de méme que, pour tout entier p 2 2, lu série 3_abz" q
pour rayon de convergence RY.

3.2. Rayon de convergence (2)

Déterminer le rayon de convergence de 3 e Sinvign
( Ecole polytechnique)

> Solution.
Désignons par R le rayon de convergence de cette série. Pour tout
réel v > 0, an a la majoration

U g ensmn},ﬂ g L,T?,r?’l — (er)ﬂ-
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. 1 (- ) : .
Done sir < =, la série de terme général ™" *¢? converge, ce qui montre
o q
1
que R 2 =

\ . . 1 . p
Prenous maintenant un réel r > - Puisque 1 est valeur d’adliérence
€
de a suite {(sinn},zp {on pourra se reporter & Pexercice 1.13 du premier
tome d’analyse}, il existe une suite (k,)nen d'entiers divergente vers
Uinfini telle que la Hmite de sink, soit égale 4 1. I1 ’ensuit que

Inehs 2 phny = ko (sinkn + 7)o~ k(14 Inr) ——= +oc.

— oo

[ limite de e®5" ™" ne peut done étre nulle et B <

1
Conclusion. On a|R = -1 <

® |-

n

Le rayon de convergence R de Y a,z™ est donné dans tous les cas par

la formule d’Hadamard % = limsup ¥/a, € R (le lecteur consultera le

e 00
premier tome d’analyse page 78 pour la définition des limitfes supérieures

rt inféricures). Ici, on obtient immédiatement

N

1 n - ;
R™ limsup Versin® = limsupe®*™ =¢e¢ et R=

1
— =00 €

putsque 1 est la plus grande valeur d'adhérence de lno suite (sinn)nzo.

3.3. Rayon de convergence (3)

™

%
sin{nmy/3)
(Ecole normale supérieure)

Déterminer le rayon de convergence de Y

1> Solution.

On observe pour commentcer que sin(nmv/3} # 0 pour tout entier n
car 4/ 3 est irrationnel.

Pour z = 1 }a série diverge car |sin(nmv/3)| < 1 pour tout n. Donc le
rayon de convergence R vérifie R < 1.

Pour obtenir une minoration de R on va majorer | sin(nmv/3){ ! c’est-
A-dire minorer |sin(n7+/3)|. On introduit Pentier le pius proche de 1+/3

. N ™ kis . .
our se ramener s sinus d'un réel de | — =, = |. Soit p, € N Punique
' 202

1
cutier tel que p, — = < V3 < pa -+ 5 eten = V3 ~ pp € [—1/2,1/2[.

1
2
On a

. 2
sinnmV3)) = [siu(re,)| > ~fren| =2,
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car |sinz| 2 Z|z| si € [—w/2,7/2}. En passant a I'inverse cela donne,
™

_—I_“_ I — L '”\/ng—pn < ﬂ\/ﬁ-{—p”‘
sm(mr\/SJ\

Zea) T VB opa 2Bt —pE T 2

Ce dernier terme esl un O{n). Il en resultc que, pour tout nombre com-

< 1, la série
’ Y TS sm(rm’\/_

Conclusion. O a . <]

3.4. Rayon de convergence (4)

plexe = vérifiant |z

converge.

Déteruiner le rayon de convergence R de la série entiere

5 (1 + =" ) 2. Btudier la convergence lorsque |z| =
i

(Ecole polytechnigue}

B> Solution.
Ponr tout r > U, on a la majoration

2
" —1N" I\
0 < (1+( ) ) 7‘”g(l+—) r - 1€,
Tt n H-r oo

La rogle de Cauchy assure que la série entitre cour

1
=7 < —,
e

. 1 . 1 .
ce qui montre que R = = En revanche, sir > . la suite correspondant
€ £

aux lndices pairs vérifie

i 1n2 X 1 n
]-}—y) o =[] — r — re > 1,
2n 21 R

B

n
L . —1 .
st bien que la suite (1 + (—L) 1 nlest pas barnée. On cu conclut

que R = —- Epfin. s |z] = R = >, le terme géndval de la série enticre
4

ne tend pi]‘b vers (0, En effet le module du terme général correspondant
& un indice n pair vaut

I\ -, [ v
1+ — — = CXp (n In (1 + —) —?1) =mp| —= +o(1))
T e n 2
1
_—

H— 40 \/E
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'y a done divergence de la série cutiere en tout point du cercie de
convergence. <

St une série enlicre o powr rayon de concergence R, Densembli: des
points du corcle dr convergenee {c|z] = R} of lu sévie converge peud
aller de 'ensemble vide au cercle entier en passant par des tas nelle-
ment plus compleres. Considérons par cremple la série Y n®z" . dont le
rayon de convergence esl 1 pour tout . St a < ~1, la série converge
normaolement sur D = {z = Tzl <1}, Sia 2 0. I sére ve converge en
e point du cercle de convergence, puisque son terme géndral ne tend
pes vers 00 Enfin, si o € [—1,0], lo série diverge pour z = [, mais on
pevt mondrer, grice & wne transformation d'Abel, quielle comverge pour
=" i8]0, 2aq].

L excreice suivant, qui étudie o convergence dune série enfidre en
certains points du cerele de convergencee, est nettement plus difficde que
les dnoneés précédents.

3.5. Etude d’une série entiére sur le cercle de convergence

s 1 P . — - , pr
On considere Ia séric entigre Y e,z oll, pour n 2 1, ¢, = Pu

1

1y, Stant le nombre d'entiors & 2 1 tels que k! divise n.
1. Donucr le ravon de convergence de cette série.
2. Etudier a convergence de I série 3 e, lorsque @ = 7777

avee r rationnel. puis lorsque > = ¢#7*. Qu pourra montrer quc

11 s ,’,k!ﬁ
w =Y (25
= 52! -1

(Ecole polytechnique)

| - Selution.
1 . fries T ﬂ’,’n
L Ona,pourn 2 1.1 < py S ndone = %y o8 1. Les séries Y =
n "
ot Y ™ ayant pour rrmynn de convergence 1, on en dédnit que le rayon

de convergence de ¥ epa”™ est 1
Dans la questlon suivante, on étudie la convergence de la série en
certains points du cercle de convergeuce.

L
2, Pour € H*, on pose S, = ¥ e’ On peut Gerive p, = Y 1,
1= 1 14

=

powr tont 4 € N*, On en déduit que
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n Ti ot ,rk'! 13
I
=1kl © (asy © epy TR
1 {7 ke 1
= - - = bl ¢ VRPN
eSS e
1Bl n £--1 1k!sn
B LRE
I)l‘,] Ohm = S T .
=1
4 . " -
a. Supposous que v est rationmel 1 r = P ,avec ¢ € N* ot gue ¢ = o277,
q
. . i O - ; .
On obtient %' = ™57 Dds que b 2 q.on a ¢ = 1. L'ensemble des
-1 .
Eotels aue 2% £ 1 est done wn ensemble fini I Pour tous los & tels gque

e
oM =1l série YT T— diverge. Cola fait pressentiv que Y. ¢, 2” diverge.
Nous le Justifierous en montrant gue |S,| tend vers +20 quand = tend
vors +o0.

r

AN .
Sik ¢ [ alors oy, = 3 77 (1. Ov en déduit que, poir 1 2 ¢!, on a
[

n

— ! 1 L ! 2]
24 gak;“‘ = E(}—q,n = L ?

]
[E TSP ’ 4 =1
ke T
Cetle quantite tend vers +oc avee n. puisque ¢ ost fixé et que la série

. i, o : .
harmonigue ¥ 7 diverge. Ponr miontrer que S, | tend vers +oc, 1 saffit

—~ 1 o
de montrer gue > 71 Ok €88 horné {indépendamment de n).

Pour k € 1, posous 2 = 2. On a done u # 1, Ponr woui p € N*,

Booe
il S"agit de majorer A, = 3 ”? . Un ntilise une transformation (’Abel.
-1
P 1 —uPt! .2 :
Oupose, pour pe N, By, = Y o= ——— Onah,| < - . Ou
) 1 —w jee — 1
cerit alors
"B, -B P B = By /1 1 B
i—1 x~be x—= B¢ -
Ap=S L Nt = B(*.**ﬂ)wL—pfﬂ.

De la majoration de B, on dédnt que

9 -1 1 1 1 4
Al e —— NTD o L 1) <
Mol (_({ 1))

ST 4 4 \ - 1
et et particulier |og.,,| < - < Tl Chague terme o Thoms

pour & & L. est majore indeépendamment de a. Foensemble T Glant find.
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- - 1
onen déduit que 37 77 Tk est borné, quand n varie. Ceci permet de
Lk
ey
concliure que fim |8, = +x.
nos |
b. Nous allons uentrer quie pour 2 == &= la série converge. On reprend
ies notations utilisées daus le premier cas. On a, pour tout & € N*,
-1 e . - 1 3l
A T ear e ¢ Q. Ou en déduit, toujours en posant u = ¥, que,
nonr tout w2 1 o, ‘——]‘ 1 s’agit da tronver un majorant de
o=
Pl La formmle de Taylor-Lagrange a. lordre k& appligude 4 la fonction
11—
cxponentielle entre 0 et 1 mantre qu'il existe ¢ € 10, 1] tel que

SL 1 e°
= ! (k G+l
1 I
On note ng Pentier At Z ot on pose rp = kle — . = P On a
iz ! -1
1 o
Jone Lorp s - , ce gl monlre en particulicr gue hm T = (.
Bl k ) 1 ! 4 hodee ©
O cn déduit gque oF = (REER o p2imimire) o e ) e n)sultv
1 2 . . y .
ne (o, —— = ————. I}t la minoration sing = Zx s8i
Gl f k\t‘ !szm _]! i-‘im'ﬂﬂ-! 17 11 7 o
e {0‘ —; [ on déduit que, pour & asses grand (& 2 Ay), on a, pour tout
. o , B+l
nEN lop,| € — £ A+ 1 et done ’m"ﬂ = L
’ [ k! k!

On note, d’antre parl, que pour tout k& 2 1, op, a une limite
quand 7 tend vers 4o En elfet, en rvprcnant la wéthode cmployéo
precademnuent. on ablicut, pour tout & 7z 1 et pour 1 & 1 < m,

o0 Br L
Okan — Ok — Z 8 Z
F=my--1 f=ma+1
I’i’l”* ]_ B
ma o
+ 3 B _me
g Z F("/ 74 1) ng 417

Th)
. . ST
afl ou A posé g = B (F) et ng = E ( IT) On cu eléduit que

2 2 4 k!
|05 n = O, S < —
Iu — i|

o+ 1 [u—1] n

U en deduit gues ponr Lout & 2 L a suite (og,),0n- o8t de Canchy of
+oo L EE

done eonvergente. On note oy, sa Hmite. B fait, on ooy = Y wa I
- "

ne sagit plug que dlintervertic une limite of wne sommation. T résulio
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de ce qui précede, en falsant tendre n vers 4+, que. pour k = kg, oy

k+1 Tt
C;:“ ! ]‘L On en déduil que > ? converge. Soif £ > O et by tol
t '
que Y t £ 2. Oy a, pour e 22 ky,
PRI i
400 1 ki 1 n
S Y g < X g onald Y gl + 3 i
k=1 PR Kk 41 b= M+1

% Z 1@ Theon| + 2.

k=1

Pour # assez grand, cela sera inféricur & 32, On en dédnit que la suite
(8,), cest-a-dire que la séric 3 ¢, 2", converge. On a, de plus,

oo o0 , A-o0 kl {
E Cpx™ = E Z s <]
fi=1 k=1 ) =

Le lecteur sait gue la convergence dune série enticre est uniforme sur
toul compact inclus duns le disque de convergepec. Lo seconde question
de Uerervice qui suwit donne un théoréme d " Abel qui caractérise les cas ou
la série converge uniformdément sur tout le disque de convergence, Dons
la premicre question on dimontre le classigne théoréme J’Abel-Dirichlet.
La résolution de re type de questions repose sur des transformotions
d’Abel.

3.6. Le théoréme d’Abel-Dirichlet

1. Soit > a,x™ nue série entiére de rayon Jde convergence égal
a R €10, +2[. On suppose que la séric >0, R" converge. Montrar
que la convergence de la série Y a0 est uniforme sur le segment
0,R].

En déduire que

+oo

+00
E ap R = litfll E "

z—R
n=>0 =0
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2. Soit } 2™ une série entiere de rayvon de convergence cgal
al.OonposeD={zcC [z]<1}etU={:€eC |z] =1} Montrer
que les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) la série converge uniformément sur D

{if) la série converge uniforinément sur D;

{ii1) la séric converge uniformément sur U.

(Ecole normale supérieure)

- Solution,
4o
L. Boite + 0. Onnote py = 3 a4, I ponr toue N = 0. Nows allong
=N
majorer le reste de la série entiore 4 'aide dune transformation d’Abel :

pour x € [0,R[, on a

Z apa"

+ o TR —+0o » n
Z a’w»Rn (%) = Z ('Oﬂ p””rl) (R)

n=N =N ’ n—N
+ 2 n +o0 v n
- Z i (E) - Z P+t (E)
n=N n=N

(ces wéries comvergent car {p,,) est bornée)

—+2 o T +00 e n—1
>omli) - X m(F)

n=N 1=N+1

(@ £ (-G

Il existe un rang ng tel que si n = ng, |p,”| < ¢. On obtient alors pour
N 2z ng la majoration

—+oc + 1 T N
&z z x
ol = — — | = Lot = < 2z,
Z_N” et 3, (1{) (n) ser (R)

=0

Cette majoration qui est encore vraic pour - = R traduit la convergence
nniforme de la série entiero sur {0, R).
oo
Il en résulte que la fonction # —— 3 g,a™ est continue sur [0, 1}
n=0
vnctant que limite uniforme de fonctions continues. On obtient alors la
it demandéc.
(Ve théoréme peut s'avérer commorde pour calewler les sommes de
weries enticies au pomt @ gl o mgan e convergence. Par ervemple,

1 o
les séries entiéres T (—) "ol Z 5 +)1 2% comvergent en x = 1
T

nfl
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par simple upplication du théoréme spéeiol de convergence des séries al-
+ oo (___])'n

ternées. Il en résulte que > B lim In{l 4z} = —In2 et de
n=1 T—1"
Ao (__.1)11 T
é e = 1 7 - —.
méme que nZ:jo ol arctan 1

2. e L’implication (i) = (i4) est triviale car D est contenu dans D.

e Montrons que (#) = (4}, Ou va utiliser le critére de Cauchy.
Soit £ > 0. Par hypothese, il existe un entier N tel gue pour tout e = N,
tout p 2 0 et tout z € D,

nip

3 et
k=n

Par coutinuité du polyndéme et passage des inégalités larges b la limite,
cette majoration reste vraie pour tout point z de U. Le critere de Cauchy
uniforme assure alors que la série converge uniformément sur U.

e Montrons que (i4i) = (4}. Introduisons naturellement pour N > 0,

L E.

0OG
0ecR pn(d)= Y a,e’ le reste de la série sur U, dont on sait qu'il
n=N
converge uniformément vers 0 sur U.

Soit ¢ > 0. Pour z € D, écrivons z = 7' avee 0 < r < 1l et § € R.
Majorons le reste & 'aide d'une transformation d’Abel. Pour N Z (0, on
obtient,

230 B ] ) o
S a2 = 3 wne™r = 3 (pu(B) — por (6))
n=N n=N n=N
oo T
=3 " = 3 s (B
n=N n—N
oo 4o
=3 ol — Y palBy
7o =N n=N+1
4o
= 3 Pl ="+ (),

n=Ni+1

On obtient, grace & 'inégalité triangnlaire,
Joo

+oc
DT R D T U G BN ()]
n=N n=Nij]
+oc
< sup |pn (8)] Z (r" ™t = ™) Hen(8)] < 2 sup [pa ().
nzN n=N4t1 n=N

=rNg]

Clette inégalité reste vraie si z € 1.
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Par hypaothése. il existe un rang nqg tel que si n 2 ng, pour tout ¢ € R,
—+ o0
lon ()] € &. Done, pour N 2 1g et pour tout 2 € D, | ¥ an2®| € 2¢.
n=N
La convergence est done uniforme sur D. <
Lo derniére wmplicaiion peut se traifer beaqucoup plus rapidement &
Faide du principe dw mazimum (voir crercice 3.40) en wtilisant le critére
n4p
de Cauchy uniforme © en effet. si lo tranche de Couchy |y apzh| st
k=n
majorée pay £ > 0 pour tout z de U, le principe du mazirmum permet de
dire que cetle majoration est réalisée sur toul le disque D.

Les prochaing crereices concernent le caleul de la somme de quelques
seTies cntiéres.

3.7. Calcul de la somme d’une série entiére

. sin(ne)r . .
Caleuler sin{ra)r” .ol a et sont des rombres réels.

n=1 T

(Ecole polytechnique’}

| - Solution,

Les coefficients de [a série proposée sont des fonctions impaires et
2r-périodiques de a. On peut done supposer que a ¢ [0, 7]. Lorsque a
vaut, 0 ou 7, la série est clairement nulle. Dans la suite de la solution, on
supposera done que a €]0, 7|

o e N
. Y sin(na)m .
La séric 3 =" a clairement un rayon de convergence
T .
n=1

supérieur on égal a 1. Pour x rée] tel que

+
qm(?m
Gl Z

le 7 du dénominatenr est génant. Pour s'en débarrasser, on dérive G,.
On obtient

4+~ + o
G (z) = Z afnaye” = lIm | Y e
=1 n=1
ol Fz’a i
=lm ey (¢2)" | =Im | ——s— | =T [ ——— ] .
1 — e e g
n=0 o -

Comme Gy est de classe €1 ot nulle en 0. on a

o 1
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On va simplement, caleuler cetle intégrale. 11 vient

i A i i
Gy (2) :f Im (—7 - —) df = /
n rosa —1t —isina 0

SERES BNTTER S

SI11 @
i o I9ts
Jo (cosa -1)* +sin“a
cosa — £ty ]
= | —arctan ———)
suea 0

T —eoBa
= arctan | ~————— ) - arctan(cotana).
sina

w
—3 —{
% —a. On o dong, pour a €]0, 7],

et |x| < L,

. "B — cosa w
G, (r) = arctan (“) —a+ |
11 41 2
Les symétries exposées au début de la solution permettent alors d’éerive
Gale) pone tonl réel o of tond « de ] — 1,1 <

Une transformation d’Abel monire yne la série Y
pour T

Or, cotan« = tan (— - n) et comme « est dans Ciutervalle 0. [
cst dans } [

—5 g | € arctan{cotan a} =

Sin na
= 1) conveige,
maontre

; {obtenue

Vi

Le theoréme Jd°Abel-Divichlel (wonr page 178)
wlors que Ga(x) tend vers G (1) torsque x tend vers L, On en

diduti done que, powr U < a <

oo i .
— Sin ra L —cosa T
2 - o= aretan | —— -

= n ;

F T —
J— ()I - —_ =
sl 2 2
1 —cosa
car “Sna

= tan ;

Ce résudtat est clussique el se relrouve facilemont
al u:de d un deéveloppement on série doe Fourier.

1} = Gayr (1.

I n'y a pos de calewls supplémentaives pour trouver G, {—
de noter que Gu( -

VYool suffit

3.8. Calcul de la somme de séries de fonctions

Déternuncer le domaine de défintion ot caloulet
+ s 1 N
fey =S - ( + (

Yoo
n—1 ¥

k{3 -I
) ) et giw) = ¥ (" 4+ (L — 1))
L —m, o

(Ecole polytechnique)
> Solution.

Le ealenl de flo) o gle) se raméne b celui de la somme de Ja
l
série cutiere Z

lont le rayon de convergence cst 1. On pose, pour
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e [-1.1]. () L 4 . Cette fonction est couthue sur [~1,1] ot
n=1 n?
dirivable s ] - L TL Ow s pour € =101 el = £ 0.
Xt In{l —x)
CERS s
=1 T &

ot de plus ¢ () = 1.
e Reclhierchons le domnaine de définition de f. Posons, pour @ # 1 ot

oz,
} 1 ( r),+< —r "
Ul = — A .
bl 22\ l—.’J;) )

Ponr il v ait couvergence de lasérie définissant £, 11 est done nécessaire
@ i . . . ) 1
| £ Letgne % T2 < 1. Clest le ecas si el sonlement gt -1 < w < 5

y 1
Réciproqnement, lorsque —1 < » < 3+ ona

Sion esl pair, ouoa

ftay (1)

1 "y n
- | —
72 (| 1—ux

e

w Lot u,la)] est

L 1 ) x |7 . C . . -
HELjore par — <\:1:|” + ‘1—7 il et le terme gluéral d'une serie
} —

1A

o , e 1
convergents. La lfanction [ est done définie sur {—1. =1

5
. 1 S )
Pour o € [’l, Q}‘ on pent dorire f(x) = @) + ¢ (I‘z) La
. 1 o ]
tonetion Jest dene ddérivable suy -5 { t sa dérivée vant
F) (1l —x) —1 in <1 + 1 .’L‘) In{l — &)
L) = —— — - i — = -
' & (1 -2 i (1-ay°
11—
apres siimphifications, Cormwe £{0) = 0, i] vient

-0

{vite tortunle reste valable en —1 et E par continuité de ¢ et doue de £

s Pour que g{x) soit défini il apparait uécessaire, en regardant les
terracs dindices pair, que |z] € et || — x| € 1, autrement dit que
o€ [0.1). M est alors elair que le segment. |1, 1] est Pensemble de définition
de g,
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Pour 0 € (0.1 on a g(o) = w(x) + (1 - ). La fonetion g esi doue
continue sur [(3, I} et dérivable sur ]0, 1], avee pour x € ]0.1],
lu

) = - (1l — ) In(l —(I - 1)} _,_1”_(1—-” *_h_]{”il
x 1 — x | —ur
ot done g{z) = —Inlz)in(! - ) + C ou C est une constante. Phisque.
pour 2 tendant vers 0, o a
(zilngl -r) ~—whr —— 0,
£—(

on en déduit, par continuité de g, que C = g(0) = % - On obtient

2
glr) = % — oy lnfl — ) pour x € J 1] et g(0) = g(1) =

LS
G

L exercice swivant sinidresse 6 la fonction obfenuc & partiv dune
sfpie enlidre en ne gardant que tes termes dond Pindice déeril wne suile
arithiudtique.

3.9. Somne d’une série entiére extraite

Soit Y a,z" unce série enticre de rayvon de convergence R > 0.

4o
Oupase f(z) = 3 a,2" pour 2] < RoSoit pe " ot b & J0.p— 1]
10}
L. Montrer que le rayon de convergence de Y. @ppap 27+ est an
moins R.

—+ 0
2. Pour |z < R, exprimer Y a0z 205 4 Taide de f.
T

(Eco]e polytechnique)

> Solution,

1. Pour tout |z < R. la suite {a,2"),50 ost bornde. Soit K > 0 tel
que la, 2" € K ponr tout n € N On a. en particnlior, o,y 77
Done le rayon de convergence de Z rpug k2P Pk st suponen: on éeal a R

2. Commengons par regarder 16 cas p= 2. On o claivement

+ o0 +oc
fi+ fl—2y=2 Z(ﬂ:,,22'! et flzy—fl—01=2 Zfﬁ2,1+'[22"+].
1—f) n=0

Cely donne e résudtat ponr p = 20 I s'agit de e géndraliser.
Puisque -1 et | sont les J"n(:incs cartées de 1, on songe a caleuler

Biw

dans le cas séndral f{wz), ot w® — 1. Posons « — ¢ 7 o Hixons = & €.
3 i
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b D a

Z(L,ﬂl —i—w EPERN +(wp--l)1'l‘)z

n=:0}

Sy flw) 44 flwf

U st e N nous savons guse
Ldw 4o 4 (pr])n = | fw™ 4 (wn)z 4o (w‘”)i’—]

psiw” =1

fl) s1 ¢ plN
1[ st noSopld

-

+ f{w? =ty =p ¥ tpr, 2" ol o for-
n=0

Aingi, onobtient f(2) 4+ flwz) + -

irle

Pour b quelconqne dans [0, p — ], on calenle

JE)w Ffloz)r - pw PR f oy <

sipl(n- k) deon< b+ k
f[ 1 P‘(” )ieon & phiy . an obtiend

Sachatt gne wa” A .
i sion
00 : ‘) w-x-k{- Y e R P 2)
> M-nw-_ﬁfL» () oo T VT 1))
FELE - . -
Tn=0 p

Lovrcrcice suivant est un ons particnller do prdeddent. mars nows
‘uhlisation d'une dqualion

ci donnons wne avbie solution findée sur

différentielle,
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3.10. Calcul d'une somme

+oe
C‘cllculer TLE::O m -

(Ecole polytechnique)

> Solution.
Pour caleuler cette somme, introduisons la fonction f définie par

+oo 5n
fl)y=3% (ﬁ—rz)' I s’agit de calculer S = f(1}. Le rayon de convergence
n=0_0 ’

de la série définissant f est infini, donc f est définie et de classe C*° sur
R. D’apres les prOpriél;és des séries entiéres, on a, pour tout x € R,

45n=5
1) ;15” B — 1) (5 — 2)(5n —3)(5n ~ )
= 1(6n—5>' -

La fonction f est donc solution de I'équation différentielle linéaire a
coeflicients constants (E) ¢®) = y. Le polyndme caractéristique associé &
cette équation est X® — 1. Ses racines sont les racines cinquitmes de 'unité

que nous noterons Ay, Az, Az, A4, As. Ces racines étant distinctes, toute
5
solution de (E) s’écrit de maniére unique sous la forme & —— 3 apetne
k=1
oll ay, ag, az, a4, a; sont des constantes complexes. La fonction f vérifie

les Condltlons F(Oy=1et f1(0) = f7(0) = (3)(0) = fW(0) = 0, cest-i-

dire Z apAp = 1 et Z a;c)\k = [ pour 1 € ¢ < 4. Sachant que la somme
k=1 k=1
des puissances i-iemes des racines cinquismes de I'unité vaut 0 si 2 n’est

pas multiple de 5 et 5 sinon, on en déduit qu'il faut prendre tous les ax

dgaux & — (ce systéme est de Cramer). On a done, pour tout = € R,

fary=g ¥ Ly

S M ot on particulior § = = 37 e* . Vst bien le résultat
k=1
que donne I'exercice précédent.
On pent préciser ce résultat en déterminant les racines cinquiémes
de I'unité. Si A est une telle racine, différente de 1, elle vérifie I'équation
M+ A2+ A+ 1 = 0. Clest une équation réeiprogue. On divise

par A? et on prend comme inconnue auxiliaire g = A + —1— On obtient

1+5\/_

w24 —1 =10, soit p©= 11 & — 1. On détermine ensuite les

71+s\/" :ti‘/l(HQE 5
4 4

valeurs de A, On trouve A = - En regroupant
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les raciines conjuguées, on trouve finalement

—
1 Cpvs 10 =2v5 g (10425
S=—-le+2 7 s +———— 42 T cO8S—-—— <

5 4 1
. L. Rl | b \
On a, plus généralement, pour p € N*, 3 —— = 3 e, on
neg (P! k=1
Moo, A sont les racancs p-témes de Dandtd {cf. erercice 3.9).

Dans Uexercice suivant, les séries entiéres servent d’outil pour le cal-
cul de la somme de certaines séries alternées.

3.11. Calculs de sommes de séries alternées

+ (_l)n
noo 2n+1 .
2. Etudicr la convergence et calculer ia somme de ia série de
Ut s
n+ 1\ T2k +1 )

1. Calculer 1a somme dc ia série

terme genéra

(Ecole polytechnique)

I~ Solution.
1. Lasérie 3 (—1)"

L( ) . 2n 41 i
do convergence des séries alternées. Nous allons donner deux solutions
podr cajenler sa somie.

e UUne premicre idée consiste & introduire la fonction f définie par

converge, car elle vérifie i critére spécial

+oc 22041
fr) = > (=7 Sl Le rayon de convergence de la série entidre
s n

n—
définissant f est 1. La fonction f est dong définie et dérivable sur | -1, 1[.
Un a, pour tout = < |—1,1],

oo 1
ot — -1 na:Zn _ .
fi@) =2, (-1 o

"ulsque de plus. f(0) = 0, on en déduit que, pour tout € |—1,1][,
Sy = arctan{z), On a vi que f est définie en 1 et uous cherchons
instement & calculer f(1). Montrons la continuité de f en 1. Pour tout

x € [0,1], 1a séric définissant f{x) vérifie le critére spéeial des séries
k41
] vérifie

T

2

—+OC
alternées. On en déduit que le reste R, (r) = 3 (—~1)*
h=—n
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2n+ 1
— 1

|Ru | = aon T

n+1 YAl
La serie g definit £ converge done nniforméent sy |0, 1] of f qui est
litnite aniforme de tonetions coubinnes sur {0 1] st done contiune snur
[0.1] of en partienlier en 1. Ou conclut done gne

+ox0 (_])n zr

Z 277+I 1

7=}

Notons que 'on pouvait appliquer directement le shéoréme d°Abel-
Dirichlet (voir page 178} ponr montrer Ia continicé de fen 1,
e Lo scconde solntion que nons proposons repose sur le fait que

-1 LI - L
f=nt /U (—= 3 On owoalors envie d'éerjre (ne

n T 1
Ji’“i(,l)n = i/ (=) = / l-i‘(—ﬁ.g)”'d:r,
o 2n -+ 1 = RATON] R
T

= [arctanz]l = —
[arctan ]} 1

Lo seul point de oo calenl qui mérite justification est Vinterversion de
[ sommnasion et e Uiulégration. Elle cst légitimée par le théoremeae cle
N .
convorgence damninde, puisque powr sout N, I fonction (—a273"| ext
B2
majorde par 1 sar |0, 11

1 Tt |
2. Posons nrtontne N, ow, = —— . Cna
O, DO R0 P T Z a7
[ 'Yﬂ 1 1
Uy = — =¥ ——— = —— ({n+ 1w, + —) .
Ty 20702k4+1 0 w42 (( " 2n 43
O P ] 1 | o 1
noon dédnit que w0 - oy, T \aeg ) Or w,, est la
t ' !
moyenie de 4+ 1 fermes supérienrs 4 ——- . On g done wy, = ——
HoyEL ! bl 2n 41 . T am g1
Ob bty — Uy % 00 1 smite () déeroit. De plus, on sait gue
1 1 2n4 1
Z 1 = E Faan In{2p 1- 1) e [r7e.
Sy livm . .
Ou en déduit que v = O — } et en particulier hm ty, = (. La
T 1t

sovic ¥ (—131"w, converge d'apres le critére spécial des séries alterndes,
Pomr calenler Ta somine S e cetie sére, on pracéde conune daus 1a
o
premnicye selution de Ty onestion 1 et ou pose glr) = 3 (=1, Le
a—1
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ravon de convergence e la =érie dafinissant g cst superieur ou ¢gal a1
la suite (n,) converge vers (L La série couverge e | et on vérifie qne
g st contime sar [001] en offet, pow € (0. 1] la sirie définissant g
verifie le aritere spiéeial dis series albernées

i implique la continnité de la fouction g

n
£ ;‘2; wy
Lopour & ]

maintenant
[

la valenr de glrl.
= {ail perser & an produit de

+ 1

~1.1]

(—ﬂ“ \ /e . i
Z‘: 2n Z(‘I)

= Z(‘n + Vi, (—m)"™.
n=1) 7i==()
Compte tenu de la premitre guestion, on abtiont powr o € |- 1.1,
Ryl
rn(mu(\, }
n+ Lu )" =
S_';)\ w0 o) VTl +
En atégrant, il vient, ponr tout = |- 1, 1],
AT
. L ArctaAn \/)
rgln) = t, (—1)" 2T = / dt.
?Z;] i A v f(l + f)
Lacontipuit¢ de g en | conduit &
S~ g(1) arttan(\/Z) 1
D= g —
4o \/7‘(] +1)
e changement de sariable o =/ donne

g /" 2 arctan «
Jo

z
J T
O conclut que

)
o = [(a.mt-an-u)”J - ( )
l

¥l
Vit 1)
() 4+ 1 ki) 2k’ + 1 - 1'{)

L(:’

probleme dnverse du calend de

lo somme dune sdric
developpement en sirie enticre dune fonclion donndeo. Les fonelons

ast o

189

I suite (%"} sl & tormes
converge: vers 0. Lo yeste Ry () de Ta série véritie, powr toul z € [0, 1],

wetiifs, décroissante (ear produit de suites positives déoroissanies) ot
R (5)] < wn2™ < uy. La série converge done wniformément. sur [0, 1] ce

Notous que 14 encore, o théoreme d"Abel-Diriclilet (voir page 178)
permet de démontrer directement la continuite de g
Déterminons

L'expression
Aaitchy, FPifeetivement

. QI
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les plus stmples qu’on sait étre développables on série enlbicre sont les
fractions rationnclles. Comme on le redémaontre dans Uerercice suivant.,
toute fractzon retonnedle dont 0 n'est pas un pdle cst developpeble en
seric entiére au voisinage de 0, avee un rayon de convergence égal au
plus petit module des piles de f.

3.12. Développement en série entiére des fractions rationnelles

1. Soit P of Q denx polynomes & coeficients complexes. avec

Q) # 0. Powr z € C tel que Q(z) # 0, on pose f(z) = 58

Montrer que f ost développable en série enticre an volsinage de 0
ct que les coellicients de ce développement vérifient nne relation
de récurrence lindaire 4 coefficients constants. Préciser le rayon de
CONVOrgence.

2. Réciprognement. si la suite de nombres complexes (uy,) vérifie
une relation de réenrrence linéaire & coefficients constants, montrer
g la série enticre > w,, 2" a nn ravon de convergence R > 0 et qu'il
existe denx polyndines a cocticients complexes Pot Q avee ({0) £ 0

I P(z)
tels gne Y w2 = =224
e 2 Qt-)

{Eeole polytcchnigne)

&> Solution.

1. SiQest constant, fest an polyndme. Elle est done développahle
eIl une série entitre avec un rayon infini. Supposons ( non constant. En
décomposant f en dléments siimples sur C, on montre que f est somme
d'un polynome Cgrr'ospond:mt & sa partie enticre ot de fonctions de la

—— . oi o € ©) 5y £ 0 {ear § west pas an pole de f)

forwne 2 —
(Z - ,’:ﬂjp

et p € N*. La fonction z —> -
£ — 2y

< zpl- on a

I N If(/)k
Z =2 B nl = Z 2y bt 0 .

o

est développable en série entiere au

-

voisinage de 0, car pow

On en déduit que pour tout p = 1 la fonction 2 — ———— st
(Z — 20l
développahle cn serie entiere an voisinage de 0, comme produit de telles
. . . . a \ g
fonctions el 'l en est de méme de z —— EEraTE Entin f est
Lz — &))"
developpable on séric entiere au voisinage de 0. comme somme de telles
400
fonctions. Notons 3 w,2" ce développement ¢n série entiore, R oson
4=
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mvon de convergence ot g le plus petit modade des poles de f. Ce quu
précede montre que B3 o0 B fadt on pent noter gu'il ¥ oa forcdmoent

cpalité, En effet, supposons R > p el soit 2y un pdle de f de module g

4+
Pour |z <2 p on pent derive f(z) = 3 w,2”. On prend 2z = Loy avee

_—

n =0
fa [0, 1 of on [all tendre £ vers 1. La quantité | f(#25)] tend vers +>¢ car
i est un pole, alors que la série adinet une limite finic en zp puisque,
comme R > p, zg est dans son disque cuvert do convergence. Lhypothese
¥z poest absurde of on o bien R = p.

+ =

Pour Jz| < R on peut done éerire f{z) = Y. w,2™ Notons p et ¢ les
neg

o I
doprés respectifs de P oot ot posons T = 37 @ XP ot Q= Y X5 On
k=-0) k=0
nLopour |z7) < R,
o o
Ple) = Qleifiz) = Z bz Z i, 2"

k=0 w0}

Lo développement en série Jdo QF est donné par un praduit de Canchy
o par unicité du développement en série entiore, los terines Findice > p
ot s, Ston a g > p. les tormes dindiee 2 ¢ sont nuls. On a alors,
g
Lonr iz g Y bpuy oy = 00 ce qui pent gerive, puisgue by = Q(0) £ (.
prez=()
T g
Uy = — T Uk
P by

Lasnite (o, ) vérifie done une relation de réeurrence lindaire a cocticients

!
constants Gordre ¢ Dans le cas oit g 5 p. il sutht d'éerive Q — 30 0, XF
£o=i)
e g = - = bpgy = 0 ponr se nunencr an cas precédent.
2. Supposons, réciproquement, que laosuite {w,) vérific une re-
fetton lingaire i coefficients coustanes. I existe done ¢ o MY

q
vy era, .. ) € CF tels e, pour o2 g, w, — 3 G g
o

On va montrer gne >, 3™ a wn ravou de convergence non ol
2t ) =
Croedsultal est imcdial sioon conpait ta lorme géacrale dune suile
récurrente lindalre (¢lest une combinaison lindaire de suiles de ln forme
o) miais nous allans en donner une preuve nndilisant pas ce faie. On va
\
i
majorer |u,| par e suite géoméirigqne. Posons Ko max ( 3 exed 1
K=
o M= max Jug]|. On v montror par réelrrence sUr o e, pont Wl
HES T

nox N g, € 1PN Clestovial pour i «7 g—Locar K72 1 par délinision.

s la propriété ost veaie juggquan rang n — 1, avee o > g, alors
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q 4 ki
un| <03 Jou[ttnor] < Y [ MK * < MK 53 oy | < MK™,

L=1 k=1 k=1

L "o 1
On en déduit que le rayon de convergence de 3w, 2™ vérifie R 2 = > 0.
3 g 2 T

4+
On pose, pour |z < R f(z) = 3 w27 On éerit alors o relation de

=\
7
réeurrence sous la forme —w,, -t Y. aguy, 4 = 0 Le caleul de Ia promidre
k=1
g
question nous conduit & poser Q = Y apX¥ — 1 et & considérer la
k=1I
fonction Qf. Elle est développable cu sérle enticre de rayvon = R et
+ 0
son deéveloppement M a,2™ est donud par un produit de Canchy, On
=11
n p
obtienl, pourn 2 ¢, 0, = —t,,+ 2 piby_; = 0. On en déduit que, pour
k=1
-1 )
|z] < R, QU flz) = 3 a, ™ of la fouction Qf ost dore un polynome
n—r()
PoOn a QiY) = =1 £ 0, done dans un volsinage de 8. Qi) cst non uul
. Lt *z)
el on pent éerire Y a0 — ——4-
r==0 Q(z)

Llerercice sutvant est Uoccasion de s’exeroey & dorire le développeinent
en sérwe oenlitre dlune fraction vationncllic, dons différents cas — poles
recls o non.

3.13, Signe des cocflicients d'un développement en série entiére

Donuer une condition nécessaire el suflisante suv le réel a pour
que les coeflicients du ddévelopperent en =érie enticre en 0 de la

fraction IF{w) = -

- solent tons positits.
1 —ar4ap? —a?

(Ecole polytechnique)

[> Solutiou.

Puisqque 0 west pas pole de o fraction rationnelle 17, celle-ci ast
dévelappable en 8érie entiore antonr de #éro. On a F(O) = L et F'(0) = «
11 est nécessaire, pour que les coefficionts wolent tous positits. que a = 0,
comclition quion suppose réadisée par la suite. On a

T )

Nons alions decompaser E on dléments siimples. Regardous e trinome
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b— (0 — 1hr 4 22, Son diseriminant est A — (1 —a)® ~ 4 = o =20 -3

qui se f(L(J'()l]b( en A ={a+ l){a—3).
¢ Etudions le ¢as on a € [0,3[. Le trindme admet alors denx racines

complexes c'(mjuo"u(“oq dont le produit fait 1 - clles sout de modnle 1

. Ainst,

.

_1 9
Posons # = arceos —2—— € }(J.

L-(a— x4 2" =1-2co80z +a7 = (o — ) — )
(1— 2 ") (1 —aem ),

i

I existe alors (A, B, C) € €% avee A réel ot B = C tel que

A B C

Fiw) = R
(l) 1 —x 1 xri® N I - re—i®

Ou mnltiplic par 1 — 2 et on lait 2 = 1 pour obtenir
! L

A=— .
0=~ i

On mnltiplic par 1 - ze™ ot Fou cvalie en o = ™ pone obtenir

i 1 6T ot C
ST N v/ e/ EE Y
(1 =) —e 2 2 8in 5 X 2isinf 4sinfsin 3
Pour |x| < L. on peud éerire
+% :
([)—AT\T“{BZ mF’ u+( meb‘ Lt
) n==0 =]
-+ oo _
= 3" (A4 2Re(Be)) .
yru=()
=iy
Pour tond. e Noon o done
L o gt 1 Zoos[(rn+3/2)4]
_ | el N D o8[(r 4 3/2)8]
" 4gin® 0 - 4 sin # s v 4 2 P 4 gin f sin i
sin® 5 sinfsm Gin? 5 sin fsin

o . B 4
sinf 2sin gc.@g{(f“ +3/2)00  2sin ; {(‘.05 5 e i+ 3/ 28]

a8 B
dsin’ 5 wing ) 4sin® 5 sin#

2]

.8,
si11 5 st fl
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K . 3 . .. g
On passe de (”—;1_) 84 ( " ; 2) @ en faisant un saut de 5 € }U, g}
On aura a, < 0 dés lors que ces deux véels sont de purt et d'autre

strictement d'un multiple de o (le sinus changeant de signe en tout point
de 7).

Supposons que 2% ¢ N Si on pose N = E(2x/6) = 3, on a
2 . NE (N +1)8
—_— T —

N<F<N+let()<2 < 3 <27
et done :
sin [59} sin {N+13}
2 2 .
aN .1 = < (}

8.
Sin — sinfd
2w . 2 "
Snpposons 7 © M et écrivons # = N avee N € N*. On «a alors
N = 3. On counsidire lex produits des sinus de deux tormes conséentifs de
. k0 km . . i
la suite (— = ( W . Ces produits sont tonjours positifs ou
2 ke ‘ kene )
nuls {car los denx terines conséentifs sent dans un intervaile de la forme
[z, (I + 1)7] avec | € N). Dans ¢c cas 1. les a, sont tous positifs.
e Btndions le cas @ == 3. Pour |z < 1. 00 a

. 1 paiey (e + ){ri+l) "
Fz) = (lf.‘r‘)ﬁ:zﬂ 2

(developpement obtenu en dérivant deux tois colni dox v - ]

ce cas 12, les cocflicients sont tons poitifs (striciement).
e Traitons enfin lo cas ¢ > 3. Lo trinome 1 —~ (a — 1) + 5% admet
alors deux racines réelles distinctes dont le produit fait 1. et la somme
. 1
a— 1 =0 ¢es deux racines sont donc de la forme A et T avec Ax»1.11
existe (A, R, C) € B tel que
1 A B C

+ ot
(1*£)(1«~A$)(lf"%) l—-z  1-JAz 1_§

—_

Les réels A, B et C sont tous non nuls ot pour |z} < —,
+00
Fla) =3 l\x L BA 4 c)\n)
n;‘.

On tronve en multipliant snecessivement par (1—z), (1-Xe) ef {(1—/A)
et cn substituant respectivement a o la valeur 1, 1/A et X :

A - A ‘ 1

———, B ——— et (= - -
O P o YT R
Ainsi, on obtient
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1 = .
Flt) = —— 0 — XA Ty A AT g
() (}\ﬁl)z()w-l)”z;%( A+ A
Ftudions la fonction A : ¢ = 0 — X3+ A=t Elle est de classe
ot pour ¢ = 0, h'(t) = 111)\(/\‘“ A7H > 0 car A > 1. Done h est

vroissante. Ainsi pour tout n € N,
AAFDEAT T 2 AA L D HR0) = A - AT Al
=A-1DN-1=>

Done tons les cocfficients de la série entiere sont positifs (strictement).
Conclusion. Pour que les voefficients de la série entiere de I' soient,
tons positifs (ou muls), il faut et 1l sulflit que a = 3 on que o soit de 1a

) avec N 2 3. «

<

lorme 1 + 2eos (%

3.14. Séries génératrices de deux suites récurrentes

Soit {ttn )new et (Un)nen denx suites de C vérifiant wn .y = wr —uy,
ot Yy 1 = Up — 2y, pour tout n € N. Donner le rayon de convergenee
ot 1a suinme des séries entigres > w, = et > rz2™.

(Ecole polytechnique)

- Solution.

11 est possible d’exprimer w,, et v, en fonction de n cn introduisant
<, = (un ct A = (l -1 ) Ou a la rvelation X, = AX, et done

Py 1 -2

Xy = A"Xp, Comme A est diagonalisable, sa diagonalisation donme Pex-
pression de A", puis de Xy, Les suites {1, )nen et (U ),cn s'exprimant
cornine combinalson lin€aire de deux suites géométriques (A posséde
doux valeurs propres distinctes), on peut calouler la somme des séries
entieres correspondantes, Cependant, il s'avere plus rapide d’exprimer le

400 +oc
systéme linéaire dont Y unz™ el 3 w1, 2™ doivent étre solutions.
=0 =0
Posons f(z) = T un2™ et glz Z vpe™ et notons Ry et Ry
"= 0

los rayons de convergence respectlfs de ces deux sérics entitres. Sup-
posons que ces ravonls aont strictement positifs. On a alors, lorsque
|:] < minfRg, Ry),

+o0
f(Z):UO*-ZUnH/ 1 :uUJrZ(_u,p—vn)/:"'“
n=>0 =0

uo + 2 1(2) — 9(2),

Ll
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rost-a-dire
— D flz) +2y9(2) = uy. (1)

On a de méme

oo “+ o0
glz) = v + E 12T = g + E {1y, — 20,)2" !

n=" n, ={]

vo + 2(f(2) = 2¢4(z))

fI

ot donc
—zf(z) + (1 + 22)g{z) = 0. (2)

Les équations (1) et (2) constituent un systeme hinéaire de
déterminant (1 —2)(1 +220+2% = 1+22 — 2 -2 4+ 22 = 14+ - 2%

R : L : —
Le polyndine X2 — X — [ a deux racines réelles. +_\\/_ et L z\/_ Par
\/o -1 " . .
constqguent. si |z| < . 1e systeme est de Cramer et il donne
) = 1 Uy z _ z(2ug — va) + ug
T pz—22lvg 1427 7 1+2—22
((7)_ 1 1~z un| Z(un—"l)o)—i—’b‘()-
P TITT — ol T o2
. . . . 2up — 1
Consiclérons taintenant les fonetions [ @z —— %—ﬂm et
Z T
gz e Z("tfl«o—Jr—Uo)ijﬂ Ce sont des fractions rationnelles défines pour
zZ— Z
) VB — C o . .
z e Co |z « qui veérifient les équatious {1) ct {2). Puisque 0

n'est un pole ni de £, oui de g, f et g sout developpables en sére enticre

antour de zévo, awc mn rayon cgal an plus petit module de leurs poles
\/3 o S

(an woins ﬁ-g—) Sion éonit flz) = 3w, et glz) = Y v,o" les
n=0_ n=0

équations (1) et (2) entranent que, pour n € N, up g = u, — v, 6t

Vpyl = Un — 20y, On retrouve les suites du départ.

= o
Conclusion. Les séries entidres f{z) = 3 u,2" et g(z) = Y v,2"
) R . n =0 =]
aver () )npan 01 (v )y e définics par Pénoncé ont un rayon de conver-

Vo

o . 1 . o
gepce au moins égal & et s'cxprimend ans

2{2ug — vy} + Ug
i4+2 22

Z(up — vg) + o

f(z) = e

et g(z) =

Lo ce qui cancerne leur rayvon respectif By et Ry, on a
. RI[ = Ry = 4+ §] ity =~ ¥y = 0:
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a+1 5 —1 .
ﬁL 81 2uy — v # 0 et o = V5 {le facteur
2 2y — vy 2

.sz

s simplifie au numérateur ot an dénominateur) : dans ce cas,
1—+/5
2

<lans Yexpression de g{z) et Ry = Ry ;

Vi1

o dans les antres cas, Ry =R, = —5 <]

2

lo facteur z— se simplific aussi an numérateur ct au dénominaleur

On peut focilement en déduire les expressions de w,, et vy, en fonction
den, up et vp. Il suffit pour cela d’écrire le développement en série entiére
z

les fractions et .
des fraction 14 z— 22 14+2z— 22

Les deur ewercices suivanls sont lids a des problémes de

dénombrement. Dans les deur cas, pour dtudier une suite (u,), on
+00

considére sa série génératrice, défoue par f(z) = ¥ u,z
n=0

o 'uutres exemples d’utilisation de cette notion, le lectewr se reportera

i notre tome 1 d'algébre (exercices 1.3, 1.5 et 5.26). Ici, lidée fonda-
mentale qui permet de calculer les sommes des séries géndratrices est la
suivante : si A et B soni deuz parties non vides de N, on e, i |z| < 1,

1w Y 2" = X a,™, on ay, est le nombre de facons d éerire n
HEA neB neM
vomme somme dun élément de A et d'un €liément de B. En effet, ces

trois séries ont un ruyon de convergence auw moins dgal 0 1 et Uégalite
revient & fatre le produit de Cauchy des séries entiéres.

n

Pour

3.15. Partitions d’un entier en parts fixées

Solent a1, -. . . ax des entiers naturels non nuls promiers entre eux
dans lenr ensemble. Pour 2 2 1, on note u, te nombre de k-uplets
(@1,...,7%) € NF tels que ay@1 + - + ag@r = n. Déterminer un

A
équivalent de 1, en +00. On pourra considérer [ T
i=1 t = &

(Ecole polytechnique}

r- Solution.
Les séries 3 ™% (pour 1 € i < k) ont toutes pour rayon de

Cﬂ.,‘,EN
convergence 1. Considéromns le produit de Cauchy de ces k séries enticres.
Le coeflicient de 2™ dans ce produit de Cauchy cst > 1=,

(p1. e )RR
TS R A =N 1

On a done, pour {2 < 1,
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+>c k I l
f(z} = Z unz’ = H Z FHe | = H T a
=" =1 ry=0 =1 1 — 2%

La fonction f est la série génératrice de la suite (w,). Clest une frac-
tion rationnelle dout les péles sont les racines ap-10mes, . ... 65-i60es
de Punité. Le pdle 1 est de multiplicité k et tous les autres sont de
multiplicité < k. En effet, d'aprés le théoréme de Bezout, il existe des

entiers wy. ..., ug tels que 3 a;u; = 1. Si w est une racine de Punité telle
e

que w* = --- = w =1. alors

13

N oag, k P

w = =1 :H(w =1
=1

Si on note P = {wy,ws, ... wp} F'ensemble des poles de f.avee wy = 1.

il existe des constantes complexes e; (1 €déip 1< jsp-1)cta
telles que, pour |z| < 1,
. C;.;j
l + -_—
f( ) (1 _ 7)5" Z

15igp (w& - Z)J
LA LS LR

Pour w € P et 7 € N, la fonetion z —— est. développable

1
(w—2)f
en série entitre de rayon de convergence 1. Ses coeflicients s’obtiennent
en dérivant ; — 1 fois le développoment en série entiére de la fonction

Z L Oun a, pour |:] < 1 LS D B nis,
o s Pt Z 'w—z_alfi_ﬂ{;'()'"*‘ P

pour 5 <A —1,

(/ - B i’o n! Znmatl

{w—~ By n:J_l (741 wrtl

1 Z'I’L
— = cn
(w—z) RX_% nti=lmtg

On déduit de ce qui précéde, en prenant les coeflicients de 2™ dans les
différents développements en série entiére, que

" T L ==y
un =all |+ Z o Oy ™

1TEIER

Y rEp—1
. ) 1 .
le premier terme correspondant aa développerent de TS Celui-t
T ) -
. . N T
est équivalent; quand n tend vers +oo, a Gl(_k—lﬁ. Oun remarque que

tous les antres termes de la somme sont négligeables devant n*~1, On
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,Hk:—-l

o

a1 done u, Il nous reste a caleuler . Classiquement, on
0

nniltiplie f( ) par {1 — 2)¥ et < on fait z = 1. On obtient
k I3

1 —z [z} = = ,

( e I:] III(1+2+ + 2171
ot donec @ = — ! . On conclut finalemicnt que

a1z .. .0k
1 nk—l
w — a7 9
e D ayag . ap (h— 1)

Dons un cas concret, le développement en série entidre de la
fonction f permet d’oblenir une expression explicite de w,. Si par
vaoemple on cherche de combien de maoniéres il est possible de faire

o4

n euros avec dos pigces fou des Willels!) de 1.2 ou 5 curos. il suf-
lit de détermincr le coefficient w,, de @™ dans le dédveloppement en
1

sorie entiere de — — . Aprés quelques calculs que
(1 —a)(l—a)(l —my TR 0O ¢
nous invitons le lecteur 4 eﬁeﬂ(‘tuei aon obiient pour cet exemple

13 1 1 2 -1 =
””:40+n: (nt Hin+2 )+( ) + 2 avec e, =1sin=0
ey
oun=2moduloh, cpo==-1sin=3oun=1moduled ete, =0 s

1 =1 modulo 5.

L’ezercice suivant s’intéresse & ln géneralisation noturelle de ce qua
précede en étudiont lo série géndratrice de lo suite p(n), ou p(n) est le
nomthee de partitions de n, ¢’est-a-dire le nombie de maniéres d Eerire n
comme somane denbicrs non nuls (sons tenir compte de ordre),

3.16. Série génératrice du nombre de partitions de n

400
Pour |#| < 1, om pose f{t) = ] i 1,,,‘
i I

1. Montrer que f est bien définje.

+oo
2. Démontrer, pour [{| < 1, I'identité f{#) = 14+ 3 p(n)t®,
n=1

ol p(n) est le nombre de suites y = (g )pen- Jdentiers naturels telles

+3¢
que S ko=

k=1l
{ {Ecale polytechnique)
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[~ Solution. )
1. Posons pourt €)1 1ot n > 1, f.(0) = 11 —I,K' On a

fult) = (,‘}q')( Z ngl —¢* )

=1
Comme pour & tendaut vers Vinfini, In{1 — %) ~ —#_ et comune la
séric géoinétriqne de rajson [¢ converge. le thiéoriane de cowmparaison des
serios i termes positifs assuce la convergence absolue de la série de termie
général In{1 — £¥), Par contimité de Pexponentielle,

T+
o f(t) = exp ( z In{1 — ik)) :

k=1

Talt)

Done, f est bien définic sur | —1.1{,
2. D’apris la regle du produit de Canchy des séries entidres, f,, est
développoble eu série entibre sur | — 1, 1. Ecrivous pour t € [=1, 1]

400
fﬂu) = Z a?l(f)f(
# =0

On a alors

mn 1 A Ho {; +\)C
Fnlt) = 1—%_1‘[(2%)“2 3 bt
A=! =1 \i=0 7 F=0 o420 o dnya =0
Ainsiy an () est le nombare de w-nplets (7.0, ) dlentiers 2 0 vérifiant

i+ 2y 4 by, = £ On remargie que pour w2 £ 2 1 ay{€) = p0),
pumisque les termes 4 des suites qui interviennent dans ]a deﬁmtlon de
p({) sont nécessaivernent nuls ponr & > £ On pose p(U) = L.

On a, pour ¢ < [0, 1],

0< 3 p(0 = 3 (b < £u(1) < Ji).
£=0 £=0Q

Done, la série & termes positifs 3 p(£)t° converge. Cette séric entidre est
de ravon de convergence 1.

1 o0
Pour ¢ dons | =1, 1], notons 8,(#) = lf,, (ty— % p(k‘)f‘” . Conune poar
£=u
tout n el tout £, 0 < @, (#) < p(£), on o
e
8u(t) = T‘ (a,(£) — pti)it’ Z p(€) —an ()|

= n+] =n+1

4o

Z pi¥ ])ﬁf‘E — 0.

n—4 00
( 1-b1 +
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On conclut done que ponr £ € ]-1,1],

T L o
=11 — = > )" |
k=1 L—t 7i=()

La formule démontrée dans la question 2 qui décompose [ comime
wit produit infing est due & Euler. Hardy et Ramaanwgen ont démonird en

1918 que p[n) ~ T, dntroduisaat pour cola une méthode

appelée m.vmur(l’]m.x ?THHJOd(’ du, cercle, qui s'est révélée Irés puissante
on théore analytigue des nombros,

3.17. Signe des dérivées successives d’une fonction

Suit a > 0. On pose, pour o £ |—a,al, flx) = Infa — 2) In{x +a).
Déterminer, selon les valenrs de a et ponr w assez prand, le signe
de £ On pourra utiliser le développement de fen série entiore.

(E‘.cole polytechnique)

I - Solation.
Remarquons que f est paire. $i . € |—a, a|, on obtient

fle) = (Ina)? + hia [n( J—) +inaln (1 - 3)
@

i
+1in (l + i)]11 (1 - J—)
u u
‘ 2 .
= (ma)+laeln (1 - I—J +1n (l - l) lix (1 - E)
n ) X )

,’ ]. 41 ‘n.‘ +ou 1 7
(]lla. ~111(lZ s ZL*-M “) 2—1

— na”
1= =1

I}

=1

pnisgne < 1 et que la fonction y — In(1 + y) est diveloppable en U
avee un rayon égal 4.1 Le dernier terme est un produit de séries entiéres
de ravon o, Ce produit st alors développable en sériv cntiére (de rayon
anmoing a) et gexprime a aide di produit de Caucliy des séries

f ()1)7144 Zn ﬁf 1" B Jrz\: (—1y g \ZOG 1 g
— n an = noat o = 1 e ot n o™
4w fn-—1 I
-y {y v L.
n=2 ‘=] k( LJ

La Tometion f est done développalde en série entitre en O avee un ravon
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e comvergence 6gal a o of, f ¢tant paire, I cocfficients des puissances
frupaires sont uls ¢

F 1n +oo fén—1 ( 1) :L,Zn
flr) = {In (L] —lua Yj —! el ?_::] ( Z h(z” ) .

2
s L¢3

211:1 (77])k

Arrangeons Y - On obtient

i R(2n - k)
ey ety
I:L;_Jlﬂ"(zn_'l") e In (k 2n—k
S\ k Nk
9 gairy | (7_1)1\; i 2n.—| (—‘I)k
E(; k )‘H(;ﬁ_ -

- . . 20—k
Cest un resultat classique que Y
k-1

= In{2). Ponr le voir, il sndtit
d’éerive gue

+ o ( A+l oo

P = Z[{ ) (]L*f Z(—t)kdq_/ _l—dwx—:lnz

i +r

[Linterversion de Pintégration et de la somation se justifie par le
théoreme de convergence dominée puisgne pour tout v e N

L= (=z)n*! 2
1ix l+z

> (-

k=0

<

Motons quil est aussi passible dutiliser 1o théorgme « Ahel-Dirichlet
(voir page 178). On o done

2n—1 - “+ ke
(—1)* (-1)*

k=t k—=2n

Exprimons alors f{x) ponr @ € |—a. al ;

, Sy AL Ea
j‘(m) - (ln a)" -+ Z N — l]la - h] 2 - z L ) a2n

k=2n
+o0 1 +x ( })k 2o
. — KB
=ilna)? - -n2a — — | -
{ )+ — Z k adn
1w=1 b=141 /
=C,
+ 20 pro)
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Sim 2 1, la dérivée d'ordre m de f 8'écrit

+00 .,L.Q'nf?n
F () = Z Co2n(2n—1) ... 20 —m+ 1) —5 —
neFlm/2)1L «
. | 1 —In2 . P
Sia # 3 Crn=—(~1n2a+o0(1)) ~ Z 2% au voisinage de infin et
o ‘
il existe done mg > 0 tel que pour n 2 mg, €, > 0 (resp. €, < 0) si
1 ” T A .
n = (resp.oa > l).f\] o= 0C,===1 % (=1 < 0. En effet,
2 2’ 2 n k=21 2
, R DY
d'apres le théoréme spécial des séries alternées. lo reste ¥ — esl,
k=2n

Jdu signe du premier terme de la série. Posons dans ce cas mp = 1.
On en tire le signe de f2™) (&) e fE"+U () pour m > 1y

(Iasazé Casa<]§
T —a 0 a ‘ @ —a 0 <ﬂ
SEm ) - - SOy -+
Jr(2m+lJ(a¢) - 0 - f(2m+tj{‘,3)‘ - 0 4+

Dans les exercices suivnnls, on détermine des dénvrloppements on
~Crie enticre. Llexistence de ces développements ne pose pas de probléme
en géndral. Mais pour ceus qui résullent dun produil de Cauchy, les co-
cflicients sont souvent malaisds ¢ oblenir ¢t on préfére monlrer que ln
fonction & déuvelopper vérvifie une éguation différenticlle.

3.18. Développement en série entiére (1)

Déterminer le développement en série entiére en 0 de la fonction
2y [T i
r— et /Zf et AL
0

( Fcole polytechnigue)

I - Solution. o
Notons pour z récl, F(x) = e=*"/2 /0 ¢ /24t Pour tout réel z,

i £ iy hRL2n i +-0Q 21
2 Z (_U x vl L
=, 27 “L_‘O 2t

. . . 2 e 2 e
ve qui garantit que les fonctions ¢ — e/ ot 1 — &7 % sont
développahbles en série enticre sur R tont entier. [F o va de 1ndéme de lenrs

privaitives ot done comrne le procduit de denx fooctions développables e
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stric enfiere sm R est encore développable en séric entigre sor R, F vérifie
égaleruent cette proprictd.
. Fow
Ecrivons pour @ € B, F(r) = ¥ a,2". En dérivant I, on constate
n=I(}
que F vérifie éguation difffrentielle o + 2y = 1, ce qni donue ponr tont
réel @

—+.x
Z(n-}—l]a,“rl[ +Zu,, "=
n—.
s e, s . .- o fly, _
et par unicike du cl('veloppcment ¢h oseT1e entlete, dpy) = — ﬁil el
n

ay = 1. Commme gy = F(0) = 0, tous les termes d'indice pair sont unls
(¢’étaric prévisible puisque F est hipaire) et pour les antres,

LT _ (-
A (2n+ 1M2n - 1).--3
(-1 (2n)(2n —2)..
- (2n+ 1)! ’
(-1)"2"n!

sott firralomenl, g,

€ R,

T On conclut done qne, pour tout
0 -

Hon (_ 1)”2”?‘%[

2n-tl
T . <]
{(2n+ 1) '

0

3.19. Développement en série entiére (2)

Développer en séric cntiere la fonction & —— arcsinx, puis les
. . arcsinr , 5
fornctions J = = ot x— (aresinz)?.

V1- a2

(Ecole polytechnigue}

> Solution.
® Sait f 10— arcsing, La lonetion fest de elasse O snr ] —1, 1] ¢t

e l . .- s
sa dérivée & ~— Ninr ost développable en séric entidre avee wn rayon
dgal & 1. Il en va done de méme de f. Le cours doune, ponr o € | -1, 1],
! R T = (2n
W _—1+T( BT ra— i x Z( i )r Bis
T+ = 2.4. (Zn) = PE (n1)?
+o0 11,
Ca
- S
v ‘ln

ef done
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1 o 4
- g Tl
— 2 [
I—-u =4

On obtient alors le développement de atesin en intégrant cehd de sa
dérivée terme 4 terme et, compte tenu de arcsin0 = 0,

LN .
arcsing = L —ﬁ;wm“ .
n==0) ( -+ )
1 ares — 1 , svelopnablos
e Comme 7 — arcsing et o r— —==—sont déve oppables en

-
série entiere avece un rayon égal a1, leur produit Pest aussi avec un
rayon supérieur ou égal & 1. En fait, ce rayon est exactement T puisque
AT

On coustate vite (e Pexpression du coellicient de £27%" obteme par
I formude die produit de Caunchy ne se simplific pas facilement. On va

phitdl tenter de trouver wine équation différentielle vérifiée par la fonction

ArESID @ . .
— Sirc]-1,1[.

giu e -1 — sk

1 rarcsin g

A )

Done g vérific I'éqnation différenticlle néaire y'(1—x2) —ry = 1. Notons
%

5T apa® le développement en série entiere de g. La relalion vérifiée par
0o

o wéerit

g (x

+ o0 + o0
(i - ,’L‘z) Z Ty, T — z a0 b,
n=1\

HESU
+oc —+ e
naRr" =3 (n+ Naa™ —ag =1,
n=1 n=1

1oo +oo
—flg — 1+ ) + Z (71‘, -+ 2)(1.,,{+2.’1:“'+ I _ Z(,” + l]njjx-r1+l — Ur

=) n=1
too i
—ap—T4ar+ 3 [(n+Qan.s — (n+ Dagja™ = 0.
n=1

Comme g est impaire, tous les @, pour 2 pair sout ks, Par unicité du
développement on série entigre, on obtient

) 7 41 ,
D=—ag—1l+a1=a —1 et a“”:iu?, sinzl.
n 4+ 2
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Dol on tire a1 = 1 ¢t pour o = 0,

2n _4n 2n-2
ma:’"’] T 4121
220 —2)...04.2
T {2nt 1) (2n—1)...5-3
{(2mnhy®
@2n+ 1)1

1 = g3 = -

[45]

On » finalement, pour tout x € -1, 1],

arcsin . 2 aniph)?

aresine - 270"
Vi—z? o (2n 4+ 1)

2n41

cliaresing)? Aresin T
+» Comme =2 .
da: V1 - :1;2

série cutidre de & ~— (arcsin.r}? en intégrant terme 4 terme celui de 2g.
Puisque {arcsin 032 = 0, on obtient, pour jz| < 1,

on obticut le développement en

+oxa /_1';n.(n!)'.’ ‘,L.2n+2 _ +o0 4”)1{(?’.‘, _ 1)|)2 2
i+ 2n+2 0 (2n — 1)n

(arcsinzx)? = 2 i

n=1

P EI% (22

. Lo
oo = 135 @
n=1

2

2 +ox

! . .
En prenant @ = 5 o vient < On trouvere gusst €

1= = 2
18 7o) n2Cy,

dernier développement par une autre méthode dans evercice 1.485.

Dyuns Vexercire suivant. on développe en série entigre la composee
d’une fonction développable en série entiére et de la fonction exp. On
peut démontrer plus géndralement, wais ce théoréme n'est pas au pro-
gramme. que la composée de denr fonctions développables en série enticre
est deéveloppable en série entidre.

3.20. Développement en série entiere (3)

] F¥:' Ik
Soit g(x) = exp k¥1 =)
1. Démontrer que g est développable en série entiere avec un
ravon e convergence R 2 1. Op note g, les coeflicients du
développement de G.
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!
2. Montrer que g, =0 (_%ﬂ )

(Ecole polytechnique)

- Solution.

f

1. Lerayon de convergence de la série entiére Z — est 1. La fonction

toa m

fio— ¥ z—z st définie sur [—1,1], Elle est dérivable sur | — 1. 1] et
+T\*] w7t 1 &

Jiw) =3¢ = Z . On epn déduit que g est définie sur [—1. 1],
o n+1

dérivable s | —1 ][ et VCZ‘IhP g'(z) = g(z) f'(x). On a de plus g(0) = 1.
La fonction f étant continne sur ] —1, 1[. I'équation différenticlle linéaire
v = f'y possbde nne solution maximale nnique prenant en O la valeur 1
et qui est définie sur | — 1, 1] tout enticr. Cette solution cst g.
Montrons qne 'équation différentielle ¢ = yf" possede une solution
développable en séric entitre G telle que G(0) = 1. On aum ’apres

ce gqnt précede G = g. Cherelions G sous la forme G(x) = T gt
S1Ipposcns gue cefte ‘-,9119 a un rayon f}e convelgenc( not nul R On a,

pour |z| < R. G'(x) = Z Agnr™ T = 3 (n+ )gns12™. La fonction fG
nf
est développable en Q(I'l( (utn,rc avac yi rayon ¢gal 1 R 2 min(R 1) le

éveloppement s’obtenant pay nn produit de Caucly. L'égalité G = fG
st vérifiée s on a, pour tont n € N

Th

Gk
+1 = —
(7? )9n+1 ,;rﬂ—k-#l

Lo coeflicient go valapt 1, cette relation de récurrence définit une suite
wigue. On montre facilement que, pour tout n € H, on a 0 < g, < 1.
I'n effet go = 1 ¢t si on suppose la propriété vraie jusquw’an rang n alors

1 T Q’k
0=« < : 5
dnyil n+1)§_0n—k+l ﬂ_{_}_;l.)k

On en déduit que le rayon de convergence de la série ¥ g, 2™ est supérieur
on égal a 1. L'équation différentielle posséde nne solution G telle que
({0} = 1, développable en série entiere de rayon R = 1. Cette fonction
est. égale 4 g La fonction ¢ cst done développable en série entiere sur
1 - 1: 1[ '

2. On a, pour tout 1 € N, 0 € g, < 1. On onr déduit que, pour tout
ne N*,

1. Notons que les résultats d analyse complexe permettent d’obtenir sans caleul le
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n—i 7 |

0<a z — Z hl—n
VS s n n — f" i kon—ee

T
(Rt !

et done que gy, = Q ( ) Soit A tel que g, < A h'—:? pour tout = 2.
n T

On obticent alors, ponr n 2= 2,

IR Y Alnk
0<gn < = el I
cmegy trel(en )

nin =k kG — k)
1 =1
< - |24+ Al
n( + nnzk(n— k)
lnn %= /1 1 )
<-(24A00 -
=2
1 nn &1 (hm)z
= - + 2A — — ~ 2A—
‘i n kl‘ k| -0 n?
-1
2
Cela montre que ¢, = O ((LHE;)—) ot donc que g, = © (lrlﬁ) . <
n Pt 00 )

Résuwinons la méthode utilisée dans cet exercice pour montrer que ¢
est développable en séric entifre. On montre gue g est solytion d'une
dquation différentiell; (Y, puds quo cetle équation posséde une solution
développable e série entiéve . En appliguont le théoréme de Cauchy-
Lipsehitz, on montre que h = g of donc gue g ost developpable vn série
entiére au voisinage de 0.

3.21. Limite simple de polynémes i coefficients positifs

Suif (P, )20 une suite de polyndmes & coefficients dans Ry guoi
converge simplement. sur [, 1] vers une fonction f. Montrer qn’il
existe nne suite (b, ),20 de véels positifs telle qne

(7} le rayon de convergence R de la série Z box™ ost = 1
'
(Y Yr e [0 f(e) = 3 b2

=l

(Ecole normale supérieure)

koo n
tait que Lo fouction z —— exp 3 < est developpable en stvie entiere sur le disque
pw—1

unité ouvert de s @lest la composée de deux fonetions holomorphes.
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| - Solution.
- o

On pose, pour tout 7 € N, Pp(2) = Y bppa®, 0l by p = 0 si k asser
k=)
srand. Noug allous démontrer gu’ll existe une application ¢ : N — R

slrigtement croissante telle que, pour tout k € N, (b, ) converge. En
appelant By, la limite | on montrera qu'on obtient le résultat voulu.

Pour tout n € N, P, est & coefficients positifs, done pour tout k € N,
nma0< b, <, (1). Lasnite (P, (1)) est convergente donc majorée par
M. Ainsi, pour tout (n, k) € N, on a 0 < b, & < M. Pour construire ¢,
on utilise lo procédé diagonal de Cantor. La suite (b, 0) est bornée donc,
d'apres le théorétme de Bolzano-Weierstrass, on peut en extraire une
sons-suite convergente. Soit done ¢ nne extraction telle que la sous-suite
(hu(ny,0) 801 convergente vers un réel bg. La suite (b, m),1) est bornée et
on peut choisir ime extraction ¢, telle que 1a suite (b op, 0y, ) COnverge
vers un réel by, On réitére ce procédé ponr construire par récurrence
des exbractions i telles que (byyo..op, (n).k) Converge vers by. On pose
) = oo pn(n). Alors, pour tout £ € N, (b p)nzr 65t une
snite extraite de (bp o op, (n), k) nzk, QUL CONVerge vers by, En effet, on a
n— 1 <n<e(n) done

"F(n - 1) PG T Oy (” - 1) < e 2 | O(P'n,(n) = 99(”)

bty ke = Bogorogr (pre, 0o ) (n)k DOU T 2k done (byea k) converge
vers by pour tont ke N,
Soit z € [0,1]. Pour tout n € M, on a 0 < P(2) < P (1) < Mect o
+
fortiori0 < Pogy(z) < M, de Z b (n).k 2k < M. Soit N € N. On a pour

lout e & I, Z bogy.x®® < M et en faisant tendre n vers 400, on obtient

=0
N

Y bt < M. Ainsi les sommes particlles de la série A termes positifs
5 =0
N bzt sont majorées done cette série converge. Le myon de convergence

de Y hpa® est supérieur ou égal & 1. Posons g(z Z bpz®. 1l reste
k=0
montrer que g(x) = f{w) pour tout = € [0,1[.
Soit z € [0,1] et N € N. On a pour tout (n.k) € N?, 0 < by < M

cl par passage 4 la limite 0 < by < M. On en dedmt-

+oo i = 5 Ml
S SRELES VR i
k=N k=N

@

tee e MM e
5 ber? < 25— Ou obtient ainsi

i
ol de méme (0 <
E=N 1o
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O . 2MN
‘P’_(“J(ll\) N l](fr)[ v VJJ(TL bR-IT}“ + _ f._
qu -

En faisant tendre 1o vers 400, on en déduit

o . N
) - glw) & ——-
F )~ gl < T
. . 2N o
Onand N tend vers + 0, ‘ tened vers O doue f{@) = gtr).
| — 7
Enorenanche, on na pas neéeessairemment f(1) = (1), Prenons por
P ErEYY PP ~ T B — ]' n l - ”:ﬂ*l
exemple, pour n € F, P, = e . OnaP,(x) = T La =S
pour . € (L 1] et done f{z) = 0. Ceomme Po(1) = 1 pour tent n € N,
1
f() = 1. Pour (k,n) € N?, b,y = " et dane Iy, = O pour toul
1

k€ M. Lo fonction g cst la fonction nalle ct f{1) # g(1).

Sont regrovpdés maitenant un enscuble evercices oh i s agild de
trouver o linite on un dquivalent dune fonrtron développable en sére
enlicre, en un point du cercle de conperyence. Une premdve méthode,
mise en ewvre duns Uerercice suivant, csl lo comparaison sere-mntégrale.

3.22. Recherche d’un équivalent

Trouver nn éguivalent quand » tend vers 1 de f{r) = "
=0
(Ecole polytechnique)

> Solation.

Le rayon de convergence de la séric entidre ngn est 1: la fonction
fest done définie sur [ — 1L Pour déterminer nn dauivalent de fon 1,
nois ntiliserons la nicthode de comparaison série-intégrale.

Soit & € [tif; la fonction + — 22 = AT g positive et
dléeroissante sur R, car lnx < (). On a done, pour tout & < N,

21 i o 2k
T < ot dt L et
Ji

Pour n € N, en additionnant les inégalit®s obtermes en faisant varier &
de O & n. on obtient

n|]

i | _{ N
J Cj < Z:rz = fz)
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. PR T -t i .
On en déduit lexislence do ]H 7 ot . En faisaut tendre n vers +ac, on
-+

ubibient

om0
Jilz) —w < / #2dt < fix).
0

Clest-d-dire

40 o +- 0 e
j 22 dl < flny < f 7% dt 4 (+)
[}

0

On va chercher wn équivalent e lintégrale. Pour ce faire on va, en
atilisant le changement de variable « = —(luxje" "2 placer ln variable
o dans les bornes. (u obtient

+oo | , oo o tina 1 oo e U
/ 2? dt = / pllmor™ gy = f dus.
40 Jir In 2 i

‘ L. +o e ;

Il taut tronver nn dquivalent de f : “—dn. Quand x tend vers 1,
491 k7
—iL

Inw tend vers 0. La fonction @ — — est intégrable sur |1, +ocl.
i

Nk 1

1 .
~ —. Ces fonctions étant de
o ou—0 Uy

siene constant e pas intégrables sur [0, 1], ou en déduit gue

1 p—u 1 1 o
/ —di o~ / —du = —Inuz et / —du o~ =lIn(—lug)),
Jor e J—lur

. i
mais pas sur 0. 1]. De plug, on a

[ r—0 . 7] i el
+ < e—u
{1 obtient enfin [ —dn o~ —lu(-lnz) el done
oy W £l
. In{—1lu.r)
[t Jmthn
Jo =1 In2
e A m{— ) ..
s négalités (+) 1montrent alors que f{x) S En écrivant,
z n2

pour foud ¥ € J0. 1,

{—lnx) = hl(?ﬂ) + (1 — ).

o en déduit que 3
N In{l — )
E STy

Les exercices suivants fournissent une autre méthode powr oblenr des
dquivatents de lu somme d'unc séewe enbiére. Hs affirment. sous cerfuines
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Raed
conditions. que 3% @, ~ by, alors Y a,x® ~ Y ba". Uéguivalence
n—ox
=0 =0
ayant liew ou bord du domaine de convergence. L 'énoncé suivant reyroupe

des questions provenant de plusieurs ornur.

3.23. Etude asymptotique au bord du disque de convergence

Sotent («,,) et {b,) deux suites de nombres complexes. On note R
et R’ les rayons de convergence respectifs de 3 a,2™ et 3 hya™ et,

T

sous réserve de convergence, f(x Z an2™ et glx) = Y b,
n=0

On suppose que (b,) est & valeurs daua R* ot qu’il existe £ € C tel

Un
que lim * =4
n—400 Up

1. Montrer que R = IV
2. Ou suppose que R’ = 1 et que 3 b, diverge. Montrer que

flx)

im — =

1= g(l}

3. On suppose que B’ = +oo. Montrer que  lim f(x) =¥
&b o g(;r)
4. Soit p € M. Déterminer la limite lorsque z tend vers 17 de

(1 —x)P+! Z nfar”

{Ecole polytechnigue)

B> Solution.

1. Lasuite (b_) couverge done clle est barnée. Soit M tel que, pour

bn
el < R, 1a série 3_b,a™ converge. done ¥ a, 2" convorge ausst et on a
R =R
2. Les deux séries ont, d’aprés la premiére question, nn rayon de
convergence = 1. On remarque, pour coinmencer, que ]iHIl o(z) = +o00.
ot

tout n € N, |g~'1r < M. Pour tout = € C, on a |an]|z{™ < M|b,[|x]™. Si

T
En effet, pour tout A > 0, il existe n; € N tel que ¥ b, 2 2A, puisque

Ty,:O
T
3 by, diverge ot est A termes positifs. Ou a done lim Z b,t™ 2 2A et
o

=)
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Ly

il existe rg € ]0,1] tel que, si o € [xg, 1], ona Y. byx™ = A et a fortiori

n=0
glr) = A {car b, > 0).
Soit ¢ > 0. Par hypothése, il existe 1y € N tel que, pour n 2z ng,

on ait

0.1, ona

+0o0 +
Z ™ — ¢ Z hoz™

< ¢ ot douc {en — £by| < £bn. On en déduit que, pour

13 Z box™ < 2g(x),

A=t n=—-ngy n=rqn
phis
ny -1 ng—1
| f(z) — Lglx)] < Z @y, — £by |a™ + egla) < Z |a, — &by | -+ eglz).
=0 n=0
tnfin. on obtient
n(\_fl
X Oy — ber
1) | fon = Bl
— — | L +-¢.
; g(x)
ng—1
> lan — £by]
Comme lim 2=2——— 4+ = — ¢ il cxiste 7, € ]0,1[ tel que, s
a—il- glx)
)

x € [z, 1], alors . ¢e qui est le résultat voulu.

P

S gl _

3. D'apres la question 1. les deux séries cntidres ont un rayon

de convergence infini. On chaisit ng comme days la question 2. La
demopstration est la méme. On obtient, pour tout réel z = 1.

ng—1 ng—1
Y |on — &by |2" 3 la, — by | &t

(.'C — =0
\f )—{,!\{ =0 te< n Le
T g{x) glx)
anJI
On remarque que  lim ——— = 0, car g{x} =2 #,,2"°. Le majorant
e ()
tend donce vers ¢ lorsque @ — oo, d’oit Fon déduit Pexistence de @) > 0
el que % {) € 2, pour « = a1,
4. On applique le résultat de la question 2. Le rayon de convergence
+ >
de YonFx™ est 1. 81 le calenl de g{z) = 3 nPa” n'est pas shnple, on
.2()
400 "
saif, en revanche caleuler Y n(n—1) ... (n — p+ 1}2™7?, somme dans
= (l

Liquelle nn reconnalt la dérivéc p-itme de la série géométrique. En posant

1
() = Z . T ou obtient done, pour pe Mot 2 € |- 1, 1],

n=0
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BN

p!
flz) = X{Jn(n -D...(n—-p+1z" = .'r:ph(p)(:z:) = :r;p(l—wm-
n=
Sion pose a, = nin —1)...(n —p+ 1) et b, = nP, la suite (h,) est &
termes strictemert positifs, lilJIrl G et M b, diverge. On en déduit
n—4oc
x !
que Hm fiz) =1, ¢’est-a-dire que f(z) ~ glx) ~ P

— ¢l
r— = g(ﬂ") r—l- " m—l - (l — fI,')P+]
finalement.

™

=
lim (1 — )P+ Z n¥r” = pl| <

r—1-

Awvec les hypothéses de Uénoncé, il résulte en poarticulier de cet exer-
cice que st a, ~ by {(resp. a, = 0(by) e +00), on oblient en 1 ou cn
Ti—

a0, [ g (resp. f = olg))-

Le rdsultat de lo question 4 peut étre obtenu également par comparai-

son G une miégrate, en opérant comme dans Uexercice 3.22. On trouve
+oc

que E nPe" o~ f tPxtdt. On montre factloment, par récurrence
p=0 7T SRy | :
. ! ! _ )
SUrT P, GUE Petdl = ———— [TREPSTIER e qui conduil au
b /[R} (It -l (1 x)rH

résultat.

La premicre question de Pexereice swivant a €66 résolue d'une aulre
mantere dans exercice 1.16 de notre tome 1 d’algébre (i s'agissait de la
démonstralion méme de Gouss). La suile de Uexercice est une application
dn résultat de exercice 8.25.

3.24. Un théoréme de Gauss

On considore le plan R? muni de sa yorme euclidienne canonique
[ 1. Pour « = 0, ou pose

glx) = Card{a € 77, |la|| <} et gi(z) = Card{a € N, |jo]| <=},
1. Trouver un équivalent de ¢(x) el de q+(;n) lorsque z — +oc.

2
2. On pose pour { € |-1,1[, g{t} = T (Z " ) . Relier g

=0
ef ¢, puis donner un équivalent de g en 17
(Ecole normale supérieure)
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[> Solution.

1. Pour tout = 0, g(x) représente le nombre de points & coor-
données entidres (LLIlb le disgue de centre (et de rayon x et g, (&) lo
nombre de points & coordonndes entitres = 0 dans ce méme disqne. Do
manicre intuitive, il ¥ & environ 1 point & coordonnées entiéres par cn®
(i on prend le contimétre comme unité de longuenr) et il ost doue assez
rajsomnable de penser que lorsque . Lend vers 420, g(1) va étre Ggnivalent
iorr? (Paire du disque enclidien de rayon ).

On commence par chercher un doquivalent de ¢ (n) lorsque n € N
iend vers T'infini. L’idéc est de compter l¢ nombre de points de Z2 dans
e quart de disque de rayon noen les (:onmta.nt colonne par colonne.

Soit noun entier naturel Pour (k,{) (k, Dl <
i 8'éerit k2 1% < n®, dquivant A 0 < k < n ot 4] g I < \mz k2. En
vomptant le nomble de couples (&, ) vérifiant cette inégalité pour k fixd,
on obtient

i

g (n) Z Z l = Z (E(\/-n? — k) + 1) .

ki<t k2 k=)

(n a done encadrement

Zv k2 < qln) € T‘\/_-* NI

k=0 k 0

. . . »
ve qui donoe en divisant par n”®

- [ TR
DT AT A Y N
v n* I N n? " on on?
Q :
Nous reconnaissons alors une somine de Ricrmann relative a la subdivision
réeguliere du gegment [(1, 1] de pas = pour la fonction £ — /1 -~ 2. On
- i
it déduit gue

a_| f**h*f

1</ k4 ] }\,
r’] g} v1 - :‘”_, = V l o *”_H.O(_ mdl

Cette iutégrale reprégente, cotnme prévie, Paire d'un quart de disque
LT ) L . .
de rayon | et vani done e Par le caleul, cela se voit on posant £ = sin @ -

gl — /2 S T /2 2
/ V1—#df = / VI sin”Goosfldf = / cos” i
(

#{ 4 40

w24 24 T
. / Lot cos(2) gy T
0 p 1

it vertn de Uinégalité établie of dn théoréme d'encadrement, on cn
dednit gue
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_ogefn) W
lim 5=
n—toc T 4
Il est facile de voir que cet équivalent reste vraj pour un réel positif
7 quelconque : en effet, si o est un réel positif et n = E(x?). on a
g, {n) < qp(x) € gr{n + 1) et done, en divisant par x°
ny ) | gein+1 . i) iy e w4
Q+(2_} < Q+(2) < 1+ { : )  puis g !« :'+(2 ) < g+ _ ).
T x e (n4 1) @ )
, . ) g (ir 4+ 4 7
Or, d'aprés cc gui précede, lin i(—) = lim LL+J = —.
n—oe (14 1)2  w—toe gl 4
P L , . gy lr T
Toujours d'apres le théoreme d'cncadrement. on a  lim 1+.2 ) _ -
n-rbx 4

On conrlut que

On cateule gla) & partiv de () en [aisant attention aux points sur
les axes qui sont comptés deux fois et au point (0 0) conpté 4 o, On
obtient gla) = 4¢, (z) — 4E{xr) -3 ot

£) |,
B +OO

2. Comme la sdrie Zt“d est e rayon de convergeonce 1, g est. définie
sur | — 1. 1[. On va calcuier g7 en eflectuant le produit de Canchy de

2 . , .
la séric entiere > #" par clle-méme, Nons savons alors yue Pon obtient
une série entiere do rayon an meins b Plus préeisément, si on posc. ponr

nzha,= Y 1= ¥ 1l alors,ona pourt€]-11]
Kii=n k24pli=n
KL earrds Ok Tdn
foo N
(Z t" ) Z want™ et g{t) = —— Z anl’”.
fo)} n-"0 H*U

Sin 2z 0, o, st alors le nonbre de couples (k, 1) € N” tols que k% +1¢ = n.
Toujours d’aprés les régles du produit de Caucly. on a, ponr t € |—1. 1],

+% ‘oo
(J(f) = (Z (”) (z Hnt”) = Z (GU R A e e (J,”‘)t”
n=0 =L =i
+ o
= Z g (v/nder,
n—=I}

Pour obtenir un équivalent de g(t) en 17, on va ramplacer g, (y/n) pat
son équivalent trouvé cn 1. Ceel est possible on vertu du lenue snivant :
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Lemme. Soient (an)aen ¢t (bpl,cn deuz suites de Ry équivalentes. On

S0
suppose que 1{t) = 3 unt™ est de rayon 1 et que Y a, diverge,
n=_(}
Alor bot™ = s ~ (1)
5 Z ™ (t) s (1)
'ﬂ'
(o résultat classigque fait l’objet de Pexercice 3.23. On obtient done,
400 -
T 7t d 1 7t
iy e —1it” Tl s
w5 8 - H R =i -
On conclut que
(L) T <
f] ~ _—— |
P -1 e
o T e VT . A
On en deduil que > 87 ~ 5T Notons que cela aurait anss:
=0 t=1= ey I —

pu étre établi, comme dans Perercice 9 59 & Vaide de I mdthode de

o2
comparaison série-integrale en rehunt Z g eLf t* dn. On lrouve
!!.—

wlors
Z r”, N __l; ].+ AN c_wz d?‘ - i )
e S A t—1 241 —1t

e cela on Hye directement Déquipalent de g.

3.25. Série de Lambert

Soit o € N* et 2 < [0.1],
1. Montrer que la série 3 ]”

.
¥
COnverge.
e

+ 0 Tl
2. Donner un duivalent de sa somme (x) = X T
n-l — &
oraque @ — 17 {on exprimera p(x) comme somme dune séric
w(7) )
l—a '

(Ecole polytechnique)

double et. on considérera le développernoyt en série enticre de

i~ Solution.

x T

1. Pour a € [0, 1. o terme général tle: la série est dquivalent

: Fs ! 1 wro i .

an®z™ = o = | lorsque n tend vers Pinfini. done Ia série converge,
m

Jd'aprés e thidordme de comparaison des séries a termes posttifs.
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2. On pent écrire, pour » = 1,

T i

e = g™ n — = nk
Z(-f =X
1—am =

D'aprés les théoremes sur tes familles sommables positives {le lecteur
pourra sc répolter d notre premier tome d'analyse p. 201), la famille
(n® :-”k}n,k 21 est sonunable et sa somine est (o). Le théoreme dasso-
clativité permet Je rassembler les termes selon b valeur p du produit
nk. On abtient

400 +m0
o= S () -85 (o) o
p—1 \ n|p =1 nlp

Posous a, = 3 0" pour p = 1. Pour trouver un équivatent de w(x), on

7| p
souhalterait avoir un équivalent de o,, mais ceci n’apparait pas facile
Par exemple, pour a = 1, a, cst la somme des divisewrs de p @ clest
i ;

wne suite gui varie de manicte assez, ivrégnliere. Souvent, ces fonctions
arithmeétiquos prounent un comportement beavicoup plus régulier lors-
qu'on les étudie en mavenne (le lectenr en tronvera un sutre oxernplo
dans Feservice 3.26 du tonie I dlanalyse). (Vest ponr cela quion va,

conune le préconise 'énoncé, faire le produit de Canchy de o(w) avec
1

——. Drapres la regle sur le produit de Canchy, on obtient, pour
A

1 -
xe 0,10

Foc
A0, St =S by
p=] )’)—]
aved
P » P
h,, Ty o dy = Z }: nt — Z n’” 2. | = (E> TN
kel plk n—1 nk ;7] n

La =ite by, cst heanconp phws facile & estimer que la suite @, En effet,

ram 2o ()G

. L, . 1
est nne somme de Ricmann associée A la fonetion & — IT ( 4, Cotte
@

funcetiam adimet en lout point de [0, 1] une limite a gauche et & droite
(rappuelons que a2 1), Blie ost done véelde, ¢ est-a-dire mite wniforme
de fonctions cn escalier. La somine de Riemann ci-dessis convergo done
vers Vintégrale de cotte fonetion entre 0 ot 1. Calenlons cotte intégrale -
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1 1 +00 :l 1 ‘
]0 E (;—_) e = Z _/‘_1_ E (T) £l

il
3
“:‘I“
=2

re=I| [\;_-'1
1 +00 1 1
a+ 1= Anetl (n+1)et]
Si N = 1, on peut derive
E (i ) £ § e
Y
= ne+l  (n+ 1)‘*“ (R r1+])ﬂ'1
N ,
1 L
=l b Y
{(N+ 1)~ E (m+ Lynt!
N+ 1

- Z ”r‘d—l - (N+1)“

o1

ol en faisant tendre N vers 4o, 1l vient finalement
1 1 =1 a+
[o(t)rar= LS L0 doth
Jo a o+ttt o +1

ot € (lési;,;n(‘ Iy fonction zéta de Riemann définie pour toat & > par

e+ 1
{(z) = )ﬁ . On obtient done &, ~ Qii—k—)p'“’*
oo pooe a4 L
renivalent A

, €e qui ost encore

E :Il([)+(v +Lp+or.. . (p+1)

[Fapres un résultat classique sur les équivalenis de séries engitres & co-
ellicient~ positits (o pourra se reporter 4 Pexeredee £.23), vn en dédnit
e

ol T
\P(-’): boo® o~ C(Ut quko/% Wp+a)..  (p+ 17

. v
1—x — 11— a4 1 s
Clo+1) (a4 1Y » N
T e Lo e i)

ol + 1)

sl (1= gy

On conclut
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Leg théor émes taubériens qui swivent dnoncent des condilions sous
lesinelles wne réeiprogue du thioréme d Abcl-Divichlet (voir page 178)
est vatide, En effef. celle-c ost fuusse en gendral. Sion considére la suife
de devme générol a, = (107 la série Y w77 o pour vayon de conver-

€

. N L o1
genee 1, sa somie, éqale d 231 @ pour lmite 5 quand .t tend vers 1,
x

swns gue L série Y a,, converge. Nows avons regroupé ensemble plusicurs
arercices posés 4 Uécole polytechnigue, avec des hypothéses variées. No-
tons que la méme conclusion veste werifide avee Uhypothése plus fuible

1 . .
ty, = () (:—;) (théoreme taubérien de Hardy-Fittlewood).

3.26. Théoremes tauhériens

+ o
Soit (1), ep nue suite de C telle que f{e) = 37 a,2™ existe pour

H:f]
tont = (=1 1] et lim f{) = (€ €. Démontrer yue la série Y ay,
n—

converge ot a pour somme £ duans les différents cas snivants ;
1. e, = 0 pour tout n € N ;

L

\ 1 .
2, Q=0 (—) lorsque n tone vers Pinfing
7

+ oo
3. Y nlan]? converge {dans cc cas le résuliat st di a Fejér);

=0 9
4. lim a1t 2ax 4 fndy = ().
== 00 T

(Ecole polytechnique)

L Solution.
1. Dans ce cas, b fouction f est croissante sur {0, 15 On a done, pour

400 N
tonl & £ [0,.1], 37 ana™ < Lo, a fortior, pour tent N € M, 3 a,0" < 0
n="0 n=0

N
En falsnnt lendre & vers 1, on obticut Y, a, < ¢ Alusi D a,, converge

=
4o
et sa somine est < £ Muis, Pautre part, > o, wnajore fosur [0,1], ce
n=0
450
qui mplique £ < 3> a, et 'égalité voulue.
r==(}
2. Suit £ > 0. 11 s'agit de proaver quion a, pour N asser, prand,
N
Iy = ‘{\— N | € 2. Pour ce faire, on effectne nue déeonpe taubérienne ;
r=

o introdait f{r) en choisissaut x conveuablement {en fonclion de N)
pour controler chaque terme. Soit doue 2 € [0, 1f «t
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N
S \f’ N OETEDS \

n=0
=+ o
=W fl 3 +Za,,
n=N+1 n—0_

[Vapres Uindégalité triangulaire, la série entiore convergeant absoliment
sur [0, 1], on peut écrire

+oc N
IS 0= fll 4 D0 anle + 3 fan (1 - ")
ne=N+ 1 n=0

+oo p
S RED M RTINS PR SRR

n=N+1 -~ =0
L L: N
L — flrd + = sup [recegl L "l ) Z rla,|
n—=N=+1 n=0
_L’\J+I N
L~ fl)] + = Sl]pli.'fi,,l——f + {1 —ux) Zn[an[
- n=0

. 1 g
<= Fr) + = Sup 16, + (1 — 23N (ﬁ Z |a,| | -

(1 - ) nzN =0}

Mar hypothése. sup nfo, | N 0 et, en vertu du théoréme de Cesaro,
nEN —4 0

N
Z < 0.

—+o0
Hserait hon dlavoir {1 — 2)N = L. Rien ne uaus en ctopeche il suftit de
J
pronedre o = 1 — R On a donc

N

’ I 1
< i!f - f (1 ~ 1»\)‘ + sup [nan| + N Z 1a,].

wzN n={

omme lim f{r) = £, on a, pour N assez grand, dy < €.
C lim | £ ) 1 N asgez grand, oy € &
r—1
3. Nous allons remettre cn place la méme idée, mals avee ces condi-
tions, Ja majoration est plus technique. Lont d abord, ponr utiliser I'ky-
pothese dans nos majorations, nous allons naturellenent introduire le

reste de Ja série dont on sait quiil tend vers 6 @ pour N < [, ou pose
+ e
B = 3 njan? Un caleul nnédiat donne, pour n 2: 1,

n=N
Iﬂ I_ \/R)n. ﬁRn.}.! R
i -
7
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En reprenant les notations de la question précédente, on a tonjours por

NeNet e 0.1

4+

N
< € - fla)]| + Z g L™ + Z | (1 — 2™ ).

Qccupons-nous du second
Cauchy-Schwarz.,

oo

Z Janfz™

n-N41

Ou a clairement

e R O . S
< _ > e
Z 17 N =%
n=Ny1 v=1

On ohtient donce
+o

2.

n=N41

n=N-t1 7i=0

terme. On éerit, a Uaide de Uinégalité de

= [t V==
N4 \/H
+oe N £ on
é L nlanl L -
=N +1 n=N+1 n
=Rn+1
1 B 1 1
N{l — %) I\(l—r)(l+:r‘) N{l—x}
T
lat,, | 5" Ny
N(l — =}

Venons-en an troisiéme terme. On a, comme dans la question précédente,

N
> lanl(t

n=

On en déduit o

N
S lanl(t — 27
n=0

N
< (1~ x) Z'f!‘”,nl.

ri=1

N
< (1 —=x) ) y/nRy = nRnyy
=1
N / N
(1) (Z(TLR,,, - an“)) (Z 1‘) ,
n=J\

1/2 1/2

n=I1

toljours d'apres I'inégalité de Canchy-Schwars. Un chiangement d'indice
: I Y g

donne

L(HRM - n

=]

Nep-1

Z(n - 1}R,

=2
L R,..

=21

N
1) = Zan —

n=1

N
=Y R, NRn,; =
il
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I'imalement, on obtient la majoration

1/2
af(l—a™) < (1-x (L Rn)

=1

i:

no 0

| N /2
VN < (1-2)N (NZRTL) .

=1

. N 1.
A, encore, tout nous pousse & prendre @ = 1 — N {ie. N1 —uw) =13 11
1
vient alors

(o5 trois termes tendent vers 0 lorsque N tend vers Vinfini, le premier
par hypothése et le troisieme en vertii din théoréme de Cesaro. On a bien

Hm dy =0.
N = 4oc
1
4. Cette fois-ci, i est naturel de poser pour n > 0, S, = = kay
k=1

el 85 = 0, ce qui conduit, pour n = 1, a

Sy, —{n - 15, + g _ (n— l)q

o 1
n "

{1

On e déduit que, pour N € Net z € R,

N N mi-— 1
Z Ont’ = L (S,,,:r“ - S,z )
71 =l
N N—1
_ '_“Snr L o *n‘TrHvl
n=l1 n—l1 At 1

2I

n
Spa™
!— L ( i+ 1 ) i

N N-1
. % . 1 . .
Ponr z = 1, on oblient Y «, = Sy + >, | S, En faisani tendre N
n=1 n—l T
vers Pinfing, 2 étant dans [0, 1], il vieot, puisque \]lim Sy =0,
N—400

4 ey r
J(2) = an + L 1-— ?+1)Snt

=l

. o . na .
Powr simplifier, on posc, pour n € N, w,, = (L e 1-) Ss. Avee les
T

wtines notalions que précédemment, on a, pour @ & [0, 1]
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N
A = L= flrd + | fla) - Z i,
=0
+x N
<= f{=)] - lag + Z thyd " — g — Z -’L,,\
n=1 n—=1
4G N N
< |- f(,l)‘ + Z |’uul.r7' + L k™ — L Gyl
n=N }-1 =1L ni=I

Foo
. . N rex N
Dans le sceond torms: gui ost égal a S 1 - —Z— |5, 0", o majore
— I3 b N

N1l o+ 1
chagne |S,] par sup |5, et on éerit
nzN41
+T-: ( nr -{f: In+1
- — ) "t = (1 —a)r™ + =
N4 | n+ 1 RN +1 1
+x i e
< Z (1 _ ,’".’).T,n + N L l,nfl
N4 1 =N
N2 ;
. a 1
< pNEE 1+ =

NI=%

co o coneluit

[- o
N 1
L e, |5 < sup 1S, (l + _h(l—fﬁr;) i

N noN+

Oun expritie le trofsicome Levmg en fonction des S, On obtient

é b | A N-1
= = ”{4' a,,’ = n,z='r tax" — Sy — ,El LD

- i. et 'NEJS“ \::1 Fiﬁ“w

= ) ylj 1 Sn + }:I . Z . (1--a)8, 2" + n\gjl Tl_] S, (a7 l)} _

En remarguant, de nowveans, gue (0" — D) 2o0(1 — ) onen déduit que

l_\T_l N
- I -
> uyx” - ),

n=1 1

< |Sn] 4 2(1 — a)

=1

1<
-

Finalerent, on a
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N
1
oy |- f 4+ sup |Spl{l1+ = —< JI— S
= F s (8 (1+ g (- Y15
O eal iuvité a prendre & nouvesn N(1—x) =1, ie. 2 =1 - \ll ot dans

coes conditions

1 zs‘i
< |- (17 )‘#2 S1p 5.,
‘ f N n>ll N;{:‘i 7|
N

! 1 2
<E—frl- ) S, —
\{ f( N {+J;};D\ RN

=1

N
. ;s . 1 o
o vertu du thiéoreme de Cesaro, 3 Z‘

S, tend vers O puisque Sy tond

n=
vers (0 et [inalement &y tond vers (0, Ce qu on voulait, <1
(h peut noter que les questions 2 o 3 ne sont que des cas particuliors

. N : 1 .
do la question 4. o cffet, sia, — o ( —) la suile (_nan) tend vors O c#
T
ay o+ 4 iy,

I théoreme de Cesdro permet de dive gue Him —————— = 0. La
—oo Tl
+x
convergence de 7 nlag|? dmplique également oo vésullat. Powr le voir
T =Ll

o utthise Uinegalilé de Cauchy-Schwarz. En éervoant kag = VEvVkay,
oo la majorulion

n 14 n
ST okay| < | > kS Kok
ke p bl k=ptl h=p+1

(hioen dédudl gue powr B fid of 0oz,

oy + - F wan\ ad +pa?,
_ e +
n
30 .
an R, = Y klag|m est le vesic de o sdric supposée convergente
fo—prt |

Seso = 0 est donné, on choisit pode sorte gue Ry € =, Pour n
[ + -+ nan|

kg

ns3er grond on g alors
) )y + -+ nay,
fm ———

RPN 7

2. Cela prowee bien que

=0,



226 CIAPITRE 3. SHRIES ENTIERES

3.27. Condition suffisante d’injectivité d’une série entiére

Soient I = {z € C, [z < 1} et (an)ner une suite complexe. On
suppose s séric 3 nay absolunent convergente.
| o
1. Véritier que le rayon de convergence de Y ayz® ost supérieur
n=>0
+
ou égal & 1. Pow = < D, on pose fz) = ¥ a,2".
U
S
2. Ousuppose que a # 0et Y njay| 7 Jat]. Montrer que f est
n—=2
injeetive.
{Ecale polytechnique)

= Solution.
L. Comme Losdrie Y ne,, ost abusoliment cotvergente, on o en parti-

. . . 1
eulier line na, = 0. Done, pour i assez grand, nja,| < Vie |a,| < ~-
To—r U ke

('omme la série entiere de cocticient ! est de rayon de comvergenee égal
e n
al, colui de N @,z est supériewr o égal a 1.
=l
2. la f(;lc‘éion f est bilen définie d’aprés la question préeédente.
Montrons que foest injective en ralsonnant par Uabsurde, Supposons
au'ib existe z ot o distinets dans D tel que f(z) = f(z'). Ona
+ou

0= f(z) - flz) = 3 an(z" —2").

n==(

Enisolant le ternre diindice 7 = 1 {celul comrespondant 4 n = (4 est inl),
ot ohljent
+ 4+ n—1
ailz —2') = Z (2" — 2"y = (2 — 2) Z 2, Z FAP Al (*)

n—2 p=2 =)

On peut supposer quun des @, pour 7 2 2 o8t non mul ear sinen,
Sz a1z est injective, puigque aq = 0. Pour n 2 2 et a, £ 0, on a
-1 N n-1 -l
an 72 T an | ST 2 and D01 = nje,
k=0

k0 k=D

1

car fuy,] = 0 et 2z et 2 sonl dans 1 B passant an wodnde dans (+), i

vient dout

[E=S

Z e, |.
n="2

z =z

las]|z — 2] <




[

=T

X, TNEOREME K BILBERBACH DANS LE CAS RELL

I'inégalité cal bien justilide puisque la séric > na, ost absohuuent
convergente. Elle est bien stricte puisque |z — 2| > 0. Comme |z — 2| > 0,

il vient |ag

4o
< 3} n|ay|, ce qui contredit I'hivpothése.
o 2l

n=<
Conclusion. Lz fonction [ est injective. <
Llexercice suivant éludie un pew le probléme inverse © si une fonction
dencloppable en serie enticre sur le disque D est injective, que peut-un

dire de la taille de ses coeffieients ¥

3.28. Théoréme de Bicherbach dans le cas réel

+20

Soit f(z) = 24 > 0,2 la somme d'une série entitre de rayon
n=2

de convergence 2 1. Ou suppose que Lous les a, sont réels ol que f

est injective sur D ={z € C, |z < 1}.

1. Soit 2z € D. Montrer que f{z) € R si et sculement 51 z € R.
En déduive que si Im z > 0 alors Im f{z) = 0.

i

2, Caleuler, pour 0 < ¢ < 1et n € N, /0 I f{7e®) sin nfde.
En déduire gue |a,| < 7 pour tout n > 1.

3. Montrer que Ja majoration obtemic est optimale.

{Ecale polytechnique)

t- Solution.

1. Soit z £ ). Bien entendu, si z est réel, f(z) aussi car les coof-
licients @, sont tous réels. Supposons inversement que f{z) € R. Ona
done f(z) = f(=). Or, f(2) = f(2). Linjectivilé de f permet de conclure
e z = 7 est-hi-dive gue 2 € R

Notons alors D7 Pensemble dos éléments z de D tels que hivz > 0. La
lomction z — hm f{z) est contimie ¢t ne s'annule pas sur D d’apres ec
qu'on vient de voir, Comme DT est un ensemble connexe, cette fonction
rarde done un signe constant, Il ne reste plus qu’a déterminer ce sigie,
Pcur cela, on prend des valeurs proches de 0. Lorsque £ > () tend vers (.
[(7t) st équivalent & it et on a done Iru f(14) > 0 pour £ assez petit. Par
conséaguent Im f{z) > 0 pour tout z de DT, Cela montre bien gque pour
tont z de 1 te] que Imz 2 0 onalm f(z) = 0

+o¢
2. Soit 7 dans |0, 1] et n € N*, On a Im f(re') = ¥ apr®sinkd, on
k=]
Fon pose 4y = L. Cetle séric converge uniformément pour 8 < [0, 7). L'in-
rerversion de Iiptégration et de la sommation qui suit est, dong légititne ;
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4 T ™ —
. 3 . . 4t ¥y
/ Im f{re®)smntde = > agrt / sin k0 s nfdé = guﬂr’
Jo Jo -
k=1

car toutes les intégrales sont nulles sauf celle qui correspond & b = n.

On utilise cette expression intégrale de a, pour le majorer. Comme
la partie imaginaire est towjours positive d’apres la question précédente,
ol & - . .

Em,,l'r” < jo I f(r(?’e)l s nddd,

On va maintenant majorer le terme | sin 78], Une majoration brutale
par 1 n'est pas suffisante. De méme la majoration |sinn®| < né no
convieut pas. En fait. on a négalité |sinnd| < n|sin# pour tout » et
tout réel . Elle se démontre trés facilement par réeurrence sur n ¢ ¢lest
clair au rang n = I, et poir passer au rang n + 1 il suffit o utiliser la
formule d'addition sin(n + 1)8 = cosfsinnd + cosndsin 8. On ohtlent
alors

n no o 7 T n
iianh‘ & n/ Im f(re™) sin 0d8 = o onr.
Ja

Comme ¢, = L, on a aprés simplification |a, "~ € n. Cela vaut

pour tout réel v de |0, 1. Er laisant tendre » vers 1 on obtiont |e résultat,
+0o0

3. Cousidérons la séric entiére 3 nz”. Sou rayon de convergence
n=%

L o z .
est ¢gal & 1 ct pour |z] < 1 sa sotnme vant f(z) = 5 - Pour voir
z

1
que la majoration précédeute est optimale, il sutht d((e vérificr que f est
injective sur D, Soient z et " Jeux points de D tels que f(21 = £{z"). On
az{1—2") = 2'(1 - 2)° ce qui équivaunt a (=’ — z)(zz’ — 1) = 0. Canme
|z2'| < 1 on a forcément = = 2’ et [ est done Lien injective. <

Fn fait Bieberbach ovait congecturd en 1916 que pour toule série
+2%
entiére complexe Y a,c
=1
est. injective sur D) on o i, | €0 ay| pour tyutn 2 1, Ce résultot n'a €€
prowce gi'en 1984 dans I cas géndral. L 'étude du cas réel de Uerercice
est due 6 Dieudonné (1941).

7 de rayon de convergence 2 1 donf la somme

Les dewr exercices suivants sont des applications du principe des 2éros
icalés dont nous vappelons Uinoncé. Soit | la somme de [u série entiére
3N 0,27, defnie sur son disgue de convergence. Sl existe une swite ()
de nombres compleccs non nuls tendant rers 0 tels que f(2,) = 1), pour
tout p. alors a, = 0, pour louf enfier n.
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3.29. Série de Laurent & valeurs entidres

Soit F(z2) = bp2™+- - +biz+bp+ 3. bz, lasuite (b)) oc<acm
31
étant nne suite de réels; on suppose quil existe A € R tel que F(z)
existe pour |z} 2 A.

1. On suppose que by, ba,... by appartiennent a4 Q et qu’il
existe N & N tel que pour p cutier, p 2= N impligue F(p) € Z.
Montrer que bg € et que, pour tout 7 2 1, b_; = 0.

2. Méme question en ne supposaut plus by, ..., by, rationnels.

(Ecole normale supérieure)

[- Solution.

Tre
1. Paosons, pour 2 € C. P(z) = 3 b2" et G(z) = 3. b_,z'. quand
=1 121
- N 1 .
vette série converge. Par hypothése, G (:> existe pour |z| 2 A. Onen
4
déduit que le rayon R de la série entitre définissant G(z) est supérieur

oy égal A % (et R = 4oosi A =0). On a, pour tout |z| 2 A, I'égalité

1
P(:) = PGz} +bo +G ()
On suppose que bi...., b, sont dans . On considére un
dénominatenr commwn g a by,.... b, Pour p € N, p = N

qP(p) et qF(p) = qP(p) + bog + 4G (%) apparticunent a7,

Un en déduit gue bog + G (%) € Z. Mais nous savons que
P
, 1 L
1121 byt + 45 (—) = bpg + ¢G(0) = by {(car G, somme d'une série
b—+ »
1 1 . . .
“ %A [) Une suite convergente d’entiers est
stationnaire. Il existe donc un cntier N tel que, pour p = N',p € N,

o ait G (1) = 0. Ceci montre que bpg € Z et donc que by € . On
Yy

vntiere est continue sur

. . 1
vhscrve par ailleurs que la suite (7) converpge vers 0 et que. pour
PN
- 1 . N .. , L. .. .
pz N, Gl =] =0. Daprés le principe des #éros isolés, la série entiere
»

qni définit G a tous ses coeflicients nuls : pour tout { 2 1, b, = 0. Ceci
achéve la démonstration.

On o démontré qu'en fait, F est un polyndme. Il prend des va-
leirs entiéres sur Z N [p, +ool. Nous avons démontrd dans notre tome
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I dlalgélre fexervice 5.24) qu’un lel polyndme est combinaison lnéaire
a coefficienis cutiers des polyndmes de Hilbert,

2. Essuyons d aboutiv & ta méme conclusion sans supposer quie les b,
sont daus (P, Pour cela, wons montrerons que Phypothese F{p) € Z pour
» 2 N wopligue gue, pour tout 4 € [1,m] b € Q, ce qui permetira de
conclure grace i la question 1.

. i 1
Posons, pewr simplifier, «, = G (—) pour p & Mop » A
]1

Considérons le polyuome Q = P + by, Nous allons exprimer ses coefti-
cients en fonctiow des o, Le polyndine Q est de degré inféeienr on égal a
m et est done détermive, pour p = N par ses valeurs on p, p+1,... . p+n.
Il s’exprime en fonction des polyndmes Ly, Loyq. -, Lppm, Dolvodmes
interpolateirs de base relatifs auw (m + buplet (pop + 1,....p + m).
Pour tout = © T, nn obtient

o (X—j)

Dt uﬁ)i};-{-m
A= 3 QMLa(z), onLy(X) = 22— .
Q1= 3 QUL o LX) = —
rix pem
JER

Pour commencer, nléressons-nous a by, le coeflicient de X' dans cette
expression. On tronve

Tl%?‘n Q(k)

&1 ke

b‘ru =

P st
7k
P _
e Qfh)

kep (k=) —1yr¥m=E{p 4+ m — k)l

:iQ(p“)( )

On cu dochiit e

Kirs
Wby = S Qlp + (1),
=0
m m
i Z f‘([) +j)(_-1)mir( rrr, - Z “,u-l—j(_]-)mij(.:na
J=0 3 =0

m.
Par hypotheése, u, = 3 Flp+ ) =1)"~ 4, est dans Z pour p 2 N Ia
FREEY]
suite (erp), >N converge vers 0, doue (i, )psn corverge vers mi! by, . Crest
une suite d'entiers: elle est done stationnaire. Ou obtient pour p = N’
ml by, = u, © Z. Nous avons démontré qne b, € Q, ot plus préc lsenuﬂnt
que milh,, € &,
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Nous souines maintenant cn mesire de démontrer que les &; (pour
b o f 5 ) sont dans @, par véenrrence sur m < N™.

Siom o= L, la démonstralion qui précede montre qnue by € ; cost
teriing, Supposons la propricté vérifiée au rang m — o 2 20 Ce g
précede moutre que ml by, est dans @ Posons, pour & 2 A,

ri—1
F'(2) = m!F(z) —m!h,, . = Z hyim! 2* + Zb;m! 2
=0

2.2

O a, par bapothése, pour p e p 2 N, Fip) € T done F'(p) € Z.
La fonetion F' vérifie 'hypothese de récurrence. O en dédnit que, pour
relom = 1], bym! € @ et done b € @ La réourrence est terminée.

Ou a done. pour tout 7 € [1,m[, b; € Q et on peut conclure comme
dans la question 1. <

Les frois erercices sweounls concernent les fonctions analytiques
tColles. Ruppelons quune foncltion [ de classe C™ sur un miervalle 1
est dite anelyfrque s ponr Lowt ny < Ul crrste un votsinage V ode ay sir
leqicel | oost egale @ la sonnne de sa série de Taylor on irq.

3.30. Caractérisation des fonctions réelles analytiques

Soit I nu intervalle ouvert et f T — R une fonetion de classe
C Montacr gu'il y a éognivalence entre :
(1) f est analytique;
(11} pour tont scgment J C I, il existe des constantes C,r
sirictetnent positives telles que

Vnel, vrel [ffe)]<Crinl

(Ecole polytechnigue)

[ Solution.
e Montrons tout d’abord gne (77) = (7). Soit 2y € Tet g > 0 tel que
J = fen - porp+ ) C L On dixe des constautes C et ¢ telles que

Ve N Yrel, |/7(x)] € Celall

On atilise la formule de Lavlor avec reste intégral pour évalner U'écart
entre f{z) et Ia somme partielle de la séric de Taylor en xq, pour v
proche de 2g. Onoa, ponr ;€ J et e M.

n flk)
floy=>3" /7 ) A_(lxo)(;c — 20)" + Ry, ().
k=0 ’

HAY
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|
Lo T

L'hiypothese permet de majorer le veste de la maniere suivante @ pouy
T = Yo,

Ro) < [

]
Jeg 0l

i T — f/ n
——( ) Crtt o 4 Dilds = OptrF! [ —wol™ "t

On obtient la uéme majoration ponr @ < xg.
. i1
Alinsi, lorsque |z — rg] < mm( —‘n)‘ R,(x) tend vers 0. Par
T
conwéquent, [ o8t somime de sa série de Tavlor en rp autour de ay. Cela
vait pour tout point xy de I et f est done analytique.
e Montrons maintenant que (i) = (/). Cherchons d*abord a majorer
les dérivées suceessives de f au voisinage d'an point xg gnelcongnes de 1.

o & f )
Par hypothése il existe > 0 tel que fla} = 3, — =
n=0

£ )
n

n! (@ — x0)"

lorsque |« — o} £ 1. En particulier, la snite 7™ tend vers O et

on peut done tronver C > 0 tel que |f™ (rg)| < Ca!r™ pour tout », ol

7 = —.0n va en déduire nne inégalité dn méme type valable sur tost,
"

un voisinage de zy en angmentant les constantes C ot r. Les dérivées do

la. fonction f sur {zg — 1, zo + 5] 'obtiennent en dérivant terme terme

le développement en série de f. On a done, pour 2 € Jzg — 1wy, r0 + 7 et

ne N

+30 p(k)
Fay =30 ! ('r”)-k(k ~ 1)k =t D — )T

N
k=n i
On en deduit gue

o<
|f<")(;z-‘1\ O (e T R o N

k=n

+ e
= Cr™ Z A(k‘ — 1) - (]g; —n- I)(’f’|,,[ 7‘(EG|)T\=—H.

k=mn
1 7 , . .
Prenons alors |z — x| < w = 3 La série ci-cdessns est majorée
+ i 1
par 3 kik - 1) . {k—n+ 1) T Or. cette somme se calenle fu-

k=wn

. . : o 1
cilement. Le développerment en série entiere Je T, sur | — 1.1] est

1o
3 2% Sion de dérive u fois on olitient,
k=0
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nl
(],£n+1_zkk_1) —7?—0—1)1

k—un

. - . 1 .
ot il suflit d'¢évaluer cela cn 3" On obtient done pour tout & tel que

| — aq| £ g et tout entier n,
lf(”)(;z:)‘ < Crtpl2™H = 2020y 0.

Om peul alors prouver la proposition (4¢). Soit T un segnent inclug
dans 1. Ce qui précéde montre que pour chaque point y de J on peut
trouver 7, > 0, Cy > 0 et r, > 0 tels gue pour tout n et tont = dang
by Y1) onait {f(”)(r)‘ < Oy (ry)mn!. Les intervalles |y — ny. i+, [
pour y variant dans J foruent un reconvrement ouvert de J. Comme J est
compact, on peut en extraire un sons-recouvrement fini par ia propriété
<le Borel-Lebesgue. Sion note gy, ..., s les centres des intervalles retenus,
il suffit de poser C = max C,, et r = max 7, . Ou a alors, pour tout x

1874y 1id s

de J et tout entier n, | f(x )’ < Crnl, ce qui pronve (i). <

Liexercice suivant dludic @ quelle condition wne fonction définie
comme somme dune séries de fonctions est anolytique. Cela passe par
nune estimation, assez délicate, des dérivdes successives de la fonction.

3.31. Etude d’analycité

o
Pour o> 0et r € R on pose f{x) = 3 sin(nz) exp{—n®)

1. Montrer gue f est bicu définie et ?:10 classe C™ sur R.
2. Pour quelles valeurs de o la fonction f est-elle développable
en séric entiére au voisinage de tout point 7
(Ecole normale supérieure)
1

> Seolution.
1. On pose u,(z) = sin{nz)e™" pour tout u > 1 ¢t tout & € R, La
lonction v, est e classe C°° et pour tout & € N,

. kn
wt)(2) = nF sin (?L’L‘ + —2—) exp(—n").
On en déduit que. pour tout = € B, [ug‘-)(:ﬁ)[ < nfexpl—n®). Powr tout

\ Lk _ 1 et o & S e
ke Noon a nexp(—n") = o(T?) donc Ja série de fonctions Zu,,,,

comverge normalement sur B, On en déduil que f est définie sur R et
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en appliquant de maniére réitérée le théoréme de dérivation des séries do

fonetions, que f est de classe C™ avee pour tout k € N, flk} = Z u(k). ‘

n=1
2. Soit zo un réel quelconque. D'aprés la premiére question on a,

pour tout k € N,

+o0
FIEDIES Z n® exp(—n).

n=1

Le majorant est d’autant plus petit que ¢ est grand. Pour aveir une idée
de son ordre de grandeur, commengons par tegarder le cas particulier
a =1 & I'aide d’'une comparaison gérie-intégrale. On a

+oo +3¢ an41 400
S onFexpl-n) <) f the ("D dt et / the T dt
n=1 n=t""

J1

+o0
et / the tdt < e kL
JO

9 (o)

A < e ! et on en déduit que la série de Tayior en g

On a done

(k)
> f—%l (& —m0)¥ converge pour |z —zo! < 1. Montrons que sa somme

est f (.t - N € N, la formule de Taylor-Lagrange
donne l'existence d’un réel ¢ entre zp et = tel que

N k) (N+1)
flz) = Z i_k(ﬂﬂ)(w —zg)* hij m 1(;) (z — :rg)N“.
= ! ]

f(N“)(c)
(N+1)!
f(N+1)(C)
~ (N+ 1)

k(g
flz) = Z =~ f ( g (@ 73:'(})’“.

k=0

(& — zp) Nt < e o — aglNTL

D’aprés ce qui précede, on a

Oun en déduit que hm (z — 29)N+! = 0 et done que

Comme zq était quelcongue on en déduit que f est analytique sur R.
Tout cela reste a fortior: valable lorsque a = 1.

Supposons maintenant que ¢ < 1. On va voir dans ce cas que la série
de Taylor de f en 0 a un rayon de convergence nul. On a pour tout k € N,

420
f[4k+1)(0) — Z ?14k+l€—""l

De nouveau, on compare i une intégrale, mais cette fois en minorant.
On obtient
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+oa

f(4k+l)(0) > Z /'n,

n=1vn-1

X3
PR = (1 gy ;j L (N g
0

Iissayons & nouveau de faire apparaitre la fonction I d’Enler. Pour ¢ 22 0,
it existe ¢ € )¢, t+ 1] tel que (24 1)* —t* = ac"*. On en déduit que
(t+1)*—t*gasitz]l, cara—1<0 Onadone

+ o0 Fox .
N N a _ k42
A 3 [T e ez e [T e v
1 J1
TN g
;e‘“/ e e *du,
1

avec le changement de variable u = t*. Comme Vintégrande cst inférieure
a1 sur [0.1], on a

=, 4k
FUERD0) > e_aj wre tdy e ze oT ( l) —e "
o

a
On a

4k 4k
peng TG 4y (%)
AN, S A Ml "GM

k1 = ° @yt T @y ™

Déterminons le rayon de convergence de la série entiere " upz®. On
ntilise la formule de Stirling

T{x+1) et 2rx rte ¥,

Cn en déduit, quand & tend vers +o0,

qkt*i
4k +4 {4k +4 @ _ Akt
1ty /2 dh+d - .
. N(4k +1) m . ( - ) e N )u: (ae) 4
4k EY
"k 4k E {4k)4(4k) @
5\ — i
(4l +5)! 427 2 ( . ) e
k41~
~ (4.%)3'4 (HT: ) (ae)_é ~ a‘%(élk)?‘i“‘.
Comme * —4> 0, on a cdone  lim 251 = Lo, Le rayon de conver-
a k—doo Uy

gence de la série entitre 3 upz" est donc nul. Il en est de méme a for-
FEEN ) " fERY(0) skt
——DT et done de ¥ AE L1 z

f(4k+1)(0)
(dk + 1)

tiori de la série entiére Y

Pour tout x € R, la suite (
f(kl(o) i

tiori la suite (T x ) n’est pas bornée. Le rayon de convergence de

:r4k+l) n'est pas bornée et a for-
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k)
3oL~ ! (J) 2% est nul. La série de Taylor de f en (b ne converge sur au-

cun \(115111:Lge de 0. Done f west pas développable on série entitre an
voisinage de (.

Conclusion. La fonction f est développuble en série entidre an voisi-
nage de tout point si et seuletuent sia =2 1. 9

Le résultat de ercrcice suivant est trés clussigue. [l donne une condi-
tion suffisante. due & Bernstein, pour qu'une fonction de classe O™ seil
analytigue.

3.32. Un théoréme de Bernstein

Soit @ < b deux récls et f: Ja, b[— R nue fonction de classe O
On dit que f est absolument monotone sur ja, b si f et toutes ses
dérivées sont positives suc Ja, bl

1, Donner des exemples de fonctions ahsolunient inonotoves,

2. Montrer qu'une fonction absolument monotone est analy-

tigue
(Ecolc normale supérieure, école polytechnigue)

> Sohition,

1. La fonction exponenticlle est positive et comine exp’ = cxp, toites
ses dérivées aussl. Elle est done absohwnent monotone sur n'importe guel
intervalle de R.

La fonction tangeute est absolument monctone sur [ = [0, g[ En ef-

fet, on o tan’ = 14 tan® > 0 et on montre alors facilensent. par récurrence
¢ue toutes les dérivées de tan sont positives sur Lo I guffit pour cela de
dériver ni fois cettc égalité en utilisant la formule de Leibpiz

tan (n41) Z (/L dl.llk) tan n— .k)

2. Soit f: Ja, bl— R une fouction absohiment monotanc et zg £ Ja, b
On va prouver que sur un volsinage de xg, f est égale & la somume de sa
série de Tavlor en g, Quitte A effectuer une translation de la variable
(¢'est-b-dire remplacer f par f(z+20)) on peut supposer 19 = 0 et donc
a < 0etd >0 On paose alors, pour € |a,b|

(k}
B - Z S,

le reste d’ordre n. La formule de Taylor avee reste intégral donne P'ex-
pression suivante de ce reste
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IR S

Tz 8" .
o) = [ g = 2

T

1
” / (1 —w)" fO+ () du,
b do

Notons que oo reste est positif pour x 2 0. Prenons n > 0 tel que
—n.y] < Ja, blet z € [~y Comme fHD est crofssante (car fO012) est
positive), ou pent majorer f7 D ru) par D (u) ponr tout « € [0, 1]
¢l contme ces termes sont positifs on a

g !
/ (1—u)"f<"+1)(m)dug/ (1 — )™ O ().
Qa 0

I en résulte done que.

-

[R,.(2) < R (ty).

;]erl
Il suffit maintenant de majorer R,, (7). Comme pour tout n, Rn(n) 2 0,

O
!*‘( ) n* sout toutes

majorées par f(n). Ainsl cette série comverge et a une sonume < f(n).
Par suite on a R,.(n) £ f(n) pour tout n. Liinégalité
|J.|n+l

les sommes partielles de la série & Lermes positifs Y Y

R ()] < fin)

prt

moutre alors que Ry (2) tend vers 0 powr tout 2 dans | — 4.9, Dol le
résultat. <

Lexercice sutvant démaondre le prencipe des zdros isolds pour les fone-
tions analytiques reelles.

3.33. Principe des zéros isolés

Soit @ < b deux réels et [ : ]a,b|— R nne fonction analytique.
On supposc que I fonction f admet une wfinité de zéros dans un
segment [, d] de Ja, b, Montrer que f est identiquement nulle,

(Ecole polytechnique)

o> Solution.

Par hypothtse on peut se donner une suite (uy, ),za forinée de zéros
denx a denx distincts de f et guitte 4 la remplacer par une sons-suite,
ol peut trés bien supposer que cette suite converge vers un point g
du segment [c,d]. Par contimuité de f on a f(xzg) = 0. Mantrons que
nécessairement toutes les dérivées de f sont mulles en ry. En etfet | si ce
n'USt pas le cas, en notant p le plus petit entier tel que £ (xg) # 0, on
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f(p)(lt)) : : . .
a flz) = (z — &g)? + olx — zp)P par un simple développement

fx)
( -~ ra)
et le théoreme de localisation pmmet de dire gu’il existe un voisinage V

de zp tel que f(7) # 0 pour v € V \ {zp}. Cela est absurde puisque les
ZEros Uy, sont tous dans V pour n assez grand.

Posons alors E = {z € Ja,b[. Vn € N, f(")(z) = 0}. On vient de voir
que E n'est pas vide. Comumne f et toutes ses dérivées sont coutinues, il est
clair que E est i ensemble feripé (de ja, b)), Enfin, f étant analytique, si
r € B, f est identiguetnent nulle sur un voisinage de x et par conséguent
E est aussi ouvert. Comme Pintervalle ]a, b[ est connexe, on a forcément
B = |a,b] et f cst done identiquernent nulle. <

limité & Pordre p. Ainsi, - tend vers une limiite non nulle en xg

81 S anz™ est une série eniiére de rayon de convergence R > O ef
de somme f, pour tout v € )0, 1], la série Y a,r"e™®, dont la somme
est f(re®), converge uniformément par rapport & 8. Ceci permet de
Justifier I‘P’(’hcm,gﬂ de Uintégration et de lo sommation qui conduit &
" = 5 / Flre®e=™M0d0  Ce résultat trés important sera supposé
connu dans tous les exerciees qui suivent. (Vest un instrument puissand.
Il permnet de tradure une information sur f en une information sur les
coefficients a,. Plus précisément, de la connaissance de f sur le cercle
de centre O et de rayon r, on en ddédwit les coefficients o, ¢t donc la
connaissance de la fonction [ sur tout le duwsque de convergence. On ob-
fient en particulier les inégalités de Cauchy : 8 m, est le maximumn de
F2N, pour 2| = 1. on a {a,|r" < m..

Notons de plus que, pour r & |0, R[, la fonction f, : 6 — f(re?) est
continue et 2w-périodique. Ses coefficients de Fourler exponentiels sont
d’aprés ce qui précéde les a,r™ pour n 2 O et Q sinon. Le formule de

. " 1co P 1 2 . -
Parscval appliquée @ f, donme done Y Jay|*r® = ﬂ]{) | F(ri®))2de.
n=0

Qutre la formule donnant les cocfficients an sous forme intdgrale,
lexercice sutvant wtilise aussi le principe des zéros isolés.

3.34. Nullité sur un arc du cercle de convergence

On pose D = {2: eC, lz| <1}

1. Soit f:D — C continue sur D, développable en série entiere
sur D ot nul]o sur Je cercle unité $'. Montrer que f est nulle.

2. Méme guestion en supposant seulement f nulle sur un are du
cercle unité de longueur a > (.

(Ecole normale supérieure)
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> Solution.

+oo
1. Posons f{z) = 3" anz™ pour |z| < 1. On a pour tout 7 € N et

n=0

< r<l,
1 .
Apr"™ = — re*® e do.
= L [T o).
—in#

Comme (r.0) — f(refe est continue sur [0,1] x R, Papplication
— f;"r f(re®®)e =%dg est continne sur [0, 1. Ou fait tendre » vers 1
dans V'égalité précedente et on obtient a, = 0. I en régnlte que f = (1.

2. L'idée est de construire a partir de f une fonction g vérifiant
I'typothése de la guestion 1 en faisaut « tourner = P'arc de longuenur ¢
pour recounvrir tout le cercle St

T
Posons g(z) = [] f(e**%2), ot n est choisi de sorte que no > 27, La
[onction g est continue sur D, développable en série entitre snur D, car

chaque application f, : 2z = f(¢*%2) T'est, et s'annule sur §' (car si
n € Sl existe k tel que fi(u) = 0). D'aprés la question 1, la fouction g

1 . . ;
cst nulle. Pour tout pe N*, ona g o = 0 ct donc il existe un entier

ke [0,10—1] tel que f ( ”‘“) = 0 powr une infinité de valeurs de p. Le

rincipe (les z6éros isolés permet d’affirmer que la fonction z — f(zet®
P } p q

est nulle sur D, c’est-a-dire que f est nulle sur D, puisque zehe déerit
[} quand z écrit D. Par coutinuite, f est nulle sur D.

3.35. Série entiére 4 coeflicients entiers, hornée sur son disgue de
convergence

Soit (a,) unc suite de Z telle que la série Y a, 2™ ait un rayon
+o0
de convergence R 2 1. Ou pose f(2) = Y an2" pour |z] < 1 et on

=0
supposc que f est bornée sur le disque ouve:t D={zcC, |3| <1}
Montrer que f est un polyndme.

(Ecole normale supérieure)

> Selution.
Soit r € |0, 1[. L’égalité de Parseval, appliquée a la fonction f. définie
par f.(6) = f (rc“’), g'éerit

Yty = o [Ty

p=0
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Soit M un majorant de | f| sur le disque ouvert unité. On a la majoration

+oo N
Zé]ap]zrgp < M? et donc, pour tout N € N, Zﬂ|up|2r2p < M2, Ceci
p= p=
étant vrai pour tout 7 € 10, 1[, on en déduit, en faisant tendre r vers 1,

N
que Y Ja,|? < M2, pour tout N € N. Ainsi la série ¥ |a,|? converge et
p=0

done la suite (a, ) converge vers 0. Les a,, étant des entiers, ceci implique
que tous les i, sont nuls & partir d'un certain rang. La fonction [ est
donc un polynome. <

Soit f unc fonction entiére (c'est-d-dire développable en série entiére
avec un royon de convergence infini) et bornée sur C. Des formules de
Cauchy, on déduit que. pour lout n € N et tout v > 0,

A 2n 0
- /O f(ret

lan| <
"

1

En foisont tendre v vers infini, on obtient que a, = 0 pour n > 0
et donc que f est constante. On obtient le théoréme de Liouville : une
fonction entiére et bornée sur C est constante.

L'epercice suivant montre que celg veste vral si on suppose seulement
la partie réelle de f bornde.

3.36. Fonctions entiéres de partie réelle bornée

]
Soit f(z Z anz™ la somme d’une série entidre de ravon
de convergence +oo. On pose my(r) = sup |f(z)] et as(r)
z|l=r

Z|l=r

sup |Re f(2)| pour r > 0.
|

1. Soit 0 < r; < rz} montrer que

T2+ Ty

21"1
my(r1) < —as{rz) + lf )|
g —
On powrra se ramener au cas f{0) = 0.
2. On suppose qu'il existe M tel que, pour tout z € C,
| Re( f{2))| < M. Montrer que f est constante.

(Ecole normale supérieure)

—

> Solution.

1. On va commencer par chercher une majoration des coefficients ap
en fonction de la quantité a¢(r}. Pour cela, on va utiliser une expression
intégrale de ¢, faisant intervenir la fonction Re f.
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Pour 7 > 0 et § € R, on a f(re') = Z anret™ et done

+
]

Re f{re'®) =

,rn(aneim? + anefiné’)‘
0

SR

3
il

On en déduit que, pour tout p € N,
‘ . 1 I .
€~zp9 Ref(rew) — 5 Z ,},n(anem(nvp)ﬂ +§n€7t(ﬂ'+p)e),

n=0

La série Y |a,|r" converge, donc la série qui définit e "% Re f(re')
converge uniformément par rapport a 8, ce qui justifie 'interversion de
lintégration et de la sommation dans ce qui suit. Pour p € N*. on a

2m 27
[ e P Re f(re?)dé 1 / (a2 4 e 1N HPI0) g
Jo

n—U

= mrPa,,

ar
Car LW e ¢dg = (), pour tout k € N*; il v a donc un seul terme non nul
dans cette somme, celui gui correspond & n = p.

On en déduit, pour tout p € ¥*, la majoration suivante :

2w .
7rPap] < / | Re f(re®)|d6 < 2maz(r),
D

2ar(r)

R

Supposons maintenant que f(0) = 0, ¢’est-d-dire que ag = 0. Soit
0 < r{ < ro. On applique les inégalitis précédentes avec v = rp. La série

cest-d-dire |ap| <

P . ™ P .
péométrique de terme général ( ——) converge, donc on peut écrire, si
T3

bzl =1,
. +oo n
B < E el < 2af<rz)>:( ).
1F(2)] < 20,,«(?-2)1_2’,"_1 :af(rz)?fflﬁ.

T2

Cela étant vrai pour tout z de module r;, on conclut gue

. . ZT‘L
mp(ry) asira) —
Dans le cas général, olt on ne suppose plus f{0) = 0, on considére
la fonction g définie par g(z) = f(z) — f{(0). Elle vérifie linégalité
précédente. De plus, on a, pour tout z de module r1, |f(2)| < |g(=)| +
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S0} et done my(r) < mg{ry) + [f(0). On obticut de méme, pour
2| = 12, Re(g(z)) = Re(f(z)} + Re(f(0)), d'on Ton tire |ay(ra)| <
lg(ro)| + | Re(fO)] < |ag(re)+ /(0. Ou obtient alors, a partir de ces
différentes indgalitds
2y .
mp(r) < mg(r]) L f0y] < - _1)’ ag(rz) + | f(0)
o1y

aj(m)+ ])‘(())]

‘m r1)

re qui est Pinégalité demanddée.

2. On se ramene & une fonction nulle en 0, en considérant & nouveau
la fonetion g définie par g(z) = fl2) — (D). Ou &, pour tout z € C,
|Re(g(z))] < M’ ot M = M+ | Re(f(0))] et pour tout r > 0, a,(r) < M.
St 0 < vy < 12, on a, d’aprés la question précédente,

( ) < 2‘1‘]
gt -
S

M.

En faisant tendre ra vers +oc, on oblient, pour tout > 0, my(r) <0
et done mig(r1) = (. La fonction ¢ est nulle sur tous les cercles de la
torme |z] = r1 ot clle est nulle en 0. Clest 1a fouction mulle. La fonctjon
£ est done constante. <

oG
Si | est une fonclion entiére, f(z) = 3 an2™, un contrile des co-
n=f)
efficients o implique essez foctlement un contvdle de f. Por eremple
T

() < Xl powr tout

st |tk

K .
< — pour tout i, on a foul de suite

z. L'exercice swivani aborde lo probléme inverse : comment déduire une
estimation des coefficients a,, & purtiv d'une information sur |f(z)| ¥

3.37. Fonction entiére dominée par une exponentielle

Soit f : C — C développable cn série entiere sur C, f(z) =
+ 0
Y epz™. On suppose quil existe K > 0 tel qne pour lout K; > K,
n=0
il existe Ay, 2 0. vérifiant, pour tout = € C,

=
|2 > A, = [f(z)] < 1L
Soit Ko > K. Montrer qu'il existe ny, € N tel que, pour tout
ne N Kj

nzng = o] <
T

(Ecole polytechnigue)
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> Solution.
Ona,pourr>0etneN c,r” = o jo flre®)e= 044,

Soit K2 = K et K; € JK, Ko[. Par hypothése, sir 2 Ay, on a pour
tout @, | f(re®)| < %17 On en déduit que

1 2w i an " ‘
ealr™ < ﬂf Flre®ydo < [ Kirdg < X
3] 40

[EA'S
i 1T
< e err
. 1 K o T ..
La fonction » — — ™7 est minimale pour r = K et ce minnnum
Ti g r n 1
ust égal & > . Ou peut prendre la valeur v = ra dans 'inégalité
1
précédente si = = Ay, soit n 2 KiAk,. Posons n; = E(Kj Ak, )+ 1.
1
T n
€ K1
Pour n > 1y, on a done |ep| < S

Kﬂ
Il faut c0111p(1191 cette dernidre expression & —2 . Etudions le quotient
!
e"KY / nle” KY

= ———. D'aprés la formule de Stirling, on sait
n’ K7

T nle ki Kiy\™ .
(ue n! ~ (—) V2 et done ——— 1+~ (WKM) vV 2mn. Puiscue
2

des deux

nooe e ntNn on-oee
K4 - nle" Ky . )
— <« 1,onendéduit que lim ——— = 0. 1] existe un entier yip 2 rij
K n—toe pRKY
wle KD }vn
. e Ba ~, o onlore N
tel que R < 1 pour 1 = ng. On a alors, pour n 2 0y, |¢n| < -
In |f(z}]
3.38. Relation entre V/|a,]| et T
z

Soit (¢, )nen une suite de nombres complexes. On note R le rayon
de convergence de la série entiere Y a—': 2" et f(z) sa somme. Joit {
un réel strictement positif. Montrer ]‘?duiva]cnce cntre :

(¢) pour tout I' = 1, il exisie ny € N* tel que §
= ng;
{#i) R = +o0 et pour tout I > [ il existe ry > 0 tel que
lll_|£(")| l.'
2]

an] <1 pour

s 70

(Ecole polytechnique)

(> Solution.
* Supposons que (i) est vérifie. La suite ( 3,

a,}) est majorée par M.
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Uy U
i AR IS done X oA
converge absolument. Le rayon de conver genc(‘ de la séric est donc +:>o
Etant donné I’ > I, choisissons [ € |1, [. Soit ng tel que §/|a,.| < 17
pour n = np. On a alors, pour tout 2z € C,

On a, pour tout 2 € C et tout n € N¥, M

+o0 nn—1 +o20
] s 12
<3 Bl 3 By 30 12
7n==() n- 7i=() n=nn n:
Wl Mg, 1 .
=Y (7{7 “7}?) a4 = Pl +
=0 '

ou P est un polyndme, On en déduit, que pour tout z € C, on a
In|f(2)] < o (P(|2]) + 1)
g ZH‘Z‘ + hl (] 4 P(|z|)€*(l’1)|2|) .

In |f( z)\ o In (1 + P(\z|)r.>"i”‘z‘)
|| ||

i (1 + P(:I;)c*[”’“)

Sachant que lim 1" + =1" <« 1, il existe ry > 0 tel
r— 400

X
WG
z

que T'on ait, pour |z| = ro,

e Supposons que (#4) est vérifiée. On exprime classiquement les coef-
ficients «,, sous forrne intégrale. On a, pour r 2> O et n e M,

plp—7 27 ’
- [0 |f(re®)]ds.

"

2

" . .
_f(T619)672?76d9 <

| =

Soit I > 1. Considérons I € |1 I'[. 1l existe rg > 0 tel que, si |z| 2 ro,
In | f(z)|
|2|

que, pour 7 = ry, 0l &, pour tout n € N,

n!T'_n in .. _ 1
lan] < o fﬂ eV rde < et T,

alors < " et done |f(2) < €17, De ce qui précide, on déduit

o i
el est obtenu pour 1 = — . 11

[.’.’
o

lrr i l e L
vaut (— e”. On a donc, pour n = rpl”, |o,| < nlf{ — et donc
n L

Le minbouam de la fonction ¥ —— 7

n I"e o .
wn] € Vnl (m - Cherchons un équivalent du menibre de droite, La
n

) N\
formule de Stirling nous donne n! o (L) VvV 2rr. On en déduit gue
— e

Py n .. 1 i .
Vnl ~ —(2mp)EI  ~ = puis que
n—o @ n—ou e
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" Eﬁ
lim n! (—C) =" <.
n

n—+os

! e .. . . e
lin particulier, il existe un entier ng tel que /! o < I’ pour n = ng.

On en déduit que ¢ |a,| < powr n 2 ng. <

Dans Vexercice 3.12 on a vu qu'une fraction rationnelle complexe
dont 0 n'est pas pdle est développable en série entiere en 0 avec un rayon
de convergence égal au plus petal module des pdles de f. Il est aisé den
déduire la premiére question do Uénonecd suivant, & savoir qu'une [rac-
Lion rationnelle f est anolytique sur son ouwvert de définition, ¢’est-a-dire
développable en série entiere au voisinage de tout point qui nw’est pas un
pole. La suite de Uexercice démontre lo principe du reaximum pour une
Lelle fonclion.

3.39. Principe du maximum pour une fraction rationnelle

Soit f une fonection rationnelle qui n’a pas de pole dans le disque
fermié D(c, R) de centre c et de rayon R et 29 € D(c, R).

1. Montrer que f est développable en série entiére au voisinage
de zo; quel est son rayon de convergence 7

2. Soit (o )nen les coefficients du développeroent en séric
entiere ; calouler en fonction des a,,, pour r assez petit,

1 2 ) i .
EL |f(2,’0—’r’r‘\‘30)‘2(10.

3. Prouver que |f
de la fronticre.

abteint son maximunm sur D(e, R) en un point

(Ecole polytechnique)

r> Solution.

1. Comme zy € D(c, R), i} n'est pas pole de f. Considérons la fone-
tion ¢ définie par ¢g{z) = f(z + z0). C’est encore une fraction rationnelle
of [ n'en est pas pdle. On sait, alors que g est développable en série
entigre en 0 avec un rayon de convergence égal an plus petit module de
sos poles. Cela revient cxactement A dire que f est développable en série
entiére en z avec un rayon do convergence R’ égal & min |z — o] oll o
parconrt les poles de f.
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2. On éerit, pour |z —z| < R/, f{z) = Z an{z—z)" Sir €0, R/,

Tff
on obticut f(z + ret?) = Z oyt La fonction 8 — f(zg + re'?)

est continne et 27- penodlque Ses coefficients de Fourier sont obtenus,
pour n € Z par

1 g2 0y ind L2 Rk ithonia
. et —in - e ilk_m
Cp = 57 s flza +re™)e dd = ﬁfo : apre de
1 +OO

H

27
f aprtel *”Hdﬂ—aﬁ'

Pinterversion de 'intégration et e la sommation étant justifiée par la
convergence normale de la série. La formule de Parseval donne alors

1 /27T NP +Z\ 2,2
— |fzg 42?737 d6 = ler, [ ="
2m Jo =0

3. Le disque fermé D(c¢;, R} étant compact, la fonction continue |f]|
y atteint son maximum. Supposons que ¢e maximum est atteint en un
point du disque ouvert Di{e, R). On prend pour zp un tel point et on
applique ce qui préctde. Pour » > 0 assez petit, on a done,

Lo NP Lo e 2 2
—_— ret <——-— = =
o [ 18+ R0 < = [ 5GP = 15(z0)? = o

On obtient done

Z i an | < ac)?,

=0
ce qni implique a,, = O pour n = 1. Ou a done f(z) = ap, pour tout = tel
que |z — zg] < R’ La fraction rationnelle f, qui prend une infinité de fois
la valeur ag, est donc constante. Mais alors | f| atteint son maximum en
tout point et donc cn particulier sur la frontiere de D{c,R). <

Le lecteur notera que le méme raisonnernent s’appliguerait & loute

fonction [ continue sur D et analytique sur D. Le mazsmum, de |f] sur
le bord de D est €gal aw moximum de |f) sur D. Ce résultal est une des
formulations possibles du principe du mazimunt.

Lvrercice swivant. qui étudie diverses normes sur ['espace des fone-
tions dévcloppables en série entiére arec un rogon de convergence R,
démontre le principe du mazimum dans le cos géndral par une méthode
differente.
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3.40. Principe du maximum

oo
Soit f{:) = 3 o, 2" une série entiere de rayon de convergence
=0
+0
R > 0. Pour p € ]0.R[, on pose N1 ,(f) = > |anlg",
=0
1/¢
Na i f) = (E:hnﬂ’“) , et Now o ) = sup {f(=)]
D) [z]=p

1. Montrer les in¢galités survantes :
B oo,,n(f) g Nl,p(f): N?.p(f) ‘-<\ Nﬁc,p(f)a
p+a

\/5(2,04»5].

) Lin
2. On fixe g € |0.R] et on pose u, = (Nl‘p(‘f”)) ainsi que

el pour 0 <6 < R—p, Ny, (f) <Ny,

L . o .
1, = (,'\I2vﬂ(f“)) . Déterminer les limites des snites {wp)p~, ol
{(¥n)py1- Montrer que Noo,,(f) ost nne fonction croissante de p.
(Ecole polytechnigue)

I Solution.

1. La sirie définissant f converge nornalement sur le cercle de centre
0 ot de rayon p, ce qui entraine Uexistence de Ny ,{f) et a fortiort celle
de Ny ,{ f), puisque [ev,, |20”" = o|a,|p™). D'existence de No, ,(f) résulte
de 1a contimiité de f ot (le la compacité du cercle {- € C, |z| = p}.

o
Pour tout = tel que |z| = p, ona | f{2)] < X2 jonp” € N1 {(f), ce
izt)
qui moutre que N ,(f) < Ny, (f).
La [onction ¢ — f(p(ﬂ@) est 27-périodigue et continue, La série
. . , 1o . . .
défimissant f{pe') (Cest-adire Y g, pte™) étant  uniformément
. 1= L
convergente par rapport a #, on en déduit que les cocflicients de Fourier
de celte fonetion sont les a,, p™, pour n = 0, et sont nuls pour n -2 ). La
formule de Parseval permet d’éevire

e - 1 27 .
(Noo(£))° = 3 [l 0™ = *—/0 [/ {(pe [ de

n=l) =

A
<30 [ (N0

(Nowo(£))%,

el done
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ng(f) { er_.p(f)

'n?l
(p+ )

+

Enfin, pour 0 < 6 < R—p, on éerit Ny ,(f) = 3 |aa|(p + )"
0

et on applique Pinégalité de Cauchy-Schwarz. On obtient

400 % +o0 27y 2
No(f) < (Z anﬁwé)?‘”)) (Z (pﬁ—a)g)
=0

=0
1
< Nypeslf) F
C{p ey
, p+é
< Noyps(f) =
66+ 2p)

2. Montrons que la suite (u,) converge vers Ny, ,(f}. On va utili-
ser les trois inégalités (iCnmntrées dans la question 1. On & d'une part
Now o (F} = (Noo p (f )) < Uq, et dantre part, pour § € |0, R — g,

Uy & (N2.p+5(fn)) l(%) " S (N-M-p~+5(fn))h(—d_22%) |
3y
% Nm,p%(f)(Lé) Tl'

V(2 43}

Montrons que la fonction p —— Neo ,(f} est continue sur [0, R,
Fixous 8y € JO,R — p[. La fonction f est umiformément eontimic sur
le disque formé D de centre 01 el de rayon p + ;. Pour tout = > 0, il
existe 7 € 10, 0], tel que. pour tout (z,z') € D?, 1z — '] < 5 impligue
(=) - F(2) € e Sipf ]() p+ dul est tel que [pf — p| < n. alors. pour
tout # € R. on a [f(p' Y - fipe™)] < ¢ ot dong

o' ”’)I |F(pe )] + 6 € Neo (S + 2.

Ceel étant vrai pour tout 8, on en déduit que que Nog o (/) <8 Noe ,(f )+
Pour des raisons de symétrics, on & Noo o{f) € N »(f) + £ ot done
Now, o (f) = Noo o { )] € 2, ce qui démontre le résultat voula.

On a donc 11111 Noc prs(f) = Noe p(f). Soit £ > 0. On choisit un récl

Je 0, R - p t(‘l que Noo!,;+5(f) Noo,p(f) + &, si bien que

L

t € (Now p(f) ) (i) ,
\.‘.«’5(2[)—# )
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pour tout n € M. Le meambre dc droite de cette mégalité tend vers
Newn (£ + 2, quand n tend vers +oc. 1l existe done ny € N tel que. ponr
HOZz g

d
(N%ap(f) + E) L ‘~<~. Noo,p(f) + 2e.

8(2p + 6)

On a alors Nae () € Uy € N p{f) + 20 81 n 2 g, Cecl démoutre que
o vy = Noa ul f1-

17—+

Montrons que {v,) converge vers la mome limite. La mméthode est 1a
meme gne pour {ty ). En remmplacant p par p— 96 dans la derniere inégalité
Jde la question 1. on obticnt

Noc.ps(f™) & Nupos(f7) € Nop (™) ﬁ,

Napal ) D Ny (7)€ N ),
"‘- = 5(f} (‘—5(117)) H :-< (A 5:; Noc

W

Soite >0etd e 0R -~ p{ tel que Nog - s(f) 2 Noo u(f) — €. Sachant

dqne lim (M) = |, o anya
DR d] 2
/0o +EN
wao-(f)(np—) > Noop(f) - 2¢

clodone N {f) — 28 € v, € Noop{f), pour n oasses grand, ce qui
diémontre gque (v, ) converge vers N ).
D'apres la epuestion 1, on &, pour § € JO.R — pf,

) 5
N (f7) € Ny pys (f7) -t
\.‘.‘f()(r5+2p)

el done ;
. pid ;
(Ne (77 € (Napys(f7 U —— ] -
(8 + 2p)
[ aprés co gui vient d’élre dénontrd, 1o membre de giuiche de Tinégalile,
qud est égal A, terd vers No () quand # tend vers +oc. Llexpresston
. LR
(No s (V7. gui est la valeur de v, obtenmite quand ou remplace p pat
a+d

Trﬂ?j + 2p)

1
g B tend vers N, s(f). Enfin, ( ) terd vers 1. On eu
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déduit, cn faisant tendre n vors +00, que Nuo o (f) < Ny pras(f) @ la
fonction p — N o(f) ost croissaute, <

De o croissance de la fonction p v Nog o( ), découle directement
le principe du maximum © pour p € J0.R[.

max | f{z)] = max | f(=)].
lzlsp lz|=p
On retrowve notamment lo résullat de Uexerpice précédent.

Voici encore wu exercice sur le méme themne.

3.41. Extrema d'une fonction entiere

1. Que peut-on dire d'un polynome P € C[X] tel que |P| adrette
nn exireum local en un point de €7
2. Néme question ponr une fonction soinme dane série entidre
de rayon de convergence infipi.
(Ecole normale supérieure)

e Solution.

1. Soit P e C[X]. Supposons que |P| posstde un extremun local
at zp. S Plzg) = 0, cesb-dedive s 2y est une racine de P oalors |P)
posside 1 minimum global en zg. On suppose désormais que Pizg) # 0
el on va montrer qu’alors Je polyndme I est constant. En considéram

le polyndme @ = P{zy + X) on se raméne au cas ot v, = 0, On a
7

P = u; X/, avec ap #£ 0. Supposons que P ne soit pas un polynéine
§=0

constant, cest-a-dire qu'il existe j 2 1 tel que a; £ 0. On note & le plus
petit wdice suptrieur ouw égal a 1 tel que ay # 0 et oun pose Z—; =0l
existe un polynome R tel que R(0) = 0 et P = ag(1 + bX* 4 X*R), puis
p >0 tel que [z] < p impligue [R{z)| < §lbl, O éerit, pour tout 2 < €,
[Ptz)

= |1+ bz% + 2*R(2)]. Ou va choisir 2 tel gue bz" soit réel. Soit ¢

o]
nnargument de b, Pour tout < v < p ot 2 = i o obtiont
Pz ) ! N .
Laa( |)| = [t lolrt +ARED| e PG <
0

(l'olr Ton déduit Di )
iz 214 = [br* > 1.
fetol 2

On a des - aussi proches que Von vout de O pour lesquels [P(z)} > lagl.
La fonctinm 1P| ne présente pas de maoximum local en 0. Mais si on prend
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iH

O<rZpetz=yre’ %, an abtient

Pl i koo k ALY
——= =1 =" + "Rz ot 12°P(2)) & <t
=Lt R et 1P gt
ot Pon deduit P(
PE \b[r <1
|acl
011 a des 2 aussi proches qae 'on veut de 0 pour lesquels [P(z)] < lag).

a fonction |P| ne présente pas de minimum local en Q.

On obtient donc une contradiction et on conclut. Si P posséede un
extremun local en zp et st Plzp) # 0. le polvndme IP est constaut.
(Ce qui precede fournt une demonstration du theoréme de d’Alembert-
Gauss. Smt P un polyndme non constant. On pose m = inf |P}. Comme

lim |P(z)| = 400, i existe v > O tel gue |2 impligue |P(z)| =
[=2]—+oc
in 41, On o done e = inf |P(2)] of romme le disque fermé de centre 0
2%
¢t de rayon ¢ est compact, i existe zy tel que |P{zg)] = m. La fonction
P} possade done un wminimn en zn of comrne Bon'est pus constand. on
23 P{Cu) = 0.
2. Soit f la somme d'une série entiére de rayon de convergence in-
+0oo
(fui. On a. pour tout z € C, f{z) = ¥ a.z”. Montrons que f est
rn=4{)
Jdéveloppable en série entigre au voisinage de (vut point avee un rayon
de convergenee infini. Soit zg € €. On a pour tout z € C,

_ = . n .
fiy= Z a,{z— 24 q)" = Y‘ thy Z A‘)(z - ) 7(')17#

=0 re-=0 k=={)

Paur toul [n. k) € N2, on posce

an(Tyz—20) 20" s kE<n
U ke = ) X
0 S0,

On a. pour tout n € N,

i
Y|”nﬁ| ZF'JH ‘nyﬂ

2 nik == |’]nF (IZ - Z(Jl 1 iZU )“

|- série entitre 3 Ja,|2" aun rayon de convergence infini comine Yy 2
car pour tout z € O la suite {|a,]2") est hornde, On en déduit que
Slapf (: — 2 + lzal)™ converge. Ainsi la séric double Y w,  est abso-
hincnt convergente et sa somre esl

1+ +

Z Z i = Z “'uzn - f"")

=0 k=0 =0
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Or, on échangeant 1'ordre de somimation on a

Rx IR [ Eon-k _ N~ g TR N
ZZH&L-:ZZ & (2150) ZS =Z(Z—:U)*Z (]r) ZGL 3

k=0 n=0 =0 n=k k=0 n=k \

too & oo

En posant by = 3 (1) 207", onadonc f(2) = 3 hi(z—20)* pour tout
=k k=0

ze C.

Supposons que |f] posstde un extremum local en zy. On montye
comme dans la prennére question que st f2q) £ 0, e by # 0, la fonction
£ est constante. Si f n'est pas constante, il existe § > 1 tel que b; # 0.
On note & le plus petit indice supéricur ou égal a 1 tel que by # 0 ot

ke
bo
voisinage de zg telle que g(zq)} = 0 ot

F(z) =1 (1 + bz — 20)F + (2 - zg)k;}{z}) .

on pose b= = . 11 existe une fonction g développable on série cutiére an

. oA : 3 C o
ot g{2) = 5o 2 bt ™ * Par continuité de g, il existe p > 0 tel
0 p—ky1
1 . ‘
que jg(z)| < 3 |b|. En notant # wn argument de b, on obtient |[P(z)] < [y

sil<r<petz = re F of [Pz} > |by| 510 < r < pet 2 =re " E. O

trouve dans tout voisinage de z;, des points ol |P{z)| < |by| et d'antres
ot |P(z)] > |bol, ee qui contredit Ihypothiese.

Conclusion. Si |f| posséde un extrenmum local en zp et si f(z0) # 0,
la fonction f est constante. <

Les deun exercices sutvants raifent de la convergence des suites de
fonctions développables en série entiére sur le disque de centre O et de
rayon. . Le prewmier montre que si les coefficients des différentes fone-
tons sont bornés uniformeément, la convergence simple d'une swite {f,)
vers [ dguivant o la convergence, pour tout k, des suites {ap{fu)lnen
vers ag(f) ol ai(f) désigne le coefficient de 2% dons le deéveloppement
de f.

3.42. Critére de convergence simple d’une suite de séries entiéres

Sott M > 0 et Sy ensewble des fonctions g de 1a variable réelle
a valeurs dans C, développables cn série cntiére sur ] — 1, 1[ et telles
Ho0
que sk pour tout x € [=1.1(, gle} = ¥ ap(g)x®. on ait, pour tout
f=0
ke N, |ar(g)] < M.
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On considére g € Sy et une suite (g, )pen de fonctions apparte-
nant 4 Sy. Montrer que chague suite (er (gn))nen (8 € N) converge
vers ag(g) si et seulement si la suite {g,)nen converge simplement
vers g. Y a-t-if alors convergence uniforme ?

(Ecole normale supérieure)

I.- Solution.
e Supposans que, pour tout k& € N, la suite (ax{ge)Inen converge vers
aplg). Alors stz € ]-1,1Tet v e N,

\g(ﬂ: -~ gn{® Z o (gs *Cﬂkfg)Hﬁfl
k=0
K
< Y lanlon) — aplg)l + Y 2Maf
L=0 hEK it
K K41
. . 2M[x ™+
&3 Z lrs(gm) — arl(g)) + TT’“
k=0 x
. . ] . 2 z\KJrL
soit g > 0. Fixons un entier K tel que o =. Corne on a
— L
lim Z |k {g..) —ar(g)| = 0, it existe un entier ny tel que, pour tout
" %+OO
K .
vz ng, Y joxlgn) - axlg)] < < ot done |, (x) —g(e)] < 2. Cola montre
E=0

e la smite (gn)new converge simplement vers g.
On remarque, de plus, que la convergence est uniforine sur [—a, al,
ponr tout a £ [0, 1. En effet. on a pour towt x € [—a,a], ln majoration

. K AN+
|gn i) — gla)] < > an{gn) — ar(g)| + ———

k=={)

1-a '
e qui pernlet de trouver un rp indépendant de ..
En revanche, la convergence n'est pas nécessairement uniforme sur

T ZT et

k=0

litervalle | — 1,1[. Eu effet si on prend g(z) =

450
(oar tout » € N, g,(2) = o 1_q(:r:) = > T T x*, alors, pour tout
e n I
L= N, arlgn) = o \—?:_T = g ) Mais pour tout n & N*,
tn (1—%)—9(1*7%)‘ = n':-l o 1 et il n'y a donc pas

convergence uniforme de (g, )nerr vers y sur ] — 1,1/
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e Supposons réciproquement que la suite (¢, Jnew converge simpli-
ment vers g. Il n’est pas possible d'utiliser ici I'expression intégrale dos

1 2 . . . ..

Gk fU gn(re®)e #d0 ot de passer & la limite
e

a 'atde du théoreme de convergence dominée, car on sait seulanent que

la suite (g, ).en converge simpleent, vers g sir Uintervalle | — 1, 1].

On va prouver que ui(gn) converge vers ag(g) par récurrence sur k.
Pour k = 0 c’est facile, car ao(gn) = g(0) converge par hypothese vers
g{0) = aglyg). Pour passer au rang 1, on a envic e considérer la suite
G ( r) - rl(](‘}n..) (-‘
T

coefficients ay(g,) =

des fonctions x
m@—%@

ette suite converge simplement vers

mais a priori seulement pour z # 0. On ne pent done pas

utlll‘-.(—‘r la valeur 0 comme avant pour obtenir que a, (gr) converge vers
a1{g). En fait, on va montrer que dans le cas k = 0, la convergence sitnple
sur intervalle ouvert 10, 1] suffit anplement. En effet, soit ¢ > 0. On a,
pour tout z €]0,1],

lcm(gn) - aO(U]L = qn(T) — gl + Z (% — Gﬁl(gn)););k

ZMJ: .
-z

< gnlz) — q(x)\ﬁ—

On choisit d'abord = €]0, 1] tel que le sccond terme soit majoré par
£. Pour cette valeur de x, il cxiste un rang N tel que pour n = N,
|9 () — g(2)| < € et done |a0(qn) —ap(g)| < 2¢. Cela monire que ao(gn)
converge vers ap{g).

A partir de ce résultat la récurrence se déroule sans probléme. Sup-
POSONS que @, (gn) converge vers a;(y) pour tout ¢ < k. On considere les
fonctions

gn (%) — 20(gn) = a1{gn)z — - — ax{gn)a®
phtl

Il est clair que cette suite de fonctions converge simplemcent. sur 10, 1]

g(z) —anlg) — ar(g)x — -+~ ar(g)z*
I
toujours dans Sy Le résultat qu'on vient de prouver monire alors que

0r+1{gn) converge vers opys(g) ce qui tormine ja véeurrence. <

vers la fonction x —

, et qu'elles sont

Si on note comme d’habitude D le disque ouvert de contre 0 ¢t de
rayon 1, Uensemble des fonctions continues sur I et développables en
séries entiere sur D est complet pour la norme || o0, La preuve de ce
résultat fait V'objet de 'exercice suivant.
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3.43. Complétude de I’espace des fonctions continues sur D,
développables en série entiére sur D

Soit D = {z € C,lz| < 1} et E l'ensemble des fonctions continues

«ur D et développables en série entiére dans D. Pour f € Eet 2 € D,
+oo

on écrit f(z) = > an(f)z"™
n=0
1. Montrer que a,(f} = 21 f (e "9dg pour tout f € B
T

et tout n € K.
2. Montrer que si une suite de E converge uniformément sur D,
sa Hmite est encore dang E.
3. Montrer que E est camplet pour la norme de la convergence
nniforme.
4. Montrer que le sous-espace des polyndmes est dense dans E.
(Ecole polytechnigue)

i - Solution.

4o
1. Soit 0 < r < 1. La série entiére 3 a,(f)2" converge norma-
re=0
lement sur le cercle de rayon r centré en 0, sl bilen que pour 7 entier
naturel

2w ) e oo ]
re' e 4 — ap{ [)rPe g
) plJ)
0 0

p=0

= Z apl{fir? f‘ e P88 = Ora, (F

p=0

La fonction (r,€) — f(ret?)e— est continue sur [0,1] x [0, 2], ce qui
2 . ,
assire la continiité de intégrale & parametre r —— fﬂ ’ fre®)e—04g
sar {0, 1]. En faisant tendre 7 vers 1, il vient

2r . .
an(f) = % /0 Fe®)e a6 |

2. Soit (fi)ezo une suite de E qui converge uniformément sur D
vers une fonction f. Les fi étant contimies, f est continue sur D. Il
reste & prouver que f est developpdble en série entiere dans D. On pose

uapurellement o, = py f Ffle®)e ™98 et on va montrer que pour
™
T

wnt z € D, f(z) = 3 anz™ Soit donc 2z un point fixé de D. Oun a
=0
" o0

ln,] < | fl|cc pour tout n, donc la série 3 ay,z™ converge. On a pour

n=0
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tost catier &,

oo o
F(2) =3 anz®| < UFD — fu(+ | D (an{fi) — an)2”

=t n—>0

Orv, d'apres la question 1 on a. pour tout n. la, (fz) — o, < | f — fellee-

Il vient finalement. pour tout k,
11 suffit de faire tendre & vers Uindini pour conclure.

Conclusion. f cst bien développable en série entiere sur D ot continue
sur D : f est dans I,

3. Considérous { fi)r=o we suite de E de Cauchy pour la norme de La
convergence pniforive. Lespace C{1D, € des fonetions continges sur DD s,
cotuplet pour la norme || |- 1} existe done f contiyuoe snv D telle que 1a
suite {fy) converge nuiformément vers £, 1’apres la gquestion préeddente,
Jest dans E. Ainsi 1o suite (fi) convarge vers f dans (B || oo )-

Conclusion. L'espace E muni de la norioe de la convergonce uniforme
o et complet.

4. Soit f & E. Il «'agit ’exliber une suite de polyndmes qui converge
uniformément vers f sur D. 1 west pas question de prendre les sommes
particlles du développement en séric entiere de f : la convergence cst
certes wniforme sur tod comnpacr inclus dans D, mars cela ost loin d*étre
suffisant (cetle sCrie peat meéme ne pas converger en un point du bord
e D). L'idée est d'introduire vine awtre fonction g, développable e série
enticre avee un rayon > 1, et telle que | f{z) — g(z)| < £ en tout pot
z, puis de prendre une somine partiells do la séric cntiére de g pour
approcher g uniformément i £ pres sur . Pour construive g, on tilise
le fait que f est mnitormément continue sur e compact 1. Seit £ > €
fixé ot 1 > 0 un s~module d’uniforme continnité de f sur D. Posons alors

g(z) = f (1—_7_)) pour [z} < 1+n. Pour tont zdeDona |f(z)—g{z)] < ¢
7]

o

‘f (2= Y 2| I~ Sello (14

n-—0 L -

z

| o

car |z - 2 De ploe. il est elair que g est développable on série

14y
entiere sur le disgue de centre 0 et de ravon 1+ 5. Comme D est
compact incluy dans o disque ouvert, la série entiere de g converge
unitoreément vers g sur 1. En prenant une snmne particlle, on peut.
done trouver un polyndme P el que [P(2) - g(2)| € £ pour tout 2 € D,
Par inégalité triangulaire, o a [ f) - P{z)] £ 22 pour tout 2 de D, Cela
iplicpie Tn densité de Pespace des polymynes dans B -3

Le lecteur pourra noter que Uespace des polyndmes o csl pas dense
dans Uespoce de foutes les fonotions continucs sur D ¢ par eromple o
fonetion £ v z w'est pas trpite uniforme sur D d'unc suile de polynidmes
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(rivisonner pur Uebsurde en supposant Uecistence d'une lelle suwite (P,)
L oa B . e

sl regarder les inlégrales L P, (eei®dy). H y a done une différence

sengible avee Te théoréme de Wederstrass ofel éludid en cours.

Les cwercices qui terminent ce chopitre sont trés difficiles of al-
fvignent les liattes de ce gqu’on pewt falic sans se launcer dans une
weritable élude de Uaenalyse complere. Donnons done, en préambule,
queclques résullets sur la dérivabilite au sens complere.

Les fonctions définies par des séries epticies sont ddrivables por rap-
port G o vavieble complere sur leur disque de convergenee, ¢ est-G-dice
J(z) = fia)

que, pour tout zo € 1), le rapport a wne lnite guend z € C

n
tend wers zo. Ou oblient f/, comme dans R, en déripant terme & terme
lu série ontieTe dcﬁnissmn,!‘ f. Démantrons co résultat,

Posons [(2) Z anstt. pour < R, rayon de convergence de la

()
série. Lo ragon de convergence de la séric dérivie est cncore egal ¢ R
\ [s.9)
On pose, pour 1] < R, g(z) = 3 napz""L Soit zy € D ot v tel que
n=I

] e < R Onoa, pour 2] < e, 27 0.
) - f("‘(] Jic = e 1 —%
ﬁ’i Uy Z /( -
“ =l k=t

1

Pe Lo magoralion L 2= R o on déduit gie, pour N € N7

N--1 r—I
f_(zz - ..]F(Z(J) _ Z |a7,\ Z /ﬂ g |k .'.'-Z(?_I
A n=l 0
o
+2 Z |(11,|‘.',).‘r‘n_l
n=N4]

On choisit N tel que que le dewriéine Lerme soit < e (e ost possible cor la

sérue conerge) puis, le premicr torme fendant vers 0 guand 2z {end vers

Iiz) = flz)
z

- £ 2e pour |z — 5| £ 1
-0

L. on clhoisid iy - O fel gue — y{za)

(est le résultat vouli.

Notons que la condition de dirivabilite par vapport & lo vaviable
complere ost trés forte. On pent démondtrer que sioune fonclion [ oest
contintment diécivable sur )< Ry, edors Foest developpable
ciy série enticre sur 1),
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3.44. Logarithme d’une fonction entiere qui ne s’annule pas

Soit {ay,)n2o une suite de nombres complexes telle que Y a, 2"
3

ait un rayon e convergence infini. Ou pose f(z) = 3 a,2™ et on
rr=()

suppose que, pour tout z € C, f(z) # 0. Existe-t-il une suite (by,),,30

telle que,
+ >0
Vze C, exp (Z bnz”) =f(=z)7

=)

(Ecole polytechnique)

> Solution.
La réponse cst positive. L’application exp : C — " est surjective.
Suit by telle que
exp(bo) = f(0) = ap.

On cherche une fonction g développable en série entiére sur C, telle que
g(0) = by et, pour tout z € C, ed(2) o Fl=).

o Analyse. Comme f cst développable en série entiere avec un ravon
de convergence inlin, elle est dérivable par rapport  la variable complexe
sur € 51 g est une fonction développable en série entitro telle gque 09 = f

alors f' = g'¢? = ¢’ f et donc g' = Lf :
' ‘
e Synthése. Supposons que l'on ait démontré que h = I est

développable en séric entiére avec un rayon de convergence infini, Soit g
00
la primitive de h telle que g(0) = by, cest-a-dire que st h(2) = 3. dp2™,
n=L0
= od. ., 1 . . . .
alovs g(z) = b+ 3 pen RN La série qui définit g a aussi un rayon de
n=0 ™
convergence infini. On w alors (fe=9) = (f' ¢’ fle=9 = (J'—hfle™ = D.
Montrons que la fonction &£ = fe™9 cst constante. On se rameéne A la va-
riable réelle. Soit z € C. Pour ¢ € [0, 1], on pose k. (t) = k(zt). Pour tout
t e 0,1], £L(8) = k' (2t) = 0 donc

B(z) = k(1) = k.(0) = £(0) = F(0)e 2 = gge™ =1,
par le choix de bg. On en dédnuit que f = ¥ Ainsi ot a déterminé unc
fonction g développable en séric cutiere sur C telle que 7 = f.

Pour finir il reste donc a démontrer que If est développable en série

. - . . 1
entiere sur €. Pour cela il suffic de montrer que la forction ¢ = 7

lest puisaii’on sait déja que f* est développable cu série entigre avec
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un rayon de convergence mfini. On cherche une suite (d,, ), telle que
3 d, 2™ ail un rayon de convergence infini, et telle que pour tout 2 ¢ C.

oo
w(z) = 3 d,z* En écrpvaut que le produit de Cauchy fy est égal
n=0
a la fonction constante 1 on obtient agdy = 1 ot pour tout n > 1,
T

5 apdn g = 0, ¢’est-a-dire
i".

1
dy=— e VYnzxl,d,=—— apd, 1.
() a0 1 ag kzl

Ces relations définissent wne suite (dn)nso unigue (car ag = f(0} # 0).
Montrons déja que le rayon de convergence dc la série entiére » " d, ="
n'est pas nul. Le rayon de convergence de la série entiere 3 |a,|2™ est

4
nfini comme celui de 3 e, 27, Soit R 0 telle que 3 ja,jB* < Jao)
n=1
o0

(un tel IR existe car lim 3 Jag|<* = 0). Montrons qu'il existe K > 0 tel
SR |

que |dy! < pour tout n € M. Ou choisit K = |dyl. Supposons que la

K
o »
propriété soit vérifice jusqu’au rang n — 1. On # alors

1 & 1 & K
1< — Ny, el &8 — gl =
|} < ‘aulkgll“ku Lkl o ;L”"an_k

K i K
< —— S jag|R* <
\(L(]|R'f",§:i fRT S g

Le rayon de convergence de la série > d, 2™ est donc supérienr on égal a
Foo

ﬁ =y(z) = ?EU dnz™ pour |2 < R.

On va maiuteyant montrer que cette égalité reste valable pour tout
z € C. Pour v = 0, considérons la fonction ¢, : £ — @(re®), La fonction
Wy est 2r-periodique et de classe C1 (car f ne s’annule pas et car il ost
clair que t — f(re) est de classe C1). Elle est done développable en
série de Fourier et

R et, par construction, on o

: +0 ,
Plre) = pu(t) = 37 enlipr )™

= — 00

Or, lorsque 0 < r < R, on a
() = plre® Zd rE ettt

Conime la série est nniformément convergente par rapport a 4, on peut
fchanger somme el intégrale. On obtient, pour 0 < r < R et ngc Z,
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2
ngc)* / drFelF=mt gy
}’(l
1, Y
et done, - §ns0

Cnlr) =
(r) 0 sivon,

On va montrer que ces valeurs des coefficients de Fom ier 1c5t9nt valides
ponr # = R. Posons pour 7 > 0, ¥(r) = ¢~ 2 L i,
Yil

Comme ¢ est continiment dérivable, la fonction (r,£) —— ap(rﬁ"’ ) T gt
est de clagse C! sur R x [0, 23], et on dédnit da théoreme de dérivation
des intégrales & parambtre que 1 est de classe C! sue RY . On a pour tout
>0,
. i 2 ) . I 29 " .
’(;"'"(7‘) = eeqyp = (,0(7’f5“)€_m‘t df + p7 _[ (,ztgl(rcﬁ )Qfm,i dt
b gl 2m Jy
-n—1

zTr . 3 . - .
= / (—ng(re™ e 4 el (re’ e dt
0

v

—_n—1 P i(. ity —ind wo—r—) . .
_ P jo ¢ (Y (rv‘"edt)(z ) df = 4 : ]}’:(?'elt)c—l’ﬂ#‘]%ﬂ' =1,

2 247

La fonetion ¥ est. donc constante, Compte tenn de la valeur de 44(r) pour
r << R, on obtient, pour lout r 2 0,
bt sl om0

en o, = r"Y(r) =
nlier) ¥l ) 0 SITon.

Finalement, pour tout » > 0 ot tont { € B,

_ +nc + o + oo
(,O(‘T'e."t) — Qr(t) — Z (:”(,q et — Z d, e e Z dn(ﬂ'ett)n
n=—0cQ n=0 n=0

1 . o N
et p = — est developpable en série eutiere avec vn ravon de convergence

mfini. Do le résnltat. <

3.45. Un théoréme dc Fejér.

Soient D = {z € C, [z| < 1}, f: D — C continne. On supposc

[ développable en siérie enticre sur D@ wi 2 € D, fl2) = 3 a,2"
n=>0n

On suppose de plus [ injective.
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1. On pose P = Re(f) et Q = Im(f}. On identifie C & R? et D
A un ouvert de R%. Montrer que les fonctions P et Q sont de classe
C! et vérifient los conditions de Couchy : pour tout {z,y) € D,

apP aQ : ap oQ

%(:Kay) = 5};(‘(]"‘ :U) et 5;(:5‘ y) = _m(ray)'
2. On note, pour tout » € [0,1[, D, = {z € C, 2] € v} et A,

Vaire de f(D,) et A Laire de f(D). Montru que, pour tout r € [0, 1],

A, = // (@t i)Pdedy.
h (.'L':'Q)Erjr

o . A
En dédnire que Y. nje,1® converge et que 3 nla, |2 < =
=0 w

3. Monirer que ¥ .27 converge uniformément sur D.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. Nous allong montrer que P et Q sont de classe ¢! et exprimer leurs
dérivées partielles en fonction de f7. Soit (zy, yo) € B2, &5 = xg + yo. On
A, POUL T # @p, B0 posant 2 = x4+ iy,

f(z) - f(zo) - P(fff: ?JU) + 5Q(ﬂ?: yn) - P(CUO,CUU) - iQ(ﬂm Yo}

z— 2 x— Iy
_ P{r.oyo) - Plra. ) N iQ(mxyo') — Qo 10)
Ir —.Ip I — &
Sachant que f(—z;%ﬂ a pour limite f'{zg) quand 2 tend vers x5, on
)
en déduit gque Dz o) = Plzo, o) ot QCr. go) = Qo gu) ont des litnites
ar —&p £ — o

oP
quand z tend vers z,;. Autrement op (e, ¥o) ct %Q (.ro. o) existent ot
s

o dx
vérifient, e plus

8P . o )
O o) + 15 m0, 40) = f(z0).

En écrivant de méme, pour y # yo et 2 = xq + iy,
flz) = fl20) _ Pilzo,y) +1Q(z0, y) — Plwo, yo) ~ iQ20, y0)
z — 2 i(y — yo)
— Q('TU: y) - Q(-Tl)a yU) - ?;P(:I,‘ﬂ, '}) - P(.T(), ?10)
Y=y = '

on prouve l'existence de dérivées partielles par rapport & y vérifiant
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9 0P .
Hlfcfg(-l‘na’,un] —ljy(-f(x-yill = f’(z(‘]'

On en déduit les conditions de Canuchy

IP a0 OP o
%(-’fua‘yn) = "85(3505310) ct @(Io,yo) = f—a%(l‘o,yu)-

On note de plus que, ces dérivées partielles sont continues, pnisque f’
est continne {elle est développable en série eutiére en 0 avec un rayon de
convergence 2> | et done en particulier continue sur 1)),

2. Pour tout r € [0,1[, on note D, = {z € C, 7| < r}, K, = f(D,)
el K = f(D). Les ensemnbles K, et K sont compacts en tant qu'images de
compact par une fonction contimie, ce qui justific Pexistence e A of A

Nous allons caleuler A, = [R JeK drnde par changement Jde variables.
S v

La fonction f est continne et injoctive sur I¥ ef établit donc une
bijection de D sur K. Cette bijection est méme un homéomorphismue,
puisque D est corpact (tout [ormé F de D est compact, done f(F) est
compact et cn particulier fermé dans K : I'image réciproque d™un fermé
par f~! étant un feriné, 1 est continue). Elle est de classe C' sur I et
son jacobien cn (i, y) est

g L IPN? 0QN*
dac(f)iey) = | 55 4 ("""y):((a?) +("8%) = | (e + iy,

en vertu des conditions de Canchy.
Le changement de variables (2, y) — (u,v) = f{z,y) dans l'intégrale
double nous donne done, pour » € [0, 1],

A= [ 5Py,
JHey)eD,

On va calculer cette intégrale en passant en coordonndes polaires et
en appliquant e théoréme de Fubini. On obtient

i

Ar = /:/ ) ‘.f'(SQiB)‘BS s (1(9 = / (/—‘ !fl(f‘fﬁm)flzdtg) 5 dS‘
U s Jo A

0FEOE 2T

L'intégrale sur # va s'exprimer en fonction des cocficients a,, & I'aide de
la formule de Parseval {voir page 238). Pour z € D, on a
+oo

+oo
(=) = Z na, 2" = Z(n + Va2,
=]

=0

Prenons s € [0. r] et considérons la fonction 8 — g,(0) = f/'(s*). Elle
est continue et 2m-périodique et vérifie, pour tout € [0, 2x),



415 UN THUVOREME DE FRIFR. 263

+oo
g (81 = Z(n + Dy, g1 s’ Leint
n=(0
I.es coefficients de Fouricr o, (g) de g sont dounés pour n = O par o, (g) =
(14 1) 15" pulsque la convergence de la série est normale. Le theorenle
ile Parseval donne done

1 2% oo 0

o -2 I
2—/ [ (se!™)2d8 — Z(T&+ l)2|a.nj+,|[‘)s‘“ = Z e, 2870
o =0 =1

Ou obtient donc

P [l ¢! ;oo
0 - 5 _
A, :/; 2w ) nta, 2sfn 2 sds-::}rr/ E n’[ anl?s?m 1 ds.
S

n=1 nJL

=i

D'apres le théoréme de convergence menotone, on peut intervertir som-
wation et intégration paisgue les fonctions sont positives, ce qui donne

4+ -
=27 Z ‘aﬂ,lgngf - Id‘a‘ =27 Z |(l H, =T Z n’a,n|2 ‘2”

n=1 n=1 n=1

2n

Comme D, CD,onaK, - Ketdone A, 5 A, Ajusi pour tout » € {0, 1,

o A N A
p - ¢ . 2.7
E nla, 20?2 et en particulier g nlag |2 < =
7[' ™
n=1| n=]

i s A
pour tout. N € ¥, En faisant tendre » vers 1, on obtient ¥ nle,|? € =
s

el
La série & ternies positifs Tn|a,n|z converge donc ¢t sa somme esl. ma-

jorde par

Sl

En foit. on ol egalu‘c — Z n
n=1
100 '

A,
brad v € 10,77, Y‘ nla,|? 2 Y nla,|?’r® 2 ==, On remarque que
n=1 n

an| En effet, on pent écrire, pour

3

pt A i -1 2w 3
A, = / f(5€1'0)d9 ds ——— f(se,l@)rlﬁ' ds = A.
0 0 0

r—1 1]

+oe
. . . A o
En faisani tendre v vers 1, on obtient Y. nla,|* 2 = et done Uégrdite
n=1 7T
annonede.

3. Envertu d'un théorgme d'Abel dont on tronvera la démonstration
dans Uexercicee 3.6, il suffit de prouver la convergence uniforine de la série
entitre suy U = {2 € € |2| = 1} we. de prouver que la série Z ane’™

n=0
converge uniformiment pour 8 € F. Fixous £ > 0.
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Lo
Soient N€ N, d ¢ Retrg[0,1[. Posons Rw = Y nla,/>. Ona
n=N+1
N
w0 ) 4
- Z a,e" < | F e - Flre®) o+ Z a1~ ?"')‘
n=>0 n=0
o0
g
+ Z ayriettl]
n=N+1
On majore chaque terme.
& D’aprés inégalité de Canchy-Schwarz, on a
A + o 4 e
a,rte’™ 7" = Iy |7
5 S S IC SN L

n=N+1 n=N+| n=N41

» Pour le second terme, on remargque que

N N
Z ﬁnf""‘{;(]. - T”) < Z qu (1 _ .')(I + 4 ?'3 4ot ,rﬂ—l')
=0 n=0
N
<(1—r) Z n|ay].

n=>0
L'inégalité de Cauchy-Schwarz permet d'éerire

N N N
3 nlan| < (gymAﬂ(ngg %AgingKm+n.

n= n=>0 =0 =

o K = \/’E Il en résulte
2T

e La fonction f étant continue sur le compaect D, y est nniformément
continue d'aprés le théoréme de Heine. Soit donc e»0 et 77 un module

N )
Z a, 6,1710(1 _ ?.u.}

n=0

< KN + 1)(1 — 7).

duniforme continuité de f pour =. Si [l ~r| <5, ona et _pet®| < et
|£e®) ~ flre®) < e
e Posons ry =1 — K(Np 1 (et done K(N 4 1)(1 — rn) = £}, Pour N

assez grand. rn € [0, 1] et méme & partir d’uu certain rang ng, | — 7 <
rn < 1. Ou a done pour N 2 ng et @ dans B.
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N .
——te < 3¢
£

0.

pour N asser grand puisque Ry

N——4nc

La convergence est donce uniforme sur U et par conséquent sur D. <

La démonstration faite dons celte derniére question reprend exacte-
ment lo démarche utilisée dans la question 3 de Uezercice 3.26. On e
donner maintenant un ayire éclairage de ce résullat ¢ Uaide de théorime
de Fejér sur les séries de Fourier que le lecleur trouvera & Dexervice
4.31. Posons ¢(6) = f(ew), La fonction g est continue, 2r-périodique,
ot comme celo, est fait dans la guestion I de Uexercice 9.43, on montre
yue ses coefficients de Fourier ¢, (g) sont donnés par ¢, (g) = ¢y sin 2 0
et enlg) = 0 sitnon. Le probléme est donc de démontrer que lo série de

T
Fourier de g conwerge uniformément vers g. Notons S,,(8) = ¥ are™?
k=0
o somme partielle de cette série de Fourier. Le thévréme de Fejér prouvé
dans Vezercice 4.31 affirme que la moyenne de Cesdro des sommes por-

lielles, & savoir F, = SatSi+ +5n

possede cette propriété : elle
n
converge uniformément vers g sur K. Un petit caleul mondre que

3

F.i6) = Z (1 — %) ape'™,

k=0

. 1 & : - .
On Cerit Fp{t) = Sn(8) — - S kawet* I suffit de voir que le sccond
k=0

terme converge uniformdment vers 0 pour conclure. Or,

RSB
n = = T

el cette derniére suite tend vers 0 car la série S_n|a,|? converge (comme
celg st démontre dans lo remarque gui suif Uezercice 3.26).

Le dernier exercice de ce chapilre recherche une fonetion développable
en série enticre sur C «t prenant des valeurs donpnées pour z = 27
(. € N} Létude de 'nnicité est Uoccasion de se poser la question de
Peristence d'une fonction s'annulant en des points donnds. Signalons
que si (zn) est une suite de nombres complexes non nuls telle que (|z,])
tende vers Uinfind, il existe une fonction développable en séric entiére sur
T, s'annuiant en z, pouwr tont n el n'ayant pus d'autres zéros sur C.
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3.46. Fonction cntigre telle que f(2™) = (—1)"

1. Démontrer qu’il existe une snite (@, }pen de nombres réels
telle gque, pour tout n € N,

[ e}
S o, (1
k=0

2. Y a-t-il unicité de la suite (@} 7
(Ecole normale supérieure, école polytechnique)

> Solution.
1. Tl g’agit de déterminer nne suite réelle (ay) telle que, si on posc

—+ oo
flzy = Y axz®, on ait, pour tont n € N, f(2?) = (—1)". Ceci mpligue
k=0
entre antres que la série Y ay2* ait un rayon de convergence infini, On
peut voir le calcul des ap comine la résolution dun systéme de taille
infinie d’équations linéaires :

an +d) oo+ + 00 - 1
ag + 2a1 + 2%ay - 4 2ay oo = -1
ag + 2%y + %y 4 f May £ = (—1)"

D’on I'idée de se ramener & un systeme find, en cherchant d’abord,
pour n € N*, a résondre lo systéme de 1 4 1 équations & n + 1 inconnues
aO,n, (45 IR an‘n, .

(o, + 8y pt a2, 4+ lnn = 1

Ao, + 200 + 22020 4 -+ P o = -1
. :

ao, + 2%ay o + 22“(12,“ 42 Ann = (71)"

On. remarque que le déterminant de ce systome est le déterminant de
Vandermonde V(1,2,... 2%). Les entiers 1,2....,2" étant distinets, on
en dédnit gne ce déterminant n’est pas nul. Le gystéme posséde donc une
solution unique. Si on remplace une des colonnes de ce déterminant par
le deuxitioe membre de I'égnation, on obtient encore un déterminant do
Vandcormonde. En appliquant les formules de Cramer, on trouve done

aprés simplification, pour 0 € k < n,
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(24 41
V(1...., 284 —1, 2840 2m) jl;lk )

Whn = g, gl gF gkE ny | [ (20 = 2F)
i#k
k-1 . 1
IO +27) II (1+2/)
_ j—D k41
mzﬂ—zk) M -2
=0 J=k+]

En mettant 27 cn facteur dans chaque terme au numérateur el au
dénominateur, on obtient

k-1 [ . k-1 .
IIt+277) I (14277 I1(1+27) 1 (L+277)
=0 =kl j=0 Jktl
Ok = k-1 7 o k n—k .
T — 2653 ] (1 264) T1(1—20) I] (1—2-9)
j=0 J=k+1 =1 i=1
I1(1+277)
j=0
= %

(02 10 - ’1_‘]'1—2*:1)

Oun fait maintenant tendre n vers l'infini, Les suites de terme général
i3

iy — [I(1 4277 et v, = J[(1 = 277) convergent vers des limites non
= q=I
T .
nulles, En effet, on a, pour n 2 1, Inw,, = > In(l +27) ¢t Inv, =

3 In(l — 277) et les séries Y {1l 4+ 27') et 3 In(1 — 27 7) eonvergent.
=1

+oc . —+ 20
On note [] (1 4 2-7) et H (1 — 277) les litnites de ces suites et on

a=0 =
+ >
[Tar+27)
pose K = :CO*__{ On trouve alors que, pour tout & € N, la suite
11 =271
i=1

Ik

{0k ) e COLVETEE VOUS (g = P .
{1 +2*"‘j H (1— ZJ)

J=1
Il est tentant de penser que la suite (o) répond aun probleme posé,
Remarquons, pour commeneer, que pour tout k& € N, on a

{142-%) 1

a'k“t] = i~
T2 E O (FF ) kD 26 ilieo

oy

0.
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On en dédnit que la série entiére > apz* a un rayon de convergence

infini. Il faut maintenant démontrer que, pour tout p € N, on a f(2°) =
rt

(—1)P. On a, par construction, pour n = p, Y ar,2°% = (=1)7. I
k=0

s'agit d'un probléme d'interversion d™ne limite et d'une somme, On

remarque que, k étant fixé, la suite (|ax »|)nene crolt car, pour passer

. : _ 27inth
d’un terme an suivant, on multiplie pat 15 mwiy 1. On a dong,
pour 7 = k, |akr| < |ag|, c’est-d-dire 1mne majoration indépendante de

n, qui va Condmre au résultat.
Fixons donc p. On a alors, pour n 2 p,

Ul{zp) - (‘1}:0% = Zaffzpk Zak ns
k=0

n

g Z lay — ak,nIZkP + Z irzk|2pk.

k=0 k=n+1

La série Y lag|2P* est convergeute, Pour tout ¢ > 0, il existe ng € N* tel
00
que Y. |ag|2"® < 2. On obtient alors, pour » > max(ng, p),
kng 41

[f(2P) — (1P| < Z | — g |25F £ 2 Z lax|2P* 4 Z Ly [2PF

k=rq+1 w1
Zm — |2+ 2 Z || 2PF
k=rp+1
o
< Z | — ak,n|2’“p + 2e.
k=0

En faisant tendre n vers 0o, ou obtient | f(27} — (- 1)?| € 22, Ceci étant
vral pour tout £ > 0, on a done f(27) = (—1)7.
+oo

2. Si (b,) est une suite telle g(2) = ¥ b, 2™ soit définie sur C, (by,)
n=0

est solution du probleme posé si f et g prennent les mémes valeurs en

2P, pour tout p € N, c'est-a-dire si f —g s’annule pour toutes ces valeurs.

On est done ramené a chercher #'il existe des fonctions développables en

séries eutieres, non nulles, s'annulant en 2 pour tout p. On pens‘e as-
toc

scz naturellement & la fonction définie par n(z) = ] (1 - ) qui
r=0

visiblement s’anmule ot il convient. Il faudrait démontrer que cette
fonction est définie sur © et développable en série entitre de rayon
de convergeuce infini. Ou peut remarquer que, pour tout z € C, on
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h(z) = (1 — 2) +H (1 — ) = (1 - z)h (E) et chercher nne fonction
développable ennserle entlere vérifiant cette propriété. On la cherche sous
la forme @(z) = Z ¢nz™. On a alors, sous réserve de convergence, polr
ze C, e

s+l

w(z) — (1 - 2)p () chz ch:+2cn o

==t

1 cnln
:Z(n(1—27>2+22711 :

n=1

D’aprés I'upicité du développement en série entiére, la condition p(2) =
(1—-2)p (%) = [ g’écrit : pour tout n € N*, ¢, = T o

donne ¢y # 0, cette relation définit ¢, pour n = 1. On remarque qu'on

Cn1. 91 on se

Cr,
a alors lim = lim
00 Cp_ | n—400 ] —

série entidre ¥ cnz™ est done infini, La fonction ¢ cst définie sur C et

— = 0. Le rayon de convergence de la

par construction, vérifie ¢(z) = (1—2z)yp (g) Une récurrence immeédiate
montre que, pour 2 € Cet n € N, on a

n

o fL(3) o)

k=0

Quand n tend vers +00, ¢ -2 tend vers (0) = e 5 0. On en dédnit
2n,+1 ¥

que le produnit
i)
Y
k=0 2

w(z)

converge vers —~2 . (n a donc, pour tout z € €

=g H (1 - —) = ¢gh(z).

=

Pour ¢y = 1, on obtient ¢ = h. La fonction h est donc développable en
série entigre et vérifie R(2F) = 0 pour tout p € N. Elle n'est pas nuile
(h(0) = 1). Elle possede toutes les propriétés vonlues. On peut conclure
que la siite (an) cherchée n'est pas unigue. <

On peut noter que toute fonction de la forme hi), ou ¥ es(
developpable en série entiére, avec un rayon de convergence infini, a les
mémes propriétés que h.



Chapitre 4

Séries de Fourier

C’est aufonr de USquation des cordes vibrantes gue nail Vidée de
la représentation des fonctions periodigues sous forme de séries irigo-
nométriques ; st t représenie le temps, y Poscillation de lu corde ¢ Uabs-
cisse x, Uéquation est de la forme

&y _ .0 3%y
2’

bl ANl )
at? a,
ot v esf une constante, homogéne ¢ une vitesse. (Cest d’Alembert (1749)
qui introduit cefte dquation, ef gui monire que la solution générale est de
la forme
flz+at) + g{z — at).

Reprenant les travaur de d’Alembert, Euler est conduit pour la premiére
fois & considérer des fonctions définies par des expressions différentes
sur des intervolles différents, gu’d appelle < discontinucs >, notamment
pour représenter la forme triangulaire d wne corde pincée.

Une inturtion géniale revient ¢ Daniel Bernoulli {1755) qui observe
qit 'une corde peut donner @ entendre non seulement le son fondamental et
les harmoniques de celui-ci, de fréquence double, triple, eic., mais aussi
la superposition de ces sons. Il en tire l'idée que toutes les solutions pour
lesquelles on o y = 0 aur points d’attache de la corde, v =0 et x =L, ef
qui correspondent ¢ une corde au repos & t = 0, doivent s'éerire comme
somme d'une séric trigonoméirigue i.c. une combinaison linéarre infinie
des fonctions

sin nwr cos nwat,
iy
EC W = — .

Cela impligue qu'une fonction arbitraire pour 0 < o < L ef nulle
pour 1 = 0 et © = L doit pouvoir s'éerire comme combinamson linéaire
itifinie des fonctions sinnwz. Euler, en particulier, n'est pas convaincu.
It comme Bernoulli ne fait oucun effort pour provver ce qu il avance, ni
pour caleuler les coefficients, les objections finissent par Uemporter ef par
décourager toute dtude sérieuse de lu question. Ces vbjections, d propos
de la périodicité, de lo parité, ont en gros le méme fond : on n'imagine
pis @ cetle époque quune expression (fit-elle infinie) puisse élre égale 4
une qulre expression sur un intervalle sans lui étre égale pour toutes les
valeurs de la variable.

271
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A purtir de 1805, Fourier s’impligue dans Uétude de 'équation de
la chaleur selon une mdéthode déja éprowvée pour Uéquation des cordes
vibrantes (Lagrange} ou Uéguation de la « chainette » (Huygens) : on
Serit les Cquations pour un systéme composé dun nombre fini de corps
et on obfient l'équation pour le systéme continu en faisant fendre lo
dimension de ces corps vers O el leur nonibre vers !'infini. Fourier résput
le probleme discret, mais n'effectue pas le passage @ la Hmite. En foisant
t = 0 dans la solution obtenue pour [équation de la chalenr, il aurast
obtenu l'éeriture d'une fonction arbitraire {de période 2m) sous la forme
d’une série trigonométrique sous la forne

1 2m
r) = — x) d
J@) = 5= [ty ds
1 29 1 2
+ (_ fix) coswdfr) cosz + (— S{x) oo 2 dm) cos2gp 4 -
o ; mJn
1 27 1 2
+ (ﬁ flz) sin:rd:c) sinz + (— () sin Zfrd;t;) sin2x+ .- -
T Jo T Jo

Il imagine pour prouver ['existence du développement trigonoméirique
d’une fonction arbitraire une toute autre méthode. Voici, par eremple,
comunent il procéde dans le cos perticulier de lo fonction f(x) qui vaut 1
sur | — w/2,m/2], =1 sur |m/2,37/2{, ot on cherche un dévcloppement
de la forme

flx)=ajcosz +ascosdz +ascoshr + - -

(les fonctions cosr. cos3z, cosbxr, ... ont les mémas syméiries que
la fonction donnde). En écrivant que ce développement, amsi que les
développements obtenus par dérivations successives, sont valables pour
x =0, ¢ obtient le systéme d’équations linéaires infini

l=a1+as+as+ar+ -

0=a +32a3+52a5+72a,7+---

0=a, +3%; + 5% + Ta- + .-

0=a + 36u3 + 56(15 + 760;7 + -

Fourier risout d’uhord ce systéme par élimination en ne consersent gue
les m premidres équations, et dans chague dquation que les m premiéres
inconnues, puis passe & la limite m — 00 en utilisant la formule de
Wallis

|

T

2 14 66 -1 -1 T°-1

2 1.3 35 57 % 3 52 72

Il obtient ainsi, aprés contrdle de la convergence,



4 1 1
flz)=— (cos & — = cosdr + —coshr — - )

w 3 5
Ce n'est que plus tard qu'il redécouvre la méthode « expéditive » pour
calculer les coefficients de 'écriture d’une fonction périodique comme
serie trigonométrique, & supposer que cette éeriture soit possible : mul-
Hplier par cosnx ou sinnx et intégrer la série terme 4 terme, Mais
dans sa Thdéorie analytique de la chaleur, achevée en 1818 et publide en
1822, ou il conserve ln methode des systémes linéaires infinis, en méme
lemps qu'il met au point lo méthode de discrétisation, il précise : sa-
voir calculer les coefficients ay, of b, d'un dévcloppement hypothétique
f(z) = 3 an cosnr 4+ 3 b, sinnx ne prouve en aucune facon Ueristence
de ce développement, ou, si on préfére, la convergence de la série du
second membre vers lu fonction f,

Entre temps, Deflers (1819) et Poisson {(1820) auront donné des
preupes de lo convergence de lo < série de Fourier » vers la fonction,
valables sous des hypothéses non explicitées (mais C* suffit). Dirichlet.
duns un travail dont on dira plus tord qu'il établit un nouvean standard
de rigueur en analyse, donnera en 1829 des conditions de convergence
adaptées anx fonctions continues par morceans gqui étaient devenues de-
puis Buler un objet de prénccupation pour les mathématiciens.

Voici quelgues rappels du cours qui permettent de fiver les notations.
Pour une fonction [, 2w-périodique, continue par morceaur, les coeffi-
cients de Fourier trigonométriques de f sont définis par

i

an(f) = % /” flt)cosntdt et by(f) = %/ f(t) sin ntdt,

W o= -

n ctant dans N et la série de Fourier associée est

o

cosnt + b, sinnt).

n=1

Les coefficients de Fourier exponentiels sont définis par

1
en(f) = 5= J(B ™ dl pour n € Z
2n ) .
o0 _
ct la série de Fourier correspondante est Y. cn(f)e™
n=—0a

Nous commencons par une séric d’exercices sur les polynémes trigo-
nométriques. Un polhmdme trigonoméirique est une combinaison linéaire
a voefficients complexes de fonctiom de la forme t o ™ gpec

n € Z. Si f est définie par f(1) = Z ere™, avec (c_n, 0n) # (0,00,

on dit que foest de degré n. On peut encore écrire f sous la forme
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L
Jt) = 3 apcoskl 4+ besinkt. La fonction [ est ¢ valeur réelles si ol
k=0
senlement si les coefficients ay, et by sont réels.

Les deur premiers exercices utilisent simplement les rvelations d’or-
thogonalité entre les fonctions e, 1 § — ¥ :

1 ™ . ‘ 1l sin—m
— [ Fm.f.e—:n.:'ntdf — .
27 Sy 0 sin#m.

Elles sont qualifices ainst car, si B désigne Uespace vectoriel complexn
préhilbertien des fonctions 2m-périodigues continues de R dans C muwnid
du produil hermitien défini par

(flay = i mg(t)dt pour [ et g dans E,

T
lo famille (€, )nez est une famile orthonormale. On gardera egalernend.
d Uesprit que cp(f) = [enlf).

4.1. Calcul d’intégrales

Soit (m,n) € N2, Justifier Iexistence de I'intégrale
t

2 gt

1 g sin(2m + 1) i sin(2n + 1)
2/

.ot .t
- Sl — s 3

et la calculer.

(Ecole polytechnique)

= Solution.

. t
sin{2n + 1) =
Pour tout enticr naturel n la fonction f, : £ — -7]52 pro-
sin —
longée par fr(0) = (2rn + 1) est continue sur |—=, 7|, ce qui justific

. 1 g \
lexistence de 1y, , = Ey /_ﬂ Foe () fu () d2.
Transformonyg expression de f,, & Uaide des formules d’Euler. On
obtient, pour t # 0 dans [-m, 7],
il g} _ g—i{n4 4 =ik g)t eli(Zn+)t 4

fn(.t) - ] =

T 1 :
—1% e~ '3 et — 1
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osultat gui reste encore vrai 1 ¢ = (. En transforinant de la méme fagon
Fin, on obtient

-

_ 1 ikt wft dt

N / 77; [ SR -
J—a

e NE<

Compte tenu des relations d'orthogonalité entre les fonctions t —s et
los seuls termes non nuls sont obtenus pour & + ¢ = 0 et valecut 1. Le
choix de & fixe la valeur de { et on peat prendre pour k tous les entiers
cutre — min(n, m) et min(r, m). D'ol il résulte que

Lin =2min{m,n) + 1—|, <

Liespace T, des polyndmes trigonomélriques de degré inférieur ou
dgal 4 n est stoble par dérieation. Comme il s'agit d’un espace de di-
mension fiaie, Uopfrateur linéuire de dérivetion D : P — P’ est continu
¢t on peut sTintéresser aw calewl de sa norme triple lorsque gu’on mu-
wit T, de la norme de la convergence uniforme. Cela consiste done a
déterminer la plus petite constante ¢ > (b telle que |P'loo < ¢|| Pl pour
lout P € T,,.

Le premier énonce ci-aprés montre que la constante ¢ = 2n convient
en uttlisant le noyaw de Fejér. Lenoncé suivant démontrera Uinégalité de
DBernstein qui montre gue ¢ = n convient, cette constante éfant aptimale.

4.2, Majoration de la norme de la dérivation

n
Soit P(x) = Y. ape™ 1 polyndme trigonométrique de degré
k=—n
inférieur ou égal & n, ol les ax sont des nombres complexcs. Trouver
une comstante ¢ ne dépendant que de n telle que [|P] s < c||P]loo.
7.
. A k ™ c
On powra poser F,(z) = 3 (1 _ K )e““ et considerer
E=—n n

2
I'intégrale [,,{x) = fo ! Pix - y)F, (y) sin(ny)dy.

(Ecole normale supérieure)
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> Solution.
Suivons les indications de 'énoncé et caleulons I, (x). En écrivant

n
. . _ 1. . .
Plr—vy) = Z ae®e™ Y ot cinny — g(c”“y — o7,
f=—n ’
Vintégrale 1, {x) vant, par linéarité,

l Z ageif.’c (1 B Bﬂ) /QW Ci(fﬁ+k+n‘)ydy _ /271- ei(ﬁff-i—k--n)ydy )
28 n 0 0

Yk En
—nTEuEn
. 27 .
Pour tont entier &, l'intégrale fo f*Tdr est nulle si k # 0 b vaul

27 sinon. Dans la somime définissant 1,,(z), les seuls termes non nuls
correspondent donc soit a £ = k+n {avec —n <k <0), soit 8 € =k —n
{avec 0 £ k < n). On en déduit que

Lo(r) = Z T ( il) RUERSES Z Gy (l _ m) ok =T
k=—n n k=0 n
l!m 7 )T k 7 i - N T
:—.(Zﬂk+nn+ () +Zakn nn e ))

kE=—-n k=d

N

-

n 1 e
= - Zak k+Zak :—kae
k= —a2 k=—m
. n
En remarquant alors que P'(z) = % ika,e'™, on obtient finalemenl,
k=—n
pour tout réel z,

7 1_, n
L(z) = agP (1) = —T—EP’(:U).

I'aide de cette égalité, on va majorer P’

- On a, por tout z € R,

n . n 2 .
iP'(z)] = E\IR(.EH < ;F_jn \Plr — y)F,(y)sinnyldy
n 2
< P jo Fa(y)ldy et douc,
i 2m .
1Ploe < ZIPH [ [Bn(n)idy.
7 Jo

Pour avoir un majorant explicite. on va caleuler cette detniere intégrale,
et ponr cela calenler Fy,. Pour © € R et n £ N, on a en regroupant Pindien
—k avec 1'indice k&,

n—1}

B ”—'“‘Z(lf ) e —‘“)—HQRe(Z(?k)e*’«").

A=
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[
~1
~T

Sie'™ =1, alors

n—1

2 2n{n + 1)
F = — — =k =14 ——"" —n.
nlz) 14 - Z (n ) + 5 7
k=0
Sie'® % 1, alors
n—1 'k n—1 k ” n-l /q lDfi(kﬂ—]).ﬁ:
Nt 2 . -
Z(n — k)T = Z Z e = Z T
l’ﬂ)l) R:O F:O .‘\':0
N n (;?Z:r:(l _c'uw) ,”C-u-ii—i 1 — e'i'n.r
e (1 - e)? “2isin T —4sin® =
2 2
On en déduit que
s2 NI
¥o(r) l+2 n+l—cosn:r: Sl -
L) = — - | — - — =
" n| 2 45in? % nsin’ g

On a donc F,,(y) = 0, pour tout y. En revenant 4 notre intégrale. cela
pertmet d’enlever la valeur absolue pour obteunir

A 2x n . 2
/ Fry)ldy = f Fa(y)dy = ) (1 - M) / eMdy = or
Ji 0 S0

k=—u "

ot done finalement | [|P'] o < 20|l | <

Le polynome trigonométique T, est appelé noyaw de Fegeér dordre
n. Son caractére posilif (gui inlervient déjd forieinent dans la solution.
vi-dessus) est la olé du théoréme de convergence uniforme de Fejér que
e lecteur trouvera doans Vexercice 4.31.

20
Notons qu’on peud montrer que /u Foly)|sinny|dy =4, ce qui per-
wef d'améliorer un peu la majorafion précédente puisqu'on obtient alovs

o= 47? In fait. lo meillewre constante, qui est done la novme de
fopcrateur de dérivation, est ¢ = n. Cele va découler de Uexercice suivant
gt Etablit Vinégalité de Bernstein {dans le cas réel). Notons gque cette
derniére est démontrée d'une autre mandére dans le tome 1 dalglbre
feecrcice 8.87). La méthode mise en cuwre sof n'utidise que les théorémes

winels de Vanalyse réelle (théoreme des valeurs intermédiaires, théoréme
e Rolle,... ).
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4.3. Inégalité de Bernstein (1912}

Soit n € N* et f un polyndme trigonométrique réel de degré
inférieur & n, ¢'est-&-dirc une fonction pour laquelle H existe des
réels ag. a1, .., fn, 01, ..., by tels que, pour tout z € R,

T
flx) =ag + Z(ak coska + by sinkx).
k=1

1. Montrer que si f admet au moing 2n + 1 racines distinctes
sur [}, 27|, alors f est nul.
2. Onsuppose que f'(0) = || f'llw > 7| f]loo. On pose pour tout

z €R, g(z) = - || f/|sesinfnz) — f(z).
Montrer que g admet aun moins 2n racines distinctes sur [0, 2n[.
Montrer que g’ admet au moins 2n + 1 racines distinctes sur [0, 27],
Montrer que ¢” admet an moins 2n 4 1 racines distinctes sur [0, 27
Que peut-on en déduire?
3. Montrer que ||f'|o < n||flle- Clest linégalité de Bernstein.
{Ecole polytechnique)

> Solution. |
1. A laide des deux formules d’Euler coskx = 3 (e 4 o=y oy
1,

sinkz = (etke

%

— e~ %) on voit que

Z [(U/k . &bk 1k:17 + (C-"k: —}—’ibk)e*ikx] — er—’inmp(eim)

t\.‘JI»—-

ol P(X) = 1 (ak + ibp) X" b geX™ 4 = Z (ap — 1bk)X”+k esl,

un polyndme dc degrc inférieur & 2n. Par hypothese P poswede 2n + 1
racines distinetes a savolr les images par © — €' des racines distinctes
dans [0, 2n] de f. 11 s’agit donc du polynbme nul. On en déduit que les
coefficients ay et by sont tous nuls ot par suite que f est nul. On peut
évidemment remplacer Uintervalle [0, 27 par n'importe quel intervalle
semi-ouvert de longuenr 2.

2. L’idée est de regarder g aux points ol le sinus ecst maximal on

.. k
minimal. Posons, ¢ = % + ?ﬁ pour k € [0, 2n]. On anly = g— + k7 et

(D oo = mf (E)

T

glte) =

Comme ||f'lloc > nl flloo: gltx) est strictement positif pour & pair et
strictement négatif pour & impair. Le théoréme des valeurs intermédiaires
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parantit donc l'existence d’un zéro xp de g dans chaque intervalle ou-
vert [t teri, & € [0,2n — 1], Ces racines sont deux & deux distinctes.
Iilles sont toutes dans {0, 2x] sauf éventuellement %2,,., qui appartient

A [fanats.tan[= [Qﬂ B %

il suffit de la remplacer par @2, _1 — 27 qui est encore racine par 2w-
périodicité de g et qui appartient & intervalle [0, ¢p]. Donc g admet au
moins 20 racines distinctes dans [0, 27,

On a déja g'(0) = ¢'(27) =0 et le theordme de Rolle appligné entre
denx racines consécutives de ¢ donne au moins 2n — 1 racines deux &
deux distinctes de ¢ dans |0, 2x[. Ainsi, ¢’ admet au moins 2n+ 1 racines
distinctes dans [0, 27). Toujours par lc théoréme de Rolle, ¢" admet an
moing 2n racines dans |0, 2«]. Mais comume f/ présente un maximum en (,
77(0) = 0 et par suite g’ (0} = 0. Donc g” admet au moins 2n +1 racines
dans [0, 27[. La question précédente permet d’affirmer que g = 0. Donc
g cst affine, done constante (car bornée) et finalement nulle puisqu’elle
#'annule,

On a alors f{z) = %Hf’“m sin(nz) et cela contredit hypothése ini-
linle car || flleo = 2| f']loc-

3. 11 est clair quil existe xp € R tel que |f'(zo)| = || f']|ec. Quitte
4 prendre —f on peut supposer que f'(zg) > 0. On considérc alors
Jix) = flw + xp). (est encore un polynéme trigonométrique de degré
inférieur 4 n auquel il est losible d’appliquer la question 2. Comime
Hf oo = ||f!|OO et de méme pour les dérivées, on a || f'||sc < )| fee. <

Llinégalité de Bernstein s'étend aux polyndmes trigonoméiriques de
degre < n & coefficients complexes. En effet, soit P un tel polyndme.

ar . .
2T+ 9 { Mais dans le cag ou g, 1 = 2w,

il existe un réel xo tel que |[P'(wo}| = [[P] car P’ cot continu et
ur-périodigue dong atteint ses bornes. Il existe alovs un réel o tel que
¢P'ag) = [|P)ec. Considerons le polynome trigonométrique réel Q

defing par Q) = Re(¢™*P(x}). Ml est de degré < n done, d’aprés le
reésultat de Dexercice, ||Q|loc < 1)|Qfoc. On a |Q(z)| < |P(x)] pour toul
iéel 2, done |Qllee < ||P||ec. Por ailleurs, Q'(z0) = e*P'(x0) = ||P![|oo
de sorte que |Ql|oe = [P ||leo- I en résulte done que ||P'||oo < nf|P|loc -
«est Uindgalité de Bernstein pour P. Comme il y a dgalité pour le po-
lyndme trigonometrique sinng, on a finalement démontré gque la norme
triple de Dopérateur de dérivation sur 'espace des polynimes trigo-
nométrigues de deyré < n est égale a n.

Dans exercice suivant, on se rameéne encore & des raisonnements
sur les polyndmes,
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4.4. Fonction 2m-périedique orthogonale aux polynoémes
trigonométriques de degré < n

Soit f: R — R, continne 27-périodique et n € N*. Ou suppose
que ox{f) = &{(f) = 0 pour tout k& & J0,n — 1]. Montrer que f
adinet an nioins 2n zéros dans [0, 27[,

(Ecole normale supérieure)

> Solation.
On a, par hypothése, pour tout & € [00n — 1],

27 27

) cos kxduw = flrisinkadr =0
a Jo

ol encore, pour tot k& € Z, tel que

5
ki < n, —j:{/om flzye*=dy = 0. 1]
faut en déduire que f s'annule au moins 2n fois sur [0, 27,

Cela nous rappelic 'exercice classique 1.17. Soit f : {0, 1] — R, conti-
nue, telle que, pour 0 < &k < n — 1, f()] FOEEdL = 0. Alors f s’annale
au nwins n fois sur [0,1]. La méthode consiste & remarquer quon a
[01 f)P(t)dt = 0, ponr tout pulynéme P de degré inférienr ou égal a
n — 1, et que. si f change moing de n fois de signe sur |0, 1, on pent
trouver P € R, _1[X] tel que Pf garde un signe constant.

On va faire la méme chose en remplacant les polynémes par les po-
Iynomes trigonométriques. Par linc¢arité, on a ](;zw fl)g(z)de = 0 pour
toute fonction g de 1a forme g{x) = Y. dpe® Cest-a-dire tout po-

Jilsn 1
lynome trigonométrique de degré < n — L

On raigonne par Pabsurde et on suppose que f s’annule moing de
2n fois sur (0. 27 On considére les r valeurs o, 0, ..., 2, de [0.27]
en lesquelles [ g'annule ot change de signe. Nécessairement o est pair
puisque. par périodicité, lo signe de f est le méme sur |, — 27, o[ ot
sur |avy, ey + 27| et entre les deux, il y a v cliangements de signe. On pose
r =28 On a dong, par iypothese, r < 2n — 2 et 5 < n — 1. Considérons

r

le polynéme P(X) = C J] (X ~ '), on C est une constante complexe
=1
a, choisir, ct g la fonction définie par g(x) = {fi‘”P(c"’c). La fonction ¢
est un polynome trigonométrique de degré ¢ et, d'aprés les remargies
2
précédentes, on a [0 J{x)g(x)dz = 0.

Montrons que T'on peut choisiv C pour que g soil a valenrs réelles.
On a, pour tomt o € R,
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k=1
T r
— (gtea H ( e-fm:efuu) H ((_."r Ezuk)
k=1 k=1
-
. T
_ —i 3 g
— Ce—t7 b1 I"I ((3’ _ 610;)
k=1
-—_ . ) . = -r 'z )
On nogla) = g(r) pour tont réel 791 C = Ce »=2 . On peut prendie
53 us
par exemple C = ¢ "8t
La fonction ¢ est alors a valeurs véelles. En o). .. ., o, elle s'annule,
) 1;

niais pas sa dévivée car ¢ () = it 2T PY (g9 ) 2 (), les racines de
P étant simples. Elle change done de signe en ces points. La fonction
fy garde donc un signe mnstant s [0, 27]. Comme elle est continue et
non jdentiquement nulle. an a ] Fla)y(z)de £ 0, co qi nous donne la
coniradiction cherchée. <

4.5. Une inégalité

Pour tout @ € N, on uote T,, le R-espace vectoriel engendré par
fex applications x — cos(2km0) o & — sin(2k7r) de [0)1] dans R,
pour t £ k < n, ct V,, V'enzemnble des diéments P de T, qui vérifient.
pour tout & € [0.1]. P(x) 2« — ]5

1. Montrer que. pour tout P €T, ona

‘Alp(x‘)d:n, an (”+ 1)

k=0
1 .
2. Montrer que, pour tout ' € V,,, on a L P{ridz =

1
2n + 1)
| (Ecole normale supérieure)

'+ Solution.

1. En utilisant les fornmles d’Euler, on pent éerire P osous Ja forme
n

Pla) = Y epet? ol les ¢ sonl des nomabres complexes. Sachant
k— -t

l ° i - . . bl ~ - - -
que /] oPRTe oot Cgal b () si b mlest pad nul ot & | sinon. on eu déduit,

a1
par lindarité, que /o P{ride =
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T k& T . 3

On calcule ensnite > P (——k——) = Y ¢ (E e"-z'f”..—il)_ On ob-
k=0 k=0

tient, pour £ € [ — n,n,

» . n ok -+l 51 £ =10
1289 — 7 jein el
Z e R Z (e |+l) = ezufn -1 ]
= = —aE = 0 si ££0.
emntl —1

1

On a donc ZP(n+l):(rl+l)00: n+1 / Pl)de,

2. On applique la relation démontrée dans la premiére question. 11
résylte de la définition de V,, que l'on a P ( i l) = n—;’——_H - é, pour
0 £ k& € n. Pour & = 0, on peut améliorer cette minoration. En effet,
par l-périadicité de P, on obtient P(0) = P{1} =2 1 - % = % On a
finalement i

! 1 I & k 1
P(z)de = - L.
[rwws 5 (5o (0
1 1 na(n+1) rl 1 4
! iy b
2 emy D "2 T 2y

Les dewr exercices suivarnts sont consacrés a Uinégalité de Hilbert. Le
premier, dans le cus réel, ufilise la formule de Parseval. fl faut garder

P

n

& Lesprit que si un polynéme trigonoméirigue P s’éerit Z eretRe ey

k=—n
coefficients de Fourier de P sont les ¢y, et qu'on peut lue appliquer tous
les théorémes de analyse de Fourier,

4.6. Inégalité de Hilbert (1)

r Soit P = Y axX* ¢ R[X].

k=0
1 m .
1. Montrer que Ll P¥(r)dax = fi[) P?(e)e’?ag.
2. En déduire I'inégalité de Hilbert,

n
)iy 5
—_— T :
2 k+l41 r;E::oﬂk

0k, 2<n

(Ecole polytechnique)
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> Solution.
1. Démontrons, plus généralement que V'on a, powr tout Q € R[X],

1 T . .
/71 Qx)dz = —ifo Q(e)e?df. Par lingarité de lintégrale, il suffit de
le démontrer pour Q = X™. On trouve

_q i iy i s ’ z(n+1)9 B _
zfo Qlet?)e?ad = 2/0 = s 1}

= L —_ n+ly _

B n.—i-l(l (-1) ’ )-f_] Q(x)dx

2. Le premier membre de Uindgalité i démontrer est égal A

1 1
Z aka;g/ rfztaa z/ ( Z agptet®z ) dr = [ P*(z)dx.
0 )

05k <R Ok bn

De la question 1, on tire la majoration

1 1
Zr . 2¢ . —
/O P (@)dxg[lp (2)dz =

Le polynome P étant & coefticients réels, on a |P(e"}|? = P(ciQ)P(e“ig}.
{.a fonction qu'on intégre étant paire, on a donc

/-Kl,P(ﬁwHQdﬁ‘:% IPei?)12d0 = 5 zﬁzaf_:wzai,
8] - 3 —

d'apres la fornnle de Parseval, ce qui donne 'inégalité voulue. <
On peut noter gque Uinégalité est stricte si les coeffiments ay, ne sond
) 1.
pay tous nuls puisque 51 P n'est pas mtlfo P?(x)dr < [ , Pa)dr. Cette
preuve de inégalité de Hilbert est due & Fejér et Riesz.

PQ((:EG)GladH
0

< /' IP(c)a8.
0

L’énoncé swivant donne un résultat plus genéral.
P [

4.7. Inégalité de Hilbert (2)

On note, pour n dans Z, e, : £t € R — ™ .
1. Calculer lcs coefficients de Fourier de la fonction 27-
périodique A telle que It} = = — £ pour + dans |0, 27].
n n
2. Soient P = Y are_p et Q = 3 bee_g ol les ay et les by sont
E=0 £=0
27
iles nombres complexes., Caleuler %fo P)Q)A{)e (£)dL.
T
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3. Inégalite de Milbert. Trouver une coustante C (indépendante
des ag, by et de ) telle que

b4
akbp . o 2 o 9
| £ C by|”.

b dgn

i

4, Onpose, pour 0 sk <n, cp = Y % Moutrer que
Z e < WZZ .
J=0

(Ecole normale supérieure)

> Solution.
L. Les coefficients de Fourier de h sont ¢, (k) =

1 2m
7 -/;J (,n__t)e—rnidt,
pour ro dans Z. 8i n £ (), on trouve, en intégrani, par parties

27
T - —inid et ‘—rnf 1
%(h:L {L”___} ,/ R TR R
w 0 Eall

1 —in e in

et

il A

1 27 1 t'Z 2w
co(h) = oy (n — )t = 7 [m‘ - } =0

2. On notera que pout Lous entiers n ot m, on A €, = G4, Cela
donne, en développant,

PQC_; = (Z [fF R s ) (Z hee ) _1 = Z u;‘.{);f*_(k)*,p_*_“.

k=0 =l Vg k. fe n

On en déduit que

1 2 ) 1 o
P(rzhf,’il = Z I’Ikbf x 2—/ G,,(k+[{+1)f?
Ok f<n ™ Jo
1 Gybe
= > @beepen(h) =< ) T
(g™ o<k t<n at

3. Daprés lu question précédente, on a l'dgalité

27
/ POhe
a

2

i by B
e Ry f41] \ox

Ok Fsn
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ce q’on peut majorer aiusi

A
/ PQhe_,
J0

A o o
= /“ WPHQW.'”FJAI < Hh“xn /l; IPHQI < ﬂ"/l; ’P”Q‘-

D’aprés Iinégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit que :

2 2
Gkbﬁ 1 /~27r 1 /-er 5 /‘Zﬂ 5
—_—| €= P < - P .
Uégﬁn A+£+ 1 1 (' o | ”Q‘ 4 it ‘ ‘ 40 ‘QI

.. dm . 5
kn  vertn de Tézalité de Parseval, fo P2 =27 % |ael? et

27 i o . -
]0 Q2 =27 3 |#]%. On obtient finalement
2=0

2
7

af}i:bﬁ 2 i 2 2
Z W 7 ka’ Z|b€| )

Ok <n E=0) £=0

ve qui est Vindgalité denaudée avee C = w2,
T
" a . . .
4. En posant o = Y. ————  Tiudpulité preeddente 2'écril,
Tz d k! P

2 e
=) lox

k=0

I
NT
L bPCE

£=0)

2 Z ‘beT
{==0]

inégalité valable pour tout (by, b1,...,b,} de C*"'. En particulier, si ou
preud by = @ pour 0 £ £ < n, on obfient

L

1 2 it
(Z Ic‘z‘lz) <Yl Y el

f=0 k=0 2=

ki
SIS el # 0,1l veste en divisant
E:O

T n
el <73 el
=0 k=0

r
inégalité triviale lorsque Y |eg* = 0. «

=0
Lo derniére question de Uecercice signifie que si A ¢st la matrice de

. 1

”'n‘.”)(f?"ﬂ (—“; )

i+i+ 1 nsien
linerme hermitionne canonique de C, on o

et | 1|2 le norme triple de M (C) associdc d
[A

|-z{-7l'.
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Commence ict une serie d’erercices ot il s'agit d'écrire o
dévcloppement en série de Fourer de dwerses fonctions — il s'agil
en. général de fonetions de classe C1 par morcenux pour lesquelles le
théoréme de Dirichlet s’applique — et d’utiliser ces développements pour
le calewl de sommes de séries numériques, d'infégrales, ou de sérics dn
Jonctions.

Nous comunengons par des exemples frés classiques. On notera gue
dang la premiére guestion de Uerercice suivant les fonclions considérées
sont de période 2. On rappelle que pour une fonction de période T, les
covflicients de Fourier sont définis par

T
enlf) = %[U F)e ™ T g (nc E),

an(f) = %forrf(t) C()S(Q%nf) dt , bu(f) — %/(;Tf(t)sin(%%nt) dt

(n € N), et la série de Fourier de [ est

4

Z ch (f)e27r13nt/"l."

n=-—"2

Ot

(10 + Z(”’n

S11 nt .
w20

8. Calcul de sommes de séries

1. Scit fy (resp. fo, fd) la fonction 2-périodique détinie par
(t) = —1 (resp. —t, —t?) sur | — 1,0[ ct fi{t) = 1 (resp. ¢, 1?)
sur [0.1]. Développer ces fonct-ions en série de Fourier. Calculer

¥
et Zp+
2. Calculer les coefficients de Fourier de la fouction 2x-
périodique qui vaut ¥ powr r € [—n, 7).
+ a0 1

En déduire la valeur de 3
=]

(Ecole polytechnique)
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(- Solution.

1. Les fonctions fy, fa, fs sout ! par movecaux sur B. La restriction
de f| (vesp. fy, resp. fa) 4] —1,0{U]0, 1] est iupaive, (resp. paire. resp.
inpaire).

i 14

On en déduil gue an(f1) = an(fs) = ba(fz) = 0 pour tout » & Bl
Caleulong tes autres coefficients. Pour n € N*,

L . 3 2 ,
bu(fi) = [ljl(_t) sin{mnt)dt = 2 /D sin(mnt)dt = a(l - (="

. s . 1
Les cocfficients d'indice pair sout mils et bop11(f1) = m On
|
caboule a,, (f2) [ fa(t) cos(mntydl = [1 teas(mnt)dt en intégrant
par parties. On o}ment ap(fe) = 1 ot pour e N¥,
:-.irl(?rnt)]l 2 g
0

2
- — sin(mnt)dl = 0+ ——5((-1)" - L}.
nw mn o © Hnt)e N w202 (1) )

Un (fl) = {2f

Les coefficients d'indice pair (non nul) sont tous nuls et pour tout v € [,

. 4
0z, (fz) = — m -

Pour n € N¥, b, (f3) = f fa(f) sin{mnt)dt = Zf t%sin (mnt)dt s’obtient
en intégrant deux fols par parties. On trouve

[th - L'US(‘IT’Hf,!:(
T I

b, (f;) )(U

Tn .

4 4 L
< 141 : L .
= _7;&(71)1 + e [t sinfgnd )], - Wz—nzfg sin{mrnt)dt
2 bl 4
= —[— i — — 1
mz,( ) il ﬂ‘( =17,

I'u distinguant selon ta parité de n, on éerit

1 . 2 8
. = —— " } -t | K — oA o a
bom(fah = — et by +1{fs) = B e T
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Les fonctions fi, fz, fa étant C' par morceaux, leur série de Fourjer
. 1,. .
couverge on fout point & vers 5 (f(z +0) + flx —0)) ct donc vers f(x)
siz e Z. On adone

-1 stz e]-1,0]
sin{r(2n+ 1)) =<0 size?
1 size]0 1]

+oo

3 4
—r2ntl)

—x size]-1,9[,
cos{m(2n + 1)z} = < 0 size?
x osiee|0,1]

1 = 4

2 T;) 72 (2n 4 1)2

=-1y iy 2 8 .
nz](m) sin(27nz) + Z (71’(2’11 1) At ])3) sin(7(2n+1)z)

n=0

—2* size]-10]
=<0 sizeZ
stz el

. . 1 N . .
En particnlier, si on prend » = 3 dans la derniére formule, on ohtient

1= 2 = 8 1

2T D et

=0 n=0 m

. R Lt -y
Mais, la premicre égalité donne, pour » = -, —> 7 _ —=1.0na
20 oy m(2n + 1)
™

+oc 71)7» T +-oc (ml)n 3 2 o 1 7T3
lone 5 b 7 ) Ty
dome 2 o3 T 7% X @asip T8 (w 1 4) 32

2. La fonction 2x-périodique f gui vant =? pour # ¢ [—m, 7] est

paire, continue ot C! par morceanx. Elle est partont égale & sa séric de

- 2 T, 27" .y
Fouricr. On a ag = = j” tdt = = o, pour tout n € N, en intégrant
r :

par partios,

5 =2 7 2 eosmiyat = 2 [Psinn)]” — = [ tsin(atyds
an(f) = Efo = cos{nd)dt = - L sin{n )L) = ) Ssin(nt )df
4 T 4
=0+ — [teos(nt)]; — — s(nt)dt = — (-1)".
+ pa [t cos(nt)]] cos(nt)dt nz( }

mn? Jg

On a done, pour tout @ € K,

4
'::Z—-&—Z ( l CO8 1.

n-—1



1.9. DEVELOPPEMENT EULERIEN DE LA FONCTTION COTANGENTE 2Rg

2 Jox:

Lo . : ™ 4 .

En particulier en prenant ¥ = 7 on obtient 7% = 5+ 3. — cequi

n
n=1
+oo ﬁz
donne la somine classique > = = - <

n=1] W‘Q 6

L’énoncé suivant redémontre le développement eulérien de la fonction
cotangente, deja oblenu par une méthode plus élémentaire dans lexercice
226

4.9. Développement eulérien de la fonction cotangente

Soit 0 <u < 1let f: R — R, 2m-péricdique, telle que pour tout
x € [—m ], flz) = cos(uzx).
1. Calculer les coefficients de Fourier de f.

+ 50
2. Calculer g(u) = 3 2

Wi nE
e W

3. Pour t €]0,1], calculer I{i} = ﬁ g(u)du.
(Ecole polytechnique)

> Solution,
La fonction f est contioue sur R, car im f(#) = cos{um) = lim } 1,
i—m - i

— T
el de ciasse C! par morceaux.
1. La parité de f nous invite & considérer plutot les coefficients tri-
genométriques. Les b, sont tous nuls. Calenlons done pour 7 2 0

1 g 2 f7
Oy = E/ cos(nx) cos(ur jdu = ;fo cos(nx) cos{ux)du

1 /7
— = {cos(n + u)z + cos(n —u)zr)duy

T Jo
1 (sin(n'.fr +wm)  sin{wr — mr))
s T n—u
(—n o
= 55 sinmu.

T ne —u

Prisque f est eontinne, C1 par morceanx, sa série de Fourier converge
normalement sur R et a pour somme f. On a done, si x ¢ [—w, 7,

s e (=1 2w
COS UL — + Z 3
T = —

5 Si1 T COS 1L,
n i

2. Oun obtient, en substitnant 7 a » daus la deruiere formule,
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smru 18 2w sinmu glw)smau
—— ) ———sintu= + :

COSTTU = 3

TU T né — u

T s
n=1

. . . 1
En divisant par sin 7. il reste cotanyu = -+ ‘(—IM, ct finalement
m

g(u) = Teotanwu — -1

3. Il est clair sur Pexpression ci-dessus que g est continue sur |0, 1]
et qu'elle se prolonge par continuité en 0 par g(0) = 0. Si o € ]0,2[, on
peut écrire

¢ o, 1
/ gluldu = [ (7? cotan Ty — -2:) du = [lnsin7u — In u]g
43 7

sin At sin wo
=In ( ) —In (w)
t o

sin 7t sinmwt
—-——>]n( n )—lnﬂ:ln( )

a—0 i

E in 7t
On conclut done g(u)du =ln (Sn;rt ) . <
0

I manqgue sans doute une derniére question 4 Uexercice : en intégrant
terme a terme la série {(ce qui est possible par convergence normale sur
le segment [0,t]) on abtient

42
/gu du—Zln 1-—_

Fn passant & Uexponentielle et en lenant comple du résullal de la gues-

. —+o t?
tion. § on obtient donc “2T il [1——= ] pour tout ¢t € ]0,1[. Il
it el n? ’

s'agit du développermnent euléricn de lo fonction sinus, qui veste valoble
sur © comne e montre Uexercice 2.29.

Dans les trois exercices suivants, on ne colcule pas directement les
coefficients de Fourier de la fonclion [ considérée, mais on obtient, d
Paide d’un développement en série entiére, Uécriture de [ comme somme
d’une série trigonométrigue. On démontre ensuile que celle-ci est la série
de Fourier de f. L’orgument utilisé doit étre retenu : si 3 en™ (ou
Y (an cosnx + by sinnw) ) converge uniformément (et en particulier nor-
malement) sur R et si on note f(x) la somme de la serie’, alors les

L. Naturellement, f(x) = ) + Y (ap cosne + basinng) dans le cas des coefi-

. . . 2
clents trigonométrigiies. nzl
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e, (ou les an et b, ) sont les coefficients de Fourier de f. Démontrons
ce resultal pour les coefficients exponentiels, la démonstration étant lo

méme pour les cocfficients trigonométriques. On a, pour tout reel »,
+o0 .
flz) = D7 ene™?. La fonction f est continue sur B, puisque lo conver-
= —00

gence est uniforme ct, pour tout 1 € Z,

T L D S
" 727{;-—# _27{' .._ﬂki k -

La convergence de lu sére trigonométrigue étant uniforme, on peut in-
tervertir sormation et intégration et on obtient

+oc 1 T i
enlf) = Y ck—/ Rt g — e
2w Sor
k=—o0c
compte tenu des relations d’orthogonalité endre les fonctions t — ™™,

4.10. Développement en série de Fourier (1)

14+ cose

————— en série de Fourier.
4—2cosr

Développer la fonction & ——

(Ecole polytechnique)

> Solution.

On exprime f(z) = L+ cos

4 — 2cosx
développement en série entiere de la fraction rationnelle obtenpe. On a

pour tout x € R,

en fonction de e et on utilise un

14 cosz 1+ 3 1 3
4—2cosx 2 4 2cosx 2+4—c‘."“—e‘i”~"
1 3t

+ -
9 o (e'm}Q 4 dertr — 1

On décompose en éléments simples la fraction rationnelle %
Om obtient
3X _ 3X
X2 pAX -1 (X - (2 - V)X - (24+V3)
V3 23 243
2 (x—(Q—\/ﬁ) - er_2+\/§))

ol done, pour tont réel z,
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2 AT (D \/§) e (24 \/ﬁ)

tol‘—‘

e \/3( 223 2443 )

On peut éerire alors, pour tout réel z,
“+oa

1 gt iz = i\
. = - =g (2 — V3)e
€ —(2-3) 1 (2-8)e" HZ:;] ( )
+oc ‘
_ Z (2 o V@)Uf;mi(ﬂ-{-l):n’
n=0

1
car |(2 — v3)e ™| < 1. On a, de méme, sachant que
{ | . , .

1 o 1
VB 2 VvE) (1 -2 - V3)er)
= f(zxﬁ)f((z—f) )

On cn déduit que, pour tout réel x,

f(.L‘) — _1 L M2 \/3 (Z(Z \/‘)n_{.l —i(n41)z s Z(r} _ n mx)

2 2 =0 re={}
_1_;\/_4—\/_2 2 /3" cosnu.

Cette série couverge normateinent sur R car, pour n 2 1,

(2= V3)" cosnz| < (2 - V3)".

On en dédnit que c’est le développement en série de Fourier de f.

Conclusion. Le développement de f en série de Fourier est donc

f(I)—M \/_Z(Q—V.B)”msmr |

n ,
O peut en déduire lo valenr des intégrales / f(tyeosntdt pour tout
-7

enticr n, Celte idée est a la base de Uédnoncd qui swil : on caleule des

antégrales en les interprétunt comime les coefficients de Fourier d'une
foriction dont on délermine le développement en série de Fourier via

Vutilisation de séries entiéres.
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4.11. Calcul d’intégrales par développement en série de Fourier

Calculer pour @ € R} et n € N,

1 /2™  cosnz 1 £2™  sinne
In = — “—'—‘(i:ﬂ ct Jn - — ———‘—,;d.’.f}.
@ Jo cha—sinr 7 Jo cha—sinz

( Ecole polytechnique)

& Solution.

. . . L
Soit f la fouction z —-

—————— Poura > 10, festdéfiniesur Ret
chg — sinx o
2m-périodique. 1l s’agit de calculer scs coefficients de Fourier. La fonction
f est de classe ' sur R. Elle est duonc égale & sa série de Fourier. Pour
déterminer celle-ci, on exprime f{x) en fonction de € et on utilise des
développements en série entigre.

On a, pour tout x € R,

) 1 2ier
flr) = T, - T T 3w | 9gpir ’
cha — — (e — ¢—izy  —€7 2 cha +1
23
On congidere la fracti tionnelle ¥ 2X ue I’
OnS a fraction ra = on
) off Tanonnete X? +2iXchat1 4
décomposc en éléments simples, On obtient
¥ —2X i e g
(X —der) X —iemu)  sha \ X —det X —ie@
On en déduit que, pout tout réel r,
(@) i e e @
CC _— n _ . N
( sha \ e® — ie* T —je ¢
On développe chague terme en série :
0 i +oo PR .
- _ — gt _yngntl - nainr
E,i:l‘ — je - 1+ ?;67‘161“‘ - EZ{ be e ) - Z( 1) L € e :
‘ ’ n=0 n=0

car |ie %e"} = e~ < 1 et, de méme,

e efaf,—ia:

+oo
: _ : — - e~ CeTi® Z(ie—aﬁkm‘)n
e.u, - 16_0‘ 1 — 267067” o

+ 00
_ Z ,L-ntj—(n.irI)ae—(n-f-l)ur_
n=0



294 CHAPITRE 4. SERIES DE FOURIER

Finalement, on peut écrire, pour tout réel x,

4 o 4 . .
f($) — o (’L + HE:Zl e~ e (,in+1 (71)"6”“3 _ inmle—zn.z))
1 +oo ) )
— 5 (1 + nz:le—na in ((_1)neznz + eznm))

— L 1 %28—2;@(_1 P cos 2ox
= 4 +p:1 ] )P cos 2pa

+oc
+ 3 28—(2p+l)a(_1)}7 sin(2p + 1)3;) .
p=0

Les séries Y e 2P¢(—1)P cos 2pz et 3 e (2P+1a(_1)P gin(2p + 1)@ sont
normalement convergentes, car ponr tout réel x et tout entier p,
le=2P4(—1)P cos 2pz| et |e”(2PHI(_1)Psin(2p + 1)z| sont inférieurs a
(e=™)*, avec =% < 1.

On en déduit que 'écriture précédente est le développement de f en
série de Fourier. D’ol1 'on tire, ponr tout p € N,

2 P s

I = —_— =
07 She » 7% sha

sipz 1y lap 1 =0y

(—11Pe—(2pt+lle
Jgp——-O et J2p+]_: %ﬁ" - <]

4.12. Développement en série de Fourier (2)

On pose f(z,#) = arctan (1—-:—15 tané }.
1. Quel est le domaine de définition de f7
2, Soit 8 ¢ }0, g [ Développer en série entitre x r——> f(xz,#).

8. Soit x € }~1,1{. Développer en série de Fourier 8 +— f(x,6).
(Ecole polytechnique)

&> Sohution.
1. Si (x,6) € R?, f(x,8) est défini pour ¢ # —1 et # & g (mod ).
2. La fonction z —— f(z,8) est C*° sur R\{—1}. Pour x # 1,

3 tanf)(;zma)
a—i(x,f)) 1 (1—%523@29'

14+
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-- 8in 2¢
22 +2:cc052g+1
un pole de cette fraction rationnelle, x — [Ti (z,0) est développable

Apres simplifications, g (x,0) = - Pnisque 0 n’est pas

en série entiere en 0 (voir Vexercice 3.12). Décomposons-la en éléments
stimples. Comine
2 +27cos20 1= (x + cos 29)2 + Sin2(29)
_ (T+ 62i9}($+€72i9)
— (l _l_.rein())(l + “{12:8)
il existe (A, p) € C? tel que

—gin 26 B A + )
X2 4+ 2Xcos20 + 1 1+ Xe2b ' 1 Xe 26

Comme la premiére fraction est réelle, on a X = 7. On obtient A en mu}-
tipliant la décomposition ci-dessns par 1 + Xe?® et en évaluant 1'égalité
en —e~ 2% 11 vient

\ — gin 26 —e2 gin 20 _ef
T 1% T 275in %

On obtient finalement
af 1 o219 o—2if
333( 9) 2 (1 + T(\Z‘ta‘} - 1 + mezia) "

La fonction o +—— g% (z,6) est développable en série entidre sur | —1,1]

et, pour |z| < 1,

af 2'.:6‘ 216‘ npn —2i8 = oy, —210 1 ,.mn

Ywny= 1 (e z< 1y e S (e By
n=0

_ m.)i- (Z(_l)n(€2fi(n+l)9 _ Cin(n+1)9)wn)

=1 n=>0
+ oo
=3 (=1 sin(2(n + 1)0)2"
n=0
Ainsi, la fonction x —— f(x,#) est développable en série entitre sur

] —1,1{. Puisque 6 € ]O, g [, on a f(0,0) = arctan(tanf) = 8 et par
intégration terme & terme, on obtient

40 :
B a1 Sin2(n 4 e s
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c'est-a-dire

», SIIL 27?,6?

flz, 9)_9+Z( 1"

3. La fonction g : # — f(z,8) est définie pour § € R\( + WZ)
71'

elle est mw-périodique et impaire. On a ma flx,8) = 3 et
—)%7

. LS . \
hm+ fla.8) = 5 Donc g est continue par morccaux. D’aprés
8- x

la question précédente, pour 8 € ]0, g [ on a

» SinL2nd o0

.
90) =0+ 3 (1)

Comme g est impaire, ainsi que les fonctions # — sin 2n#, cette relation
reste vraie pour & € | — g , g .
Le développement en série de Fourier de la série nc pose pas de

n 5in 2nd o

probléme : pour 4 € R, posons k(f) = L( 1) . Cette série

sin 2?’.'8

converge normalement car, pour n 2 \( 1 | & |&|™. Enpar-

. . sin 2n0 o ‘s
ticulier, k est continue et Z (—1)* —=— 1™ est précisément sa série de

n=1
Fourier.
I1 n1e reste plus qu'a s’intéresser au premier terme #. Considérous la
T

fonction 7w-périodique h définie par h(f) = § pour tout 6 € } g 5] et

h (g) = 0. Elle est C! par morceanx et d'aprés le théoréme de conver-
gence simple de Dirichlet, sa. série de Fourier converge sitplement vers

h, puisque h ( 5) =0 = (h ( ) +h (E )) La fonction A étant
impaire et m-périodique, on apourn =i,

2 w
bo(h) = — [ #sinnddd.
7 .Jo

En intégrant par parties, on obtient

bo(h) = z ([_f?cosnf)] +/ cosnf)dg) _ _QCOS’H,TF.
i 0 J0 T

I n

Ainsi by (k) = 0 sl n est impair et be, = gim = 1. On obtient

(-1
n
donc, pour tout # € R.

FoC ¢ qyngl
hit) = (=1) sin 2nf.

n=—1
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Les fonctions g, h et k sont 7-périodiques et g coincide sur }— g, g— {
avec h + k. Elles coincident done sur RY (g + ‘H'Z). Disposant des séries
de Fourier de h et &, on obticnt celle de g en faisant la somme :

P | T
Fla,8) =g(6) = T sin(2nd) + Z sin(2né)x

ce qui s’écrit cncore

'r

sin(2nf) (2™ — 1) | <«

-2 5

4.13. Calcul de la somme d’une série trigonométrique

1. Soit  impaire, 2m-périodique, avec @(r) = E sl xe]—m, al
Déterminer la série de Fourier de ¢ et prouver que ce]le—m converge
uniformément sur tout segment inclus dans | — =, =|.

—1)" ! sinn

. ot
2. Soita ¢ R, \N. On pose f(z) = TLE:% nE et Prouver
que f € CH{R, R). Quelle est sa série de Fourier ?
3. Prouver que f est de classe C? sur lintervalle | — m, 7| et

calculer f”(z) + a?f(x) pour tout x € |-, 7[.
4. Calculer f{z) pour tout z € [-m, n).

(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. La fonction @ n'étant pas continue sur R, nous ne sommes pas
dans les conditions d’application du théoréme de convergence nuniforme
de la série de Fourier du programme. On va démontrer directement le
résultat demandé. Puisque ¢ est impaire, on a an{y) = 0 pour tout
n € Nct pour n =1,

2 (7 1 o - - .
bn (@) = ;/ %Sinnmdaz: W([_wci’nm} +/ Coi:mdx)
? Q 0

R

=0

(71)n+1 ‘

13

i _yR+l

Posons, pour n € N, s,(2) = 3 -(% sin kz. Le théoréme de Di-
k=1

richlct assure que s,{x) converge vers () pour tout x de | — m,=[. I
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nous faut montrer que la convergence est uniforme sur tout segment in-

clus dans | — m, w[. Un tel segment étant inclus dans un segment de la

forme [—a,al, avec a € [0, 7[, on se placera dans ce dernier cas. On ef-
L

fectue une transformation d’Abel, en posant U, (z) = ¥ (— 1)+ sin kz.

k=0
I} s’agit de T'opposé de la partie imaginaire de

i(_eiz)k — 11— (_eiaj‘)n-}—l _ 1- (_eim)n-’-l
k=0 L+ et e*72 cos “23 ’

ce calcul étant valide pour = € [—a, o] car dans ce cas —e™® est distinet
. 1
de 1. 1 en résuite que |Un(z)| € =
C

—a,af, on a cos = = COos 2 on en déduit que pour tout entier n =1
2 2 H q p

et tout € [—a,a], [Un(z)| < —
C

o - Autrement dit, la suite {Uy,) est

uniformément bornée sur [—w, . On a alors, powrn = let p =2 0,

n+p k n+p 4P n4+p—1
=0 1) i N Un(@} = Upea(z) G~ Uklz) U (z})
Z sin kx — Z % = Z P Z P

k=n k=n k=n-—1

ce qui conduit en regroupant les deux sommes 4

n+p kol nyp—1
DR Unip(®) U ( 1
,g:n A sin kxr = p——- + E Ug{z) P 1) .

Compte tenu de ce qui précede, on peut alors majorer cette tranche de
Cauchy uniformément : pour tout x dans [—«, a,

(-1 1 1 1 Mt 1
——ssinkz| € - 4 (__———)
=k \cos% ntp N kz:;% B k+1
2
=TT a
nCOS—z—

Le critére de Cauchy uniforme permet donc de conclure que (8n{z))nz1

converge uniformément vers o sur Pintervalle [—o, o]
{—1)""sinnz

2. Posons, pour tout n € Net z € R, up(z) = ThT—ar) L

fonction uy, est définie sur R car a ¢ N.

On a, pour tout z € R |up(x)| < nl® —a? La série Y uy, qui définit

f est donc normalement convergente. De plus, les fonections u, sont de
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1

n? _g2| ™ |n2_a2“
La série 3 uf, est donc normalement convergente. On en déduit, par le
théorzme de dérivation des séries de fonctions, que f est de classe C! sur
R et que, pour tout réel z,

COB T

classe C! sur R et pour tout 2 € R, on a |u/,(z)] =

400 n—1
poon (-1} COSNT
f(w)fnzzlw—nz_ﬁ

La série trigonométrique qui définit f étant normalement convergente,
on en déduit que c’est la série de Fourier de f.
3. Pour tout n € N*, u,, est de classe C? et, pour tout x € R, on a

—1)*ns
W () = )21’ 1121nm
n? — g
T 1 a? L1
Sachant que m— = aln? —a?) on en déduit que, pour tout
TeR: ]
_1yn
un(x) = _% sinna — a®un(z).
(_l)ﬂ.+[

D’aprés la premieére question, la série ¥ sin na est uniformément
convergente sur [—q, ¢, pour o € |7, 7 vers ¢ ; la série 3 u,, est nor-
malement convergente, donc uniformément convergente sur R vers f.
On en déduit que 3 uj, est uniformément convergente sur [—a,a]. Le

théortme de dérivation des séries s’applique de nouveau : f est de classe
C? sur [—a, 0l et f7 = Z up. Ceci étant vrai pour tout o de [0, 7], o

en déduit que f est de CldSSG C? sur | - 7, 7[. De plus, on a, pour tont
x e ]—mm,

—+o0 +00 (71)11.5.1 9 +00
f(=z) = Z up(x) = — e sinnt —a Z Uun ()
n=1 n=1 n=1
= —p(x) —a’f(z
La fonction f vérifie sur | — m, 7 Péquation différentielle y”’ + oy = —¢.

4. La fonction ¢ — — ;—2 étant solution de 1’équation dlfferentlelle,

on en déduit qu’il existe (A, B) € R? tel que, pour tout & € |-, 7],
Fflx) = 2;132 + Acosaz + Bsinax.

étant de plus continue, cette relation est cn fait vérifiée sur [—x, ﬂ' Or
p

il est clair que f{0) = f(w) = 0. On obtient A =0, puis B = mn—m
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x 7 sin CL.A"D'

Conclusion. Pour tout « € [~7, 7], f(z) = — 37 t 507 sman

Deans Vezercice suivant on passe par un développement en série de
Fourier pour majorer la norme infinie d'une fonction de classe C2 par la
norme de la convergence en moyenne quadratigue de sa dérivée seconde.

4.14. Inégalité entre normes

Soit f une application de classe C? de [0,1] dans R telle que

f{0) = f(1) = 0. Montrer que || flloc < ”éf;l_éz )

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Soit g la fonction impaire et 2-périodique qui prolonge f & R. Comme
f(0) = f(1) = 0, la fonction g est continue en 0 et 1 done sur R. La
fonction f est de classe C' donc g est C! par morceaux. Elle est donc
égale & la somme de sa série de Fourier. En posant pour tout n € N*,

an 2/ t)sin{mnt)dt = /1f(t) sin(mnt) dt,
0

on obtient, pour tout x € [0, 1],

4o

Flz) = g(z) = > an(g) sin(rnz).

n=i1

La fonction ¢ est définie sur R\Z et se prolonge en une fonction continue
par morceaux impaire sur R en posant g (k) — 0 pour tout entier k. On
sait que ses coefficients de Fourier vérifient a,,(¢”') = —(7n)%0,(g). Par
la formule de Parseval, on obtient

1518 = [ (£ de = -_i; JREDIRE
-3 el - 7 Xt

On a pour tout & € [0, 1],

MI»—t

n=—1

+oo +x0
<3 lonlall € 3 Intan !r < JZn*an(g)z 2
n—i n=1

d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
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* iy 4 2 2 2 4114
nta,(g)* = pry [I77]l5. On en déduit,
1 4

W71l
3v5

™

+oo
On sait que — = — et
4 El nd D0 O &

pour tout & € [0,1], |f(z)] € W—I;HE et done | || fllee < - <

Vb

Dans Uexercice suivant, on détermine une fonction f dont la suite
des coefficients de Fourier est une suite (a,) & étudier, ce gui permet de
déterminer un éguivalent de a,, en utilisant les résultats de Panalyse de
Fourier.

4.15. Recherche d’équivalent

Pour n € Z, on pose a, = /[0 " e~ lr—vlirnlz—u) qady. Trouver

un équivalent en +oo de

Sn = Z @mon, oit Iy = {(m,n} € Z® |m| = N ou |n] > N}.

{m,n)€ln

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

La premiére chose & faire est bien d’entendn d’expliciter un peu la
suite a,. La présence du terme x — y dans 'imtégrale double incite &
faire le changement de variables sujvant : on pose v = 2 — y et u = r.
Soit ¢ : R? — R? qui & (z,y) associe p(z,y) = (u,v) = (7,2 — y).
L'application y réalise un difféomorphisme de R? sur R? dont le jacobien
en tout point est égal & —1. Le théortine de changement de variables
permet donc de dire que

an = [f e W™ dydy,
D

o D= p([0,1]*) = {(u.v), we [0,1] et u—v € [0,1]}.
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On a aussi D = {{u,2), v e 0,1 etv—1<v<u};il sagit dun
parallélogramme {voir figure ci-dessus).

En intégrant d’abord selon u, le théoréme de Fubini permet d’écrire
que

0 ‘ 1+ 1 _ .1
On =~ / e~ |t g2imny ([ du) dw +/ e~ vl Zimny (j du) dw
o —1 O O v

0 1
:f eve2iwnu(1+v)dv+f e—'ueZi‘rrm‘(l —v)dv
0

-1

1 1
= f e P eTHT (] — y)do + f e " (1 — p)du
0 0

Et finalement,

1
an = 2[ e~V cos(2mne)(1 — vidu | ()
0

On peut alors terminer le calcul de a, en intégrant par parties. On
obtient, pour n € N,

et(—1+2imn) 11 1 gu{—1+2ixn)
/ dv
n Y0

1
1 — peti=tr2immd 0 (] _ gy -
fo (1 =0)e o= |0, —1+2imn
1 e -1
= — + —
1 —2imn (1 — 2iwn)
1+ 2imn {e ! = 1){(1 — 4n?n? + diwn)
1+ drin2 (1 4 d72n?)?

On en déduit que

1
an = 2Re (f (1~ v)e"(_l'*z”")dv)
0

_ 2 " {e1 —1)(2 - 871"3':12)_
 1+4wp? (1 + 4m2n?)?

i on évalue Uintégrale double en intégrant d’abord selon la variable
v on tombe directement sur ce résultat, mais nous allons voir que la
formaule (%) ci-dessus est importante.
Ce calcul permet déja de justifier l'existence de la suite Sy. Eu effet,
. . 2 (e —1)(-8r%) 2—e!
2 = — =
de Him man =7+ 1674 2w
2—e1

—~ ——————
“nZoo 2rn?

on déduit que

La série ¥ a, est absolument convergente donc la série double ¥ ana,
est sommable. En particulier Sy existe pour tout entier N. On peut
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éerire, pour N € N*,

e S anam— ¥ anam=(zan)2_(z an)2

{n,m)eZ? [n] <N nEZ jnl<N
[m] <N

(Zan+ 3 an) (Zan— )3 an)

nez [n|<N nEL | <N

(5300 2 ) (25

car la relation {*) montre que a—, = an pour tout n. Comme on a

lim Y an+ > an =23 a,,onen tire que
N—+00 ez |]<N neL

~ 4Y 0 Y e

NA_)OO nEL nxN

si du moins ¥ a, n'est pas nul. Il nous faut donc encore faire deux
neL
choses : trouver la valeur de 3 a, puis déterminer un équivalent du
nEZ
reste 3 ap.
nzN
e On va commencer par calculer la valeur de la somme ¥ a,. Pour
neZ

cela on utilise la relation (%), Considérons la fonction 1-périodique f
définie par f(r) = e™*(1 —z) si z € [0,1]. D’aprés (%), an est un coef-
ficient de Fourier trigonométrique de f. La fonction f est C! par mor-
ceaux. On en déduit que sa série de Fourier converge en tout point vers

%(f($+ 0) + f(x —0)). On a, pour tout = € R,

1 +o0
5( (x+0)+ flz—0) = ? + > {an cos 2mni + by, sin 2mnz).
n=1
. ao 12 1
En prenant £ = 0, on obtient — + ¥ a, = =(140 . Puisque
’ 2 2

=1
n = G—p pOUT tout entier n, on en déduit que

Zan—Q( +Zan)—1

nez

e On termine enfin la recherche de U'équivalent demandé. On a vu
précédemment que

2—e! 2—e! 1 1
On Do 2n2n2 nooo | 272 n—1 n/"
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Le théoréme de sommation des relations d’équivalence dans le cas de
séries cohvergentes A termes positifs donne, pour N € N*|

2 et 1 1 (2—e1)
Dt T X (n—l - E) T 2N 1)

2N nzN

et on peut conclure finalement que

2{2 —e )
SN N—z-cx: 71'2N -

4.16. Formule sornmatoire de Poisson

Soit f une application de classe C* de R dans C telle que, pour
tout (n,m) € N?, lim z™ £ (2) = (. On pose
T—rod

wlz) = Z flae + 2k7
ke

1. Que dire de 7 Calculer les coefficients de Fourier de .
2. Montrer que

(,0{.17 Zf{” mx

nEZ

ol f(n) = f f(He ™ tdt,

(Eco]e polytechnique)

&> Solution.

1. Montrons que @ est définje et C* sur R. Pour commencer, mon-
trons que la série définissant g converge uniformément sur tout intervalle
compact [—a, @] (o > 0). De I'hypothése T‘l_{lzlklm 22 f{x) = 0, on déduit
l'existence de a > 0 tel que |z%f(z)} < 1si |r| 2 a. Pour |z| < o et
keZ, on a. |x + 2km| 2 |2km) — 2] 2 Pl.vr} — o et done |z + 2ka| 2 a sl

k| 2 2— On en déduit, pour |k| > = ?ra‘

1 1
< .
(x4 2km)2 = (2)k|m — a)?

|z + 2km)l <
La série @f:l;rlt—_&_)j étant convergente, ol en déduit que la série

> f{z + 2km) converge uniformément sur [—a, «]. La fonction ¢ est done
définie sur R.
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Pour tout n € N, la fonction f(™ vérifie la méme hypothése que f.
On en déduit que la série 3" F0(x + 2kn) converge uniformément sur
tout intervalle [—a, e]. Le théoréme de dérivation des séries de fonctions
montre que, pour tout a > 0, la fonction f est C°° sur [—a, o] et que
les dérivées successives de ¢ sont obtenues en dérivant terme & terme.
Finalement fest C*et, pourn €NetzxcR ona

o™ (x) =3 f™ @+ 2km).
heE?

La fonction ¢ est clairement 2m-périodique. Notons ¢, (n € Z) ses
coefficients de Fourier. La série définissant ¢ convergeant uniformément
sur [0,27], on peut intervertir la sommation et 'intégration et écrire,
pour n € Z,

1 /271' ) - i 1 /271’ ok )e ine g
— —tnE g — + 2k .
en =5 plx)e T =3 ;.«,Egz A flz z

On obhtient ensuite

Cry = S Zfz(kﬂ)ﬁ flxye % dg = ! /f(r:)e_"mda:
Yo i Jakn ) P2 ’

cette dernidre intégrale ayant un sens car |f(x)e | = |f(z)| = 0 (515)
au voisinage de £o0, par hypothese,

2. La fonction ¢ étant C> donc C* sur R, elle est égale & la somme de
sa série de Fourier en tout point, et celle-ci est normalement convergente.
Omn a donc, pour tout réel r,

. 1 —in inT
pla) = chem'r = Z (% ]]l; f(t)e rdt) e,
nEZ

ne

En particulier pour x = 0, on obtient [’égalité

1 N
o) = Y f2km) = = 3 f(n).
ke T nez

Cette formule qui relie les valewrs de f aux points 2kn aur veleurs de
sa transformdée de Fourier aux points entiers est usuellement appelée
formule sommatoire de Poisson. Indiquons qu’une fonction f vérifiant
comme dans l'énoncé lirin 2 f () = O powr tout (n,m) € N? esi

E—TO0
dite 4 décroissance rapide. La formule de Poisson reste valide avec des
hypothéses plus faibles sur f.

L’exercice suivant foit redémaontrer cette formule sommatoire de Pots-
son dans un cas particulier avee une fonction 1-périodique. La formule
obtenue dans ce cas est plus jolie car les 2w disparaissent.
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4.17. Un cas particulier de la formule sommatoire de Poisson

3 +00 (]\'-— :12‘)2
On pose pour £ > 0 fixé flx) = 3} exp <_T) )

1. Montrer que f est définie et de classe C! sur R et 1-périodique.
2. Déterminer ses coefficients de+Fourier.

o0 2
3. Onpose, pour ¢ >0,8(8) = 3 exp (—w%—) . Déterminer

k=—00

k=—00

une relation entre #(¢) et (%)

(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. Montrons que la série définissant f(z) converge normalement sur
tout intervalle {—a, a} (@ > 0). On a, pour z € [—a,a] et k € Z,

e,(k;m)3 €7k2_2w2+2m <o —k?% 4 2lk|a o ( 1
P e B SN IPEA it L b [P [
s exp 2t K2/

ce qui démontre le résultat annoncé. La fonction f est donc définie sur
[—a. a] et continue sur cette intervalle, car somme d une série de fonctions
continues qui converge uniformément.

k—zx (k —a)?
7= exp { — == | converge nor-

De méme, la série dérivée 3 %

malement sur [—a,al. En effet, on a

|k~:c| Goe? lk\ ~|~ae—k2;2|ka
t t

5 K| + o =kie2eo

et Ia série converge. On en déduit que la fonction f

est de classe C! sur [—a, a] et que sa dérivée s’obtient en dérivant terme &
terme la série donnant f{z). Ceci étant vrai pour tout a > 0, la fonction
fest C sur R.

On a, pour tout réel x,

flz+1)= lim Z exp(—-(k—_%q:—l)w)

n~4+ook=7n 2t
n—1 2
o (k—2)"\ _
= lm >, e (“T = fla).

La fonction f est l-périodique.
2. Calculons les coeflicients de Fourier de f. On a pour n € Z,
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Cn(.f) = f f(ib)fj 211rnldr = f Z exp( — .’L‘) ) €72'imlzdln

faed

— )2 )
Z[ exp( ;C) )621rrn:rd$,

keZ

i

l'interversion de la sommation et de I'intégration étant licite puisque la
série couverge normalement sur [0, 1]. On remarque alors, en effectuant
le changement de variable ¥ = 2 — k., que

1 . 2 . —k+1 )
f exp (ﬁ (k .I') ) e—21ﬂnzd$ _ f 67}’56_2”‘1”}(13],
0 2t —k

x2 :
d’oll Ton déduit que ¢ (f) = & e~z e iTEqy,
Pour déterminer ces coe{ﬁcients de Fouriet, nous allons calculer. plus
généralement, p(u) = f Py e"‘“wdw pour tout u € R.

. L
La fonction g : (u,z) — e~ 2 €™® est continue sur R? et on a, pour
E

tout (u,z) € R? |g(u, )| € # . La fonction z g(u,x) est donc
intégrable sur R pour tout reel u et vérifie uue hypothése de domination.
Le théoréme de continuité sous le signe / permet de conclure que o est
continue sur R. '

De plus, g admet nne dérivée partielle par rapport & « et pour

23
(u,z) € R? on a Qq_(ul:___y) = |ize™ % r‘“’ = |z|le”%. La fonction
3
x— gL ,2) est donc intégrable, pour tout u € R et vérifie une hy-

pothese de domination. On en déduit, d’aprés le théoréme de dérivation
sous le signe ] que ¢ est de classe C! sur R et que

2 .
o (u) :fz'a:e_%fe"”zdx.
23

2
- . - . - . -l P
On peut intégrer par parties, en intégrant ir — fxe ™% et en dérivant

. . . PLI . .
x> et La fonction z — —ite™ 7 ™ gvant une |limite nulle en —oo
et +00, o obtient

o)== [ (ite 5 ) (ime) de = —uto(u).

La fonction ¢ vérifie 'équation différentielle ¢'(u) = —utp(u). I1 existe
2

donc une constante C telle que, pour tout u € R, p(u) = Ce™ 1. On
calcule C en remarquant que

C ={0) Z/‘Eﬁ%;dw:\/ﬁ/e_&dx:v%’t.
Ji4 JR
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Uz .
d'apres un résultas classique. On a donc ¢(u) = v2rte™ T et en parti-
culier, pour tout n € Z,

cnlf) = @p(—2mn) = %6_27’2”2‘_

3. La fonction f étant de classe C*, sa série de Fourier converge sur R
vers f. En particulier, on a, pour tout ¢ > 0,

Ze—% - f(O) — \/Q?tz 6—2Tr2n2t‘

kEZ nck

En remplagant ¢ par %, on obtient, pour tout ¢ > 0,

x2 2
—T= —mn*t
SeTTv =4ty e ,

ke?Z nez

c’est-a-dire

1

g(t) = \/E 9(;) . <

La fonction § étudiée dans lexercice est relie 4 la fonction © de

2 ™
Jacobi, définie par O(x) = 3 x™ : on e en effel 6t} = O (¢~ %), In-
ne

trodutte par Euler pour Uétude de problémes de partitions de nombre
entiers, la fonction © fut étudide par Jacobi, En 1828, il découvrit la

4
+ o0
, 2 .
formule suivante : | 3. 2™ | =1+8 3 | 3 d|x™. En observant le
nek m=1 | d|m
atd
coefficient de 2™ dans les deuxr membres de cette égalité, il en déduisit une
expression du nombre de représentations d'un entier naturel n comme
somme de quatre carrés.
La relation démonirée dans le question 3 de 'exercice relie le com-
portement de © en 1 4 son comportement en 0,

Dans Uexercice suivant, on cherche un développement en série entiére
& partir d’un développement en série de Fourier,

4.18. Série génératrice des nombres de Bernoulli

Soit ¢ la fonction 2x-périodique définie par p(z) = exp (g%)
pour z € |-, 7|, ot z € C\ 2nZ,




4-18. SERIE GENERATRICE DES NOMBRES DE BERNOULLI 309

Du développement cn série de Fourier de ¢, déduirg le
développement en série entitre en 0 de la fonction f: z

et —1

(Ecole polytechnique)

&> Solution.
La fonction ¢ est continue par morceaux sur R. On peut calculer ses
coefficients de Fourier. On obtient, pour n € 27,

1 4 —inn:d _ _1_ " gz —z‘m:d
enl) = . go(:c)e z= g [ efte x
1 1 [6% e—i’nz‘]ﬂ- — (_])n(eg - 67%) .
~7 2 — 2t

Tor E
2T

La fonction p est €' par morceaux sur R. Le théoréme de Dirichlet
permet d'affirmer que sa série de Fourler converge en tout poiut = de R

vers %(cp(r + 0} + w(z — 0)). On a done, pour tout x € R,

( -l)ne'r.n.r
z— 2imn

(pz+0) +p(a—0)) = (eF —eT) D o —

nEZ

B =

Afin d’en déduire le développement en série entigre de la fonction f :

z . N .
z 7. onva choisir une valeur de x a laquelle appliguer cette

2
formule. On songe naturellement a 0 cu & 7. Pour 0, on ne voit pas
N . 1 —=z
apparaitre f{z}. Pourx = #, on a —(go($+0)+go($ 0)) = z (e +e7)
ct on aobtient,
1 : 1 : : Z z+ 2inn

_(eé_+_€:Q_):(e§_e_Tz)Zw—:(eﬁ_e—T) PRy
2 ne,,ﬁ—Qwrn oy 4 4 dwen

En divisant par €3 — e~ I et en regroupant les termes correspondant 2
deux valeurs cpposées de n, I'égalité devient
ei e 3 1 42 f z

20er —e”3)  z 2?4 dwind

On transforme le premier membre. Pour cela, on écrit

ef Lg% _ e” +1 1 1

2eh —e3) 2er—1) 2 (e - 1)'

En multipliant notre égalité par z et en soustrayant 2 , onl obtient fina-

lement, pour tout z € €\ 2¢rZ,
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+oo 22

z
(2)=1—-24+2) s
/() 3t ]gl 2% + dnn?

il reste & développer cette somme en série entitre. Pour cela, on développe

en série entigre e On a, pour |z| < 27 et n € N*, ‘2 ‘ <1

et done
2 2 2 52k
z z 1
22 4 d7in? T 4x2n? 1 2 47r2n2 Z( 4 (4m2n?)k
42 n?
2(}.+]) P
= Z Z{ e
4:rr n2 kil (2mn) (27n)2k
25

=1 P A FA
Considérons la série double ¥ u,, & avec un & = (—1)"‘_1 (2rnyEe pour
=N

)2, Pour tout n € N*, 3 |u, x| converge et
k

(n, k) e (N*
> hosl= ¥ o= L
Rl 2k T Aqg2p2 A2 3 +|2
fmed ver. (2mn) dw?n? 2 Awin? — |z|
d72n?
2/ . .
La série ¥ . Tz o converge. On déduit que la série double est som-
n

mable On sait qu'alors on peut échanger I'ordre des sommations et on
obtient, pour |z| < 2r. z # 0,

22 Z’U A_l—-+ZZ Zw,,g

fF2Y=1- %
neN* BeM~ kcN* neh-
oy GO ““(z 1) 2
=1_- = — | =
Tk T :
2 seme (27 ners

Remarquous que f admet un prolongement par continuité en 0 défini
par f(0) =1 et que 1"égalité est encore vérifiée pour z = 0. On obtient

done, pour tout 2] < 27,

. -1 T\ 5%
foy=1-2 4230 4 h) (;;_ﬁ)z*,

k&g

Clest, le développement cherché. Il est valable pour |z| < 27 On ne
pouvait pas espérer mieux, puisque f n’est pas définie en 2ir. <
)
Les nombres de Bernoulli b, sont définis par f(z) = ¥ b“
n=0 n!

—% et bopyr = 0 pour m = 1,

. OUn

a, d'aprés Uexercice, by = 1, by =
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En considérant le produit de f(z) par ¢® — 1, qut est éyal & 2, on ob-

tient, par un produit de Cauchy, pour n =z 2, 0 = 2 B mom

n—1 7
. 1
soit 3. Chby = 0. On a donc, pourn = 2, by = - 3 Ckby. Par
k=0 k=2
une récurrence immédiate, on en déduit que les by appartiennent a Q.

Du développement en série obtenu dans Uexercice on five, pour bk = 1
3 = 3

5271 (—1)k_1 1 1 et (Q?T)gk
= 2y et done ¥ 5. = (=11 ohy,
(2! (2my2k o mEE = nzk ( 2]
formule d’Euler). La relation de récurrence précédente fournit by = 1,
F 6
] 1
by = — —,bg—= — ... .
4 30’ %= o et done
DI S D D g
-2 g 1 an’ = R
nenN* i 6 neMy n 90 neN® Tt 9—10
+oa
Notons que Uon ne sait par conire quasiment Tien de Y o si k est
n=1 "

“+ oo
. . . L , 1
impair. L'un des seuls résultats significatifs connus est gue Y o~ est
n=1

trrationnel (résultat démontré par Apéry en 1878).

Si la fonction f est 2m-périodique et de classe C', une simple
intégration par parties mondre que o, (f7) = inecp(f), powr tout n € Z.
On voit, dons la solution de DUezercice suvant, que cela reste vrai lorsque
f est continue et seulement C' par morceaus. Plus généralement, si f
est CF=L et CF par morceaur, alors on a c,(f%) = (in)*e(f). On en
déduit notamment que ¢, (f) = o ?1,“ , puisque cT,(f““)) tend vers 0

quand n tend vers +oco.

4.19. Série de Fourier d'une primitive

Soit f une fonction continue par morceaux, 2n-périodique e B
dans C. Pour tous n € N* et 2 € R, on pose Sq(x) = 3 %‘ gtk
1< k|<n
ot les ¢ sont les coefficients de Fourier de f. Etudier la convergence
de la suite de fonctions (S,,).
(Ecole polytechnique, école normale supérieure)
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> Solution.
Fa dérivant 5, on obtient S, () = 3 icge™™™ . Au facteur i pres,
1< k|
c’est une somme partielle de la série de Fourier de f — ¢g. 11 est done
assez naturel de considérer une primitive de f — ¢p. Soit F la fonction

définie par F(z) = f_o;(f(t) —¢g)dt. On a, pour tout z,

J:+27r
Flz + 2r) = F(x) + [ (FUt) = o) dt = Fa f (F(#) = o) dlt
=Flz)+ f(t) dt — 27ey = F(x).

La fonction F est done 2r-périodique. Elle est lipschitzicnne car la fone-
tion f - ¢o est bornée. Done en particulier F est continue sur B. Elle
est aussi dérivable en tout point » ol f est continue et, en un tel point
Flx) = f(r) —eo. Comme [ est continme payr morceany, la fonction ¥
est donc continue et C! par morceaux. D'aprés le théoreme de Dirichlet,
sa séric de Fourier converge nniformément vers F.

La fonction F n’étant pas dérivable sur B, on ne peut pas directement,
utiliser les relations entre ¢, (F) et ¢, (F'). Si Ja. b est un intervalle sur
lequel f ost continue et n € N*, on a

/ F(t)e "™ dz [F( )L + -1—~ :(f{t) — co)e Mt

—in wn
Si @y, a9,....0p sant les points de discontinuité de f sur [—ir, 7], on
obtient, en posant g = —w et g, = .
C. (F} = = _]_ /ﬁ F(t)(j—-iufd r= 1 i /-ff.+‘ FU) 71111
&% pLy S ’ ) 2 hdas
b ; ) Q541 1 @41
Z ({ 7mt} +7/ (_j.(t)_((i) mldt
= —in aj N Ja,
= ) P + 5 [ (0 - ) ar
T mn (ﬂ-)f ( 71') 2imn f { (..g)e
= ‘f«ﬂ(f)
in

0

car [O cpe” " dE = 0 (puisque n £ 0).
On obtient de méme

_ :_1; [P, — % /7; t(fit) —ca)di

i

co(F)
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car F{m) = F{—7) = 0.
Onu, pour n € N, Y u(F)e™® = ¢o(F) + S,(2). La série de
k=—p t
Fourier de F converge vers F. On en déduit que, powr tout 2 € R, (S,(x))
COTVErge vers

J(F(z) ~ co(F)} =i (/

o4 T

. 1 -
{(flt) —eo)dt + — [ tf(eyde ).
RXig
XY
La convergence de la séric de Fourier de F étant uniforme sur K| la
convergence de lasuite de fouctions (8, ) est également uniforme sur R. <
1l résulte en particulier de Dexercice que siles ¢, sont les coefficients
de Fourier d'uyne fonction 2w -pfriodigue, continuc par morceaus, la suite
T n
g Ck . Ok — Ok . b
de lerme général Y % = 3 — = > G comverge.
1<|kign k=1 k=1 7
o .. b 1 .
Amsi, la série 3. = converge. On en déduit, par aremple. que la série
n

: o sinat
trigonometrigue >

, qui converge sur B daprés Uevercice 2.7, n'est
pire la série de Fourier dune fopetion continue par morcenu, puisque

)3 ninn

. .. 1 .
sepul putsque la seérie Y ) diverge.
ED

diverge. Bien entendu cele découle auss dc o formule de Par-

L'enoncé suivant donne une nouvelle preuve de Uindgalité de Wirtin-
ger déja renconlrée dans erercice 1.15.

4.20. Inégalité de Wirtinger

1. Svit f: R — R, 27-périedique continue et de classe C! par
morceaux. Démontrer Vindgalitc de Wirtinger :

-2 5 1 27 2 2w 2
R "l < .
L=l 1) <[ s

2. Seit g € C2(10. 7). B} non nulle, telle que 4{0) = gi7) = G.
Montrer gue

inf {‘qﬂ(l‘), re 0o, glz) # 0} < -1

(Ecole normale supérieure)
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> Solution.
1. L’idée est d'utiliser la formule de Parseval pour les fonctious f
et f7. On sait que

“+oo

TP S NP

Ja e —ex

Par ailleurs, on sait que ¢, (f') = inc,(f) pour tout n € Z. La formule
de Parseval pour f' permet donc d’écrire que

et S +oc
| =2m 3 dineu (PR = 2m 3 wlealF)P
n=-—o00 nEL”

2m s
> 3 lealPF = [ 2 = 2len( D

neLt

2

C’est le résultat demandé puisque o4(f) = % fo Trf . Létude du cas

d’égalité est facile. Il y a égalité si et seulenent 51 ¢, (f) = 0 pour |n| > 1.

Et f{z) est alors de la forme C + A cosz 4+ Bsinz avec (A.B, C) € R®.
2. Raizonnons par 'absurde et supposons que

g"{z) }
f T z)#0r > 1.
1 { g(m) ? E](J?ﬂ—[s g{ )#

g (x)
g{z)
multipliant par g%(z), g” («)g{2) > —g{a)2. On en déduit, gque, pour tout
x € [0,7), ¢'{x)g{z) = —g(x)? , avec égalité pour les x ol g s'annule.
Puisque les fonctions g et ¢ sont coutinues et que g u'est pas nulle, on
en déduit queﬁI g"(x)glxr)de > _[0 ¢%(x)dz. En intégrant par parties,
on obtient

Ou a done, pour tout x € [0, 7] tel que g(x) # 0, > —1 ct. en

ks ) r 7 ooa
[ o @gtze = [g@g@)]] - [ ¢ e)e
Jo Q ]
—_———
=0
On a done Uinégalité LW g’Q(m)dm < fow g*(z)dx. Considérons la fonction
h inpaire et 2z-périodique dont la restriction & [0, 7] est g. La fonction h
est contimue sur R, car g(0) = g(7) = 0 et C* par morceaux. Par ailleurs
2
L h(z}dz = 0, puisque h est impaire. De Pinégalité de Wirtinger, on
2
29 2
. P . 71-,2_9“_[2 T -
qui précede pulsqu.efD AT = ‘.[o g eth h® = 2];;; S

2 ; 3 L
déduit ,/0 R (z)de < f " h*(2)d>. Or, ceci est en contradiction aver ce
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Lexercice suivant a pour objet une généralisation de ['inégalité de
Wirtinger gu’on utilise powur établir une minoration de lo période d'une
solution pérvidigue non constante d’une éguation différentielle autonome
' = F(x) lorsque T est une application Lipschitzienne, La seconde ques-
tion reprend le méme probléme mais dans le cas discret.

4.21. Solutions périodiques de ' = F(x)

1. Soit f une application continue par morceaux T-périodique
de R dans C. Moutrer que

2

- 2 T j2kme
.[.[\D,T]z |f(u) - f('U)l dudn =2 kg‘ /0 f(t)e T (i

Soit f de classe C! de période T de R dans C. Montrer que

//[o,'l‘]2 () = f’(v)leUdv 2 (2%)2 ‘//[U’sz | f(w) — f(v)ljdud-zn_

Soit F une application A-lipschitzienne de B dans R et {E)
Iéquation différentielle '(z) = F{x(t)). Seit ¢ une solution non

constante et T-périodique de (E}. Montrer que 2% A
2. Soit (&, )nen une suite de réels K-périadique. Montrer que

2

K-1[K-1 s
2 = ki)
E |tr —@m|” =2 é E rpe K
Osnmsk-—1 k=1 [n=0

Soit Dt = (Tp)nen € BY — D(x) = [Zpy1 ~ Tninen € RN
Trouver une constante C > 0 telle que pour toute suite {x,)nen
K-périodique et tout & € [1,K — 1], on ait

K—1
_§2Emn
E Epe K|

w=0

=2C

K—1 o

. T
Z D{z), e %
n=0

Soit F une application A-lipschitzienue de B dans R. Soit (%n)aen
une suite non constante K-périodique vérifiant ¢, = ¢, + F{za).
Trouver un minorant de K.

(Ecole polytechnique)
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> Solution.
1. Notons e (k € Z) les coeflicients de Fourier de f. On a donc

1 /T : e 3 . R
pour tout & € Z, ¢ = T/;J f(tle—’%dz‘.. A partir de linégalité de

T ;
Parseval L f{t)|?dt = T Y. |egl?, on peut caleuler le premier membre
kEZ

de I"égalité. On obtient

j/tf )= f)aude = [ (17 + | F@F = S0 () Fo)f ) dudy

(6 0.1}

QT/D 1F ()2 — 2‘[: J{w)du _[OT Flo)do
= 2T2 Z J(‘klz - 2T2|CQ|2

kEE

2T Y el

Kei
2% / Je i gt

kezs
Si f st C' et 1-périodique, la relation précédente s’applique a f7. ce

qui donne
[ o

En intégrant par parties. on obtient pour tout & € Z~,

.[DT f-'(_t)c*i?%(I{ = [f(t)e—i?";” T 2;'7(}\/ It (o
_ Zimk [ Fitye i

On en deduit que, pour k € Z*

[ f’me““*v"dtr - (gf“f—ﬁ)g

De ce qui précede, on déduit que

j[ () — f () Pdudv > ( ) //0 — Fl)jedude.

fl

i

2

il

// [ {u) — F{0)*dude =

|l)"l1‘]2 keE~

‘Zkrrt

ft)e dt

] ff)e“&"ﬁdt. ,



4.21. SOLUTIONS PERIODIOVES DE o’ = F(x) 317

On a, ponr tout réel z, ¢'{t) = F{p(f)). Sachant que F est A-
lipschitzienne, on en déduit pour {u,v) € B?, I'inégalit¢

|2' () = ' (v)] = [Fle(u)) = Flp())] < Ap(v) — (o).
On obtient, en intégrant,

[ o (1) — o () dude < A2 ff fofu o) dude,

0,1)2

puis en appliquant linégalité précédente & la fonction » qui est C' et
T-périodique

(27) f[ | (u (v)|*dude < A2 ”[1/|-|<,0 1) — p{v)|*dudo.

La fonetion v n'étant pas constante, la fonction (u,v) —— |p(u) — (2}
est continue et non identiquement nuile sur [0, T]2. On en déduit qne

f [ oo (v)|?dudv > 0. En simplifiant, on obtient I'inégalite
[0,1]2
2rN\® o, 2
(—%) < )\2, c¢est-a-dire % < A

2. En développant l¢ premier wmembre de 1'égalité & déniontrer, on
obtient

Z [mm — wnlz = Z (|-'L'n12 + ‘33m|2 — By, — mmmiz.)

0€<mnEK—! 0Lm, na k-1
K]
¢ 2 . T
= 2K Z |z | — 2 Z O ot
m=0 DsmnskK—1
4 K—1 e P
On transforme ensuite § = L rpe 7K | . On obtient. cn
L 1 |n=0

dchangeant lordre des sommations,

K1

S2Y Y e denon

k=1 0gmmngK-1

=2 Z Ty Z - ('m_”).

OemngK—1 fe=

k-1
. ~—y g 2R p
On calcule ensuite les sommes 3. ¢™8 & (M=)
Py
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eSims#n, onae TEMm ) L] ot

K-1 —edr{m—n)

., 2kx ] [ N —1
E R R I T e e B
k=1 eTK -1

. _;2km —
eSim=mn,onae "KM _1 et

K—1
S et K~ 1
k=1
On en déduit que
K—1
S=—QZTm17n+2 Z| |2
mn m=0
K—1
==2 > . Em+2K D jraf,
OLm nd<K~1 m=0

ce qui donne le résultat voulu,
On transforme 'expression a minorer. On obtient

K-1

K-1 K-1
2k gy 2o _j2kwn
E (xn+] - ln)ﬁ KT = Z Zy41€ K- Z Tn€ K

n=0

_J’hrr(rt 1) 1T 7Y
Tt — an K

=1

Ok — ;i 2kwn
K 1| E :xn {2 ’
n=0

car zg = Zg, la suite (z,,) étant K-périodigue.
En écrivant

[ ) = |6 (% o)~ 2 AT

2k7r

on obtient, pour k € [1, K —1]. la mjuoration [e"'® — 1‘ = 2sin % - Ceci

. . i T
montre 'existence de la constante C, égale 4 2sin = -
En sommant les égalités obtenues en faisant varier k de 1 4 K — 1,
on obtient

K-1[K-1 2 TR Y 2

>IN Dla)ae™ ) 2 O Y0NS e TR

k=1 [n=0 k=1 In=0
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ce qui équivaut, compte tenu de ce qui précéde a

Z ID{x}r, — D{z}m|? = C? Z [ = 2.

ogn,m{K~1 on,mK—1

L’application F étant A-lipschitzienne, on a

Z D(£)r — D(z)m)? < A? Z |20 = T},

O, mgK—1 O, mekK—1

ce qui conduit &

C2 Z |$n - 3"?’“|2 ‘-<-. A'Z Z I‘,’U‘n - :’Eﬂ&iz-

ognamsK—1 0gn.mgK-—1

La somine n’étant pas nulle, car la suite (r,) est K-périodique et non
constante, on en déduit que C € A, cest-A-dire que 2sin % < A On

. LA
obtient % < aresin 5 et finalement K 2 _w_/\ <]

arcsin —
2

Les deux exercices qui suivent ont trait a la résolution d’équations
ifférentielles lindoires dont les coefficients sont des fonctions 2gx-
periodiques. On recherche des solutions 2n-périodiques. L équation
différentielle se troduit immcdiatement par des relations sur les co-
efficients de Fourier qui permettent de caleuler les coefficienis de la
fonction fnconnue et & partir de 14 de déterminer celle-ci.

Si une fonction est de classe C*| la relation de Parseval appliquée d
& montre que la famille (3 02*|cn{f)|?)ncz est sommable. Dans ces
axercices, on fait Uhypothése inverse que la famille (3" n®*|c,(£)|*)nez
est somrnable et on démontre alors que f est au moins de classe CF~1,

Le premier de ces exercices se place dans le cadre des fonctions 2i-
périodigues de R dans CP. Cela ne change pas beaucoup du cadre ha-
bituel ; i suffit d’appliquer les théorémes usuels a chacune des compo-
santes.

4.22. Résolution d nune équation différenticlle

Soit H Tensemble des fonctions f : B — CP, coutinues et 27-
périodiyues telles que > nl{|en (N)* + Je—n(F)?) converge, ot | | est
la norme hermitienne de CP.
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Si f e H, on pose

N(f) = \/ICo(f)Iz + 3 e PR

nel

1. Montrer que N est une norme. Monter que, si f € H, f est
de classe C'. Moutrer qu’il existe o > 0 tel que, pour tout f € H,
[0 < aN(f}.

2. Soit A € Mp(R), symétrique, g € H et C > 0. Montrer qu’il
exaste un unique flément § € H tel que f — g+ gA(f’ +g) =0
Momtrer que N(f) = N(g). .

{Ecole normale supérieure)

> Solution.
1. Soit f et g sont deux éléments de H et A € C, on a, pour tout
nech e,(f+g)=cu(f)+ca(y), d'olt Ton tire

len(f + 9)F = lea(F)F + |enlg)l? + 2{ca(f), cnlg))
() + len(g)[* + 2|en(£)][enlg)l
2(Jea( £ + lealg) )

On en déduit que la série > n* (e (f + g)|7 + |e—u(f + g)|*) converge,
c'est-a-dire que f 4+ ¢ € H. On note, de plus que, pour tout n € Z, on a
ea(M)2 = INRlea()[2: on en déduit que Y n*(jea (M) + [c—n(AS)?)
converge, c'est-a-dire que Af st dans H, L’enscmble H est un sous-espace
vectoric] de I'espace des applications continues et 2w-périodiques de R
dans P,

Posons, pour f et g dans H,

{£.9) = (colf).colg)) + D n*{ealf), enlg))

nEL

<
&

Cette définition a uu sens car. pour tout N € N*, on a

Z n |<C?t( ) enlg))| Z n2|cn(f)\n2|cn(g}|

<N <N
Y ntea(HP - 2 ntlealg))?
n|gN || N

< \/Z ntlen(£)? - 3 ntlealg)

nez nEcl
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d’aprés Pinégalité de Cauchy-Schwarz. On définit ainsi clairement une
forme sesquilindaire hermitienne positive sur H.

Montrons qu’elle est définie positive. Supposons que {f, f} = 0. On
a alors, pour tout n € Z, ¢,(f) = 0. La formule de Parseval montre
que jjﬂ f(HPdt = 0 et donc que f — 0, puisque la fonction f est
continue. Om notera que si fi, fa,..., f, sont les composantes de f,

p "
on a, pour tout ¢t € R, [F#)]* = ¥ |fe(®)|? et, pour tout n ¢ Z,
k=1

Calf) = (ealfi)snlfa)s . ealfy)) et done len(PIE = 3 len (i) *. La

k=1
formule de Parseval pour f s’obtient en sommant les relations obtemies
en appliguant la formule de Parseval aux fonctions fi, fa, ..., f».

On & défini un produit hermitien sur H et N est clairement la, norme
131e de ce produit hermitien. (Pest donc une norme.

Montrons que si f € H, alors f est de classe 1. Pour cela, nous
allons appliquer le théoréme de dérivation des séries de fonctions. Pour
tout N* € N, on a

S leNine™ = Y lealhy? |

0<|n|sN O<|r]gN

Z |c,,,(f)\2n4~

0<|r|€N

< Y len( )20t
nex

On en déduit que la série de fonctions Y. ¢, (f)inc™® converge norma-
lement et qu'il en est de méme a fortior: de la séric 3¢, (f)e™". La
fonction h définic par k{z) = ¥ ¢, (f)e"™® cst donc de classe C' sur R
ner
et sa déeivée h' est donnée par b/ (z) = 3 ¢p(f)ine™®, [l reste & justifier
nEL
que h = f. La convergence normale de la série définissant i implique que
les coefficients de Fouricr de ! sont égaux & ceux de f. La fonction b — f
dont les coefficicnts de Fourier sont nuls est done nulle d’aprés 1a formule
de Parseval. La fonction f est done de classe C! et, pour tout z € R,
Fz) = ¥ eu(fine™*. On obtient en utilisant inégalité démontrée
ncl
plus haut, pour tout = € B,

P < S lenlf S e PPt (2 Y = < LN

nek ne# nEl

et done |/ < JN(F)
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2. Nous allons nous ranrener au cas oit la matrice A est diagonale. Tl
existe des matrices D diagonale et P orthogonale telle que A = 'PDP. En
multipliant par P & ganche, Péquation f —g + g A(f' +¢') =0 équivaut
donc A B

Pf—Pg+ gDPf’ L DPy = 0.

La matrice P étant & coefficients constants, on a, pour f ¢ Het n € Z,
en(Pf) = Pe,(f) et done, puisque P est orthogonale, |en (P )] = |en( )]
On en déduit que Pf appartient encore A H. L'application f — Pf est
une bijection de H sur H. On remarque de plus que {Pf)" = P#’. 1l suffit
donc de démontrer que, pour tout g € H, il existe un unique élément f
de H tel que £ — g + SD(f' +¢) = 0. $i D = Diag(Ar. A, ..., Ap). et

st f1, fas. ... fp (resp. g1, 92, . . ., gp) sont les composantes de f (resp. g),
I'équation équivaut

C
vie [Lpl, fo—gn+ =

5 \e(fi + i) = 0.

O écrit que les coefficients de Fourier de fr — gi + %)\k(.fé + g, ) sont
nuls. On obtient, pour tout n € Z,

C o,
ol fi) — enlge) + Ekk(incn(fk) + ine,(g:)) =0

et done
C, .
1— 2 in 9 _ CAps
9 L1l
enlfi) = ———cnlgn) = s————cnlgn).

Les coefficients de Fourier des fonciions fi étant imposés, il ¥ a au plus
une solution.

Ona.pourn € Zet k € [1,p]. 2= Chyin el = |en{or )l Puisque

24 Chgin
g € H, lasérie 3 |e,(gy)| converge, car |e, (i )] < |en{g)|- On peut done
poser, pour tout x € K,

— 2 — Chpin i
fulz) = T% mcn(.ﬂ}k)e .

\ug
La convergence étant normale, on a hien ¢,{ fi) = ﬁg&"% w(ge } pour

tout n. Posons alors f = {f1, fa,.... f»). Ou obtient, pour tout n € Z,

n, f) ( n{fl n(jj’)) et
|ea(f Z (e fk Z |en ( '?k)‘ |Cn(9)‘2‘
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On en déduit que, comme g, f appartient & H et N(f) = N{g). Par
construction, f est 'unique solution de I'équation différentielle. <

4.23. Etude de convergence uniforme

Pour k ¢ N, on note C§, 'ensemble des fonctions 2m-périodiques
de R dans C de classe C* et

Hi = {f €8, Y n™len( P < +o0}.
nel

1. Momtrer que Hiyy C C.i;‘,l,. Que peut-on dire de l'inclusion
inverse?

2. Soit & = 1. Montrer que, pour tout réel a > 0 et tout f = Hy,
_9-f

(¢

3. Soit fo € Hy, a > 0 et {f,) définie par f7/, | = pra, fo |

i] existe un unique g € Hy,_ 5 tel que g

Etudier la convergence de la suite (fp).

4. Pour t € [pa,(p + L)a[, on pose Fu(t,x) = fp(2). Donner
les coefficients de Fourier de z —— Fu(t, #). Etudier la convergence
uniforme de (F,) lorsque o tend vers 0,

{Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. Soit f € Hj,1. Pour montrer que f € C¥_ nous allons montrer
que f est égale i la somme de sa série de Fourier et que celle-ci est
dérivable k fois terme & terme. Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
pour N ¢ N,

Yo AfleadNl= Y e % -

I<|n|<N I<|n|€N

< Z nz’“*z!cn(f 2
lg|n|gN

< \/Z n s 2en (/)2

ned

puisque la série 3 n?¥+2(c, (£)|* converge par hypothése. Ainsi. la série

new
3 onfc est convergence et il en de méme q fortiori de ¥ n*len(f)]
ned neL

pour 0 < £ < k.



324 CHAPITRE 4. SFRIES DE FOURIER

On pose, pour tout réel z, g(w) = Y c.(f)e’"*. La série qui
ned
définit g(z) est normalement convergente. Il en est de méme, pour tout

0<l<kdelasérie 3 o,(f)(in)?e™® obtenue en dérivant ¢ fois terme
nek
a terme, Une application réitérée du théoréme de dérivation des séries de
fonctions montre que g est de classe C*. Enfin, la série définissant g étant
normalement convergente, ses coefticients de Fourier peuvent s’obtenir
en échangeant intégration et sommation, ce qui donne. pour tout p € Z,
1 2

¢ = — r)e Pidr = / PPy — ¢,
Les fonctions f et g ont done mémes coefficients de Fourier. Cenx de la
fonction f — ¢ sont done nuls. De 1a formule de Parseval on déduit alors
2
que -fo " |f(z) — g{z)*dz = 0 et donc f = g, puisque f — g est continue
et 2r-périodique. La fonction f quj est égale & g est de classe €% et on a
Pinclusion Hi4y € Ch,.

Supposons réciproquement que f € Cx,. Sik 2 1, on peut calculer les
coefficlents de Fourier de f. On sait que pour nez, cn(f ) = (in)en ().
Un récurrence immédiate conduit A ¢ (f(k)) = (m) en{ f). La formule
de Parseval appliquée & f'*) donne

S el = S en(i = - [ 119,
nEZL ned 2

Ceci montre que f € C%,. On a donc Vinclusion C§, ¢ Hy. Par contre,

on n'a pas C. C Hyy,. Considérons, pour k € N, Ia fonction f définie
inx

sur R par f(l) = Z E
nezs nits

convergente, On en déduit que f est continue et que ses coefficients de

La série qui définit f est normalement

Fourier sont définies par ¢, (f) = + Le théoreme de dérivation des

Rt 2
séries de fonction montre que f est de classe CF et que, pour tout réel «,
77'
ona fF(2)= ¥ i* = Cependant f n'appartient pas s Hy,, car Ia
'nEZ* [ed 2
2(k41) 1
série de terme général n?*+ Ve, (£ = T:LTHT = = diverge.

2. On cherche g € Hypo telle que g —ag” = f. On sait d’apreés Ia
question 1 que si g € H; s, alors g est de classe 5+ et done de classe
(2, puisque £ = 1. Si les fonctions ¢ — ag” et f sont égales, elles ont
memes coefficients de Fourier. On doit done avoir, pour tout n € Z,

() = cnlg) —acy,(g”) = culg) — alini®eaig) = (1 + an)c,(g)

et cn(g) = %}‘_%

somme de sa série de Fourier et on a, pour tout réel x,

- 8i g existe, elle est d’apres la question 1 égale 4 la
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g(sc)“ Z Ln(f) AT

2
ner 1+ an

La suite {c,{f)) converge vers 0 donc la série définissant g est
normalement convergente. Elle définit une fonction g continue et

2y-périodique dont les coefficients de Fourier sont leg 1—%~ On a,
) ,
de plus nZ**Hele (ol*  ~ —,z‘rfi,%',cn(f)ﬁ2 et puisque f appartient &

n—00 [}

H;, g appartient & Hpoo. La fonction g est au moins de classe C? et
par construction les fonctions g — ag” et f ont mémes coeflicients de
Fourier. Elles sont égales.

3. En utilisant la question 2, on démontre de maniére simple, par
récurrence sur p. gue f, est définie pour tout p € N et est élément de
Hap, 1. D'aprés la question 1, f — P est égale & la somme de sa série de
Fourier. Les coeflicients de Fourier de f, sont défiuis, pour tout n € Z
par Gn(fp) - —”———(1?:((522);]
en{fpipen converge vers {, alors que la suite (co(fp)lpen est constante.
Nous allons montrer que (f,) converge uniformément vers la fonction
constante £ +—— cpl fo). U 8'agit d'inverser une sommation et un passage
a la limite. On a, pour tous p € Net n € Z, [en(f)] € |en(fo)]. Le salut
vient de cette majoration uniforme par rapport & p. On a, pour tout
z e R,

- On en déduit que, pour tout n € Z*, la suite

‘fp(ﬂ’}) —C.D(fo)| = ‘fp(iﬂ) _ Cﬂ(fp)i — Z Ln(fO) eine

nei* (1 + ﬂ.n(‘})p

< Z |en( fo)] )

- (1 + 0112)?)

Pour N € N, on obtient

@) -l < 3 el sl

1 4 an2ie
1€ [nIEN (1 +an )1’3 |n{>N

Soit ¢ > 0. On pent choisir N pour que 3. |c.(fo)| < g, car 3 {en(fo)]
|n{>N
converge, puisque fy est dans H;. Ensnite, il existe pp € N tel que

Y %;—2); £ g, puisque chague terme de cette somme (finie)
1g|n|€N

tend vers 0. On a done, pour tous p 2 pa et @ € R, | fp(2) — co{fo)] < 2
La suite (f;) converge uniformément vers cop{fo) = 5 fo " fo{z)da.
4, Pour ¢ fixé, la fonction = —— F(t,z) coincide avec fp, ol

n=FE (E) Ses coefficients de Fourier sont done, d’aprés la question
a
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‘s el e . .
précédente, 8 :fgl)p = T _,_7;,5:20\})9(51 - On sait que la fonction f, est,
pour tout p € N, égale i sa série de Fourler. On a done, pour a > 0,

tz0etzekR,

cnl fo) i
Fo(t,z) = — e,
210 andd

Posons, pour z € Ret t 20, up(a, i, z) = Lﬂ)teim. Cherchons
(1 4 an?)ER)
la Hmite de wu,(a, ¢, z) quand a tend vers 0. On peut écrire

(1+ an?) BlE) = exp (E (é) In(1+ anz)) .
Sit>0,ona

t t .
E(f) In(l +an?) ~ = . an? =tn’
! «—0 g

On en déduit que lim( 1+ an?)B) = e résultat qui reste vrai pour

t = 0. On obtient, pour ¢ > Get z € R, lim un(a,i,7) = en(fole ™ eine,
On va montrer évidemment que, pour t 0 et r ¢ R,

lim Fo(t,z) = 3 calfo)e ™

neZ

et que, de plus, cette convergence est uniforme par rapport a { et x.
On pose, pour tout n € Z, vy(4,2) = enf fg)e*”t Z (O remarque
que, pour a > 0, t >0etm€R on a (1 + an?)BG ) = 1. On en
déduit |u,(a,t, 7)) < [cn(fo)] et de plus v, (2,1} < len(fo)], majorations
indépendantes de ¢ et x. La série 3_ |¢,( fo)| étant convergente, la série
3 wval(t, z) est normalement convergente. On note G(t, z} sa somme. On
écrit, pour tous £, z,e et N¢ N

]Fu(i,ﬁl) - G(t' 3:)1 < Z ]un(a, t,.I?) - 'Un(t& $)}

ncZ
Z |u”(a1t1$) )’Un(tu CD)| +2 Z |C??»(f0)|‘
In|&N || >N

Montrons que, pour tout n ¢ Z, la convergence de wuq{a,t,x)
vers vy, (t, r) est uniforme par rapport At et r. Onapouré z 0etr € R,

1
(1+ an2)E(@)

—tn

(tn(a, t,2) — vn(t,2)] < len{foll —€
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et

1
(1 + an?)E(3)

eftn2 —tn?

=€

exp(in? — E(E) In{1 + an®)) — 1‘

<emt (exp(tﬂz - EG) In(1 +an)) - 1) ’

car B (2) In{1 + an®)) € < . an® < tn®. De la minoration, valable pour

2

tout x = 0, In(l +2) 2 2~ '%, on dédnit que
1 2

' e—tn

2 t a2n4
— < ~t7n t 2 E 4) ( 2 ) 1
(1 + an?)B&) %€ (eXp( n (a an 5
<e (e(“"2(éﬂ(é))+E(a~)“2;*) - 1)
e ant
\<\ em.tnz (8(an2+t—2—) - 1) .

La majoration e* — 1 < ue*, valable pour » = 0 conduit &

2 2{, _an? 4
< ecm —tn (l Z ) (an2 " ta;z ) .

8 e

1 _ e—tn2
(1 4 gn?)ED)

L .
Pour a % —3,on obtient

*_1__ _ eftnz
(1 + an?)B()

2
2 1, 2 ar 2
£ g™ Tzt (an2 + 20 %
5 ;

1 —tn? <
(1+an?)B ~°

ct donc, powr t 20, z € Ret a g %,
2
lun(a,t,2) — v (t, z)| < 2|en(fo)le™ (an?).

Revenons a l'inégalité

[Fa(t,z) = G{t,z)| < 3 |unle,t,2) —va(t,z) 42 Y [enlfo)]-
n|<N [n]>N
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Soit £ > 0. On choisit N tel que 2 Y |en{fo)| € &. On prend ensuite
| =N

I\}’ On a alors, d'aprés ce qui précede, pourt 2 0, r € Ret [n] < N,

1 (2,2, 2) — 0, (8,2)] < 2cn( fo)|e™ (aN?) et done

> funlatz) = valt,2)| < e (@N?) 7 [enlfo)l-

n| <N In| <N

a %

Pour a assez petit, on aura Y |un(e.f,z) — v,(t,2)] < & et donc
fn|gN
|Fo{t,x) — G(t,z)| < 3e, cecipour tous £ 20 et z € R.
Conclusion, F, converge unlformement vers la fonction G.

Une fonction f continue et 2mw-périodique est de classe ™, si et

sevlement pour tout k e N, on a ey, = 0 . Nous avons déjd vu

n k
que la condition est nécessaire. Récz’pmquef'nelnt, st celte eondition est
réalisée, la fonction est égale & la somme de sa série de Fourier et clle
est O dlapres le théoréme de dérivation des séries de fonctions. Dans
Pezercice suivant est énoncée une condition suffisante portant sur les
coefficients de Fourier pour que la fonction soit analytique, ¢’est-d-dire
localement déucloppable en série entiére.

4.24. Condition suffisante d’analycité

Soit f € C*(R, C) une fonction 2x-périodique. Montrer que &'il
existe A > 0 et C > 0 tels que jcn(f)] € Cexp(—Aln|) pour tout
entier n € Z, alors f est analytique, c’est--dire pour tout ro € R
développable en série entitre au voisinage de wq.

(f)cole normale supérieure)

> Solution.

Supposons qu’il existe A > 0 et C > 0 tels que, pour tout n £ Z,
on ait |en(f)f < Cexp(—An|). Comme f est de classe ', d’aprés le
théoréme de convergence normale, f est somme de sa série de Fourier.
On a done, pour tout = € R.

(.L) _ Z Cn( )emw‘
ned

Soit o € R. Afin de développer f en série entidre au voisinage de g,
comumengons par le faire pour les fonctions z — €. On obtient, pour

tout z € R,
+oo
Cin:c — einmgein(w):xu) _ ein:tu Z
£=0

(iny*{z — wo)*
I
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koo vk
On pose, pour (n, k) € NxZ, an 5 = ¢, (f)e™™0 @n)—(;wﬂ . Montrons
que la série double ¥ a, ; est sommable. Pour tout n € Z, on a

= leal(f))] Z "UO)‘ = len(f)le =m0l

On a par hypothese, pour tout n € Z,
|cn(f)‘€\n(.v—mg)| g Cef)\ln}e\n{m—moﬂ g cc(—/\+|.r—:cu})jn\ )

On en déduit que si jx — zp| < A, lasérie 3 fe, (f)|e!(==0)| converge et
dong la série double 3" a, » est sotnmable. Sa somme est égale &

2. (Z g | =3 eal(H)e™ = fla).
nefd \kEN nEZL

La série double étant sommable, on peat intervertir Vordre des soinma-
tions et on trouve, pour | —arg| < A,

z - ap)® N
floy=3" (Z an k) > % (Z(z’n)kcn(f)emt’) :

kEM \ng2 keN neEZ

La fonction f est donc développable en série entiére an voisinage de g, <

Le prochain théme abordd concerne Udtude de la convergence vers
wne fonction 2m-périodique de sa série de Fourier ou plus généralement
d'une suite de polyndmes trigonométriques. L'erercice sutvant étudic la
non-convergence uniforme de la série de Fourier vers la fonction, au
voisinage d'un point de discontinuité de celle-ci : c’est le phénoméne de
Gibbs.

4.25. Le phénoméne de Gibhs

1. Calculer les coefficients de la fonction 2r-péviodique f qui esﬂ
affine sur [0, 2| et vérifie f{0) =0, hm)_ flz)=2r.

2. Boit s, la somme p(xrtlelle d indice n de sa série trigo-
nométrigue. Déterminer les extrema de s,. Soit m, le premier mi-
nimum de s, sur [0, 2r[. Etudier le comportement de la suite (m,).
Interpréter.

(Ecole polytechnique)
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r> Solution.
1. On a, pour tout t € [0, 27|, f(t) = t. On obtient

K

. 2n .
i 1 29 . 1 t —int 2r ,—int :
ea(f) = —/ temmidt = — | |2 +] ] =2
27 Jo 2m —in |, 0 in n

On en déduit que ao(f} = 27 et, pour n € N*,

an(f) =0 et by(f) = —>-

n

1 29
Co(f):2—] tdt =7 et, pour n € Z*,
0

2. 1l résulte de la question 1 que la fonction s,, est définie par

sin kf

n
Sa(t) =72 :
k=1

Etudions les extrema de s, sur [0, 27]. On a, pour tout réel t,

s, (8) = =2 Z coskt = —2Re (Z eikt) _
k=1

k—1
On obtient 5,,{0) = —2n et, pour t €0, 27|,

int 1 Sin (ni)
S’n(t) = —2Re eite - - = —2Re ei(ﬁzi)t 2
et -1 sin (E)
2
COS(n+lt)SiH(n_t) Sin(n+l "
2 2 B,
= -2 : —1_ .
gin (5) sin &
La dérivée de s;, s'annule et change de signe si cos (” ; - t) = 0 ou
t 2k + 1z 2kn

T2 x .
3 et — 3 St-A- — “<\ - ‘_<\ —
Sln(z) 0, c’est-a-dire pour ¢ w1 < k<n) ().ut -
(1 < & < n —1). Le premier extremum de s, sur [0,27] est obtenu

s .. P . . -
pour ¢ = e Clest un minimurm, car s, est négative au voisinage

de 0 {5,(0) = —2n). On a donc m, = s, (ni : ) Pour exprimer m,,,

partons de sf , qui est continue sur {0, 27| et donnons une forme intégrale
a 5,. On a $,(0) = 7. On en déduit que, pour t € [0, 27|,

: tsin(nJ,- %)1‘-
s,,(t):rr+/ S;(a:)d:r:ﬂ+t—/ ——F——dx.
0

O s1n

b | B
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1

- = Sin (n+ 5) ®

En particulier, on a m,, = 7 -t~ =/ dz. Pour
p , w=md = f -~

= Sin (n + 5) x
calculer la limite de Pintégrale I, = [0 o~ 27 dx, on fait le

R x
s —
3
changement de variable u = (n + %)9: On obtient
tnt 3w
= sinu
L= du.
0 (n+ 1 ) sin
2 2n 41
Considérons la fonction f, définie sur |0, 7| par
1 1
sin & (n+5)n . (n+ 5)m
falz) = i sz —2" et 0si @3> o=
(n+ = )sin n+1 72 4+ 1
2 2n 41

Les fonctions f,, sont intégrables sur 10, 7 et pour tout a € |0, 7, on a
m  fo(z) = 2222 ; 1a fonction # — o2
=00

Enfin, on a une relation de domination. En effet, on obtient, pour n = 1

est intégrable sur ]0, x|

1
(n+ ) ) 2
et 0 < & < ﬁ, en utilisant la relation sin(x) 2 =&, qui cst
. ™
valable sur [0, g],
81N %
0 falx) s el

Cette inégalité est vérifiée sur tout 'intervalle |0, n{. Le théoréme de

L. . T osinx
convergence dominée permet de conclure que lim I, = 2 fo da.
X

1
N— 0o

On en déduit enfin que

o
. sin &
lim m, =% — 2[ dzx.
M= =00 o} a2

La fonection f étant de classe C' par morceaux sur R, sa série de
Fourier converge en tout point ¢ vers %( FtTY + f(t7). On a donc ici,

. . 1
pour ¢ ¢ 27Z, nl{lfoosn(t) = f(t) et ,IETOOS“(O) = 5(0 +27) = T

L.a convergence n’est uniforme sur aucun intervalle d'intérieur non vide

contenant 0. En effet, on a  lim = 0. Si la convergence était uni-

n—+oo n 4 1

lorme, on aurait lim m, = lm s,(0) = #. Quand tend vers I'infini,
1——+00 i -+00

T N P .
) tend vers 0, mais la différence entre 5,{0) et le minimum de s, sur
"
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[0 — j_ J tend vers une limite finie égale & 2 f w dx (soit environ

3,7). Ce défaut de convergence an voisinage d’un pmnt de discontinuité
de f est appelé phénoméne de Gibbs, <

Les deur exercices suivants visent & démontrer que toute fonction
continue 2m-périodigue de R dans C est limite uniforme d’une suite de
polyndmes trigonométrigues (équivalent du théoréme d’approzimaotion de
Weierstrass pour les fonctions continues sur un segment). La méthode
est la. méme dans les deux cas ; on considére la suite de terme général
fn = f = up, obtenue en convolant [ avec une suite de polynémes tri-
gonométriques u,, positifs, dont Uintégrale sur [0, 2n] est égal ¢ 1 et
tels que, pour tout § € |0,7[, le mazimum de un sur [—m, —6] U [4, 7]
tende vers 0 guend n tend vers +oo. On montre alors que la suite (fy)
converge uniformément vers f. On remarque enfin que f, est un po-
lyndine trigonométrigue pour tout n. En effet si v, est de degié p et

P
éerit un(z) = 3 ap a7, on o, pour tout réel r,
k=p

2w P ‘rr
fn(il?) :](; fn(t)Un(m - t) dt = Z ak,nﬁikm fgg f(t)ef'ikt dt

k=—-—p
=27 z ak nck zkw

k=—p

4.26. Théoréme de Weierstrass trigonométrigue

Soit E Pensemble des applications de R dans € continues et 2a-
périodiques. Pour f et ¢ dans E, on considére application [ * g
T
définie par f x g{x) = fu fla —t)g(t)ds.
1. Montrer que f * g est élément de E. Que dire si f est £*7
2. Pour n € N, on considére "application %, : K — R définie
20
par un{z} = cpl + cosz)”, ol ¢, € R est choisi tel que fo U = 1,
et on pose f, = [ * up. Que peut-on dire de la suite (f,,) 7
(Ecole polytechnique)

t> Solution.

1. La fonction ¢ : (w.t) v— flr — {)g(f) est définie et continue sur
B2, On en déduit, d’aprés le théoréme de continuité sous le signe [, que
[*g est définie et continue sur R. Il est clair qu’elle est 2m-périodique. Elle
est donc élément de E. 81 [ est de classe €1, 1a fonction ¢ est dérivable
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5 .8
par rapport & x et la fonction a—i

R2. Du théoréme de dérivation sous le signe / on déduit que f* g est

(x,8) ~— f'(z—1)g(t) est continue sur

de classe C! et que (f * g)’ fo (7 ~ Hg(#)dt. Une démonstration
par récurrence unmedlate montre que si f est C°, f * g est également
C™ et que, pour tout n € N, (f *g) Wk = f g,

Du changement de varlable Y =r — & on tire

x 2
frate)= [ fgle—wdu= [ fugle - wdu=gs @),

Onadone fxg=g=*f. SigestC* il en est de méme de | x g.
2. Montrens que la suite ( f,,) converge uniformément vers f. Puisque
2
par définition on a. pour tout n € N, fﬂ t,(t)dt = 1, on peut écrire,
pour tout r € R,

[ fn() — fl2)| = /(;27r fla~ Dy ()t - f(w)fﬂ 1T‘u-ﬂ(i‘.)dz‘

;f fla—16) ﬂmmﬂmw
\XWIQAQ—(QMﬁﬂt

puisque u,, est positive.

Donnons-nous £ > . Comme f est continue et 2m-périodique, elle
est uniformément continue. Il existe n € |0, 7 tel que |f(s) — f(#)l <=
si |s —f| € 0. On coupe lintégrale en trois morceaux, les intégrales sur
[=m. =7, sur (-7, 7] et sur {5, 7). On obtient

i n v
r—1) - un (1)t € & L(H)dt € w, ()df =¢ ¢
j_q\f( t) — flo)|u, (B)dt < f_nu (t) t<€f,,, {(£)dt t
[ e = 1) = Fl)ualt &+j (r — 1) — fla@)|up (£)dt
<Al flloe [ tm(B)d

puisque la fonction u, est paire. Il reste & majorer cette derniére intégrale
par une guantité tendant vers (0 quand » tend vers +oo. Comme cos, la
fonction w, décroit sur [, #]. On a donc

f Un()dt € Tun(n) € wen (1 + cosn)™.
n

Mais own a, par définition,
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1 2x g m
— = f (14 cost)™dt = 2/ (1+ cost)™dt = Qf (14 cost)™ sintde
Cn 0 0 0
[t eostyr 1] ontd
N n+1 o T+
. . 41 n an+1) {1+4cosn\"
On obtient finalement. ¢, < oRiT fn Un ()dt € 1 ( 3
1 +cosn\™
ot |fa@) = f)] < & w1 (FH520)
1+ coswy 1+ cosn

Puisque
n

n
) = (0. On en déduit

+oe 2
que lon a |fr(x) — f(x)| € 2¢, pour tout réel x, si n est assez grand.
Ceci démontre que la suite {f,,) converge uniformément vers f sur R. <
Comme celo est expliqué avant [ énoncé de Uexercice on vérifie facile-
ment gue [ est un polyndme trigonoméirigue. L'exercice ¢ done monire
que toute fonction de B est limite uniforme sur R d’une suite de po-

lyndmes trigonometriques (théoréme de Weierstrass trigonométrique).

< 1l,ona lim (n+1)(

Se pose alors le probléme de lo mesure de lo qualité de Uopprozi-
mation d’une fonction 2w-périodique continue par les polyndmes trigo-
nométriques. De maniére précise, si f 1 R — C est 2w-périodigue conti-
nue et si T, est Uespace des polyndmes trigonométrigues de degré < n
on cherche & étudier & quelle vitesse la suite 6,(f) = piéquf If — Pl

converge vers 0. Le théoréme de Jackson qui fait objet de ['exercice ci-
aprés redémontre le théoréme de Weierstrass trigonomdétrique et fournit
une prefmiére réponse § cetie guestion.

4.27. Théoréme de Jackson (1911)

4
. 13t
g (MLt

On pose J,(t) = ¢ | — 54— | , la constante ¢, étant choi-
sin —
sie de telle sorte que f:r Jn = 1 (Jn est appelé le noyau de Jackson

d'indice n). On note E l'ensemble des applications de R dans C
continues, 2r-périodique. Pour g € E et A > 0, on pose

wn(9) = max (9(s) ~9(t)| et Tagle) = [ Tufx —tiglo)dt
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. . ™ a
1. Montrer qu’il existe a > 0 tel que f*ﬂ (t|Jn (2)dt € ——

2. Montrer qu'il existe b > 0 tel que, pour tout y EEet n € N*
on ait

[ Tng — glloo < bw2a{g).

3. Conclure que la suite (T, g) converge uniformément vers g.
(Ecole normale supérieure)

> Selution.
. (m+ 1) 4
s ———

1. La fonction f,, définie sur [—m, 7] par fo(t) = | ——2— | si
sin —
t# 0et fo(0) = (n+1)* est continue sur {—=, 7] et paire. Par définition,

on a % - j_’; Falt)dt = QK Fn(f)di et done

[Tt ()t
h " fa(t)at

Nous allons majorer le numérateur N, et minorer le dénominateur D,

f; |t|Jn(t)dt:cnf_: [t £ ()t =

de ce quotient, en partant de 'encadrement classique : zt g st <4
k(g

pour # € [0, %] On obtient

4
~ [ sin (nzl}t . 7 sin? (nzl)t
S Y [ IR S
i

et

4
sin M

1 s
D, = — > f dt.
an 0

Le changement de variable © =

conduit &

17\2 5 sint
N, < = (?;—) f —du < ky(n+ 17
0

4 : 4

. T oo sin - .

ol k; = T [) 2 Y du > 0. Le méme changement de variable donne
u

17 ginty
—du > ke(n + 1)?

D, > 2(n+ 1)3f
0 u
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sint u

o kg =2 [*
dans les intégrales précédentes sont toutes prolongeables par conbinuité
en (J, ce qui assure leur intégrabilité sur les intervalles bornés. De plus, la

du > 0. On note que les fonctions qui interviennent

.4
fonction u — 3123 st majorée par ia, ce qui assure son intégrabilité
k¢
sur [1, +o0f.
L2}
Finalement, on obtient, pour tout n € N, fﬂ [t} (0)dE < nliz T, e
—T
qui est le résultat voulu avec a = ;:i
2

2. Soit g un élément de E. Puisque, par hypothese, f Jn(t)dt =1,

on peut écrire, pour tout réel x et n € N*, g(x) = fkﬂ 9(x)Jn(t)dt. Le

changement de variable 4 = 2 —t et la périodicité de g et J,, permetient
d’écrire
m

Tog(z) = ]x T Jnlwg(e — w)du — f To()g(e — u)du.

—_ -7

On obtient done

Tug(e) = (o) = [ Tn(t)glw 1) —gia))de

puis Tag(s) = g(e)l < [ In(t)g(e 1) - g(a)dt

On cherche une majoration de |g(x — ) — g()| faisant intervenir wax (9).
Pour tout entier N € N*, on peut écrire

gz —t) —g(x)| <3 |a (m—z—)—g(x—(z'q)%)‘.

i=1
Si N vérifie |—' , soit N > % |tf, on obtient

\g(w =)~ g(a)} € Nwzz (g)-

On prend N = E( {t |) + 1, ce qui donne N g 2% |t| + 1 et donc

g(x — ) —g(z)] < (%m + 1) wpe (g).

On en déduit alors, en utilisant la majoration obtenue dans la question
précédente et 'égalité f Jn(t)dt = 1, que, pour tout réel z,



4-27. THEOREME DE JACKSON (1911) 337
T in
ITrglz) —glz)] < wz(g) f_ (—|t[ + 1) T (t)dt

swi (o) (27rn+1 +1)

w2 (g) (ﬂ + 1).

Finalement, en posant b = % +1>ona

ITng — gliec < bwaz(g).

On note que la constante b ne dépend ni de n, ni du choix de ¢ € E.
3. Toute fonction g de E étant continue et 2r-périodigue est uni-
formément continue sur . On en déduit que 1ir_|r_1 wzs (g) = 0. En effet,
n— [e'e) n
pour tout £ > 0, considérons 1 un module d'uniforme continuité de f

. 2 .
pour € et un entier naturel ng tel que % £ npour i 2= ng. Sin 2 ng,

alors pour |s —¢| < 2% on a s —t| g n et done [g(s) — g(t)] < &. On
en déduit que wzw (9) < &, ce qui démontre le résultat voulu Comme la
suite (bwzw () converge vers {1, la suite (Thyg) converge uniformément
vers g sur R. <1

Il est facile de vérifier que J,, est un polyndme trigonométrigue de
degré 2n. En effet, on part de

. t . : ;
sin(n41) 5 pint 1§ p—i(ni1) g g € J— n
e i S T
. r) ) -
sin 5 ez —e e el k=0

En élevant au carré, on obtient

2

t , n 2 _ 2n ,
A (zk) =S (01— [k — n])e
k=0 k=0

sin(n + 1)
sin t
2

n

Z n+1— ikl zkt

En élevant de nouveou au carré, on obtient bien un polyndme trigo-
nométrique de degré 2n et aingi J, appartient ¢ Toy.

Prenons alors g une fonction 2m-périodique et a-hdldérienne (avec
a € |0,1]), c’est-a-dire pour laquelle il existe K > 0 tel que, pour tous
réels ¢ et y, lg(x)—g(y)] < Klz —y!™. Reprenons les notations données
dans Uintroduction de Devercice en posont é.(f) = Plélgif llg — Pllec.
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Comime Tyhyg est un polynéme trigonométrique de degré < 2n, la question
x
2. de l'erercice ci-dessus montre que o, (g) < K (%’{_ . autrement dit

que dan(g) = O(1/n%). Comme le suite 8, (g) est décroissante, on o cussi
4.(g) = 0(1/n®). C'est une mesure trés précise de la qualité de ['ap-
proximation de g. Un an aprés les résultats de Jackson, Bernstein établit
une réciprogue de cela @ si 6,(g) = O(1/n®) alors g est a-holdérienne.
Clest l'objet de ['exercice suivant. Notons que c’est duns cetie étude que
Bernstein a prouvé Uinégalité qui porte son nom el qui a été vue dans
Uexercice 4.3,

4.28, Un théoréme de Bernstein (1912)

On note 7;, Vespace des polynoémes trigonométriques de degré
inférieur ou égal & n. Soit f une fonction continue et 27-périodique
de R dans C. On pose d,(f) = 133:5 |f = Plloc. Soit & € 10,1[. On

suppose qu'il existe C > 0 tel que, pour tout n € N*, §,(f) < Cn™™.

1. Montrer que &, (f) est atteint.

2. On considére, pour tout » € N, un polynome P,, dans T5a tel
que [|Pn = flloc = d2n (f). Montrer qu’il existe A > 0 tel que, pour
tout n € N*, |PLlle < A207%)" (on pourra utiliser lindgalité de
Bernstein ||P'[loc < »||Pllos, 81 P € T0).

3. Montrer que f est n-hdldérienne, c¢'est-a-dire qu’il existe un
réel K > 0 tel que, pour tous réels z et y, |f(x) — f(y)| < K|z —y|*.

(Ecole normale supérieure)

= Solution.

1. Cela résulte de ce que T, est de dimensijon finie, Pour justifier que
d.{f) est atteint, on montre qu’on peut se limiter & faire varier P dans
un compact de T, ¢’est-a-dive, puisque 7, est de dimension finie, dans
un fermé borné.

Toute fonction continue et 27-périodique est bornée sur R, On a, pour
tout P € T, ||f = Pllos 2 [[Plloc = [| flloc- Ainsi, 8i [[Pllog > || flioo +8u(f),
ona |[f=Pllew > 6n(f). Ennotant B = {P € 75, ||P|loc < | flloc+0a(f)},
on obtient donc 6,{f) = 1i}relfB |f — Plico. L’ensemble B étant compact et

non vide, cette borne inférieure est atteinte.
2. L’existence de P, résulte de la question 1. Suivant indication de
I'énoncé, on utilise I'inégalité de Bernstein. On a, pour n € N,

[Prt1 = Pnlloc € [Pra1 = flloo + [[Pn = flloe < d0t1(f) + 827 (f)
< 26m() < CO1,

car don+1(f) < do- (f). On en déduit que
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[Py = Pljloe < 2040 Q247 C 402ni -2,
puis que
n—1
IPrlloc < [1Polloo + Z IPhy1 — Phlloo € Polloc + 3 4C250 )
k=0
27" -1 4C X
HP ”oo+4(/(——_— ||P loe + WQn(l )

Puigque 2U0-27" tond vers +oo guand n tend vers +00, la suite
3

/
@Eﬂ;‘; ) est majorée (par B) et on a, pour tout n € N,

! — ) A0
”PuHocg\Az(l ) , ou A= B+21—a?.
3. Il s’agit de trouver K > 0 tel que | f(z) — f{y)| < K|z — y|* pour
tout couple {z,y) € B2, 11 faut done majover lf(ﬁc):yja quand & # y.

Pour les « grandess valeurs de |z —y|, cela ne pose pas de probléme,
Si, par exemple |x —y! > 1, on a

VDTN < 1£a) - 1)) < 20 o

Supposons désormais 0 < | — y} < 1. On utilise le résultat de la
question précédente, I'inégalité des accroissements finis pour majorer
|Pn(x) — Pr(y)l, et la proximité de f et P,,. Pour tout n € N, on a

1f(2) = F < V(@) — Polz) + £ () = Paly)] + |Prl(@) — Pl
< 2]|Pn mm+WPHmw—m
< 260 (f) +A2U O‘)n\x —y < < Qal-ne L Aol a)nJm .

On en déduit que

f{x) — F)|

1 o
g2C(~w) + A(2%z — y3t e
o =y 2tz — gl e =)

Tooe e n 1 , 1 1
Choisissons n € N tel que 2"|x — y| € [5,1[, L0 T Lle—yl < In
Cest possible car lz — y| € 10, 1[. On a alors

ﬁf((l:) - fiy)l < 202° + A,
|z =yl

Finalement, on obtient, pour tout {x,y) € R?,

[f(=) — f(n)] < K|z - y|°.
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avec K = max(2| f|la, C2'T* + A). Ceci démontre que la fonction f est
a-holdérienne. <

Llexercice suivant est 4 rapprocher des exercices 4.26 et 4.27. On
conwole f avec le noyuu de Poisson qui dépend d'un paramétre réel el
plus d'un paramétre discret comme les noyaus de Fejér ou de Jackson.
1l ne s’agit plus non plus d’un polynime trigonométrique. On utilise es-
sentiellement ce noyau de Poisson pour relier Uanalyse de Fourier a la
théorie des fonctions analytiques.

4.29. Noyau de Poisson

Soit f : B —- C continue par morceaux et 2w-périodique. On

note (enlnez la suite du sey coefficients de Fourier exponentiels.
+> _
Pour r € [0, 1], on pose f,(t) = Y. rlle,eint,
N=—0C
1. Déterminer ¢, telle que 'on ait

1 2
Ve e R, £i(t) = %/D FO)on(t — u)d.

La fonction ¢, est appelée noyau de Poisson.

2. Montrer que (p, converge uniformément vers 0 lorsque » tend
vers 1~ sur tout segment inclus dans |0, 27].

3. Montrer que, pour tout réel x,

lim f.(z) =

r—1-

(fla™) + f(=7))

bt =

(ot f(zt) (vesp. f(x™)) désigne la limite & droite (resp. & gauche)
en z).

4, Montrer que si f est continue, f. converge uniforiwément vers
[ lorsque » tend vers 1-.

(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. La forction f, est bien définie sur R et coutinue car la série qui
la définit est normalement convergente. On a, pour tout + € K,

406

. 1 2” .
fv(t) — Z r|n|e'tnt2if f(u)e—enudu
T J0

N==—rxa

1 +06 2or .
o E / FluyprlelginG=u gy,
T 0

H=—0C
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La fonetion f est continue par morceaux donc bornée sur [0, 27] et done
sur R, puisqu’elle est 27-périodique. On en déduit gue, pour tontn € Z
et (t.u) c R

[y en ) < | fllgert™

La série 3 f(u)rl®e ™% converge normalement done uniformément
par Yapport & w et sa solmme est continue par merecaux. On peut done
mtervertit intégration et sommation. On obtient, pour tout ¢t € R,

+oc

1 piw . .
; _ - in{t—u},|n|
7.06) _2wa f(u)TE: eilt—t Il gy,

1=—2

En posant pour tout ¢t € R,

s .
ety = Y P,

n=—00

série qui converge normalement. car, pour tont n € N, |rl?lei!] = plnt)
on obtient, pour tout £ € R,

1

) 2 ]
folt) = %/ﬂ Flwyepn (t — u)du.

2. Transformons Vexpression de ;. Pour tout t £ R, on a

1 1
At — T','l ind rite —13t -1 = _ : -1
wrlt) 2" + Z 1 — peit 1 —re*
. 2721<0<1t—171" + 2rcost R
- 1+: — 2rcost 142 —Dpcost

= 1 > 0)
T (r—cost)?+sing? T
Soit {a, ] CJ0,2x[. La fonction cos atteint sa borne supéricure A < 1 sur
le segment [a,b]. On a done, pour Lout ¢ £ [a, b),
1-—r?
! 0 () € ——F7— — 0.
~erl®) T+r?—=2\r ro1-
Ceci montre que . converge uniformément vers 0 sur |a, b].
3. En faisant le changement de¢ variable t = 7 — u, on obtient. pour
tout » € R,
— 1 -
folz) = fT jl Flu)op(x —u)d i flz — ) (1)dt
= / Fle — ep(tidt,

car @, et f sont 2r-périodiques.
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Soit € > 0. On a

1. “"t = - 2t 1 — e : — ) = )

Jim flz 1) = flz_) et lim fle—t)= lim fle—1)=flz)
On peut donc trouver a € |, af tel que

0<t<a = If(x-t) - fle )l <~
2r—a<t<2r = |flr—1t)— flzy) €=

27 T 27 e .
On note que fU er(t)dt = 37 T'”‘/(; e”di = 2w, car la série
n=—oo
converge normalement. Oun a d’autre part, puisque ¢, converge
uniferrnément vers 0 sur [o.27 — o] quand r tend vers 17, on a
. [m-a . .
lim wr (1) = 0. Enfin comme @, est paire et 2r-périodique, on a

el SO

2m
/{;ﬂ wr(t)dt = [217—@ wr(t)dt. On déduit de tout ceci que

o 27
lim [ oo ()dt = Hm on(t)dt = .
S0

r—l- r—=1"7 J2xr -

On écrit alors

x T 2
o) - LI - L (17 ottt ) -t )
= ([ven-reana - [ (@1 e

I

e ([T =yt s [ et )
2T —
+/ o — t)cpr(t)dt) .
On majore les différents termes. On obtient

[ -0 etiar

{o]
QE/ e K ET,
1}

- i ~
car . est positive et [é wr =7, ¢t de meme,

< e

L 0= Sy

T —Or

On en déduit que

fra) = 5 () + fap| <o+ = (| [T,

27 29 —cv
/ Lp — T +/ ‘,ﬁr) .
2w —a o

+
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D’apres ce qui précéde, le terme de droite de Pinégalité tend vers £ lorsque
r tend vers 17, I existe done ro € |0, 1] tel que, pour rp < r < lona

fulw) = 5 (FLeT) + )] < 22,

Conelusion.

(FlaT)y+ flz™)).

Lo =

m f(z) =

4. Supposons f continue et reprenons la démonstration faite dans la
question précédente. La fonction f étant continue sur R, 2r-périodique,
elle est donc uniformément continue sur R. Soit € > 0 et o € [0, 7] un
module d'uniforpie continuité de f pour .

On a alors, pour tout réel r.

0<tg o = |flz - t)— f(z)
2r —a<t<2n = |flz—1) — f(z)| =|fle—-t) - flz—2m) <&
On peut reprendre les inégalités précédentes avec fry) = flz ) = f(r).

Cette fois. rx est indépendant de x. On obtient. pour toug 2 € R,

27 2T —1
/ e T T+ / e ).
2Ar—o o'

+

fola) — Fa)| < e+ %@(/ﬂw .

On a donc, pour g € r < 1 et tout x € R,

Ifolad = fla)] < 2e.

iy

Conclusion. f, converge uniforinément vers f lorsque 7 tend vers 17, <

Le noyau de Poisson est utilisé dans Uexercice qui suit pour montrer
quune fonction continue dont tous les coefficients de Fourier exponen-
Hels sont vdels et posififs est automatiquement développable en série de
Fourier.

4.30. Fonctions a coefficients de Fourier positifs

Soit f € C(R.C) une fonction 2m-périndique. On suppose que
la suite {¢.(f))nzz de ses coefficients de Fourier est réelle positive.
Montrer que f est somme de sa série de Fourier. On pourra iatro-
duire Y e, {f)r™ pour 0 < r < 1.

neEL

(Ecole normale supérieure)
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> Solution.
Pour r € [0,1[ et n € Zon a 0 < rl®le (f) € 7™ flloc donc la

+o0
série Y ritle, (f) converge. On pose S(r) = 3 #I™e,{f). Nous allons
nCZ n=—00
montrer que 8 est majorée sur |0, 1[, d’olt nous dédnirons la convergence

de la série 3 e, (f) et donc la convergence normale de la série de Fourier
de f.
On a, pour r €]0,1],

-0 +oo

Stry= 3 e, (f) = i r'"'/ Je~ ™ dt

n——o0 =—00

:2_ Zf v f{t)e " dt.

o= — 00

On a, pour tout £ € {0, 2%, |r™ f#)e= ™| < 7I™|| f|| o, done la série de
fonctions S rinlf(t)e ™ est normalement convergente sur {0, 27]. On
peut done échanger Vintégration et la sommation. On obtient

1 27 +x Cint
S(r‘):-é; A fle) 3 riMerivar,

F ks &
La somme de cette série est calculée dans la guestion 2 de 'exercice
précédent :

oo 1 it

Z T|n|e—'mr _ Z e —int + Z rheint _

n=——oG

re

—_ :
—rem® 01— pett

1—72 1 -2

- 1 —reit2 1 42— 2 cost

On en dédnit

1 /% 1 - p2
S(ry = — f——dt
(r) 27 Jo f()1+7*2—2rr05t(
Par hypothése les coefficients ¢, (f) sont positifs donc S(r) est positif.
, X 1—p2 T-r%
D’antre pdrt-’ pour tout £ € [0 27711 m = m = 0.
On en déduit gue
1| 12
st = 1| [T
() 2w iho 'f()l+r2727'cost
1 27 1— ?“2
S 5o P I wr-weswe
27 Jg 1+7r2—2rcost

27 _ gl
< ﬂfﬂm] % L dt
2 Jo 1477 —2rcost
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Pour calculer intégrale il suffit d'utiliser la formule donnant S(r) avec
la fonction f constante égale & 1. Il est clair que dans ce cas S(r) = 1.
Alusi, pour tout r €10, 1],

1 o 1—r?
—f Sk e PO
27 Jo 1 4+71? —2rcost
et on a
S(r) € [ flloc-

Soit N € N. Comme la série est & termes positifs, on a, pour tout » €]0, 1],

N

3 el ™ <Sr) < 1 f)oc

n=—N

N

En faisant tendre v vers 1, on en déduit > ¢, (f) < |[f]loc. Cela étant
W

vrai pour tout N € N, on en déduit que la série & terme positifs Y- ¢, (f)

est convergente, puis que la série de Fourier 3 ¢, (f)e™ est absolument

convergente. Sa somme est alors nécessairement égale & f (Pargument

est, classique et a été développé avant 'exercice 4,10}, <

Le lecteur sait que st f est une fonction 2w-périodigue et continue,
lo série de Fourier S,.(f) ne converge pas forcément. Le mathématicien
Fejér a été Tun des premiers 4 donner un exemple d une telle fonction.
Mais aussitot ¢ a obtenu un résultal positif gui se révéle trés utile

la moyenne de Cesdro des sommes partielles de la série de Fourier
Si(f)+ -+ Sa(f)

de f, c'est-d-dire - , converge uniformément vers cetle
fonction. Combiné ay théoréme de Cesdaro, cela montre que si la suite
Sr(f1(x) converge en un réel x, sa limite ne peut étre que f(x). L 'énoncé
sutwant propose la démonstration du théoréme de Fejér {dans le cadre
de fonctions 1-périodiques). Llidée est d’éerire la moyenne des spmmes
partielles sous la forme fx K,,, convolée de f et du noyau de Fejér K,,.
Celui-ci (déid rencontré dans Uexercice 4.2} a la propridié fondamentale
d’étre positaf.

4.31. Théorame de Fejér (1904)

Soit f une application continue 1-périodique de R dans C,
T

On pose, pour n € N*, Ky () = > (1 — %‘) e (noyau
=—n

de Fejér dindice n).
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On note 9 la somme partielle d'indice n de la série de Fourier
de fet f,= = (So+S1+ *+ Sp-1).
1. Montrer que. pour tout n € N*, on a

fulz) = fK « —y) fy)dy.

2. Montrer que la suite {f,,) converge uniformément vers f.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.
1. Notons ¢y, pour & € Z, les coefficients de Fourier exponentiels
de f.Ona, pour tout n € N,

T

. (23 1 o
Se(r) = 30 ™= 30 [ e ay
k=—n 0

k=—n

:£1 f(y) ( Z ezwk(m—y)) dy

On en déduit que

=2 [0 (8 (£

k=0 \f=—%k

Considérons la fonction L, définie par Ly(z) =

); ( i PQ"’”\I). En

f=—Fk

:JH

échangeant les deux sormmations, on obtient

n—1

L(z) = ! N (n— e = Ka(x).

n f=—(n_1)
On a donc bien f,(x f Kple —y)fly)dy
1
2. Montrons que K,, est positive et vérifie /(; Kn(z)dz = 1.

k
En notant, pour tout & € N, di(z) = ¥ &7 |l résulte de la

f=—k

¥

ZIH

question 1 quon a, pour tout n € N* K, (z) = Z dr (2). Supposons
k=0

e £ 1. On a alors. pour tout k € N*,

2im(2k-+1)z 2wr k+Lx 721rr1“1
-1 —

—ikx €

dp(z)=¢ : =

82@77 -1 e2imT _ 1
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On en déduit que

Kﬂ(m} _ n(e2mx — Z(EZW(I\H-I):c _ e—?z‘wkx)
1 e?t?r:c (62171'11:1 _ 1) e—2i7‘rrw: 1
(F.zmrm 1) eding _ T oe—2inx |

XN (T g~ _ 9y Dcos(2mnx) —2  sin®(wna)

n(e2m® — )2 ~ n(2isinmz)?  psin?(az)’

2énx

Par continuité de K, K, () = nsie = 1. La fonction K,, est bien

positive.
2T o,
Pour tout entier k, 'intégrale /;) " g2k est nulle si k # O et vant 1

1
siron. On en déduit que ﬁ) K.(z)dz = 1.

Le changement de variable ¢ — z — y dans l'intégrale qui définit f,
conduit &

() =/:1Kn(t)f(9: —#ydt = fol Ko (£)f (2 — £)dt,

car f et K, sont l-périodiques. On écrit alors
1
fald) = £@) = [ Ku()f(a— t)dt - x)/ Ko
1
- [ Kaflo— 1) — fla)at

Puisque K, est positive, on en déduit que

1
fale) = £@)] < [ Kulhlf = 1) = fla)at.

La fonetion f est nniformément continye sur B, puisque continue et 27-
périodique. Pour £ > 0, goit 5 € ]O, %{ tel gue [f(z) — f(y)] < € s
|z — y| €< 5. On a alors

/K Oz —t) — fx))dt < /K (Hdt < fOlKn(t)dt<
Kal®lUf(r—0) = fa)lde = [ Kaldl(fle 0= f(z - 1)t

J1-n 1-1%

1
L€ / K, (t)dt < e.
1—m
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On majore ensuite Pautre morcean dintégrale. Pour ¢t € [7.1 — 7], on a,

(2
8 : 1 1
sin®(7nx) < <

Ka(t) =

nsin(wt)  nsin’(zf) nsinz(m])‘
On en déduit que

R F e 6 — Flalde < —APlee
5 " - = nsin®(7n)

Cette derniere quantité tend vers 0 quand n tend vers +o0. Elle est
inférienre & ¢ si m est supérieur & un entier naturel ny. On a alors, si

n = ng, |F,(r) - F{z)] < 3¢, pour tout réel &, La suite (Fr, )nen cotiverge
donc wniformément vers F sur B. <«

Les exercices suivants s'intéressent 6 des questions de nature topolo-
gique sur ['espace des fonctions continues 2w-périodigues. les deur pre-
miers & des problémes de complétude,

4.32. Complétude pour la norme quadratique

Soit E Pensemble des applications de R dans C continnes et 27-
périodiques. On munit E du produit hermitien défini pat

2n

{f.g)= ; F{Hg(t) dt.

E est-il complet.?

(Ecole polytechnique)

&> Solution.

On note || |2 la norme issue de ce produit herniitien, La réponse est
négative. Une suite de Cauchy de E peut, par exemple, converger au sens
de la norme || |2 vers nne fonction non continue.

Soit f uue fonction de K dans C, 2w-périodique. continne par mor-
coanx, et pour laqguelle il existe au moins un point & €10, 27[ en le-
quel la limite & droite differe de la limite & gauche. Notons S, les
sommes partielles de sa série de Fourier. On a, pour 0 < n < m,
18 ~ Snllg = 3 e{HI* Lasérie Y |en(f)]? étant convergente,

LS

kET
a< k| gm

on en déduit, que (8,) est une snite de Cauchy. On sait que {S,) converge
vers f au sens de la norme || ||2. Si la snite (S,,) convergeait vers une fonc-

2 .
tion g de E, on anrait || f — g||2 = 0. ¢’est-a-dire /0 [fit)—g(t)|*dt = 0.
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Cela impose que f(f) = g(t) en tout point £ ot f est continue. Mais
alors, les limites de f & gauche et & droite en zy valent toutes les deux
glzp) ce qui contredit Phypothese faite ci-dessus. <

Bien entendu il est possible de donner une solution de cet exercice
n'utilisant pas du tout Uanalyse de Fourier.

Dans I’énoncé qui suit on s’intéresse d Pespace des fonetions conti-
nues 2w-périodiques dont la série de Fourier converge absolument et on
montre qu’il s'agit d'une algébre de Banach.

4.33. Fonctions dont la série des coefficients de Fourier converge
absolument

Soit B Pensemble des applications continues 27-périodiqnes de R
dans C telle que la série 3 ¢, (f) soit absolnment convergente (les
en(f) étant les coefficients de Fourier de f).

1. Montrer que B est un C-espace vectoriel et que tout élément
de B est somme de sa série de Fourier.

2. Pouwr f € B, on pose ||f|l = 3. |en{f)]. Montrer gne l'on
nEck
définit ainsi une norme pour laquelle B est complet.

3. Montrer que (f, g) € B* implique fg € Bet | fg|l < || f]/llgll.
(Ecole polytechnigue)

> Solution.

1. Montrons que B est un sous-espace de l'espace vectoriel des fone-
tions continues, 27-périodique de B dans C. Soit f et g deux éléments
de B, A un réel. On a, pour tout n € N,

ealf+9) =cu(f) tenlg) e calAf) = Acu(f).

Par hypothese, les séries Y c,(f) et 3 e.(g) convergent absolument. I1
en est de meéme de > ¢, (f) +c.{g) et 3" Aen(f). On en déduit que f+g¢
et Af sont dans B. Ainsi B est un espace vectoriel.
Soit f € B. On pose, pour tout réel z, g(x) = 3 ¢, (f)e™*. La série
ner
qni définit g(x} est normalement convergente sur R, par hypothose. La

fonction g est donc définie et continue sur R. Calculons ses coefficients
de Fourier. On obtient, pour tout k € Z,

cx(g) 2:rrj ch giln—kiz g, = Z / enl Fre™ ™ )% dr

ey

= (’5-(f).
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Pinterversion de Vintégrale et de la sommation étant justifiée par la
convergence normale de la série. Les fonctions f et g ont mémes co-
efficients de Fourier. Les coefficients de Founrier de f — g sont done nuls.
La formule de Parseval donne donc fo o \f(x}—g(z)|*dz = 0. La fonction
[ — g étant continue, elle est nulle sur [0, 27| et donc sur R tout entier,
On a done f = g et la fonction f est égale 4 la sumune de sa série de
Fourier.
2. Pour fet gdans Bet AcR, ona

I1f+gl= > lealf + 9 € D7 el ) + 3 leala)] = ]+ lig] et

nco ne#z nes
IAfI =D lead O = D e (S = M-
nci neZ

Par ailleurs, ||f|| = 0 impliquer,j pour tout n € Z, ¢, (f) = 0 et done,
d’aprés la formule de Parseval, ];) . F{x)Pdz = 0. La fonction f étant
continue, elle est nulle sur [0.27] et done sur R. On a done bien défini
une norme sur .

Montrons que B est complet pour cette norme. Soit (fr Jkew une suite
de Cauchy de B. On a, pour tout n & Z et tout (k, () e N2,

len(fi) — en(fodl < | fx = fell.

On en déduit que. pour tout n € Z, la suite (c,{fx))rcw est de Cauchy.
Elle est donc convergente, puisque C est complet. On note ¢, sa limite,

Montrons que 3 |e,) converge. La suite {fi) est bornée puisqu'elle
converge. Soit M > 0 tel que || fx|| < M, pour tout £ € N. Pour N € N et
keNyona 3 jco(fi)l < ||fell € M. En faisant tendre & vers infini,

fn|<N
on obtient > |c,| € M. Ceci étant vrai pour tout N € N, on en déduit
lnl<n
gue Y_|cn| converge. Posons, pour tout x € Z, f(z) = 3 ¢,e”. On

nel
montre, comme dans la question 1 qu’on définit ainsi une fonction f

continue sur R et dont les coefficients de Fourier sont les ¢,,.
Montrons que la suite {fi)ren converge vers f. Soit € > 0. I} existe
ko € N tel que || fx — fell = V‘ |(n(jk) Ca(fe)| € esik. £ = ko. Pour tout

N e N,onaalors 3 |c ( ) a(fe)| < ¢. En faisant tendre € vers 4+00,

In|<N
on obtient 3 e (fi) — ca| € £, Ceci étant vrai pour tout N € N, on
[nl<N
en déduit que 3 len(fi) — cn(fe)| € g, Cest-d-dire que ||fr — f] €
'nc

ceci pour tout k& 2 ky. Cela montre que (f;) converge vers f.
Tout, suite de Cauchy de B est convergente. L’espace vectoriel normé
B est complet.
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On peut rédiger cela bien plus rapidement si on sait que £1(Z, C) Ues-
pace des suites sommables 4 = (Un)ncz de nombres compleres muni de
lo norme ljully = ¥ |u,] est un espace de Banach. En effet, Uapplication

neZ
qui ¢ f € B associe la suite (cn(f))necr est un isomorphisme d’espaces
vectoriels normés,

3. Soit f et g deux éléments de B. On a, pour tout =z € R,

f(w) = Z Cn(f)ei"'i ct g(z) = Z Cn(g)e';’*“”.

nel neé

Ces deux séries sont absolument convergentes. La série double Y an
définie par apm = cn(fle™ em(g)e™* est donc sommable et sa somme
est f(x)g(x). Daprés le théoréme d’associativité, on peut sommmer pour
m—+n = p et écrire

f(a:)g(r) = Z ( Z Cn(f)eiT”Cm(g)e""”)

peEZ \min=p
=31 2 elemlo)
PEL \nin=p
Posons, pour p € Z, 0, = 3. ¢a(f)em(g). Montrons que les g,
ma-n=p

sont les coefficients de Fourier de fg. Les séries > le.(f)] et X le.{g)]
convergent. On en déduit que la série double 3 ic,(f)|icm(g)| est som-
mable de somme || f||||gl|. Comme précédemtnent, on peut écrire

umm=Z(ZJmm%w)

pEZL \min=p

Comme |a,] € 3 |ea(f)l|em(g)], on en déduit que la série 3 |a,|
2

mtn=p
converge. Sachant que, pour tout t € R, on a

f@)g(@) = > ape™®

pEZ

et que cette série converge normalement, on en déduit, conimne dans la
question 1, que les a, sont les coeflicients de Fourier de fg, puis que fy
est dans B.

Enfin, par définition, on a

gl = lapt < > ( >, Cn(f)”Cm(gN) = Lfllgl-

pEZ PpEZ \Mi4n=p
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La derniére question de Uexercice monire que B est une algébre de
Banach.

Il West pas du tout évident de caractériser Uappartenance d'une fonc-
tion @ B par des conditions de réqularité. L’exercice suivant donne une
condition suffisunte : une fonction a-hdéldérienne avec o > 1/2 est
dans B. Ce résultat est dii & Bernstein.

4.34. Convergence de la série de Fourier d’une fonction «v-hdldérienne

Soit f une application 27-périodique de R dans C. On suppose
qu'il existe M > 0 et o > 0 tel qu'on ait, pour tous réels x et ¥,
|f(z) — fy)] € M|z — y|* (on dit que f est a-holdérienne).

1. Montrer gqu’au voisinage de +o0, cu(f) = O (L)

||
2. Montrer qu’il existe K > 0 tel que, pour tout h > 0,

> len(F)) sin® nh < KA.

nch

3. On suppose a > % Montrer que la série de Fourier de f est

absolument convergente. Quelle est sa somme 7
(Ecole polytechnique)

= Solution.

1. Tl résulte de I’hypothese que la fonection f est continue sur R. Soit
h > 0. Considérons les coefficients de Fourier de la fonction fr, définie
par fu(z) = f{z +h) — f(z — h), qui est continme et 2r-périodique. On
obtient, pour tout n € Z,

nlfn) = % (fo ﬂ(f(:c + hye " dy — /G Tr(f(sc - h)e—mdg;)
= (einh _ e_inh)cn(f) =2 Sil’l(nh)cn(f),

De I'hypothése, on déduit alors que

1] 2 A
2it,1nnh||cn(f)\ = % /0 (f(.fu" + h) _ f(.T o h))efwmdx
1 27
<o /0 [flz+ k) — flz — h)|de
1 27 ‘ o o
<o [ MER =Nk
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. , 1 .
En particulier, en prenant A = T on obtient, pour n € Z*
M 2@
c L ——
enl )] < 2sinl |n|*’

ce qui démontre le résultat voulu,
2. On écrit la formule de Parseval pour f. On obtient

S dlenlf) P sind(nh) = /ZW (@ +h) — flz — b)%az.

nch

Mais on &, par hypothése
1 2w 9 1 2 2 9
— r+h) - —h dé—/ M2k [“*dx = M|2k|°*.
= [ 1@ = =)o < o [ M2h P de = M2k
Finalement, on obtient
Z e () sin®(nh) < M2 2| B2
nch
ce qui est 'inégalité voulue avec K = M2%2¢—2,
3. Tl faut démontrer la convergence de Y e, (f)], en utilisani la série
précédente pour une valeur bien choisie de A, Etant donné la présence

de carrés, on songe & atiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
On a pour N € N*,

(Z |cn(f)1) (Z e ()] sin( nh)_._.l__)

|n|gN || <N ln(nh)
'D’L

< Z \cn(f)lgsinz(nh) Z %

|l N |n|sN 31
Q) n£0
< K 2ev 1
== |h‘ Z .2 h H
e Sin {nh)
750

ol A est choisi de telle manitre que sin{nf) # 0 si |n| S Net n # 0. 1

W On peut par exemple prendre h = %.,

auquel cas nh est dans | — g, % [, pour tout n. Compte tenu de Iindgalité

faut ensuite majorer

sing = gx, pour z € [0, %j, on obtient
"

2
2 +00
9a T 1 ﬂ' j, 202 l
E ‘C"n g Kh (x:f E 2h2 \ o E
n|gN |»]EN
n¢0 n#0



354 CHAPITRE 4. SERIES DE FOURIER

Quand N tend vers 400, b tend vers 0 et si o < 1 le membre de droite de
Pinégalité tend vers +o0c0. On ne peut rien en conclure. Si o > 1, il tend
vers 0, ce qui signifie que 3 |e,(f)] = 0 et donc cp(f) = 0si n # 0.

nea*
Ceci était prévisible car si on fait tendre y vers x dans la relation fournie

par I’énoncé, on obtient f'{x) = 0. La fonction f est donc constante.
Nous allons améliorer la méthode proposée en faisant varier h avec n.

Plus précisément, nous allons considérer 3 len(f)] et prendre
2N<\n\<2N+1

alors b = QN 5 - On obtient, comme précédemment
2 K2
T 0 1
> lwlAl) <=k T
2N£|,”<‘2N+l 2N€n<-2N+1

2
N . . . . 1
La derniére somme contient 2V termes nférieur (ﬁﬁ) . Elle est

inférieure & 2LN En remplacant 4 par sa valeur oh obtient

m
gN+2

2
Kﬂ'g 71.20:—2 i K
( > e ()] < 9 2(N{2)(20-2) 3N < ON{Za—1)*

2N | p|<2N+1

Kn®
ol K’ 2(4 - La série Z W

on en déduit que 3 len(f)| converge. La série de Fourier de f converge
done normalement.
Sa somme ne pent étre alors que f. En effet, si on considére la fonction
g définie par g(z) = ¥ en(f)e™®, celle-ci est continue, car la conver-
neZ

est convergente, car 2o — 1 > 0}

gence est normale et ses coeflicients de Fourier sont les ¢, (f) {pour les
calculer, on peut intégrer terme & terme, puisque la série converge norma-
lement). Les coefficients de Fourier de f — g sont donc nuls et !a formule

de Parseval montre que fﬂzﬂ |f(x) — g{z)|*dz = 0. Les fonctions f et g
étant continues, on en déduit que g = f. <

Notons que ce résultat est en un sens optimal, Il existe en effet des
fonctions 1/2-héldériennes dont la série de Fourier n'est pas absolument
convergente.

Lexercice sutvant décrit les formes linéaires continues sur Uespace
préhilbertien des fonctions continues 1-périodiques.
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4.35. Dual topologique

Soit E l'espace des fonctions 1-périodiques, continues de R dans
C. Soit A une forme linéaire sur E continue pour la norme || ||2.
Montrer qu'il existe une suite complexe {an)nez telle que Y \an\z
converge et

+oc
VEEE, Af) =D anculf)-

(Ecole normale supérieure)

> Solution.
Soit A une forme linéaire sur E, continue pour || ||2. Pour tout n € Z,
on note e, la fonction ¢ — %™ gt a, = (e, ). On sait que la famille

(€, nez est orthonormée.
N
Soit f € E. Pour N € N, on pose Sy = 3. ¢u(f)en. On sait que la
n=-N
suite (SN0 converge au sens de la norme || ||z vers f. On a donc, par
continuité de A,

.
Mf) = Jim A(Sn) = lim > ancalf).
n——N

La série 3" anc,{f) converge car, pour 0 S m< n,ona

Zakck(f) A(i ck(f)ek)

™m K =m

.

> elfler

k—m

< 1M

2

<A Do lesl A
k=m

n
et > ick(f)]? tend vers 0 gquand m et n tendent vers +oc, car la série
k=m
3 len{F)|* converge. Ainsi, la série ¥ axci(f) converge. On montre de
méme que la série Y a_pc_p(f) converge. On peut donc écrire

400

Af) = D ancalf).

= —00

Il reste & démontrer que ¥ |a,|? converge. Pour N € N, on cousidére la
N
fonction fy = Y. @pen. On a, d'une part,
n—=-N
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N N

M) = Y @Mea)= Y faul* = M)

n=--N n=-—N

et d’autre part

AT I LAl < )

Ou en déduit que

N
> Jan2 < AL

n=—N

Cela étant vrai pour tout N € N, 3" |a,, |2 converge et

> laal <A <

Ti=—2

oQ
On peut en fait montrer que ||} = 3 anl? = |[{an)|l2 (norme
n=—0a
dans £3(E)). En cffet, pour tout f € E, on o d’aprés Uindgalilé de
Cuuchy-Sehwarz et lo formule de Parseval,

e o0

|A(f)] < Z |an|? Z [

n=-oc n=—00
< || (e 2] |2

et doric || A < ||(an)il2-
Réciproguernent, toute suite (an) de £o(Z) définit une application

40
linéaire continue de E. On pose pour tout f € E, M(f) = Y. ancalf).

n=—0a
Comme (en(f)) € (Z), X lanca(f)| converge d'aprés Uinégalité
de Cuuchy-Schwarz et X est bien définie. On montre en reprenant
lo démonstration précédente gque X est continue et A} = |[(a)|2.
Liapplication (ay,) € £2(Z) — A € L (E.C) est lindaire et surjective.
Llle conserve lu norme donc elle est injective.

Nous avons vu Uimportance de la convolution dans les problémes
d approzimation {exercices 4.26, {.27, 4.29 et 4.31). Le dernier exer-
cice de ce chapitre étudie les propriétés des opérateurs de convolution
f— k= f définis sur ['espace vectoriel T des fonctions continues de
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R dans C, 2x-périodigues, muni de la norme de la convergence quadra-
tique ; compacit€ de 'opérateur, propriété des éléments propres. Un bon
cadre pour la définition des opérateurs compacts est celui des espaces de
Hilhert {ce que n'est pas E, d’aprés Uezercice §.32; il faudrait se plo-
cer dans le complété de B}, Les propriétés spectroles démontrées dans
la question & sont générales. Si L est un opéruteur compact entre deux
espaces de Hilbert, 'ensemble des valewrs propres est soit fini, soit une
suite convergeant vers 0, et tout sous-espace propre relatif ¢ une valeur
propre non nulle est de dirmnension finde.

4.36. Opérateurs de convolution

On consideére 'espace B des fonctions continues de R dans C ct
2m-périodiques miuni de a norme || ||» de la convergence quadratique.
Pour k& € B, on pose, pour toute fonction f de E,

2

m
Ky = [ k- f0ae

1. Montrer que K est un endomorphisme continn de E.

2. Déterminer les coefficients de Fourier de Kf.

3. Compacilé de Uopérateur : montrer que si (fn)nen ost une
suite bornée de E, on peut extraire de (Kf,)en une suite conver-
gente.

4, Montrer que tout espace propre antre que le noyau de K est
de dimension finie.

5. Plus généralement, soit L un endomorphisne continn de E
tel que pour toute suite bornée (fu)wew de E on puisse extraire de
(Lfn)new une suite convergente.

a. Montrer que tout sous-espace propre autre gue le noyau de
L est de dimension finie et que 0 est valeur d’adhérence de toute
suite (A, )pen de valeurs propres deux & deux distinctes.
b. Conclure que toute suite (An)nen de valeurs propres de L
deux & deux distinctes converge vers 0.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

2
1. On rappelle que la norme |} |2 est définie par || fll2 = /0 i1

On reconualt dans Kf le produit de convolution de & ot de f. Les pro-
priétés eu sont classiques .
De la continnité de la fonction (x, ) — k{z —t) f(t) sur R?, on déduit
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que Kf est continue sur R; elle est aussi 2r-périodique car & l'est. La
fonction K f est donc un élément de E.

Il est clair que l'application I est linéaire. Reste & montrer gu’elle
est continue, En appliquant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient,
pour tout réel x

2 27
P < [ ko nPa [ 0P

Puisque & est 2Zx-périodique, on a

2T & 27
[ e =nfa= [ pwPen= [ kP = k3.
1] Jp-2x o]

On a done [Kf(x)|* € Hk:||§ | £ |3, pour tout réel = et en intégrant,
157115 < 27 k|5 || FI5, cest-d-dire [[KFily < v |klly |1 £l

L'endomorphisme K est continu et |K|| € v27 |||,

2. Pour tout élément f de E, on note ¢, (f) (n € Z ) les coeflicients de
Fourier de f. Pour calculer les coefficients de Fourier de Kf, on applique
le théoréme de Fubini, Pour tout rn € Z, on a

1 i <3 —inT
en{Kf) = o Kf{r)e " da
1 27 2w .
_ %f (fo k(o — t)f(t)dt) e dy
- f k(z —t) f(t)e ™ dudt
27r
[0.272

2 2 )
51; fo ( fo k(a:t)em:”dm) ).

. - 211‘ .
k(z —t)e” " dy = e f E{z — e = dg
0

On transforme
2w

G

2m . )
— 842?”] k(m)e—‘!n:’:dm _ 27r€71ntcn(k)
4

2 ,

et on obtient finalement ¢, (Kf) = fo " ca(K)f (£~ dt = 2men(k)en(f).
3. Remarquons que si la suite (f,) converge vers f, alors chaque

suite (¢u(fn)Inem converge vers ¢,(f) : en effet. on a d’apreés le théoréme

de Parseval

1
lep(fa) = <2 leq(fn) = cal NP = oM — FIE 0 O

qcl +
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De plus, par continuité de K, la suite (Kf,) converge vers Kf et
ses coeflicients de Fourier sont égaux & 2xcy(k)ep(f). Cela nous indique
comment choisir les coetficients de la valeur d’adhérence de 1a suite (Kfp)
dans le cas général.

Soit (fn)nenw une suite & valeurs dans E, majorée en norme
par M. I)’aprés le théoreme de Parseval, on a pour tout n € N,

1 1 .
Zz lep(Fu)|? = 7 an“g < o M2, Pour tout p € Z, la suite (¢p(fn))new
peE

est bornée donc posséde une sous-suite convergente. Un procédé diago-
nal fournit une sous-suite {f,(n)}new telle que pour tout p de Z, la suite
(cp(fipiny))nen converge (le lecteur pourra se reporter & I'exercice 2.34
pour une présentation de ce procédé). Notons ¢, = lm ¢p(fio(n)). On

n—+4oo
a alors, pour (n, po) € N2,
Po 2 +00 5 1 5
> leoFerm)® < D0 lep(fpem)l < oM™
p=—p0 p==o0
Po 1
En faisant tendre n vers +o0, on obtient Y. |epf* < 3 2

Posons, pour tout p € Z, d, = 2weyc,(k). On obtient, pour tout
po € N, en appliquant Pinégalité de Canchy-Schwarz,

—Po —=Po —=Po

Sl <2 S leal? 3 lep()? < 20 ML IE g
pl = &1 D 3] B W\/gm\ 2-

La série de terme général |d,| est donc convergente. On peut poser,

pour tout x € R, g(z) = 3. dpe™*. La série qui définit g converge
pEZ

normalement sur R, donc g est définie, continue et 27-périodique et ses

coefficients de Fourier sont les dy,.

Montrons que la suite (K £, () Jnen converge vers g. On a, pour n € N,
2
[ - o], = 25 X 1St} — cal0)?
PEZ

=21 > lep(Kfpim)) — dyl

pEZ

= (27)* > _ lep(B)lco( fio(my) — col”

peEL

2 2
On sait que pour tout (n,») € NxZ, lep(fa)|? € M et done lep]? < 1\2/1—”

27
On a alors, pour tout pg € N,



360 CHAPITRE 4. SERIES DE FOURIER

Po

[€oim =6, < @01 32 leal)PicolFptmy) — col?

P=—Po

5 | 2MP
=0 | X le®)? | 5
pEL
[pl>po

62

Etant donné & > 0. on choisit py € Z tel que 87°M2 3. e, (k)i2 < TR
PEL
|p]>po
Po

Puisque HETDO(er)S > |ep(k)Plep(fiogny) — cp]® =0, il existe ng tel
P=—ro
Po 2
que pour n = ng, (20)* T ek} lep(frn) — ¢l < % Ou obtient
P=—Pu
enfin, pour 1  no, [Kfym) — g2 < =,

Conclusion.  La suite (K fw(n))ﬂem converge vers g pour la norme
| llz. On a extrait de (K f,,)nen une suite convergente.

Un opérateur I lel que, si (fo)nen est une suite bornde alors on
peut extraive de (K. [ )new une suite convergente est appelé un opérateur
compact.

4. Déterminons les valeurs propres et les sous-espaces propres de K
afin de niontrer que les sous-espaces propres antres que 1o noyan sont de
dimension finie. Soit A € Sp{K) et f # 0 tel que Kf = Af. On a alors
pour tout p € Z, cp(Kf) = Aep(f) = 2me,(R)ep(f). 81 A # 2w, (k), alors
ep(f) = 0. Si pour tout p € Z, X # 2me,(k), alors || f|[3 = X lep(f)2 =0

€%
et f =0: A n'est pas valeur propre. On en déduit que ’

Sp(I) € {2me,{k).p € Z}.

Soit une valeur propre A non mille de K. On considére I’ensernble
Ay, = {pEZ.cﬂk): zi} Dapres ce qui précede, il n'est pas
Yil

vide. Comme c,(k) tend vers 0 lorsque {p| tend vers linfini, il est
nécessairement fini.
Soit f un vecteur propre relatif & la valenr propre A, Si p ¢ A,
alors c,{f) = 0. Soit I'élément de E défini par g(z) = X cp(f)e™” et
PEAL
h = f—g. En distinguant les cas m € Ay et m ¢ A,, on montre que, pour
tout m € Z, e (h) = 0. On en déduit que ||h|l2 = 0 et douc h = 0, c’est-
a-dire f = g. La fonction f est égal & la fonction x— 3 ¢, (f)e™".
PEAL
Réciproquement, toute fonction f de la forme z — 3 ¢, ou
pEAY
les ¢, sont des nombres complexes quelconques, vérifie que Kf = Af.
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On conclut donc que X est valeur propre de K et que le sous-espace
propre-correspondant est engendré par les fonctions z — e (p € Ay).
11 est donc de dimension finie.

5. Dans cette question, L est un opérateur compact quelconque de E.

a. Soit A une valeur propre non nulle de L et Ej Pespace propre cor-
respondant. L'espace vectoriel E est muni du produit scalaire défini par
(fg) = /sz Jg, dont est issue la norme || Jj2. Si Ex n'est pas de dimen-
sion finie, on pent trouver dans E, une suite (f,)nen de vecteurs formant
une famille orthonormale. Les vecteurs f,, sont unitaires, donc la suite
(fn)nex est bornée. On peut extraire de (L fr)nen une suite (Lfi(n))nen
convergente, Par définition, on a pour tout 7 € N, fum) = %L Jo(my- On
en déduit que la suite (f,,(n))nen est également convergente. Soit f sa li-
mite. Par continuité de la norme ou obtient | f[j2 = 1. Mais d'autre part,
on a pour tout (n,p) € N2, (fiu)- fiomy) = 0. Par continuité du produit
scalaire, on en déduit, en faisant tendre n et p vers 400, (f, f) = 0 et
done |[fj2 = 0. Nous aboutissons & la contradiction voulue. Tout espace
propre distinct du noyau est done de dimension finie.

Naturellement cette démonstration générale s'appliquait dans la
question précédente, mais dans ce cas particulier, il était possible de
déterminer les espaces propres.

Soit (An)nen une suite de valeurs propres deux a deux distinctes.
Montrons que 0 est valeur d’adhérence de la suite (An)nen. Pour tout n,
considérons un vecteur propre f, associé & la valeur propre \,. Posons
X, = Vect(fo. f1,---, fa). Les valeurs propres étant toutes distinctes,
(fo, f1,- -+, Ja) est une base de X,,. Soit (en)nen la suite obtenue en
appliquant & (fu)nen le procédé d'orthonormalisation de Schmidt. Si
n € N*, alors il existe a, € R et g, € Xy tels que e, = vy fn + gn. On
aalors Le,, = @y Ay fa+Lgn ; par construction Lg,, est dans X,_, et donc
Ley, — Apey est dans X,,_1. Soit maintenant n et m tels que 0 < m < n.
Onale, — Apen € X1, Lep, — Mpem € Xppet C Xl €t e € X1
On en déduit Ley, — Ane, —Ley, € X,i1. Ce vecteur est donc orthogonal
& g, ce qui donne A, = (Le, — Lep, €,) et done |Ay| < [|lLen — Lem|la.

La suite (en }nen étant bornée, on peut extraire de (Ley Jnen une suite
convergente (Len))nen. Pour 0 <m < n, ona

Pl € ILepm = Leponlo-
Lasuite (Lé () Jnzn étant de Cauchy, la suite () )nen converge vers 0,
qui est donc valeur d’adhérence de la suite (An)nen.

b. Supposons que (An)nen est une suite de valewrs propres deux a
deux distinctes qui ne converge pas vers 0. 11 existe donc £ > 0 et une
suite extraite (A\y(n)) telle que |A )| > & pour tout n. Mais alors 0 ne
peut pas étre valeur d’adhérence de cette suite (Ay(ny) ce qui est absurde
d’aprés la question précédente. <
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Le lecteur trouvera encore quelques belles applications de la théorie
des séries de Fourier (par ezemple Uétude de I'équation de la chaleur)
dans le troisiéme tome d’analyse.
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