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Introduction

Cet ouvrage est le premier tome d’analyse d'un recueil d’exercices de
ntathématiques destiné a la préparation des oraux des concours d’entrée
anx Ecoles normales supérieures et & 'Ecole polytechnique. Il comportera
six tomes, trois d’alggbre et trois d’analyse.

La vocation premidre des Ecoles normales est de former des cher-
cheurs ou des enseignants-chercheurs. Le concours d’entrée vise donc
i détecter les qualités scientifiques du candidat, son aptitude & la re-
cherche. A I'oral, on jugera avant tout la capacité de prendre des ini-
Lintives, d'utiliser une indication, de mener & bien une démarche. On ne
scra pas surpris que les exercices posés aient un contenu mathématique
riche, quils soient trés éloignés du simple exercice technique, d’appli-
cation du cours, quw’ils soient souvent difficiles. Ils visent la plupart du
temps & la démonstration d'un résultat mathématique significatif. Ils
pourraient apparaitre excessivement difficiles, si on perdait de vue le
déroulement concret de 'épreuve. L'oral des ENS est un long dialogue
(Pépreuve dure environ cinquante minutes, comme d’ailleurs a I’Ecole
polytechnique} entre le candidat et 'examinateur, qui tout au long de
I'épreuve fournit des indications, quand c’est nécessaire, pour relancer la
réflexion du candidat et tester ses réactions. Il est d’ailleurs impossible
de rendre pleinement compte dans un recueil d’exercices du caractére
oral de I'épreuve.

L'Ecole polytechnique, quant & elle, est plus généraliste. Les exercices
posés au concours sont de facture plus classique et, en régle générale,
Pexaminateur intervient moins, C’est au candidat de montrer sa maitrise
du programme dans la résolution d'un exercice dont la difficulté est
cependant trés variable. Certains sont proches des exercices 'ENS. Les
énoncés circulent d’ailleurs d’un concours a lautre, ou peuvent méme
étre repris d’exercices d’Olympiades.

Les énoncés qui figurent dans ce recueil ont été donnés entre 1995 et
2007. Ils sont extraits pour I'essentiel des listes publiées chaque année
par la RMS (Revue des mathématiques de lenseignement supérieur
aux éditions Vuibert jusquen 2003 et désormais Rewvue de la filiére
Mathématigues aux éditions e.net) domt mous remercions les auteurs
pour l'aide précieuse qu'ils apportent ainsi aux éléveg et aux professeurs
des classes préparatoires. 1l s'agit de versions communiquées par les
étudiants, reflétant la compréhension que ceux-ci ont eue de Iexercice
et le déroulement conjoncturel de leur oral, comme le montrent les
variations d'une année & 'autre powr un méme exercice. Nous n’avons
pas hésité 4 les modifier, pour rectifier des erreurs, compléter un énoncé
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quand manifesternent l'exercice s’est arrété avant que le résultat que
I'examinateur avait en vue ne soit atteint, ou ajouter des indications.

Nous avons choisi de laisser quelques énoncés « bruts », ceux pour
lesquels nous estimons qu’une démarche naturelle (qui peut étre longue
et ardue) permet de conduire & la solution. Pour d’autres exercices, nous
avons pris la liberté de rajouter des questions intermédiaires, qui auraient
pu étre celles posées par I'examinateur. Quitte &4 perdre en concision,
nous avons tenu & rédiger les solutions les plus pédagogiques possible,
essayant d’exposer clairement leg idées et démarches des raisonnements
sans pour autatit escamoter les détails ou caleuls qui peuvent paraftre
évidents. On évite autant que possible I'introduction d’une astuce ou
d’un objet ad hoc permettant d’atteindre rapidement la solution. S’il n'y
a pas moyen d’expliquer Iorigine de cette astuce, c’est que 'exercice est
peu intéressant et que I’étudiant en tirera peu de profit.

A Tlintérieur de chaque chapitre, les exercices ont été regroupés
thématiquement, et & 'intérieur de chaque théme, souvent par ordre de
difficulté croissante. Ainsi regroupés, ils apparaitront plus accessibles, car
plongés dans leur contexte mathématique, éclairés par d’autres exercices
voisins. Les introductions historiques qui ouvrent chaque chapitre, outre
leur intérét propre, visent au méme but. Enfin, nous avons agrémenté
les énoncés de quelques remarques préliminaires. Sans faire de rappels
de cours systématiques, nous avons énoncé, voire redémontré certains
résultats : lemmes classiques, intervenant dans la résolution d'un grand
nombre d’exercices, ou résultats au contraire & la lisiére du programme,
mais utiles, pour lesquels des éclaircissements étaient nécessaires. On
trouvera aussi des remarques de synthése ou des généralisations qui,
nous l’espérons, pourront amener le candidat curieux & approfondir ses
connaissances. Les quelques indications bibliographiques ont le méme
objectif. .

Le lecteur ne tirera profit de ce livre d’exercices que s’il cherche des
solutions personnelles avant d’en étudier leg corrigés. Une bonne connais-
sance du cours est indispensable. En effet, les théorémes du programme
fournissent bon nombre de schémas de démonstration. Rappelons augsi
quelques démarches générales qui peuvent faciliter Pappréhension des
exercices difficiles : ‘

> ne pas hésiter a faire des dessins pour visualiser les phénomeénes :
par exemple dans le domaine de la convexité, ou encore en représentant
graphiquement, I’évolution d™un systéme dynamique discret uny; =
F(ttn). |

b établir le résultat pour un sous-ensemble et Pétendre par un
argument de densité (par exemple pour passer de ¢ & R, de 'ensemble
des fonctions polynomiales aux fonctions continues...);

> ne pas hésiter dans la phase exploratoire 4 faire des approximations
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qui peuvent sembler grossiéres, en vue de déterminer une limite ou un
équivalent, & faire des interversions de sommations en vue de réaliser un
calcul formel, Dans un second temps, il s’agira bien siir de justifier les
conjectures.

Au-dela des étudiants en classe préparatoire, ces ouvrages intéresse-
ront aussi les candidats au CAPES et & "Agrégation, qui y trouveront
matiére & réviser les principales notions du programme, ainsi que des
exernples pour nourrir un développement pour leur oral.

Voyons maintenant plus précisément le contenu de ce tome 1 d’ana-
lyse. Les thémes développés sont les nombres réels et complexes, les
suites, les séries et enfin les fonctions d'une variable réelle (limites, conti-
nuité, dérivabilité, convexité...). Hormis le troisiéme chapitre (qui porte
sur les séries numériques), ces exercices s’adressent aussi aux éléves de
premiére année, La matiére des différents chapitres est assez classique,
sauf peut-&tre pour le premier qui fait appel & des techniques délicates
et des idées originales. Le second tome d’analyse portera sur les suites et
séries de fonctions, notamment les séries entiéres et les séries de Fourier.
Quant au troisiéme, il abordera la topologie, les équations différentielles
et les fonctions de plusieurs variables.

Nous remercions André Bellaiche, René Cori, Rached Mnelmné,
Bernard Randé et Gilles Godefroy, ainsi que nos éléves, pour leur
relecture approfondie de 'ouvrage et leurs nombreuses suggestions, tant
sur le fond que sur la forme,

Outre les notations habituelles, indiquons que E(a:) désigne la, partle
entiére du réel z.

Enfin, si vous souhaitez nous contacter pour nous faire part de vos re-
Imarques, vous pouvez envoyer un courriel & I'adresse fgn.cassini@free. fr.



Chapitre 1

Nombres réels et complexes
Topologie de R et C

St la définition rigoureuse du corps des réels est récente, la mani-
pulation de nombres réels remonte & la plus haute Aniiquité. Elle est
présente dans toute mesure de grandeur et apparait dés la mise en place
d’un systeéme de numdération capable de noter les valeurs approchées des
nombres réels (mathématigues babyloniennes). La mathématique grecque
s’est intéressée essentiellement aux nombres entiers; une fraction est
moins considérée comme un nombre que comme un rapport, une rela-
tion entre deux entiers. On lui dost cependant quelques résultais essen-
tiels pour les réels. La découverte de nombres irrationnels date de la fin
du V¢ siécle avant notre ére. On atiribue & ’école pythagoricienne la
démonstration de Dirrationalité de 2. Dans le livre V des Eléments
d’EBuclide, on trouve Uexposé dune théorie axiomatique des rapports de
grandeurs, attribude & Eudoxe. Y figurent, par exemple, des propositions
qui Equivalent & la distributivité de la multiplication par rapport 6 Uad-
dition ou & [associativité de la multiplication. Notons aussi Uénoncé
sutvant qui correspond essentiellement d ce gu’on appelle Uaxiome d’Ar-
chiméde : deux grandeurs ont enire elles un rapport st on peut frouver un
multiple de Uune supérieur ¢ Uautre. Avec le déclin de la mothématique
grecque, on retourne ¢ une conception naive des nombres réels. Chez Dio-
phante, par exemnple, un nombre est inconnue d’un probléme algébrique.
Dans les siécles suivants, les progrés epparoitront surtout au niveou du
caleul. A la fin du xvi¢ siecle, Stevin contribue & la généralisation de
lusage des fractions décimales. Napier propose, en 1617, d'utiliser le
point ou la virgule pour séparer la partie entiére de la partie décimale. Il
choisit finalement le point, qui devient d’usage commun en Angleterre.
La réflexion sur les réels va évoluer avec le développement de lana-
lyse au x1X° : difficultés lides aux problémes de limites ; progrés dans la
connatssance des frrationnels et des nombres transcendants... Entre 1860
et 1880, Weierstrass, Dedekind, Méray et Cantor proposent des construc-
tions de R. Celle de Dedekind par les «coupuresr de Q met au premier
plan UVaziome de la borne supérieure, alors que celle de Méray et de
Cantor qui fait intervenir des classes d'équivalence de suites de Cauchy
fournit directement le caractére complet de R. Cest & partir de ses re-
cherches sur les réels gue Cantor s’intéresse aux problémes d’équipotence.
Dans ce eadre, il énonce presque incidemment les principour résulfats
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élémentaires sur la topologie de la droite, la structure des ensembles ou-
verts et fermés... Borel et Baire prolongent I’étude des sous-ensembles de
R : le premier définit les ensembles de mesure nulle et les ensembles ap-
pelés de nos jours boréliens, et montre qu’on peut définir sur ces derniers
une mesure gui prolonge la longueur des intervalles; le second définit les
ensembles de premiére catégorie (on dit aussi maigres), ¢’est-d-dire les
ensembles qu’on peut recouvrir par une famille dénombrable de fermés
d’intérieur vide ef montre quun tel ensemble est d’intérieur vide {c’est
le théoréme de Baire que le lecteur trouvera en exercice dans le troisiéme
tome d’analyse). Un espace topologique ot cetfe propriété est vraie est
aufourd’hui appelé un espace de Baire.

Nous terminerons cette introduction par gquelques mots sur [’histoire
des nombres complezes. AuXV1® siécle, Cardan et Tartaglia donnent une
solution de U'équation du troisieme degré 2° + pz + ¢ = 0 sous la forme

g2 3 2 3
B U0 SUTDY & ROEY AL DS Y b S
z‘d 2+V4+27+J 2 Va7

Bombelli (1526-1573) a alors Uidée d'utiliser cette formule dans le cas
ot 4p% + 27¢% < 0. Il étudie notamment Uezemple de 2° — 152 —4 = 0
et obtient

r= {2 VoA 4+ {2 -V =24 VT 42—V =4

aprés quelques manipulations algébrigues sur des expressions de la forme
a + bv/—1 gque le lecteur pourra prendre plaisir & retrowver. Or, il est
aisé de vérifier que 4 est bien solution de Uéguation. Ainsi, la formule
de Cardan permet de trowver des racines réelles par Uintermédiaire
d’opérations effectuées sur des nombres impossibles, ou «imaginairess
(terme introduit par Descartes en 1637). Ces constalations empiriques
ont conduit & un usage de plus en plus fréquent des nombres imaginaires
et ce dés le début du xXv11°® siécle. Le symbole i utilisé de nos jours
est introduit par Euler (1707-1783) en 1777 Il introduit également
UVexponentielle complexe et les fonctions trigonométriques usuelles. (Vest
Moivre (1667-1754) qui met en évidence le lien entre les racines n-iémes
d’un nombre compleze et le partage d'un arc de cercle en n parties
égales. Cependant il fout encore aftendre guelgues anndes avant que
ne se développe véritablement l'usage de la représentotion géométrique
des nombres complezes. Gauss (1777-1855) avait sans doute cette vision
géométrique de C mais il ne publia rien sur ce point avant 1831. Ce sont
deux mathématiciens amateurs qui les premiers publiérent des mémoires
sur ce sujet. Le premier est dii au danois Caspar Wessel (1797), mais
il tomba rapidement dans Uoubli et ne fut redécouvert qu'un sidcle plus
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tudl. Le second date de 1806 et est dil au mathématicien suisse Argand.
Nes travaus faillirent aussi passer inapercus (Uarticle ne fut diffusé qu’en
1815} et furent accueillis trés froidement par les grands de Uépoque.
e nlest qu’d partir de 1831, avec Gauss, et surtouf en 1847 avec
Cauchy, que ses idées furent adoptées, ouvrant la porte & de multiples
diveloppermnents.

Les trois premiers exercices sont tssus d'un méme oral et concernent
le: développement décimal d’un nombre réel. Dans le cursus scolaire, ¢’est
trés vite qu'on apprend 4 se représenter un réel par son développement
ddcimal, par exernple m = 3,14159265... Cet objet n’est toutefois pas aussi
simple qu’il y parait, puisgque la notetion 0,a1a2as... représente en réalité
une somme de série. De plus, on dit rarement dans le secondaire que
e développement n'est pas nécessairement unique : un nombre décimal
(non nul) en a deur. Par exemple : 9/25 = 0,36 = 0,3599999... Le
premier sera qualifié de propre et le second d’tmpropre. L'énoncé suivant,
qui démontre Uemistence el 'unicilé du développernent propre, est une
question de cours.

1.1. Développement décimal propre d’un réel

Démontrer que tout réel = de [0,1] s’écrit de maniére unique
oo
r= 3 %‘; ol {n }n>1 est une suite de [0, 9] non stationnaire & 9
=1
(c’est-a-dire que pour tout N 2 1, il existe n = N tel que a, # 9).
(Ecole polytechnique)

> Solution.

Le résultat, énoncé ici en base 10, est en fait valable pour toute base
b = 2. Nous traiterons donc le cas général. Nous noterons 7 l'ensemble
des suites (an)nz1 de [0,b — 1] non stationnaires & b — 1. Soit z un réel
de Yintervalle [0, 1] {on se limite & ces réels, car tout réel est somme d'un
entier, sa partie entitre, et d'un réel de [0, 1]).

o Analyse. Soit (65)n»1 dans 7 répondant au probléme,

o0 )
n a1 ag Oy
p=l =yttt
n=1

On sait bien, en base 10, comment récupérer le premier chiffre aprés la
virgule a; : il suffit de multiplier par 10, ce qui a pour effet de décaler
la virgule d'un cran vers la droite, puis de prendre la partie entiére,
Effectivement, en multipliant Pégalité ci-dessus par 6 il vient,



<] CHAPITRE 1. NOMBRES REELS ET COMPLEXES. TOPOLOCIE DE R BT C

+o0 a +00 Qi1
. — no_ L+ i
b =ay + E e =a), + E o
n=2 n=1

La somme qui apparait est un réel de [0, 1], puisque

+00 + 00
Qi1 b—-l_b—]. 1 "
OSZ h <Z hn - b 1 =1
n=1 n=1 1—5

la seconde inégalité étant stricte puisque il existe au moins un entier
n > 1 tel que a, < b — 1. On a donc nécessairement a; = E(bz). On

+ o0
1] A .
a alors bz —a; = i+l de sorte que par le méme raisonunement,
1 b P
n=1

az = E(bz — ). Plus généralement, si les a; sont connus jusqu’au rang
p—1lavecp 22 ona

{p
bn—n ¥

+ 00

Por=a b +adP 24+ ap_1b+a, + Z
n=pt+1

soit

> = an+

=bWx—a ! — a7~ api b — Z —bn—p-
=1
=
€[0,1]

o= B (2t —arb"™! —ab" ™~y 1b) | Sielle

existe, la suite {a,) est donc déterminée de maniére unigue.

¢ Synthése. Le point précédent nous a fourni algorithine qui permet
de définir Jes entiers a, par récurrence. Il n'y a plus qu’a vérifier que cette
suite convient. On considére donc la suite (ap ),y définie par a; = E{xb)
et a, = E (zb” — a1b"~! —apb”? — ... — qp—1b) pour tout p = 2.
Nous allons démontrer successivement que :

Par conséquent

(7)) =73 ot
L

(#2) pourtout pz=1.0<a, <b—1;

(¢7} la suite (a,) n'est pas stationnaire 4 b — 1.

(1) Pour p 2 2, on a par définition de la partie entiére,
apg;cbp—albp_l —asz*("—----a.p,]b<ap+1

ce qui dotite en divisant par b7,

Zb—l a,,,+1’ ou encore Oéz—z-—<gﬁ{*).
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' . 1 L ‘
Comme lim — =0, on en déduit que x = =.
p—toc bP

(ii) Comme = € [0,1], zb € [0,b] et 0 € a1 € b— 1. Soit p = 2.
[Vapreés (x) écrite pour p— 1 au lieu de p, on a

p—1 a 1 p—
T ]
0z — E_lb_"“<b”ﬁ4 et Oéfrbp—i_anbp

apres multiplication par b7, Comme I'entier @, est la partie entiére de
rp—1
ol — 3 g P onabien0<Lap, €0~ 1
n=1
(¢i7) Supposons, par I'absurde, qu'il existe N = 3 tel que pour tout
=N, e, =b-1. On a alors

+o0 N-1 +oo N-1
a a, bh—1 @y, 1 -1
=Y m = mt 2 T :Zb—;Jfb—Nl_—l/b
n=1 n=1 n=N n=1
_ = a, 1
a n=1 b_n bN_l
N-1 a 1
Ainsiz~ ¥ b_: e qui contredit I'inégalité (*) pour p = N—1.

Conclusion. Pour tout z € [0, 1], 1! existe une unique suite {Gy)n3
de T telle que

pa
z=3 S
n=1

On écrit alors x = 0,a1049...0,... et on parle du développement propre
de x en base b. Pour b = 10 on parle du développement décimal, pour
b = 2 du développernent dyadique et pour b = 3 du développement
triadique. Pour un réel positif quelconque, on rajoute sa partie entiére
décomposée en base b & gouche de la virgule. Fnfin pour un réel négatif,
on met yn signe moins devant le développernent de sa valeur absolue.

Il est naturel de se demander ce qui se passe si on autorise les suites
stationnaires 4 9, ou & b — 1 dans le cas général. Un calcul aisé montre
que 0,01az...a,9999... avec ap < 9 est en fait égal ¢ 0,a4...0p 10, avec

P
ap = ap + 1 (pour 0,9999... on obtient 1). C'est un nombre décimal,

i.e. un rationnel de la forme Tg-k,. a € Z. Un nombre décimal (non
nul) admet done eractement deur développements : son développement
vropre, qui est fini, et un unique développement stationnaire ¢ 9. qualific
r!!;impmpre. Dans le cas d’une base b quelcongue les rationnels de la forme
F’ qui admettent deux développements. sont parfois appelés rationnels

b-adigues.



10 CHAPITRE 1. NOMBRES REELS ET COMPLEXES. TOPOLOGIE DE R ET C

L'exercice suiwant est extrait du méme oral que le précédent. Un
nombre rationnel x est détermingé par un nombre fini d’informations,
puisque st on D'éerit sous la forme afb. les entiers a et b sont par exemple
déterminés par leurs chiffres en base 10 qui sont en nombre fini. Le
développement décimal de x va également éire déterminé par un nombre
find de données : il est périodique.

1.2. Caractérisation des rationnels

Soit x € [0,1]. Montrer que z est rationnel si, et seulement si,
le développement décimal propre de z est périodique & partir d'un
certain rang.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Nous allons encore démontrer le résultat en base b = 2 quelconque.
Nous noterons 7 l'ensemble des suites (an)a31 de [0,b — 1] non station-
naires 8 b — 1. Nous savons qu’il existe une unique suite (a,}nsy de T

+00
telle que x = Z %ﬁ = 0,21a203..
=1

» Supposons tout d’abord le développement périodique & partir d'un
certain rang : il existe N = 1 et d = 1 tels que pour tout n > N,
Cppd = Gn. On peut écrire

:ﬁ=O,alaz...aNaN+1...aN+daN+1...aN+E...

période
On va simplement calculer la somme de la série définissant z en re-
groupant les termes par paquets. On convient ici que ZNy18N12---GN-d
désigne l'entier any g + anpa—16 + - + G,N_,_lbd*l (c'est simplement
I’écriture en base b de cet entier). On a alors

AN L1ON42 - - - ONtd
+ Z bN+kd '

+o0
La somme de la série géométrique Z b_’lfg vaut ﬁ et on obtient donc

a1 ... 0N 1 ON4+18N42-- . ON4d
pN BN{(pe — 1)

xr =

qui est bien rationnel. Par exemple, en hase b = 10, le rationnel dont le

456 123
développement est 0,456123123123... est 0t 1999
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¢ Inversement, supposons que x est rationnel et non nul {pour
s+ 0 le résultat est clair). Ferivons 2 = 2 avec p et g dans N*

(remiers entre eux. On va sitnplement appliquer I'algorithme donné dans
I'exoreice précédent, qui n'est rien d’autre que l'algorithme de division
qne 'on apprend dans les petites classes : tout le monde sait trouver
li+ développement décimal de g. On multiplie 9 par 10 et on prend la

parlie entiére qui vaut 6, C’est la premidre décimale apres la, virgule. On
C

n alors 1— -6 = % . On remultiplie par 10 et on obtient Ja deuxieme
clécitnale. Clest un 4. On continue ainsi et forcément, les numérateurs
tdos tractions obtenues étant compris entre 1 et 13 on finit par tomber
sur une fraction déja obtenue. La suite devient périodique & partir de ce

moment. Pour l'exemple de —1% on obtient

D 0,6428571 428571...
14 S o’
période

lansg le cas général, c’est pareil. La premigre décimale a; est la partie
. b N . c ‘14
entiere de =2, ¢'est-a-dire Je quotient dans la division euclidienne de bp
q
. roo.
par g. Pour la seconde décimale on recommence alors avec — oil r est

[ reste de la division euclidienne de bp par g. Les restes modglo ¢ étant
compris entre 0 et g — 1 1a suite devient périodique & partir d’un certain
rang, <l

Le résultat de cet exercice fut établi par Wallis en 1693. Un probléme
intéressant est de déterminer la période. Nous invitons le lecteur
préciser les faits sutvants. Dans le cas d’un rationnel b-adique (d'un
déeimal en base 10) le développernent we étre fini : dans lalgorithme
ci-dessus on va obtenir un reste nul et & partir de ce moment toutes
les décimales seront nulles. En fait dans ce cas, le développement est
immédiatement donné par lécriture en base b du numérateur. Par
1r-4 _ 68 ) g8
2 102 102 T
Supposons maintenant que le dénominateuwr q de x est premier avec la
hase b. On va chercher le plus petit multiple de g de la forme b —1, c’est-
d-dire le plus petit exposant d telle que b® = 1 [g]. Une telle puissance
eriste car la classe de b est inversible dans Uanneaw Z/qZ. L’entier d
recherché est ['ordre de cetie closse dans le groupe des inversibles de
7./qZ.. Par exemple si b= 10 et ¢ = 7, on voit que 3 est d’ordre 6 dans
(ZJTL)* (c'est un générateur). La période des fractions ?_—{), 1<p<6

vit égale & 6. Par exemple,

cremple, pour pour ¥ = 1—; eth=10, on éeritx =

1 142857 142857 142857
7T 7149857 999999 106 —1

= 0,142857142857142857...
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Dans ce cas le développement du rationnel P st périodique dés le début.
Supposons maintenant que le pged de q et b n'est pas égal 4 1. On

peut écrire T sous la forme avee pged{b, g') = 1 et b ne divisant

v

pNg’

par p' ” On fm}:j,‘ la division euclidienne de p' par ¢' pour se ramener 4

T= ot Wy et on est ramené au cas précédent. Par eremple, si
39 . o

T= 05 avee toujours b = 10, on écrit

39 39 3925 975 139 2

280 P57 1097 1057  10° T108.7

Le décimal % donne les trois premiers chiffres aprés la virgule et le

développement devient périodigue & partir du rang 4 -

139 285714
_ O 0,139285714285714. .
T iEtiE oy - o

Lénoncé suivant propose une premiére applicution des développe-
ments décimaur. On y utilise le procédé diagonel de Cantor pour
démontrer que R n'est pas dénombrable.

1.3. Non-dénombrabilité de R

Soit f: N* — [0,1]. Pour chaque k& > 1, on appelle u; la k-ibme
décimale dans le développement décimal propre de f(k) et on pose
v = Usiug =1 et vy =1 sinon. Montrer que y = Q,v1v2...05... n'a
pas d’'antécédent par f. Conclusion?

(Ecole polytechnique)

> Solution.
Ecrivons 'on sous I'autre les développements des réels f(n), pour
n=1:

_f(l} = U, Ul
f(2) =0 e o
f(3) - 0: & & U3z
fiky =4, « .-« ... o Uy
Le réel y = 0,01v2...0p... est bien défini par son développement

décimal propre car pour tout k, v # 9 (voir Uexercice 1.1). Par unicité
du développement décimal propre on a y # f(k) pour tout entier k
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phingue la k-iéme décimale de y est v et que vy # ug. Done y n’a pas
dnntécédent par f. Ainsi il n’existe aucune surjection de N sur [0, 1] et,
it fortiori, sur R, On conelut que R n’est pas dénombrable. <

{1 théoréme général de Cantor assure qu’un ensemble E quelconque
west jornais équipotent & P(E). En effet, supposons qu’il existe une
wjection f i1 E - P(E) et considérons la partic A= {z € B,z ¢ f(z)}.
Noit o Uantécédent de A par f. Pour tout x de B, on a x € A si
of seulement st x & f(z), aufrement dift © € fla}) si el seulement si
sy ['( 1. Or cela donne une contradiction si on prend x = a, Cest sur
v e type de raisonnement qu’est basé le paradore de Russell : dans
L cadre axiomatique de la théorie des ensembles, supposer Uexistence
e ensemble de tous les ensembles conduit ¢ une contradiction. En
particulier, Uensemble P(N} n'est pas dénombrable {on peut démonirer
i i est en foit équipotent 4R ). Lexercice suivant demande de construire
wne injection particuliére de R dans P{NY}. Il peut étre résolu 4 laide des
developpements décimaug.

1.4. Injection de R dans P(N)

Construire une injection ¥ : R — P(N) telle que, pour tout
a, ¢ (x) est infini, et pour tout couple (z,y) € R? tel que = # y,
h{a) Map{y) est fini.

(Ecole normale supérieure)

i - Solution.

Observons pour commencer qu’une application ¢ : R — P(N) telle
que p(x) est infini pour tout x et @(x) N ¥(y) fini pour x # y est
ndoossairement injective.

Pour définir ¢ on va utiliser les développements décimaux, 1'idée
¢lant d’associer & un réel x, la suite des entiers qu'on lit aprés la
virgule. Par exemple, & m = 3,1415926... on a envie d’associer 'ensemble
I1,14,141,1415,14159, ...}. Lvidemment, deux réels qui ont la méme
partie fractionnaire donneront le méme ensemble, On va done se limiter &
I"intervalle ]0, 1], ce qui ne pose pas de probléme puisqu'il est équipotent
A I (il est facile de donner une bijection explicite entre |0, 1] et R).

A tout réel z de 'intervalle ]0,1] on associe donc le sous-ensemble
¢(x)y = {E{10"z), n 2 1}. Comme la suite (E(10"z}}p»; tend vers
Iinfini, ¢{z} est une partie infinie de N. Il ¥ a toutefois un probiéme car
I seconde condition n'est pas vérifiée. En effet, si x = 0,0a402... €]0,1]
I réel 110 = 0,00e14y...5 la méme image par ¥ que xr. Une manijére
simple d’éviter ce probieme est de se limiter & I’intervalle [1/10,1] (qui
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est toujours équipotent & R}, car tous les réels de cet intervalle ont leur
premier chiffre aprés la virgule non mul. La restriction de I'application
i & cet intervalle va alors vérifier la seconde condition par unicité du
développement décimal propre (cf. exercice 1.1). En effet, si z € [1/10,1],
pour tout n > 1, I5(10%7} est 'unique entier de ¢ (z) qui s’écrit avec n
chiffres (en base 10}. Soit « et y deux réels de [1/10, 1] tels que ¢(z)M)(y)
soit infini. On peut donc trouver ¢ : N — N* strictement croissante telle
que E(109M™ 3} = E(109M™y) pour tout n. On en déduit que

- BQ0eMmg)y - E(10¥0)y)
z= M e T WP e
L’application ¥: ainsi construite répond donc au probléme posé. <
On peut observer que si ¢(x) N Y(y) est infind, on o nécessairement
¥(z) = ¥(y). Bn effet, st E(10"z) = E(10™y} pour une valeur de n on a
aussi E(107x) = E(10Py)} pour tout p < n puisque E(10Fx) est obtenu en
gerdant les p chiffres les plus & gouche de E(107%).

Dans lexercice suivant nous proposons plusieurs solutions dont l'une
utilise les développements dyadigques.

1.5, Calcul d*une somme

1
Soit 7 > 0 un réel. Calculer E E ( gl 1 g

), ou E désigne la
n=0

partie entiére,

(Ecole normale supérieure)

&> Solution.
e Premiére solution. Notons que la somime est en réalité finie, puisque
iea . . 1
la quantité dont onh prend la partie entiere tend vers 3 lorsque n tend

vers l'infini. Toutes ces puissances de 2 invitent assez naturellement a
considérer le développement dyadique (propre} de =,

—1
T =0p2 +ap 2P+ a2 +ag+z m,

ot les ¢; sont dans {0,1}. Le réel x est alors dans l'intervalle |0, 2P+1[.

Ainsipourk 2z p+1,0na0 < += <1etd0ncE(%+1 +%)=0.

2k+1
Prenons k € {0,p). On a
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400

v _ g g—1 [ a_;
p—k— 4 .. = S T [
&2 Food et o T oy Z ST
€N g = ,
<i/2

{In. premiére partie n’apparait pas lorsque k = p). La partie entiere de
: 1 . ;

;,‘,‘:‘ | b5 vaut donc ap2P~F% Lo L ogp o siar = 0 et elle est égale a

a2 Rl gy fagy + 1sioag = 1. Dans les deux cas elle vaut

aPQP’k’l o Gy Qg
(pouy k = p, cela se réduit & ap). Il en résulte que la somme vecherchée

vaatd,

p-1

. 7] k-1

Z(apzp*k”l +ak+1}+2ak = Z (ZZ) +Zak

k=0 k=0 k=1 k=0
“Z

akzk

+20 T 1
On a donc pour tout r > 0, Z:DE (W + 5) =E{z)|
n=
e Seconde solution. Elle est plus rapide et n'utilise pas les dévelop-
peents dyadiques, mais elle suppose la connaissance du résultat. Si
o note f(z) la somme & calculer, on observe que f(2x) = f(z) +

I\ (:c + %) Le lecteur vérifiera aisément que pour tout réel x, on a

Ii(x) + E (:c + %) = E(2z). Il en résulte que si f(z) = E(z) pour un
x> 0, alors f(2z) = E(2z). Par suite, il suffit de vérifier que f(z) =0
pour z € 10, 11, ce qui est iimmédiat.

o Troisiéme solution. Elle nous a été transmise par un lecteur et est

. . 1
«le nature combinatoire. Montrons que E( + —) correspoud au

X
2541 2
nombre d’entiers m compris entre 1 et z de la forme m = 2%(2m’ — 1)
(¢’ost-A-dire dont la valuation en 2 est égale & k). En effet, on a

1g2bem’ 1) o= 1428 <2t/ o4 2F

1425 , T 1
ST ST Sty
2r+ 2
\ 14 2% s
Comime 0 < T < 1, on en déduit que

@ 1
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Comme m’ —- 2%(2m’ — 1} est injective, on a le résultat annoncé.

Or, pour tout m & N tel que 1 € m < z, il existe un unique couple
(k,m'} tel que m = 2%(2m' — 1), En faijsant une partition de 'ensemble
des entiers m compris entre 1 et x selon la valeur de k, on obtient

-+ 0oC
x 1
ZE(t+—) = E(z)
kil )
o \2FH 2
puisque E{r) est le nombre d'entiers entre 1 et x. <
Voici maintenant une qutre maniére, due & Engel, de représenter les

réels par une suite d’entiers. La caractérisation des rationnels dans cette
représentation est particuliérement simple.

1.6. Développement en série de Engel

Soit & € ]0,1]. B
1. Montrer qu’il existe une unique suite croissante d'entiers
oo
. 1 .
(Un)npo telle que wp = 2 et & = Y, ——— . 1l s'agit du
n=0 HOUL...Un

développemment en série de Engel du réel x.
2. Montrer que x est rationnel si et seulement si la suite {u,)nzo
est stationnaire,
(Eco]e normale supérieure, Ecole polytechnique)

> Solution.
1. Notons S I’ensemble des suites croissantes (%, )n>c de N\ {0, 1}
. ; 1 C
Soit ¥ = (Up)nzo € S. On a P < AT La série géométrique

L, . ] o
2 5. ¢tant convergente, le théoréme de comparaison des séries & teymes
positits garantit Pexistence de

+oc 1
o= 8
hep Yoy .. Uk
+x
La somme est évidetument strictement pOS!T»I\fe et majoree par Pgn W

= 1. L'exercice demande de prouver que " : 8 — ]0, 1] est une application
bijective, On se donne z € )0, 1] et on va prouver que = admet un unique
antécédent par .

Supposons que u € S vérifie ¥(u) = z. En multipliant cette égalité
par ug, an obtient
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+oo 1
JL"U,Q=1+Z 1+Z
k=lul"'

Ur, p “oln .

l'incpalité provenant de ce que la suite (w,) est croissante. Il en résulte
1 .
due 8 < zwp — 1 € ¢ et done que ug = E( ) + 1. Si on pose

+o0 1
w123 L
k1 (7 S ¥ )
o n oy = P((8eg1)nze). Le méme raisonnement appliqué & z; donne

i, B ( )—e—l Une récurrence immédiate, montre que la suite (un)nzo
xr
et nieessairement déterminée par xp = x et pour tout n,

uﬂ:E(i

) +1, et Tne] = Upzn — 1.
T

{'vla. montre que x admet au plus un antécédent par .

Inversement, montrons que les relations de récurrence ci-dessus
detinissent bien deux suites (Tn)nzo €t (#,)nzo0. Pronvons pour cela que
+,, ne sannule pas en vérifiant par récurrence sur n, que z, € |0,1]
ponr tout n. Cest vral au rang 0 par hypothése. Si z, > 0, on a,

e . . 1
(mr définition de la partie entitre, — < u, € — + 1, et donc
Tn In
0 Tppl = UaZ, — 1 <z, < 1. Dot le résultat. On voit de plus
. . 1 .
e la suite (xn) est décroissante et comnme w, — E(—) + 1, 1a suite
oy

T
(10, est croissante. De plus ug = 2 donc (#n)nzo est bien un élément
de 8, 1 ne reste plus qu'a \'ériﬁer que ¥{u) = .. On a r; = woxp — 1,

vl cncore © = xp = — + — . La relation zp = uiz; — 1 permet de
Ho ua
1 1 1 X2
retplacer 7, par — + —2. On obtient # = — ——- On
u o Upt ot

1
continue en remplacant zz. Une récurrence facile montre que pour tout
o=

y

1 1 1 L1
r=x9g=—+ 4+ + .
Uy Upls UpUL ... Up  UQUY ... Ux
i suite (un) étant croissante, on peut minorer ses termes par 2 et
tajorer Tn41 par 1. Il en résulte que le reste ntl est dominé
' L Uty ... Un
pir —— et tend donc vers 0. Ainsi
2n+l "
+00 1
Plu) = Z _ =
f=p YolUl.. Uk

I application # est donc une bijection de S sur ]0,1].
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2. Supposons pour commencer le développement en série de Engel
de = stationnaire & partir du rang N. On a alors

1 1 1 =<1
B —— e —— (3

o Ugly gy o UN-1 =0 Uy

1 1 1 u

W

N _cq.

Uy Upll UGty .. UN-—-7 UN — 1
Réciproquement,, supposons que & est rationnel. On pose & = P , avec
q

. . 1
p < q, deux entiers naturels premiers entre eux. On a - = 9 Effectuons

la division euclidienne de g par p: g = ap+ravec0 < r < p. On a
P

alors ug = o + 1. Il en résulte que x; = (o + 1)5 —1= . Répétant

cette opération, on en déduit que pour tout n, r, s'écrit sous la forme

kn

x, = — ol (k,) est une suite décroissante d’entiers naturels non nuls.

Cette sutte est forcément stationnaire et la snite (u,) anssi. <
oo
1
Comme e —2 = —_—
kgo {n+ 27

e—2 est donné par lu suite u, = n+2. On retrouve le fait que e ¢ Q (voir
Vexercice 1.8 pour une autre preuve de ce foit). Lalgorithme permettant
d’obtenir la suite ¢~ (z) est connu sous le nom d’'algorithme de Briggs
(1561-1630).

le développement en série de Fngel de

1.7. Représentation des réels > 0 comme sommes de séries

o |

Soit (1, npo une suite strictement décroissante de réels stric-
+00

tement positifs. On pose S = Y u,; S est donc un élément de
n=0

10, 4],
1. Déterininer une condition nécessaire et suffisante sur (1, nzo
pour que tout réel de ]0,8[ puisse s'écrire d’au moins une maniére
+oo
sous la forme Y Uy(n), ¥ €tant une extraction, cest-d-dire une
n=0
application strictement croissante de N dans N.
2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur {un)nz0
pour qu’il ¥ ait, quel que soit le réel de 0, S. existence et unicité de
Pécriture précédente.

(Ecole normale supérieure)




¢, {tSPRESENTATION DES REELS > 0 COMME SOMMES DE SERIES 19

| Solution.
. Cherchons des conditions nécessaires. La suite (u, }n»0 déeroit et
mil minorée par (; elle converge done vers un réel £ 2 0. Si £ n’est pas mul,
niwennee suite extraite de {u,) ne converge vers 0 et pour toute extraction
| oxe
3 thyny = +00. Aucun élément de ]0,3[ n’a Décriture voulue. On
w0

il done avoir hm tn = 0.
Tt 4O

oS
Ponr tout n € N, u,, appartient & |0, 8. 8l s'écrit un = Y, Up(r)s
k=0

nlors p(N) C [n + 1, 400[, car pour tout k < n, on a ug > ty. Onen
400
deduit que w, €Y ug.
k=n+1
(1 obtient done les deux conditions suivantes :

(/) Bm wu, =0,

n-s 400
+ o0
(#i) pour tout n de N, u, < 3. uy.
k=n+t+1

Montrons que ces deux conditions sont suffisantes. Soit o dans |0, S[.
(M1 va construire une extraction ¢ telle que pour tout entier naturel n,

ASJ th k) < o en chojsissant & chaque fois le plus grand terme possible.
]
e Ou prend pouwr (0} le plus petit des entiers j tels que u; < a. Un

icl entier existe car lim w, = 0.

n-+4oo

T
o Si w(0),p(1),...,p(n} sont déterminés et vérifient > wu,y < o,
k=0
an définit (p(n + 1) comme le plus petit des entiers 7 tels que j > @(n)
n+1
el < 0 — Z Uy(ky. On a alors Z Ug(k) < Q-

+ox
La série de terme général u,zy converge et > Upky < o Montrons
k=0

+0

(e 3" wyky = o Remarquons que, par définition, si w(n+1) > p(n}+1,
k=0

alors

Up(nyl)-1 Z Q—Z%(w > - Z Ue(k)

n
{ 'otte inégalité fournit un controle de I'écart entre o et Y Uy, (x). On va
k=0
ciscuter selon qu'elle est réalisée pour une infinité d’indices n ou non.
Posons pour cela I = {n € N.p(n + 1) > @¢(n) +1}.
¢ Si T est infini, il existe une extraction ¢ telle que pour tout entier n,
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(n) € I. On a alors, pour tout entier n, 0 < Z Up(k) S Upp(yh(n) 1)1
La suite (Uy(yp(n)p1)—1)nzo, SOUs-sUite de la sulte (tn)nx0 cONverge
+o00
comme elle vers 0. On en déduit que Y uup) = .
k=0

® Si I est fini, notons np son plus grand element (si I =, on pose
o= —1). Puisque p(n + 1) =p(n) +1lsinzng+1,0ona

400 oo
DL o= D, Uk
k=ng+1 k=p{no+1)
+o0
Or d’aprés la condition (i), 3 up 2 Ugmey1)—1 (Bi [ =P on a
k=p(rg+1)
©(0) > 0, car sinon o = S). Puisque ny appartient & I on a, d’autre
o
part, Uying+1)—1 & & — 3 Upky. On déduit de ces deux inégalités que
k=0
+o0
Zu z a et doncque Y uypy = a.
k=0

2 Montrons qu'il ¥ a, pour tout o € ]0, S|, existence et umclte de

Iécriture si et seulement si pour tout entier naturel n, u, = Z Uk
k=n+1

(ce qui impose en particulier que S est fini et que u,, tend vers 0).

+ Montrons que c'est nécessaire. IYVaprés la premiére question les
conditions (i) et (ii) doivent dtre vérifies pour avoir ['existence. Suppo-

+oo
sons qu'il existe un entier ng pour lequel uy,, < Y.  wu et considérons
k=ng+1
+o0
a € ]unu, 3w [ Notons que la suite (%k)imn,,1 est strictement
E=ng41

décroissante et vérifie aussi les conditions (i) et (). Il existe donc une

+00
extraction ¢ telle que @(N) C [no + 1, +oof et @ = 3 uyn (puisque
k=0

400 +o0
a € ]O, > oug [) Mais on a également @ — u,, € ]0, > uk[ et
k=ng-1 k=ng+1
il existe une extraction Tx-’) telle que (N) C [rg + 1, 400 et @ — up, =
o0
Z Uy(k). L'égalité oo = Z Ug(k) = Ung + 2, Uy(k) montre que Pécriture
k=0 k=0
de o N'est pas unique.
» Montrons que cette condition est suffisante. Si cette condition est
réalisée, alors la série de terme général u, converge et pour tout entier
+o0 00
N, Un = 9. Uk =Uppy + 9. Uk = 2Up,. La suite (un)nzo est une
k=n-+1 k=n4+2
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o . 1 . Uy
nnle géométrique de raison - . Pour tout entier n, u, = — et 5 = 2up.
Iinnicité demandée se raméne & Yunicité de la représentation d’un réel

il

i), 1] sous la forme Z k , avec pour tout k de N* g =0 oulet
k=

|k, g = 1} infini. Il s’agit de I'unicité de la décomposntlon de tout réel de
1), 1] o1 base 2, en prenant, si « est de la forme F (k€ N*, 0 < n<2b),
[+ diviloppement impropre. <

Les evercices suivant concernent des questions de rationalité. Le
lectenr trouvere dans Uexercice 5.48 du tome 1 d'algébre une preuve de
le transcendance de e c’est-d-dire du fait que lo suite (€™ )nxo est Q-libre.
Iei, on montre élémentairement que la sutte (1, e,ez) est Q-libre, i.e. que
v n'est racine d’aucune équation du second degré ¢ coefficients entiers.

1.8. Sur le nombre e

1. Montrer que e est irrationnel.
2. Montrer que la famille (1, ¢, e?) est Q-libre.
(Ecole normale supérieure)

I - Solution.
s |
1. Rappelons que e est défini par e = 3 = o . On procéde par
=0
I'yhsurde en supposant que e = g avec p,g = 1 et pged(p, ¢} =
Oy a alors
q +00
¢! gt
dp=ggle=> T 1q 3 L.
— k! riqi1 K
N— it
Zq

[m premiére somme est un entier naturel de méme que glp. On va voir
e g4 est un réel de |0, 1] ce qui fournira la contradiction souhaitée. On
nig >0et

q 1
Eq < =
¢ qz q+1)h g+1q_ 1

g+1

=1

2. Montrons que la famille (1,e, e?) est libre. Supposons qu'il y ait
nue relation de liaison ae + Be? + v = 0 avec a, 8 et v rationnels non
tons nuls. En divisant par e et en multipliant cette relation par un entier
cortvenable, on peut done trouver trois entiers relatifs e, b, ¢ non tous
nnls, tels que ae - be™' = ¢. On peut méme supposer que ¢ et b sont non
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nuls puisque e est irrationnel et, quitte & multiplier par ~1, que o € N*,
On va approcher ¢ et e~! par les sommes partielles des séries qui les
définissent. Cela se fait directement en utilisant la formule de Taylor-
Lagrange en 0 pour la fonction f(x) = ae® + be™*. Pour tout n = 1, il
existe o, € ]0,1] tel que

_ LN (EDF ) aetm o (1) e
—oe+be”l = f(1) = o ‘
¢ = oe + be f(1) "“Z %! +ka:0 ] (n+1)!

En multipliant cette égalité par n!, on voit que le nombre

_ae™ + (—1)ntipean

A,
n+1

est un entier. Si b est positif (comme a) la suite extraite (Ag,iq) est
formée d’entiers naturels non nuls et tend vers 0; ¢’est impossible. Si b
est négatif on prend la suite (Ag,, ) et on obtient la méme contradiction. <
Dans la plupart des démonstrations d'irrationalité ou de franscen-
dance, on raisonne par U'absurde et Uargument fondamental consiste sou-
vent & construire une suite d’entiers > 0 qui tend vers 0 (voir aussi ez
ercice suivant). Expliguons pourquoi il a été indispensable de travailler
avec e au lieu de €2 Si on utilise lo fonction f(r) = ae® +be* et quon
luf appligue la formule de Taylor comme ci-dessus, le reste contient qu
numérateur un terme de la forme 0e®h27H 20 B le 2941 rend ce reste
divergent. La remargue gu’on vient de faire laisse penser que la méthode
employée ici ne peut se géndraliser pour établir lo transcendance de e.

Le nombre 7w est également iranscendant : c’est un théoréme de
Lindemann (1882). L’exercice qui suit établit son irrationalité, prouvée
pour la premiére fois en 1761 par Lambert & Uaide du développement en
fraction continue de la fonction tangente.

1.9. Irrationalité de 7

A tout polynéme f € R[X], on associe F = 3 (—1)* (2,
k20

1. Caleuler [ " f(t)sintdt en fonetion de F(0) et F(r).
2. On suppose que 7 = 2 avec a,b entlers > 0 et on pose

. n b
folz) = “_’ﬁ;‘ﬂ)( . Tracer le graphe de f, sur [0, ).
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1. Prouver que fo " [n(t) sin tdt est entier et en déduire que 7 est

hinlionnel,
(Ecole normale supérieure)

I- Solution.
1. Notons que la somme qui définit I est finie. Si on effectue une
double intégration par parties dans l'intégrale, on obtient

[ﬁ f(@)sintdt = [f(z) + f(0)] — /” f/(t)sintde.
0 0

I ilérant le calcul on a done ./0 i f(t)sintdt = F(r) 4+ F(0).

2. La fonction f, est nulle en 0 et « et strictement positive sur
["intervalle J0, 7. Ses dérivées jusqu’a 'ordre » — 1 s’annulent en 0 et en

i/,

0 T =qa/b

m
3. Pour montrer que I, = /0 fa(t) sintdt est entier, il suffit, d’aprés
la question 1, de montrer que f, et toutes ses dérivées prennent des
valeurs entieres en 0 et «. Traitons le cas de 0, Comme 0 est une racine
e f,, de multiplicité n, toutes les dérivées d'ordre p < n sont nulles en 0.
Soit. p 2 n. On a par la formule de Leibniz,

1 & ny (k) ny(p—k)
(@) = o 22 G Plta = b)Y

tyuand on évalue en 0, il ne reste qu'un seul terme dans la somme,
correspondant 4 k = n,

F1(0) = %an![(a )" F=(0) — C7[(a — bx)?|P(0) € 2

Jn



24 CHAPITRE L. NOMBRES REELS ET COMPLEXES. TOPOLOGIE DE R ET C

car (a— bx)™ est un polyndme & coeflicients entiers. On montre de méne
. a s
que les dérivées de f,, en w = 3 sont toutes entiéres.

Comme f,{t)sint¢ est strictement positif pour t € 10,%[, on peus
affirmer que pour tout n, I, est un entier naturel non nul. Or, comme
2
z{a — br) < :—b =M pour tout z € [0.«], on a

™ M» M”
1<I,,s[ ="
o nt n! oo

ce qui est impossible, Donc 7 ¢ Q. «

L'ezercice suivant est exirait o'une épreuwve écrite du concours
d'entrée 4 UENS de Satnt-Cloud (1985), consacrée au trotsiéme probléme
de Hilbert, Il s’agissait de savoir st lorsgu’on o deuwr polyédres de
méme volume, par eremple un cube et un tétreédre régulier, on peut
découper le premier en un nombre fini de tétraédres qui, réassemblés
autrement, domnent le second (on dit alors gue les deuxr polyédres
sont équidéeomposables). La réponse est négative en général et no-
tamment dans le cas du cube et du tétraedre régulier. Pour le mon-
trer, le mathématicien Max Dehn (éléve de Hilbert) a associé & chague
polyédre des quantités invariantes por les fransformaotions décrites ci-
dessus (uppelées depuis invariants de Dehn). Llirrationalité du nombre
(arccos 1/3)/m permet de construire un tel invariant qui ne prend pas lo
méme valeur pour le tétraddre régulier et pour le cube. Ills ne sont done
pas équidécomposables’ .

1.10. Irrationalité de (arccos1/3)/m

s 1/:
On se propose de montrer que o = arccos 1/3 ¢ Q.

1. Calculer e, "
2. Montrer que o €  si et seulement si il existe un entier naturel
non nul 7 tel que (1 + 2{v/2)" = 37,
3. Montrer que (1 + 21\/5)” = Qp +iba /2, ol ay et b, sont des
entiers vérifiant a,, — b, Z0 {mod 3}. Conclure.
(Ecole normale supérieure)

t. Le lectenr intéressé pourra résoudre le probleme mentionné ci-dessus ou consulter
le chapitre 7 de AIGNER {M.) & ZIEGLER (G.M.), Proofs from the Book, Springer, 1998.
Trad. fr. : RBaisonnements Jivins, Springer, 2002,
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b Selntion, 1
I. Par définition de @, on a cosom = 3 Comme am appartient a

4
Fintervatle 0, 7] son sinus est positif et vaut donc 4/1 — é = 2\3/: .Mlen

wan . 1+2iV3

tonnlle que e 3
2. Lc nombre complexe €¥°7 est une racine de Punité si et seulement
tit v el rationnel. Ainsi, o est rationnel si et seulement si il existe un

sntier naturel non nul n tel que €707 = 1, ¢est-i-dire (1+ 24v/2)" = 3™

3. L’ensemble des complexes de la forme a+iby/2 avec (a, b) € Z2 est
cloircment un sous-annean de €. Pour tout n, il existe donc des entiers
ty o by, qui sont d'ailleurs uniques, tels que (1 + 2iv/2)" = a,, + ibnv/2.
Connme

(1 - 202" = (14 2%V2)" (1 + 20v/2) = (ay + ibnV2)(1 + 2iV2)
= (G — 4bp) +iV2(bn + 2an)

ull o les relations de récurrence suivantes : a1 = an — 4b, €t by =
b, | 2a,. On en déduit que ani1 — b1 = —@n — by = —(an — by,)
{nuwd 3). Comme a3 — b = —1 {(mod 3), il en résulte que pour tout
ol a, —by #0 (mod 3). Il est donc impossible de trouver 1n entier
o) tel que (1 + 2i/2)" = 3", ce qui prouve que & est irrationnel. <
(n peut montrer que le nombre %arccos L est wrrationnel sauf

vn
powr n € {1,2,4}.

Liouville est le premier 6 produire des nombres transcendanis, en
1844, La transcendance de € ne sera prouvée qu’en 1873 par Hermite et
celle de m en 1882 par Lindemnant.

1.11. Nombres de Liouville

1. Soit P € Z[X], de degré m = 1, et x une racine réelle de
", Montrer quwil existe K > 0 tel que, pour tount rationnel % de

@ — 1,z + 1] vérifiant P(%)%Q on ait lxﬁ %' > WII%

2. Soit (u,) € [0,9]" une suite strictement positive a partir d’un
+oo

certain rang. On pose x = 3 % (z est un nombre de Liouville)
=0 ’
il uy n 1
o 8, = 3. —=—. Montrer que |r — s,| < —— pour tout n. En
=0 10 ! loun.

déduire que x est transcendant sur Q.

(Ecole normale supérieure)
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> Solution,
1. On va utiliser l'inégalité des accroissements finis. La fonction P’
est bornée sur [z—1, z+1]. Soit M > 0 un majorant de |P’| sur l'intervalle

[x—1,z+1].Ona
- ‘P(a:) —P(%)\ <Mz -2

P

b
La quantité P(%) n’est pas nulle par hypotheése. On va la minorer. Si le

A .. m . a o e
polynéme P s’écrit P = 3 i X¥, an voit que me(—) = ¥ qpafpmk
k=0 b k=D
R a , . .
est un entier. Comine — n'est pas racine de P il est non nul, donc plus

grand que 1 en valeur absolue. On a donc me(%)r = 1, ce qui, avec

I'inégalité précédente, conduit au résultat demandé en prenant K = .
2. La série définissant z est clairement convergente et elle donne le
développement décimal propre de z. On a, pour tout n € N,

+o0
lx —sp| =z — 8, = Z ]kr\g Z 10k'
k=n+1 k=n+l
Pour k > k!> knl et done - Lo _( Ly
zn+1,0onakl 2 Eknlet done o8 % Toknt _(W) . Onen
déduit que
k n+1
1 1
J'T"_S”'l Z ( On') :9(10n!) 1
k=n+1 1- W

1\" 1 1
< 9(10n!) ]0n! -1 < 1Qnnt’

ce qui est le résultat demandé.

Montrons que x est transcendant. On raisonne par 1’absurde et on
suppose qu'il existe P € Z[X], non nul, tel que P(z) = 0. On choisit
K > 0 comme dans la question 1. La suite (s,,) est évidemment & valeurs
dans @ et converge vers . Le polyndme P n’étant pas nul, il existe un
voisinage de  sur lequel P ne s’annule qu’en x. On en déduit qu'il existe
un entier naturel ng tel que, pour n = Mg, 8, soit dans [z — 1.z + 1]
et P(sn) # 0. La fraction s, étant de dénominateur 10™, on déduit de

la premiere guestion que, pour n = Mg, on a |z — s,| = ﬁ On a
1

K
R L S
(]_On!)m = 10nn!
encore (L0™)"™™ 117.’ pour n = ngy. Clest impossible car le premier

donc, en combinant cela avec I'inégalité précédente, ou

membre tend vers +oo.
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Conclusion. Tous les nombres de Liouville sont transcendants. <

L premiére question de exzercice a montré qu'un trrafionnel algé-
hrigue, o 'est-d-dire qui est racine d’un polynéme non nul & coefficients
wntiers, s'approche assez mal par des nombres rationnels. C’est un
thewée di @ Liouville que le lecteur trouvera aussi dans lexercice
W4t dn tome 1 d’algébre. Les nombres de Liouville sont construits
gy clee trés bien approchés par des rationviéls et c’est ce qui les rend
frnsecndants.

1.12. Nombres de Pisot

1. Soit A une partie de NN telle qu'il existe une a,pphcatlon
i o & — N vérifiant, pour tout (u,v) € A%

(Vk € max(no(u),no(v)), uwe=w) <= u=v
Mantrer que A est au plus dénombrable,
2. Considérons S = {t > 1, Ja > 0, lir41_1 d(od™, Z) = 0}. Soit
n—r4-00
t ¢ § et a une suite d'entiers telle que |af™ — ap| < % pour tout

2
a
n ¢ N. Montrer que a5 — —t

tend vers 0. Montrer que S est au
phis dénombrable. "

3. Soit ¢t > 1 un réel, racine d’un polyndme unitaire P ¢ Z[X]
Ll que toutes les autres racines complexes de P solent de module
slrictement inférieur & 1 (un tel réel ¢ est appelé un nombre de Pisot).
Montrer que £ € S.

(Ecole normale supérieure)

I+ Solution,

I. Pour p € N, l'ensemble A, formé des suites u de A telles
que ng(u) € p est au plus dénombrable, car l'application qui & une
wike 1 € A, assocle le (p + 1)-uplet (up,uy,...,up) est injective
{vt on sait que NP+! est dénombrable). Comme A = U A, est une

20
rovnion dénombrable d’ensembles au pius dénombrables,p A est am plus
dénombrable.

2. Notons que comme d(ot™, 7Z) tend vers 0, & partir d'un certain
vang lentier a,, est déterminé de maniére unique. Par hypothése, on a
i, = o™ + o(1). Ainsi,

250 a2 L o(tn) o™ 4o(1)

_ — _ t‘n-l-? 1
U at™ + o(1) 14+ o0(t™™) “ +ol)

2
2 a
It on résulte done que a,. 2 — =t = o(1).
.
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Soit 2" une application qui a chaque t € § associe une suite (a,)

comme-ci-dessus. Onat = lim L de sorte que ¥ est injective. Mon-
N——+oe Un

trons alors que 'ensemble des suites obtenues est au plus dénombrable.
Pour cela, on va montrer que #%(S) vérifie les hypothéses de la ques-
tion 1. Soit £ € § et (a,) = w (#). I existe un rang no(e) tel que pour

n = nola), ‘am.,_g - a:;“l < =. Considérons (b,) = 4{t’) une seconde
suite et supposons que ap = bk pour k ma.x(ng(a) no(b)) = N. Alors,

par l'inégalité triangulaire, puisque

b3 .

= —2_ on obtient

anN-—1 bn_1

2

a
N

£ |eNy1 —

% + a

2
1 1
N
< - —=1.
mal S2t3

|+

lany1 — Ny byt —

Cotume, ani1 et by, y sont entiers on a an 1 = byt Une récurrence
facile montre alors que a = &. D’aprés la question 1, 14(S) est au plus
dénombrable, donc S aussi.

3. Notons z1,....2p les racines de P autres que t. Montrons que
pour tout n, la somme de Newton S, = #* + 2] + .-+ + 2] est daus
Z. En effef, toutes les fonctions symétriques élémentaires des racines de
P sont dans Z car P est unitaire et & coefficients dans Z. Comme S,
est un polyndme syméirique en les racines de P 4 coeflicients entiers, il
peut s’écrire comme uh polyndme 4 coefficients entiers en les fonctions
symétriques élémentaires de ces racines. 1l en résulte que §,, € Z pour
tout 1. Notons que cela résulte aussi des formules de Newton (cf. exercice
5.26 du tome 1 d’algébre) et d'une récurrence sur »n. Comme |2z < 1
powr tout &, les suites (z}')nzo tendent vers 0 et d{t™ Z) tend donc vers
0. Par suite, t € 8. «

Le nombre d'or ©® =

1-*-.)\/5 est por exciple un nombre de Pi-
sot. Il résulte de lerercice que ['ensemble des nombres de Pisot est
dénombrable. En 1944, Raphaél Salem a démontré qu’il est fermé. Le
lecteur intéressé par les nombres de Pisot se reportera au probléme de
six heures posé au concours de lg rue d’Ulm en 1989. On y démontre no-
tamment le théoréme de Pisot qui offirme qu un réel t > 1 est un nombre
de Pisot si et seulement si il existe X > 0 tel que la série Y d(Nt™, Z)?
converge.

Le prochain exercice, trés classique, rappelle la structure des sous-
groupes additifs de R.
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1.13. Sous-groupes additifs de R

t. Soit G un sous-groupe de (R, +) non réduit & {0}. Montrer
e (1 cst soit dense dans R, soit de la forme oZ avec a > 0.

2. Soit o et F deux réels non nuls. Discuter la nature du sous-
pronpe additif qu’ils engendrent.

3. Soit 8¢ Q. Montrer que N3 + Z est dense dans R.

1. Soit @ ¢ 2xQ. Montrer que {¢™?, n € N} est dense dans le
eercle unité 8t de C. En déduire ’ensemble des valeurs d’adhérence
e 1o suite (sin n)yzo.

(Ecole polytechnique)

(- Holution.

(. Si G est monogéne égal & aZ (avec a > 0), a est le plus petit
flement, sirictement positif de G. Si G est dense dans R, GNRY n’a pas
tle plus petit élément mais une borne inférieure nulle. Il est donc naturel
d'Introduire Gy = GNRYL et a = inf G. Le réel a > 0 est bien défini
viw (4. est non vide et minoré. En effet, il existe z € G non nul et done
w2 est dans G, qui est minoré par 0. Les remarques précédentes
mvitent alors & distinguer deux cas.

* Supposons a > 0. On va montrer que ¢ € G puis que G = aZ.
Hunisonnons par I'absurde et supposons que « ne soit pas dans G,

Comme a > 0, on a 2a > a et il existe z € G, tel que z < 2a. On a
e a <z < 2a, puisque a € G. 1l existe alors y € G__ tel que y < .
On e <y <z <2aet z—yen tant que différence d’éléments de G est
s G, et méme dans G,. Or & — y < @, ce qui contredit la définition
il . Donc a € G.

I’ conséquent eZ, le groupe engendré par @, est inclus dans G.
lticiproquement, soit * € Get k = E (g) € Z. Comme G est un
rionpe le réel & — ka est dans G, et comme k < g < k+ 1, il vérifie
- & —ka < a =min G, . Nécessairement, x — ka =0 et x = ka € aZ.
Il i résulte que G = aZ.

» Supposons a = 0. On va montrer que G est dense dans R c’est-a-dire
(e G rencontre tout intervalle ouvert. Soit I =]a, A] un tel intervalle.
Clomme @ = 0, il existe un élément g € G tel que 0 < g < 3—a. Le sous-
rronpe gZ engendré par g est inclus dans G et rencontre nécessairement
| {sinon il existerait un entier k € Z tel que I C |kg, (k + 1)g[ ce qui
conlredirait 'inégalité ¢ < 8 — ). Cela prouve la densité de G dans R.

Conclusion. Un sous-groupe additif de R est soit monogene (et donc
direret), soit dense dans R.

2. 11 ¥agit d'étudier le sous-groupe G — aZ + 3Z # {0}.

Supposons qu’il existe ¢ > 0 tel que G = ¢Z. Comme « ot F sont
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dans G, on peut trouver (k,l} € Z* tel que o = ka et 3 = la, et en

faisant le rapport % = % e Q.
Réciproquement, supposons % rationnel. Ecrivons % = ?, avec k

et { premiers entre eux. On a

oL +pL = ,e(%z + z) - Ltz 1z - ?z,
car k et { sont premiers entre eux.

Conclusion. Si % € QQ, G est monogéne et sinon G est dense dans
R.

3. Le sous-groupe additif G = Z + fZ de R est dense d’aprés la
question précédente. On va montrer que 'ensemble N3 + Z reste encore
dense. Soit a < b deux réels. On peut trouver un élément z = v3+u € G
tel que 0 < x < b — .

s Supposons d’abord que v est un entier naturel, c’est-&-dire que
x € Ng + Z. On choisit un entier ng < a. Les éléments de la suite
(kx + no)rzo sont tous dans N3 + Z et il est clair que I'un d’eux au
moins appartient 4 intervalle Ja, b (¢’est le méme argument que dans
la question 1).

o Supposons que v < 0. Alors —x € N3 +Z et —(b—a) < —x < 0.
On choisit ng € Z avec ng > b et il existe an moins un des éléments de
la suite (ng — kz)rzo qui appartient a Ja, b].

4. Posons X = {e"®, n e N}. Il ’agit de I'image par I'application
f:x — ¥ de I'ensemble Z + —HMN. Comme f est continue et que
cet ensemble est dense dans R d’aprés la question précédente, son image
est dense dans f(R) = SL.

Dans le cas § = 1, on a bien % ¢ Q et Pensemble {e™, n € N} est
dense dans St. Comme I'application qui & un nombre complexe associe sa,
partie imaginaire est continue, 'ensemble {sinn, n € N} est dense dans
le segment [--1,1]. Pour tout @ € [—1,1], tout £ > 0 et tout N € N, on
est alors assuré de trouver un entier n > N tel que [sinn — a| < 2. Cela
signifie que tout réel de [—1,1] est une valeur d’adhérence de la suite
(sinm)nzo. L'autre inclusion étant évidente, on conclut que Pensemble
des valeurs d’adhérence de la suite est le segment [~1,1]. <

On peut déduire de la question 1 le foit qu'un sous-groupe G de S!
est soit fini (égal dans ce cas au groupe des racines n-iemes de [unité,
ot n = |G|}, soit dense dans St.

Les exercices qui sujvent sont consacrés & quelques inégalités. Le
lecteur pourra aussi se reporter au chapitre 4 ol il trouvern des exercices
portant sur des inégalités de convexité.
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1.14. Une inégalité

Montrer que parmi treize réels distincts on peut toujours en
choisir deux, disons x et g, tels que 0 < oY Lo V3.

1+ zxy
{Ecole polytechnique)
[+ Molution,
Nolons zp < g <+ < x13 les réels en question, L’expression w_{_ j;
vappelle le développement de tan(@ — ¢'). Considérons les treize réels

#, arctanz; pour 1 £ ¢ < 13, Ils sont dans I = ]—%, % [ et rangés

thwin Vordre croissant, Comme la longueur de I est égale & =, il existe

boo |1,12] tel que Oppn — 8 < % Comme la fonction tangente est
alyjiclement croissante sur [0, g [, on a0 < tan{@y41 — k) < tan 1—7; Or,

MEHIN SAVOTS que
tan g i — tandy Thel — Tk

tan{fgy1 — Op) = = .
( k1 k) 1 4 tan @ tan g1 1+ zpzrg

lar el o = tan 1—7; vérifie I’équation

tan ™ 1

=tan — = —.

1— a2 6 3

Iin résolvant 'équation du second degré qui en découle, ona a0 = —+/3£2.
{fnume a > 0, on trouve a = 2 — /3, Finalement, on obtient

0< ZEHLTFE o /3
1+ zpzri

[ ¥oir le résultat, <

1.15. Inégalité du réordonnement

Boit xy 2 xa = 2ty = Yo = 0 2y, des réels, Soit

(z1,..., %) une permutation de (y,...,yn ). Montrer que
i) n
Dlmi—w) <Y (m-n)l
i=1 =1

(Ecole polytechnique)
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t> Solution.
On commence par développer les carrés. Dans 'inégalité que 'on
n
souhaite prouver, on peut alors simplifier de part et d'autre ) 77 et

n i=1

n i
Soy? = 3" 22, de sorte qu'il est équivalent de montrer 1'inégalité
i=1

i=1
T 1
E Tz & E TiYi-
i=1 i=1

Supposons dans un premier temps que les inégalités entre les z; sont
toutes strictes : &y > T2 > --- > Tp,. Siles z ne sont pas rangés en
ordre décroissant, c’est-a-dire si on peut trouver ¢ < j tel que z; < z;,

T
on augmente (strictement) la somme > z;2; en échangeant z; et z;. En
i=1
ellet,
TiZ Tz < Tizg - Ting,

car cette inégalité se réécrit z;(z; — 2;) +7;(2, — 2:) < 0 ce qui équivaut
encore & (x; — x;)(z — z;) < 0. Parmi les n! sommes obtenues en

permutant yi....,%n, la valeur maximale est donc obtenue pour une
permutation (z;,.. ., 2,) telle que 21 2 23 2 .-+ 2 z,. Auquel cas, on a
21 =, 22 = Y2,y Zn = Yn. Cela démontre le résultat dans ce cas.

Pour le cas général nous proposons deux rédactions.

o On peut se ramener au cas ol les inégalités entre les x; sont
strictes en les perturbant un petit peu. On pose, pour £ > 0, xl, = z,,
Xp_ = Xn 148, T, g = Tu_z+2e,...,2] =21+ (n—1)z. On a alors
T, < Th oy < -o- <z et d’aprés ce qui précede.

n n
' '
E CC@ZiSE T;Yi
i=1

i=1

pour tout n-uplet (21,...,2n) obtenu en permutant (yi,...,y,). Cela
étant valable pour tout € > 0, il suffit de faire tendre £ vers 07 pour
obtenir le résultat souhaité.

¢ On peut aussi raisonner directement en regroupant les indices
1,....n en paquets (1,...,41), (i1 + 1,...,42), ..., (ip_1 +1,... 4p)
(avec i, = 1) de facon & avoir

Ty == Ly, <$i1+1 == <"'<.Ug'p_]+1 :‘--::L.ip'

T

Sans changer la somme )" x;z;, on peut réarranger les z; & lintérieur de

i=1
chiaque paquet d’indices, en les classant par ordre décroissant de fagon

4 avoir 2z;,_, 41 2 -+ 2 z;,. 5i aprés ce réarrangement les 2; ne sont pas
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glulsalnent rangés par ordre décroissant, alors si ¢ et j sont tels que
i g vloz; < 25, les indices ¢ et § n'appartiennent pas au méie paquet
¢l ononoaussi x, > ;0 On peut alors conclure comme dans le premier
[HIT{

1.16. Inégalité de Tchebychev

1. Soient (z1,...,zn) et (41,...,ysn) déux suites monotones de

riwks. Comparer

(1 " ) (1 " 1 &

—dom ) x| =) yk) a (— > ﬂ?kyk.) :

Lt "ol M=

2. Soient f et ¢ deux fonctions monotones et continues par

b
morecaux sur [a,b]. Comparer [:f X f:g avec (b— G)L fa.
(l:]cole polytechnique)

I- Solution.
1. 1l est naturel de faire la différence des deux quantités proposées.
l'n multipliant par 22 on doit chercher le signe de

v
D :nZa}kyk— Z Tilfj-
k=1 1<, j€n

i sormmant d’abord selon les z; il vient

T

D = Zmi((yi_y1)+(yi_yz)"i""'-i-(yz'*yn))
= Z(ye—yj)(wi—wj)-

I'ar hypotheses les différences z; — z; (resp. y; — ;) pour # < j ont
tonles le méme signe. On en déduit que si les deux suites ont la méme
monotonie alors D 2 ¢ et

(1 ) ) (1 ﬂ 2
3] (1) < (5 ),
™ k=1 = L
IVinégalité est inversée si les deux suites ont des monotonies opposées.
2. La premiére question suggére d’utiliser des sommes de Riemann.
Notons (#..)ogkgn les points de la subdivision réguliére du segment
i, 0] en m intervalles. Supposons par exemple que f et ¢ ont la méme
monotonie. On a alors pour tout n,
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a —a —a 2 r
(5523 )¢ (52 Lotown) ) < B2 5 st ot
k=1 k=1 k=1

d’aprés la premidre question. En passant & la limite on obtient done

[ s [ st <o-w) [ ot

et 'inégalité est inversée lorsque f et g ont des monotonies opposées. <

Notons qu'il est trés facile de déduire Uinégulité de Tchebychev a
partir de inégalité du réordonnement de ['ezercice précédent. Supposons
par exemple les suites de méme monotonie. On a alors les inégalités
sutvantes :

st oyt FTayn S Tayy o2+ Inln
Y2 +T23 + 0+ Tayl K 1y +HTayz o+ Inyn

E1ln +Z2y1 + -+ Tnln1 S T1th T Tay2 4+ Inln

En sommant i vient (z1+---+z) o+ - +yn) S (@ + -+ Tntn)
ce qui est le résultal voulu. '

Les trois exercices qui sutvent sont consecrés ¢ des inégalités assez
fines sur des nombres complexes.

1.17. Inégalité dans C (1)

Soit n € N*, et (2(,...,2z,) € C™ Montrer qu’il existe une partie

I < [i,n] telle que
n
|sz‘ 2= |zl
kel k=1

—_

5

On introduira, pour 4 € R,

Ss = {j e [t,n], ¢- g < arg z; g9+%},
ainsi que la fonction f(0) = | 3} 2. On cherchera une minoration
keSy

de f, que Y'on intégrera sur [0, 27].

(Ecole polytechnique)
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|- Solution.

On peut évidemment supposer que les z; sont tous non nuls. Notons

I}, la droite du plan complexe passant par 0 et de vecteur normal e¥.

I'ensemble Sy est alors I'ensemble des indices j € [1,n] tels que z;

aoit, dans le demi-plan fermé délimité par Dy et contenant €. Posons
v = 1% avec 1y, = |zi| > 0 et 8 € [0, 2],

b4

x
A
Dy
x b4
eiﬁ' x y
Q %
23
On a alors
|5 ] = [ 2] 3 Re((3 we ) = 3 oty )
j€Sp jE8g €8s €8¢

La fonction f est une fonction en escalier sur [0, 27] et la fonction
#i— 5" rjcos(f; — 0) est continue par morceaux. II vient
J€Sy

/)Mf (0)do > /%ZTJCOSB —G)dGquJ/ cos(8 — 6,)x;(6)do

J€5e

oin Ta fonction y; est définie par x;(6) = 1si j € Sp et x;(f) = 0

winon. Or, si § est fixé, j est dans Sp si et seulement si & appar-

Lient a [Gj— g,9j+ %] (module 27). Plus précisément, Xfl(l) =
T LA T 3x —1iqn . F R

|0, = 2,85+ 3] sib; € [51 7],xj (1) =[0,6; + 2]u[9;, + = 27r]

) T - LS 3r | .

Hl ()1 [ [0, 5] et XJ 1(1) = I:B'? - 5,27['] U [0,97 - —2’] 51 9_7 = [?,271']

I'1r 27-périodicité de Ta fonction cosinus, on a dans chacun des trois cas,
2n 9_.‘.' + %
[ cos(® — 8;)x;(9)d8 = f cos(6 — 8;)d0 — 2.
0 8i-7%

Il en résulte que
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n
Il existe donc nécessairement g € [0, 2] tel que 27 f{6p) 22 Y |2;]. La
=1
partie I = Sg, répond alors 4 la question posée. <

1.18. Inégalité dans C (2)

Soit n € N*, et z1,..., 2z, des nombres complexes non nuls, dont
on notera, pour 1 € k € n, g le module et §; un argument. On
désigne par I, ’ensemble des applications de [1,n] dans {-1,1}.

1. Montrer que

maX ’Zg(k)zk) = suprHcos B — 0)).

2. Montrer que

k3

Z a(k)zk .

" e=1

1
3l < 5 g

3. Prouver que T est la plus petite constante strictement posi-

tive telle que I'inégalité ci-dessus ait lieu pour tout n et tout n-uplet

{z1,...,2,) de nombres complexes non nuls.
{(Ecole normale supérieure)

> Solution.
1. Soit 8 € R. Notons Dy la droite du plan complexe passant par 0
et de vecteur normal €. On choisit les signes £(k) de sorte que £(k)zi
appartienne au demi-plan fermé délimité par Dy et contenant e?. Dans
ce cas, £{k) est exactement le signe de cos{f — ;) (lorsque cette quantité
est non nulle ¢.e. si zx & Dg). Il en résulte que
T 1 ki3 X
Z pre| cos(f — 8)] = > e(k)px cos(f, — 6) = Re (Z .s{k')zkete)
k=1 k=1 k=1
1

> e(k)znl.

k=1

T

e 03 (k)| =

k=1

<

Ce qui préciéde étant valable pour tout # € R, on a

k3

ax| > e(k)zg .

" e=1

sup Zpﬂcos & —8)| <
ER 4

n
Inversement, soit ¢ € I,. On écrit Y e(k)z =re® our 2 0etf € R
k=1
On a alors
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T

S elk)z

k=1

Tt

:T‘:Z (k)ze™" :Re(is zZre *)

k=1 k=1

n

=Y e(k)prcos(Or — 0) < D pr| cos(f — )],
k=1

k=1
Ll prouve que

< —_
ma> 2} k-)zk| \Etelg;pﬂcos(f)k &)f

vl Pégalité demandée en résulte.
2, Om a, d’aprés la question 1,

/ﬂ zn:pk| cos(fy, — 0)|df < ﬂmax{i E(k)zk‘.
0 k=1 £€ln k=1

O va calculer Iintégrale de gauche. Comme w —— |cosu| est une
[onction w-périodique, on a pour tout k,

T T8y T
/ |cos(f —8)|df = / |cosu|du = / | cosuldu = 2.
0 0

— B
(1 obtient dongc

ki) n n
2Z|sz=2Zpk ﬂmaxZE |
k=1 k=1 k=1

ve qui est I'inégalité demandée.
3. On va prendre pour z;, ..., 2, les racines 2n-idmes de 'unité qui
we trouvent dans le demi-plan défini par Imz 2 0 (hormis —1) c’est-

itk—1)w
il dire les complexes zx, = e 2= pour k € [1,n]. On a dans ce cas

Y |z| = n. Pour estimer le second membre de I'inégalité obtenue en 2,
Ko
ou va utiliser la question 1. Notons f la fonction définie par

HOE nf\cos(a - %73) |
k=0

(O voit facilement que f est g-périodique ce qui permet de se placer

sur [0, 7/n} pour calculer son maximum. Pour simplifier les caleuls, on
v supposer en plus que n = 2p est pair. On a alors

p=1 kw nol k
HOE %cos(f) - 7;) - ;CX;;,COS(Q - %)
-1

-Xe cos(8 — 7)< cos(9 4 5 — T
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En utilisant la somme des termes d'une suite géométrique, on obtient

V2 cos(f — =

2sin -—
41)

4p

2 05(9 _ rﬁ) = Re(e”l _1;;/71)

1l en résulte que

cos(f + —)
fig) = o T Sf_ (cos((? ~3 + W

T )+cos(9+%+%))=

dp sin —
4p
Sur [0, g] le maximum de f est done cotan 47; = cotan —. 81 C

est une constante qui convient pour I'inégalité de la question 2, on doit
done avoir pour tout n pair,

C cotan %

soit ntan % < C. En pagsant & la limite, on obtient = € C. <

[

Dans Vezercice 3.48 le lecteur trouvera un théoréme de Riemann
qui affirme que si Y u,, est une série réelle semi-convergente, on peut

+oo
trouver pour tout réel A une permutation o de N telle que 3 tugm) = A

On peut se poser la méme question dans C. Un théoré’r?aeode Steinitz
affirme que si une série complexe Y z, converge, l'ensemble des sommes
des séries convergentes de lo forme Y z2,(m) (0t o est une permutation
de N) est un sous-espace affine réel de C. On le démonire d partir du
lemme de confinement suivant ; si z1,. ...z, sont des nombres complexes
de module < 1 et de somme nulle, il eriste une permutation ¢ € S,
P

_Zl Zeg(i)
=

différents résultats dans GONNORD (8.) & TOSEL (N.), Thémes d’analyse
pour VAgrégation, Topologie ef anulyse fonctionnelle, Ellipses, 1996,
p. 18-22). Dans Pexercice suivant est é¢tabli un lemme de confinement
analogue. On ne s’autorise plus & permuter les z; mais on peut leur
attribuer un signe. Pour un bon choix de ces signes, les sommes partielles
auront toutes un module < 3. Lo deuziéme question en donne une
application spectaculaire quz séries : toute série complexe ¥ 2z dont le

terme général tend vers O peut éfre rendue convergente en «signanty
convenablement les z,.

telle que < VB pour tout p (le lecteur pourrae frouver ces
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1.19. Un lemme de confinement

1. Soit z1, 29, ..., 2, des nombres complexes de module inférieur
ou égal & 1. Montrer qu’il existe un n-uplet {1....,e,) € {£1}" tel
qree pour tont p € [1,n], le12; + - + €525 < V3.

2. Soit {2n)nzo une suite de nombres complexes tendant vers 0.
Montrer qu’il existe une suite (&,)nzo d’éléments de {1} tclle que
la série " e,2, converge.

{Ecole normale supérieure)

t - Solution.

1. Notons D = {z € C, |z| £ 1} le disque unité fermé de C, On
va montrer par récurrence sur n 2 1 la validité de la proposition (H,)
Hiivante

Pour tout (z1,...,2,) € D, il existe (€1,...,8n) € {£1}"

(11,) k
oz <43
i=1

tel que pour tout & € [1, 7],

s (H,) étant triviale, niontrons (Hz). Soit {z1, 23) € D?. Si |21 —22| < 1
nlors le choix 1 = 1 et €2 = —1 convient. Supposons |z1 — 22| > 1. On
walors |21 — 2302 = |21)? + |22|2 — 2Re(%122) > 1 de sorte que,

|2 4 22|? = |21 |* + |z2|® + 2Re(Fze) < 2|12+ |2 ) —1<4-1-3

Lo choix £1 = €3 = 1 convient.

La figure ci-dessus montre le cas d’égalité : on a alors |z1] = || =
|1 — 2ol =1

Pour prowver (Hz) on ouroil oussi pu ubiliser Uégolité du pa-
wallélogramme ¢ |21 — 22* + |21 + 222 = 2(|z1]? + |22]?) < 4 done
| v -2 V2 ou |z + 22l € V2.
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¢ On suppose (H,_1) vérifiée avec n 2> 3 et on se donne (z,...,2,)
dans D™. L’idée est de regrouper ensembles deux des z; pour se ramener
a I'’hypothése de récurrence. Distinguons deux cas.

* Cas 1 : il existe £ € {1} tel que 2, + €20 € D. On applique
I'hypothése de récurrence (Hn_1) & (21 +e22,23,...,2%:) € D”—! Notons
(€2,...,6n) une suite de signes donnée par Fhypothése de récurremce
pour ce (n — 1)-uplet. La suite (£2,¢€2,23,...,6n) € {£1}" convient
pour (z1,...,2n). Eneffet, leaz| € 1< V3, |22 + goe20| € 1 < /3 et

pour k = 3,
[

g2(z) +e23) + Z €32
i3

< V3

« Cas 2 : les nombres complexes z; + 22 et 21 — 22 ne sont pas
dans D. D'aprés la preuve du cas n = 2, on a |z + 23] € 3 et
|21 — 22| € +/3. Ainsi, tous les choix possibles pour &, et £2 conviendront.
Pour se ramener & I"hypothese de récurrence on va utiliser z3.

Cormmengons par prouver que Pun des nombres complexes z; — za,
2 + 23, 22 — 73 OU z3 + 23 est dans D. On raisonne par P'absurde. Si ce
n'est pas le cas, tous les nombres 2, & 23, 2, =+ 23, 22 T 23 sont de module
> 1. Les nombres £z, +2s, 23 sont alors non nuls, et d’arguments
différents. Quitte & permuter les indices ou & remplacer z; par —z;, on
peut supposer que zi, 23, 23, —21, — 22, —z3 est un hexagone non croisé :

Les cotés de cet hexagone sont exactement les six nombres |21 £ 2|,
|21 £ 23|, |22 £ 23]. Nécessairement, 'un des angles au centre de cet
hexagone est < g Le cOté correspondant a une longueur < 1 (écrire
I'identité d’Al Kachi pour s’en convaincre).

Revenons maintenant & la preuve de (H,) en traitant par exemple
le cas oli 21 +¢e23 € D (¢ = 1), le cas olt 22 +e23 € D se faisant
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di: méme. On applique Phypothése de récurrence (H,—;) au (n — 1)-

uplet (21 + 23, 22,24, ... ,%n). Notons (£1,€3,84,...,6,) un (n — 1)-
nplet de signes ainsi obtenu. Alors on prend (£1,€2,861,64,...,65)
pour {21,...,2,). Vérifions que ce choix convient : |g121] = 1 < /3,

| 121 - e222| € +/3 {d’apres la remarque faite plus haut), |e12; + £222 +
‘-“|Z3| = |51(Zl +E'Z;3) +5222‘ % \/g, etc.

2. Tl résulte de ce qui précéde, que si aq,...,a, sont des nombres
complexes bornés par M > 0, alors il existe (£1,...,8,) € {£1}" tel que

Z €ia;

La suite (2,) étant bornée, on peut se donner M > 0 tel que pour
et 72 € N, |z,| € M. On considére alors une suite strictement croissante
{’entiers Ny, telle que Ny = @ et, pour tout k¥ € N, on ait : ¥n 2 Ny,

Yk € [1,n],

“-..

EAES o Cela est clairement possible puisque (2n) tend vers 0.
On définit maintenant la suite (&, ) sur chaque tranche [Ny, Ny —1]

1le manidre A avoir pour tout p € [Ny, Ngypg — 1],

\/31\/[
Z €425 :

\
—Nk

Notons Uy la somme de la tranche de Cauchy de la série > e, 2,
'indices entre Ny et Np, 1 —1:

Npr1—1

Z EjZg.
F=Ngz
V3M
k

poir n € N, on note @(n ) I'unique indice & tel que Ny S n < Npyi,ona

Comme |Ug| < , la série 3" Uy est absolument convergente. Si

wln)—1

k1
2= 2, Ust > e
i=1 F=Ny
—_—
S5
Clela prouve que la série " £;2; converge. <

1 'ezercice suivant propose une équation fonctionnelle dans R[X].
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1.20. Equation fonctionnelie de Shapiro

1. Déterminer les parties finies non vides A de C atables par
frzrs 2?24zt letg:zrs 22 —z4 1.
2. En déduire {P € R[X], P(X? +X+1) =PX)P(X + 1)}.
(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. Les points f(z) et g(z) sont sur le cercle de centre 22 + 1 et de
rayon |z| et comme |f(z) ~ g(z)| = 2|2|, ils y sont méme diamétralement
OppOses.

L.

Y

\

Siz? 4+ 1 £ 0, on est certain que 'un des deux nombres complexes
f(z) ou g(z) est de module strictement supérieur & |z|.

Il en résulte que si on choisit z € A de module maximal, on a
nécessairement z2+1 = 0 i.e. z € {~i,i}. Comme g(z) = —i et g(—i) =14,
on a donc {—4,i} C A et de plus tout point de A\ {—i,%} est de module
strictement inférieur & 1. On va montrer par 'absurde que A est égal
a4 Pensemble {—4,4}. Supposons donc qu'il existe z € A\ {~1,i}. On le
choisit de module maximal. Alors f(z) ou g(z) est de module strictement
plus grand donc égal 4 7 ou & —4. Or les antécédents de ¢ par f sont 7 et
—1—14, ceux de —i sont. —i et —1+4-i. Pour g on trouve les opposés. Ils sont
tous de module > 1, ce qui fournit la contradiction. Done A = {—,{}.

2. Les polyndmes constants solutions sont 0 et 1. Soit P une solution
avec degP > 1. Alors P est unitaire et I'ensemble des racines de P est
stable par f et par g (car (z — 1)2 + (z — 1) + 1 = 22 — z + 1). Il s'agit
donc de {—4,7}. Comme P est réel, les multiplicités des racines ¢ et —i
sont, égales et P est de la forme (X? 4 1), n € N*. On vérifie alors trés
facilement que tous ces polyndmes conviennent. <l
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1.21. Homographies laissant invariant le disque unité

Déterminer le groupe des homographies f de C laissant invariant
Iy {i.e. telles que f(Dp) = Dy), oli Dq est le disque fermé de centre
(} ¢l de rayon 1.

(Ecole polytechnique)

| - Solution.
az+b

cz+d’
wd - be # 0 (si ad — be = 0, 'homographie dégénére en une appirication
ronstante). Une telle application réalise une bijection de C sur Csic =0
vl de C\ { - g} sur (C\{%} sinon.

Si une telle homographie f envoie Dy sur Dy, elle envoie aussi le
complémentaire de Dy dans le complémentaire de Dy. Notons Cy le
vercle de centre 0 et de rayon 1. Tout point 2z de Cp est limite d'une
snile (2n,) de C\ Do. Par continuité, f(z) est limite de la suite (f(zn))
de €\ Dy. Ainsi f(z) appartient a I'adhérence de C\ Dy. Par ailleurs,
J(2) appartient & Dg, done z appartient & Cg. On a donc f(Cy) C Cp.
Nong allons commencer par chercher les homographies qui envoient Cy
dans Co.

On doit avoir, pour tout ¢ € R, | f(e™)| = 1, soit |ae® + b = |ce®t 1 d].
(n obtient

lne homographie est une application de la forme z — oll

la)® + [b]* + 2Re(abe™) = ic[* + |d|* + 2 Re(cde™)
il il existe tg € R tel que
la|? + ] = ic[2 = |d|? = 2Re((cd — ab)e™) = 2|cd — ableio+).
tm a nécessairement
cd—ab=0 et |a|* +|b]* = |¢* +|dI%,

sinon le membre de gauche de I'égalité dépend de t.

Sia=0, alors d = 0 (car ad — be # 0) et jb] = |c[. On obtient, pour
lont z € CF,
B 1

E

["application f envoie Dy dans son complémentaire et ne convient pas.

b
cz

|F (=)l =

Sia #0, on écrit b= -cgd et on a

|14l _
|a]?

(ol — Je*)(|a® — |d*)

la?

e+ bl ~le|* = df* = |a|*+ |ef*|d]* =
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Cette quantité étant nulle on a donc |a| = |¢| ou |a| = |d}.

Si |a| = ||, il existe & € R tel que ¢ = @e**. On obtient ensuite
b = de*® et donec d = be*™, ce qui donne ad — be = 0. Il faut donc
|| = |d! # 0. On obtient alors

2 b
a 2
=S| &
(=) d 1+§z
Il existe a € R tel que g = €', On pose 2 = —zp. On a alors
c_ab _ab b _
i@ @ i o
et
o i TR0
flzy=e T

Notons de plus que zp = f7*(0) donc 2y appartient & Do\ Cy et |zp] < 1.
Il ne reste plus qu’a vérifier que réciproquement si & € R et 2 € C,
avec |2| < 1, I'homographie f : 2 — ei“f;% envoie Do sur D¢, La
— &0
fonction f est définie sur Dy et, pour z € Dy,

lf(2))? = 2 — zo|? _ |22 + {2[? — 2Re(2%5)

1-zpz2 14 |2%2 - 2Re(zz)

car |22 + |zof® — 1 = |2*|%0]® = (|z]* — 1){1 — |z0|*) < 0. On a donc
f(Dg) C Dy. On montre aisément que f~! est définie par

N i
f(z)=e =t
L’homographie f~* a la méme forme que f, a et zp étant remplacé par
—a et —ei®zg, On a donc également f~(Dq) C Dy, soit Do C f(Do) et
finalement f({Dg) = Dy.

Conclusion. Une homographie laisse Dy invariant s'il existe @ € R
Z — 20
1 -7z’

Si on cherche les homographies qui laissent invariant le disque ouvert
de centre 0 et de rayon 1, on trouve [e méme résultat.

et zg € C, avec |zg] < 1 tels que f soit la fonction z - et

Lexercice suivant fait oppel & de nombreuses notions. On y uti-
lise les nombres compleres pour donner une interprétation géométrique
du probléme posé mais ensuite on constate qu'il s’agit essentiellement
d’étudier une suite récurrente linéaire, donc de calculer les puissances
d'une matrice.
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1.22. Suites de polygones

Soit 0 <68, <--- <0, < 27 et a, b des réels positifs ou nals de
wnne 1. On définit 657 = 6, puis #7 = a6 4+ 5% (mod 27)
il <j<net 05T = aplP 4 b9§k) (mod 2x).

litudier la limite, lorsque k tend vers +o00, de Qﬁr)l — 9§k).

(Ecole normale supérieure)

|- Solution.
Il importe de visualiser ce probléme géométriquement. Aux n réels
ft, on associe le polygone convexe P inscrit dans le cercle unité de C

donl los sommets sont les €%, 1 < § < n. Les quantités a; = 6;,, — 0;
H'inberprétent alors comme les angles au centre de ce polygone. On posera
w, ) — 6, -+ 27 de maniére & ce que la somme des a; scit toujours
apnle & 2.

ok

Y

La transformation étudiée s’interpréte alors de la maniére suivante.
Au polygone P = (9§k))1<jgn, on associe le polygone f(Py) =

(”(,Hl))lﬁjsn olt 9;”1) est le barycentre de Qj{k) et 9;’_?1, affectés des
conlficients positifs o et b. Par exemple, pour a = b = 1/2, les sommets
e f(Pg) sont obtenus en prenant lintersection avec le cercle unité des
midiatrices des cités de Pj. Voici par exemple I'image par f da polygone

fecédent dans lecas a =b =172



46 CHAPITRE 1. NOMBRES REELS ET COMPLEXES. TOPOLOGIE DE R ET C

Y

L’exercice demande d’étudier le comportement, lorsqu’on fait tendre

(B) _ plk) (%)
k vers D'infini, des angles a; J+1 -0,

Bien entendu, si ¢ = 1 la fonction f est constante et les suites o™
sont nulles. Dans le cas ¢ =0 et b = 1, le polygone f(P) est le méme que
P, mais ]a numérotation des sommets y a subi un décalage d’une unité.
Dans ce cas, les suites a( ) sont périodiques de période n. Dans la suite
on va donc se preoccuper du cas 0 < a < 1. L'observation de quelques
exemples va nous permettre d’avoir une intuition du résultat.

e Si on prend n =2 et a = b = 1/2, on obtient deux points alignés
aprés une itération de la transformation f. Et les suites a(k) = B(k) 8_?“)
pour j = 1, 2 sont alors stationnaires a w.

¢ Plus généralement,. si les n points forment un polygone régulier P,
alors f(P) est un autre polygone régulier obtenu par rotation a partir de

P. Dans ce cas les suites ag-k) gont constantes égales A 2—”
™

On va en fajt montrer que lorsque 0 < a < 1, toutes les suites a-f,—k)

convergent vers 2% Dans ce qui suit, I'indice 7 sera lu modulo n. On a,
pour tout j et tout k,

§k+1)—9§ﬁ+11 Q_Sk-l-l ua(9§?1 Q(k))-l-b(‘?(k) o(+1) aa(k)"'ba(k)

8i, pour simplifier, on note X; le vecteur de R™ de coordonnées
(agk), . ..,aﬂ“)), on a donc tout simplement X311 = AXj, ol A est la

matrice
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a b 0 ... 0
0 a b
= gl,, + bM.
0 o0b
b 0 ... 0 a

On est ramené & un probléme d’algébre linéaire, 4 savoir le caleul des
missances de A. Or, la matrice M est une matrice de permutation,
il polyndme caractéristique X™ — 1. Elle est diagonalisable, ses valeurs
|wropres étant les racines n-igmes de I'unité. Il en résulte que les valeurs
propres de A sont les A, — ¢ + bw olt w™ = 1. Elles sont deux & deux
lislinctes et de module inférieur & 1 (A, est sur le segment joignant 1 &
w), la seule qui est de module 1 étant A; = o + b= 1. Ainsi, si on note
1. la projection sur la droite propre pour ), parallélement A la somme

iles autres sous-espaces propres de A, on a A = )Y A,p, et pour tout
wht=1
ky, AF = 37 Aep,. Par suite, A* tend vers la projection p1 sur la droite
whr=1
[rropre pour la valeur propre 1, & savoir la droite engendrée par le vecteur
(I.1,...,1) parallelement & la somme des autres sous-espaces propres.

Ainsi, A*Xy tend vers un vecteur dont toutes les composantes sont
n

¢pales. Comme on a Y a;k) = 27 pour tout k, ces composantes valent
j=1

0
" . Le polygone f*(P) «convergen donc vers un polygone régulier. <

Les deux exercices qui suivent sont liés o la notion de mesure mais ne
fond intervendr que la longueur pour un intervalle. Le premier définit la
mesure extérieure de Lebesgue d'une partic de R. On y utilise le théoréme
de Borel-Lebesgue : de tout recouvrement d'un compact de R par une
Jurnille d’ouverts on peut extraire un sous-recouvrement fini.

1.23. Mesure extérieure de Lebesgue

Soit E € R. Pour toute famille au plus dénombrable F =
(|ei, bi[}sc1 d'intervalles ouverts recouvrant E, on considere [(F) =

Y.o(b; —a;) € RU {4+o00}. On définit alors la mesure exiérieure de
rol

Lebesgue de E par 1a formule p{E) = i]lgf [{(F), ol la borne inférieure
sl prise sur toutes les familles au plus dénombrables d’intervalles
onverts recouvrant E.

1. Quelle est la mesure extérieure d'un intervalle ?
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2. Montrer qu'une réunion dénombrable de parties de mesure
extérieure nulle est encore de mesure extérieure nulle.
3. Quelle est la mesure extérieure de (37
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. Nous allons démontrer que la mesure extérieure d'un intervalle
est sa longueur, ce qui n’est pas évident sur la définition.

Supposons d’abord que E soit un intervalle compact |a, b]. Si F est un
recouvrement de E, on peut, d’aprés le théoréme de Borel-Lebesgue, en
extraire un sous-recouvrement fini ¥’ = (las,, bi, [)1<rkgn. De U'inclusion

i

lo,8] € Ujcrgnl@in, bin], on déduit que x4 < leqwblk[ (ot x1
k=1
désigne la fonction caractéristique de I)* et donc

i

b—a—fX[ub (z)dz < Z/ XJai, b (T Z - ai,) = L(F).

k=1

Par définition de la somme de la famille (b; — a;)ic1, on a, a fortior,
b —a < I(F). Ceci étant vraj pour tout famille F d'intervalles ouverts
recouvrant [«.b], on en déduit que b — a < p([a, b]).

Afin de montrer une inégalité de sens inverse, on remarque que, pour
tout £ > 0, la famille & un élément F = (la — &,b + ¢[) recouvre [e,b].
Il s’ensuit que p(le, b)) < IF) = b —a+ 2. Cecl étant vral pour tout
£ > 0, on en déduit que p([e, b)) < b—a et donc que p(fa. b)) =b - a.

Pour traiter le cas général, rema.rquons que la fonction p est crois-
sante pour 'inclusion. En effet, si E C E et si F est une famille au
plus dénombrable d'intervalles ouverts recouvrant E/, alors F recouvre
E. On en déduit que p(E) < I(F), puis, par définition de [(E’), que
w(E) < u(E"). Si done E est un intervalle borné d’extrémités a et b, on
—da

[

2

a, pour ¢ £ ]0,

b-a-2=p(lat+eb—e]) < pla, b)) < wE) < plla, b)) =0 - a

et donc p(E) = b —a.

Si enfin E est un intervalle non borné, on peut, pour tout A > 0,
trouver un intervalle borné I, inclus dans E, de longueur supérieure & A.
On en déduit que p(E) 2 p(I) > A et done que p(E) = 400,

2. L'utilisation des fonctions caractéristiques et des intégrales est trés cominode mais
pas indispensable. On peut aussi raisonner, comme nous le faisons dans 'exercice
suivant, en extrayant de F/ un sous-recouvrement F” de cardinal minimal.
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2. Soit {E,)lnew une famille dénombrable de parties telles que
pib,) = 0 pour tout n et B = {J,cy Exn. Donnons-nous £ > 0. Par
dehnition, pour tout n € N, il existe une famille an plus dénombrable
B = (l@ny,bni}ic1, d'intervalles ouverts recouvrant E, telle que
Hy € FoFT L’ensemble [ = U, cx{n} X I, est au plus dénombrable,
enr réunion dénombrable d’ensembles an plus dénombrables. La famille
1" (Jan.iy bni[}(n,i)c1 recouvre E et on a, d’aprés les propriétés des fa-
tilles sommables,

H(E) < Z (bn,i —a'n,i) = Z (Z (bn,i - a’ﬂ.ﬁ')) = Z E(Fn)

(n,3)el neN Mel, neN

&
S Z 2n+1 =&
nelN

’ar définition de 4, on a done u{E) = 0.

3. Lensemble @ est dénombrable donc réunion d'une famille dénom-
LinDble de singletons, ¢'est-a-dire de segments de longueur nulle. Il résulte
nlors des questions 1 et 2 que u(Q) =0. <

IPn réalité, toutes les parties envisagées dans cel exercice sont des
murties mesurables au sens de Lebesgue. Pour de telles porties, lo
uesure extérieure coincide avec la mesure de Lebesgue. Notons gque
les dlewz premiéres questions fournissent une autre preuve de lo non-
denombrobilité d'un intervalle non trivial (voir U'erercice 1.3) puisque
les singletons ont une mesure extérieure nulle.

1.24. Recouvrements

On suppose donné pour tout réel z un intervalle ouvert I{z)
centré en 7 et dont la longueur, notée u{I(x)), est majorée par ¢ > 0
lix6, Soit & < b deux réels. Montrer qu'il existe un nombre fini de
réels zy, ..., &y, tels que

mn

(1) [a,b] < U I(x;) et (i) gnl,u{l(wi)) <2(b-a)+ec

i=1

(Ecole polytechnique}

I - Solution.

Le fait que 'on puisse extraire de la famille (I{z})zc[q,5 un recou-
vietnent fini du segment [a, b] résulte du théoréme de Borel-Lebesgue,
i sepment [a, b] étant compact. Cela permet de réaliser la condition ().
"o satisfaire la condition (47), il faut toutefois ne pas prendre trop
Jintervalles, Tl semble done raisonnable de choisir parmi tous les sous-
tevonvrements finis de cette famille, un sous-recouvrement de cardinal
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minimal n#. On note I{x,),...I(z,) les intervalles de ce recouvrement
et, pour tout 4, I{z;) = |a,, b,

Examinons les propriétés de ce recouvrement. Elles nous feront
comprendre d’oilt vient le majorant 2(b —a) + ¢.

(e) Tout point de ja, b appartient au plus & deus des intervalles de
ce recouvrement. En effet, si @ appartient a trois intervalles, I'un de ces
trois intervalles est inclus dans la réunion des deux autres et peut donc
étre éliminé, ce qui contredit la minimalité de n.

I |

, — 1

{b) Les points « et b appartiennent chacun A au plus un des intervalles
du recouvrement. En effet, si le point ¢ appartient & deux intervalles
l@n, . bny [ €t |@ny, bey [ €t que par exemple by, < by,,, on peut retrancher
I'intervalle 1(zy, ) da sous-recouyrement sans qu’il cesse d’&tre un recon-
vrement, ce qui contredit 3 nouvean la minimalité de n. Il en est de
méme en b.

(¢) Aucun des intervalles du recouvrement n'est contenu dans un
autre intervalle du recouvrement.

On peuat alors supposer que les I{z;) sont rangés dans «l'ordre
croissanty» | c’est-a-dire que

a <oz <b<az<bhh<ag<by< - <o, <by_; <by.

a ag by ey by ag b b

o | [ ] [ ] 1
L I | T L 1
a1 bl 253 b3 as 550.7 b7

Draprés la propriété (b) ona a; < a < ag et by_1 < b < by,

Comme, par construction, le centre z; de l'intervalle |a,, b1 [ est dans
le segment [a,b], onaa—a; < % (il peut y avoir égalité si #; = a). On
a. pour les mémes raisons, b, — b < <,

Puisque 'un au plus des intervalles du recouvrement fini dépasse a
gauche de a (celui qui contient @), et qu'il dépasse d'au plus % (son
centre est A droite de a), qu'un intervalle au plus dépasse & droite de b,
et d’au plus g, et que le reste de |a, b[ est recouvert au plus deux fois, il
semble clair que (voir dessin)

- c
S u(I{z)) €200 —a) + = + 5

i=1

[\ R
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Montrons-le précisément. On se raméne A des intervalles disjoints en
nerivant :

n

> (5= ) = (bn —an) + 3 (= i)+ 3 (a1 )

i=1 i=1

—b —al+z a'1.+1
=1

Oronaby—o; =(bn—0)+(b—a)+(a—a1} < (b—a)+c, dapreés ce qui
précede, et comme les intervalles Ja;y 1, b;[ pour ¢ € [1,n — 1] sont deux

n—1
n deux disjoints et inclus dans [e,b], on a aussi > (b; — a1} < b—a.
i=1
n
On obtient done > (b — a;) < 2(b— a) + ¢, ce qui est Pinégalité (i7)
i=1
nonlaitée, <

Nous terminons ce chapitre avec quelgues exercices de nature topolo-
wiqie. Le premier permet de rappeler que les ensembles Q@ et R\ Q sont
thenses dans R.

1.25. Irrationnels denses dans une partie

Soit M une partie majorée de RY contenant au moins deux
#éments et telle que pour tout (a,b) € M?, vab € M. Montrer
que M N (R\ Q) est dense dans [if M, sup M].

(Ecole normale supérieure)

| - Solution.

Par hypotheése on a inf M < sup M. Montrons tout d’abord que M
rdl dense dans le segment I = [inf M, sup M]. Raisonnons par I'absurde
el supposons quil existe inf M < o < b < sup M tel que Ja, 5[ N M soit
vitlle. On va agrandir notre intervalle ], b au maximum en conservant
tlle propriété : posons

o cinf{z 2inf M, |z, o[ M = 0} et 8 =sup{z <sup M, |a, z[ "M = B}.

I'intervalle ouvert la, 8] a toujours une intersection vide avec M mais,
- construction, il existe des éléments de M aussi prés qu'on veut de
«w (a gauche} et de 3 (A droite). En fait cet intervalle ouvert |a, B[ n'est
a+f

nnire que la composante connexe de Pouvert R\ M qui contient

(voir cette notion dans la premiére question de l'exercice 1.27}. On peut
slme se donner une suite (a,} de M qui converge vers « et une suite (b, )
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de M qui converge vers 3. Les réels v/a,b, sont dans M par hypothése
et tendent vers /o € Ja, 8]. Pour n assez grand ils sont donc dans
lintervalle ouvert |, 8] ce gqui améne notre contradiction.

Montons maintenant que M M (R \ Q) est dense dans [inf M, sup M].
Raisonnons encore par I’absurde en supposant qu’il existe un intervalle
ouvert |a, b C I tel que tous les éléments de M M ]a, bf soient rationnels.

En utilisant la décomposition des entiers en facteur premiers, il est
facile de voir que tout nombre rationnel x > (i g’écrit de maniére unique

sous la forme z = [[ p**'®) ot P est 'ensemble des nombres premiers et
peP
olt {Vp{x)) est une suite d’entiers relatifs presque nulle (c’est-a-dire dont

seul un nombre fini de termes sont non nuls). Par exemple % =2%3.57%
On aura besoin de la constatation suivante : si £ est un nombre rationnel,
alors /z € Q si et seulement si les entiers 14,(z) sont tous pairs. La
condition est clairement suffisante et elle est nécessaire carsiy — /2 € Q
alors z = y? et v,(x) = 2u,(y) pour tout nombre premier p.

Revenons alors & l'exercice. Par densité de M notre intervalle la, b
contient deux éléments z < y de M {qui sont donc rationnels). Par
hypothése ,/Zy est encore dans M et comme \/zy € |z, y[C Ja,b| il est
aussi rationnel. Recommengons en remplagant y par y1 = /@y et ainsi
de suite. Tous les réels de la suite définie par yo = ¥ et Ynt1 = /TUn
sont dans MN@Q. Soit p un nombre premier. La suite 4,(yn ) est & valeurs

dans Z et vérifie la relation de récurrence vp(yn41) = ve(®) + volyn)

Il s’agit d'une suite arithmético-géométrique qui converge vers v,{x).
Par conséquent elle est stationnaire et par suite constante {car le seul
antécédent de v,(x) par la fonction t — 1/2(v(z) + ¢) est vp(z)). On a
done v,(y) = vp(x). Comme cela vaut pour tout p on a y = x et c’est
une contradiction.

Conclusion. L’ensemble M N (R Q) est dense dans . <

1.26. Application ouverte

Soit P € C[X] non constant. Montrer que 'image par P d'une
partie fermée (resp. ouverte) de C est fermée (resp. ouverte).
{Ecole normale supérieure)

&> Solution.

Il suffit de prouver le résultat pour les parties fermées. En effet, si
U est un ouvert de complémentaire le fermé F alors P(U) = C* \ P(F)
car P est surjectif (le théoréme de d’Alembert-Gauss assure 1'existence
d’une racine de P(X) — w pour tout w € C). Donc P(U) est ouvert si et
seulernent si P(F) est fermé.
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Montrons que P(F) est fermé. On suppose F non vide. Soit w, une
niile de points de P(F) qui converge vers w € C. On veut prouver que
w ¢ P(F). Pour tout n on choisit 2, € F tel que P(z,) = w,. La suite
{ w)n>o est bornde sinon on pourrait en extraire une sous-suite (Zpn))
lelle que [z40m)| — 400 et comme [P(z)| — +oo lorsque |2| — 400 on
nirait [weemy| — oo ce qui est absurde. On peut donc extraire une
HOIts-sUite (2y(n)) qui converge vers un point ¢ € F. Par contimiité de P
In suite (wy(ny) converge vers P(a). Mais elle converge aussi vers w. Par
nnicité de la limite w = P(a) € P(F). <

Plus généralement, si f est une fonction continue propre (¢’est-d-dire
telle que Uimage réciproque de tout compact est compact ; voir lezercice
i 1) alors Uimage directe d'un fermé par f est fermée.

La seconde question de ce dernier ezercice ést tirée du cours de
tapologie de Gustave Choguet (éditions Masson),

1.27. Partition dénombrable de [0, 1]

1. Montrer qu’un ouvert non vide de R s’écrit de maniére unique
comme réunion d’'une famille d’intervalles onverts non vides deux a
deux disjoints et que cette famille est au plus dénombrable.

2. Montrer que le segment [0, 1] n’est pas réunion dénombrable
de fermés non vides deux & deux disjoints.

(Ecole normale supérieure)

| - Solution.

1. Soit U un ouvert non vide de R. On cherche & partitionner U en
intervalles ouverts. On considére pour cela la relation binaire R définie
sir U de la maniére suivante : pour (2,y) € U?, z Ry si et seulement si le
segment, d’extrémités x et y est inclus dans U. 11 s'agit visiblement d'une
relation d’équivalence sur U. Montrons que les classes d’équivalence
somt des intervalles ouverts. Par définition une classe d’équivalence I
st convexe : ¢’est donc un intervalle de R. Si z € I, comme U est ouvert,
on peut trouver # > 0 tel que |z —n,z + 5[ C U. Mais alors tout point
tle ]z — m,z + n[ est en relation avec z, done |z — n,z + 5[ C L Cela
rontre que I est ouvert. Comme @ est dense dans R, on peut trouver
lans chague classe d’équivalence un nombre rationnel, et définir ainsi
me injection de U/R dans Q. Comme @ est dénombrable, on en déduit
que U/R est au plus dénombrable. Enfin, comme par définition on a
U= U I, on a bien montré que U est réunion d'une famille au plus

IEU/R .
lénombrable d’intervalles ouverts deux & deux disjoints.

¥
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Tl reste & prouver qu’il s’agit de la seule maniére d'écrire U comme
une réunion d'intervalles ouverts deux & detux disjoints. Supposons que
U= U]Gj’bi[’ ol les la;, b;[ sont deux & deux disjoints. Soit § € J.

F€T

Tous les éléments de |a;, b;[ étant visiblement en relation pour R, Ja;, bj|
est inclus dans une classe I = }a, 4] pour la relation R. En fait il y a
égalité. En effet, supposons par exemple @ < a;. Alors a; € U et il
existe k € J tel que a; € |ag, bg[, ce qui est impossible car dans ce cas
laj, b;[ M ]ax, be[ # . De la méme maniére on montre que b; = b. Les
intervalles la;, b;[ sont donc des classes d’équivalence pour R et on les
obtient toutes sans quoi la réunion des ]a;, b;[ ne serait pas égale a U.
D'ot le résultat.

Les intervalles ouverts de U/R. sont appelés les composantes connexes
de U. Ce qui précéde montre gu’il s’agit des intervalles ouverts inclus
dans U qui sont maezimaut au sens de Uinclusion.

2. Supposons par l'absurde qu'une telle partition soit possible et
posons {0,1] = U Fp ol les F;, sont des fermés non vides.

nz0

L'idée de la démonstration consiste & construire une suite (L,)
d’intervalles ouverts telle que

()T, C 1y C Ly

(é4) I, ne rencontre pas F,.

[aa) o]
La premiére condition assure que m I, = m I,.. Comme lintersec-
n=0 n=0

tion d'une suite décroissante de segments est non vide, il existe au moins
un point ¢ qui appartient & tous les I,, et qui donc n’appartient 4 aucun
F.., ce qui apporte la contradiction désirée. La construction de la suite
(I,) n'est toutefois pas si simple. Il faut s’assurer & chaque étape que
Pintervalle I,, ne se retrouve pas entiérement contenu dans un fermé ¥,
car cela blogquerait la récurrence.

Quitte & regrouper deux des fermés et a effectuer une renumérotation
on peut trés bien supposer que 0 et 1 sont dans Fg (cela permet
simplement d’éviter des considérations de topologie induite).

L’ensemble [0,1] Y Fy = ]0,1[\Fy est donc ouvert et non vide. On
prend pour 1o I'une des composantes connexes de cet ouvert.

Pour définir I;, on considére le premier indice % tel que Fy, rencontre
Iy, soit k;. L'ensemble Ip \ Fi, est ouvert, et il est non vide : sinon, on
aurait Iy C Fy,, d’ot Iy C Fy, puisque Fy, est fermé; or les extrémités
de Iy appartiennent & Fy. et Fy et Fy, sont disjoints.

Soit J I'une des composantes connexes de I \ Fy,. De deux choses
I'une. Ou bien les deux extrémités de J sont dans Fg, ; ce sont en
particulier des points de Iy, et on a J C Iy; on pose alors I; = J. Ou bien
I'une des extrénités de J est une extrémité de Iy et 'autre appartient a
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I'y, ; dans ce cas, on remplace J par un intervalle plus petit, disons J',
en conservant Pextrémité qui appartient 4 Fr,, et en rapprochant l'autre
exirémité, de fagon que J7 C Iy ; on pose alars I, = T,

On continue en construisant par récurrence une suite d’intervalles
(1,)nz0 et une suite d’entiers 0 = kp < ky < kg < --- < kp, < --- tels que

{(#) I, c Iy C Ly (avee I_; = [0,1]);

{1#') 1 ne rencontre pas Fo, Fy, ..., Fi,_;

(i#i") I, rencontre Fy, .

La suite {Tn),@o est une suite décroissante de segments, donc son
intersection est non vide. 8i « € [0, 1] est dans cette intersection, il n’est
tlens auenn des fermés Fy, F1, ..., Fy, . Comme cela vaut pour tout n, «
w'est dans aucun ¥, ce qui apporte la contradiction souhaitée. <

Le lecteur qui connatt le théoréme de Buaire powrra rédiger une preuve
Ifgérement plus courte de ce résultat, prewve qui aura le mérite de se
yinéraliser. En effet, on peut montrer gu’un espace méirigue complet
connezxe et localement conneze ne peut se partitionner en une réunion
dinombrable de fermés non vides®.

. Voir par exemple GONNORD (S.) & TOSEL (N.), Thémes d’analyse pour
' 1yrégation, Topologie et analyse fonctionnelle, Ellipses, 1996, p. 41.



Chapitre 2

Suites réelles et complexes

tien avant qu’elle ne soit conceptualisée, on a utilisé des itérations
it st sous-jacente la notion de suite. Par exemple, Archimeéde quand il
rhevche une valewr approchée de m considére les suites (pn) et (Pn) des

prrimétres des polygones inserits et circonserits 4 un cercle de rayon 1 et
2Pnp2n

P2n + Pa '
La théorie des suites au sens moderne est établie au début du XIX°

witele quand s’affirme la volonté de donner & Uanalyse des bases rigou-
renses qui la débarrassent des notions métaphysiques dinfiniment pe-
fils ou de quentités fvanouissantes. Dans ses Notions fondamentales
e la théorie des suites, rédigées vers 1800 et restées inédites, Gauss
donne o définition moderne d’une suite (application de N dans R).
I définit les notions de majorant et de borne supérieure d’une suite.
Plus intéressant encore, il donne les définitions de la limite supérieure

nhontit & des formules qui égquivalent & pan, = VPnPn et Poy =

vl de la limite inférieure d’une suite (limsupa, = lim supa, et
n—+o0 pzn
limsupa, = lim inf ap, dans le langage d’aujourd’hui) et, quand ces

n—+o0 pzn
thiwe quantités sontpégales, appelle leur valeur commune la limite de la
dtiihe.

Cest le Cours d’analyse de Cauchy (1821) qui ouvvre lo voie 4 Uane-
lyse moderne. Dans le chapitre des Préliminaires, il donne les définitions
i 'une suite et de lo limite d’une suite, les premiéres définitions précises
th +00 et —oo, introduit la notion de valeur d’adhérence. Le «eritére de
{‘nwuchyy de convergence, déjd connu de Bolzano est explicité pour les
RIEETEER

Pendant une grande partie du XIX® siécle, ln convergence d’une suile
dr Cauchy ou d'une suite croissante majorée sont présentés comme des
mriomes qui constituent le fondement de toutes les questions od intervient
I notion de [imite. Ce point de vue vo étre remis en cause par Méray
{1868) puis par Cantor (1872) qui, voulant en donner des justifications
precises, construisent R 4 partir des suites de Cauchy de (.

La théorie des suites réelles dont tous les concepts sont parfaitement
thifings depuis la fin du XIX® @ connu rdcemment des développements
importants avec 'étude des systémes dynamiques, qui apportent un
reyard novvean sur les suites définies par une relation de récurrence
e la forme un 1 = f(ug). Sila fonction [ est continue et si la suite
converge, sa lmite | est nécessairement un point fize de f. Ce fait,

e
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démontré par Cauchy, est 4 la base de toutes les méthodes numériques
itératives. L'intérét pour de telles suites est ancien. Dans le traité De
la méthode des fluxions et des suites infinies (1740), pour obtenir une
valeur approchée d’une solution de Uquation g(x) = 0, Newton expose
ce qu’on appelle depuis «méthode de Newtons : prenant ag proche de la
solution de D’équation, on considére une suite vérifiant

glan)
(L | O g, (an) -
C’est lors de l'étude de certains systémes dynamiques discrets’ gqu’est
apparue la notion de chaos, qui a connu ces derniéres décennies un grand
succés. Pour des fonctions f trés simples (par exemple une fonction
trinéme), le systéme dynamique peut avoir un comportement qui semble
aléatoire. L’exemple le plus connu est la suite logistique vérifiant une
relation de la forme

Unp1 = (1 + @)u, — aul.

Cette suite été utilisée par Verhulst en 1845 pour décrire un modéle
de croissance de la population. Pour 0 < « < 2 et une population up
pas trop tmportante, la suite (u,) converge vers la population stable 1.
Mais comme Ua démontré en 1963 le météorologiste E.N. Lorenz, pour
des valeurs plus grandes de «, cette loi décrit certains aspects des flux
turbulents.

Dans les années 1980, de grands progrés ont été accomplis dans
létude de ces systémes dynamiques grice d la puissance des ordinateurs.
Par exemple, pour la suite logistique, on observe que, pour 2 < « < 2,5,
le comportement de la suite tend vers une oscillation réguliére entre deux
valeurs (cycle d’ordre 2) ; puis pour 2,5 < a < 2,55, vers un cycle d’ordre
4, ensuite quand « augmente, vers des cycles d’ordre 8, 16... Au-deld de
2,57 environ, le systéme devient chaotique. Feigenbaum a montré en 1981
que, pour une classe assez large d’applications § de [—1,1] dans [—1,1] et
I =Af, 0 < A < 1, le systéme dynamique défini par tny1 = frltn) o un
comportement comparable : il existe une suite croissante de valeurs A; du
paramétre A pour lesquelles la dynamique change (le nombre de points
d'un eycle double quand X, supposé passage de A;) fjusqu’d une valeur
eritique A, de telle maniére que vy tende vers § = 4,669...,

Ajrz — Ay
constante universelle indépendante de f. Au-deld de Ao, on retrouve des
cycles stables de période 3 -29 et des points de bifurcation.

On s'est aussi intéressé & [ttération de fonctions complexres, en
particulier les fonctions f: z — z* + ¢, od ¢ € C. On étudie U'ensemble

1. Qui revient & I'étude du comportement des applications itérées f7 : X — X.
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s nombres complezes z pour lesquels la suite de premier terme z est
hornde. On note K, cet ensemble, et on Uappelle ensemble de Julia.
N frontiére présente des formes trés belles el trés varides selon les
wmileurs de ¢. Les premiers résultats, établis entre 1905 et 1920, sont
iies & Fatow el Julie {évidemment sans aucun moyen informatique). En
1980, Mandelbrot étudia ['ensemble des points ¢ pour lesquels O est dans
IK. (le célébre ensemble de Mandelbrot). Les ensembles de Julia ont
les propriétés des fractales, en particulier Uautosimilitude. En revanche,
P'ensemble de Mandelbrot est extraordinairement vari€ ; plus [’échelle est
rnde, plus Uimage se compligue. On o montré un caractére universel
di Pensemble de Mandelbrot : pour diverses fonctions complexes a un
puramétre, on trouve des copies déformées de cet ensemble.

Les premiers exercices sont assez généraur : étude de la monotonie,
the la convergence d’une suite.

1. Une étude de monotonie

Etudier la monotenie de la suite de terme général

n

un = 3 _(=1)FCEInk.

k=1
(Ecole polytechnique)
| - Solution.

Pourn >1,o0na

n--1
tng1 = ) (—1)*Ch Ik

k=1
=> (-DF(CE+CEYInk + (=)™ In(n + 1)
k=1

=t + Z(—l)’cﬂcz In(k + 1),

H3
bty = Upg1 -ty = 3 (—1)*1CY In(k 4 1). Pour étudier le signe
k=0
tle 1y, les logarithmes nous génent. Pour les faire disparaitre, on songe
n dériver, mais pour cela il faut introduire une fonction. On remplace

done 1 par x et on pose, pour z > 0,
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n

f@) =3 (-1 CE (e + k).

k=0
7 Ck
Pour tout = >0, on a f/(z) = 3 (—1)+! ;Ef@ Considérons la fraction
k=0

W
—C’-‘—k. Il existe un polyndme P € R, [X] tel

n
, - kL
rationnelle F k§=:0( 1) X

g

que F =

XX+ X+ En multipliant ¥ par X + k et en évaluant

en —k, on trouve, pour 0 < & € =,

P(=k)
(&Y (—k+1) ... (—k+E-D(-k+k+1...(~k+n)
__ PR
T (n—R)(=1RE T

(-nFCh =

Pk

et done P(—k) = —n!. Comme P est de degré < n et qu’il prend la valeur
—n! au moins n + 1 fois, on en déduit que P = —nl. On a done, pour

—t!
tout > 0, f'(z) =

< 0. La fonction f décroit sur
(x4 1)...{x+n)

R . Calculons sa limite en +20. Pour # > 0. on a

1) = (i(—l)’”cﬁ) iz 4 350 cn (14 )

k=0 k=D
=3 (-1)'Cf (1 + 5) ,
k=0 T

i
puisque Y (—1)¥7ICE = (1~ 1)" = 0 pour n > 1. On en déduit
k=0
gue 1i13_1 f(z) = 0. On conclut que, pour tout = > 0, f(x) > 0. En
E— 00
particulier, v, = f(1) > O et la suite (u,)p>1 est donc strictement
croissante. <
Notons qu'on a démontré que, pour n = 1,

+oc vn" d‘
u.n+1—7,tn~fl T EES RETT) ol

2.2. Permutation des termes d’une suite

Caractériser les suites réelles {uy )n >0 telles qu’existe une permu-
tation o pour laquelle la suite (Uq(n))nzo €5t monotone & partir d'un
certain rang.

(Ecole normale supéricure)
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| - Solution.

o Analyse. Soit (uy,)n30 une suite réelle et o une permutation de N
tolle que la suite {ug(n) )20 S0it monotone & partir d’un certain rang. Par
v Lhéoréme des limites monotones, la suite (ug(n))nm admet une limite
 duns B = RU {—00, +c0}. Moutrons que la suite {uy)nzo converge
rentement vers £, Traitons le cas ot ¢ € R. Soit £ > 0. Par hypothése
o pent trouver N € N tel que |ugny — €] < £ pour n 2 N. Soit alors

! max o(k). Pour tout » > N’ on a |u, —#| < & ce qui prouve le
0k N—~1

rwnltat, Il est facile d'adapter cette preuve au cas ot1 £ est infini. Notons
par ailleurs qu'a partir d'un certain rang tous les termes de la suite
{1ty )20 se trouvent du méme coté de la limite £ et méme strictement si
In wiiite n'est pas stationnaire.

o Synthése. Considérons une suite (wn)nzo qui admet une limite £
tlins R, qui n’est pas stationnaire (ce cas étant évident puisque o = Idy
eonvient) et telle qu’a partir d’un certain rang Ng tous les termes de la
ntile sont strictement du méme coté de £. On supposera par exemple
ey, << £ pour n = Np. Traitons le cas ot £ € R. Posons tout d’abord
aln) = npour 0 € n € Ng — 1. Considérons ensuite les ensembles

Vo - {n > Noytn < £= 1} et U = {n > No, €~ 1 Sun </ ﬁ},
pontr tout k& € N*. Par hypothese, les ensembles €2 sont tous finis et
forment une partition de lintervalle [No, +oc[. Il suffit de définir o (k)
i k = Np en prenant les éléments de €2y puis ceux de €. et ainsi
(o wnite et en s’arrangeant pour que la suite (g4 kN, soit croissante
{on classe par ordre croissant les éléments de chaque ensemble ). Le
rnisounement s’adapte aisément au cas ot £ = +00 {on considére un rang
Ni, & partir duquel les termes de la suite sont strictement positifs et pour
tol ke N, € = {n 2 No, k <un € k+1}) et au cas olt uy, > £ &
pirtir dun certain rang.

Conclusion. Les suites réelles {u, )30 pour lesquelles il existe une
permutation o telle que (1, () )nz0 S0it monotone & partir d'un certain
tang sont les suites stationnaires et les suites ayant une limite £ dans R
ot (i sont strictement inférieures ou supérieures & £ 4 partir d’'un certain
Lanlg,

I’exercice qui sult utilise simplement la définition de la convergence
A'une suite. Il est ¢ rapprocher de Uexercice 4.4 sur les fonetions sur-
niliiitives. L'idée est la méme.
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2.3. Suites sous-additives

Soit ¥4 = (Un}lnpo une suite réelle vériflant wppm < Un + Uy

pour tout couple (m,n} d’entiers naturels. Monirer que (%) -
nzl

converge vers £ = inf " € RU {—oc}.
nzl n

{Ecole normale supérieure)

> Solution.

De T'hypothése, on déduit immédiatement que, pour tout entier n,
Ol & Uzn < 2U,, PUiS par une récurrence simple, qUE Ly, < MUy, Pour
m et n dans N™.

Commengons par le cas ol £ est réel. Pour tout £ > 0, on peut trouver
m tel que £ < tt?m < £ 4 £. 5i n est un entier quelconque, on en fait la
division euclidienne par m et on obtlent n =gm +r o § < r < m. On
a alors wy, € tmq + tr € QU + U, et done, en divisant par n,

/< Up G Ur (+c)gm M ( 7‘) M
n

— € ~Um + — < <1 - )+ —,

n Tt T T T Ti

ol M = max ug. Puisque 0 < r < m, T tend vers O lorsque n tend
0<k<m n

vers +o0 et {£+2) (1 - %) + % tend vers £ +¢. On a donc pour n assez

grand,

u
£ g ly 2,
n
. . Un
ce qui prouve que lim — ={.
= +00 T
Le cas oll £ = —oo se traite de méme. Pour tout A < 0, il existe m

tel que %’“ < A. On obtient, comme précédemment

u_ngA(l_E%Mgé,
n T n 2
pour n assez grand. <

On peut par ezemple utiliser ce résultat pour monirer la convergence
de la suste [|A"]|*/™, o0 A € M,(C) et ot || - || désigne une norme sous-
maultiplicative sur My (C}. En effet, on voit tout de suite que la suite
(In||A™|)ns1 vérifie Uhypothése de exercice. C’est alors un exercice
classique de montrer que la limite de ||A™||'/™ est le rayon spectral de la
matrice A, c'est-d-dire le plus grand module de ses valeurs propres.

Les deux exercices sujvants uwtilisent le fait qu’une suite monotone
converge si et seulement si elle est bornée.
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2.4. Suites monotones

A toute suite croissante {an)nen de réels telle que @ = 1, on
associe la suite (by,),en définie par

T
b= (1 B akfl) 1
k=1

[£37] 275

Montrer que b, € [0,1]. Etant donné ¢ € [0, 1], montrer Vexistence
d'une suite (an)nen telle 11111 b, =
100

(Ecole polytechnique)

| - Solution.
lLa suite (a,) étant croissante et positive, on a pour tout & € N*,

(I - ib) ai 2 0 et done b, = 0. D'autre part, on peut écrire par
k

2L
rroissance de la suite (a,,),
ag_ 1 Gk — Of— g — Ok — 1 1
(l_kl)_:kgklgk ol b
ay ay ay Opth—1 ak—1 8>
I sommant ces indgalités pour £ = 1,...,n, on obtient
T
1 1 1 1 1
anZ( __):7,_,:1,7<1.
ey \Ok-1 @ ag n Qy

Ainsi, la suite (by) qui est croissante et majorée par 1 converge,
Soit g € ]1,+oc| et la suite {(a,} définie par a, = ¢". Elle a les
propri¢tés voulues. Pour ce choix de (ay,), on obtient

1

1
T - — 1
B (DG DOTE0-)
k=1 9/ 9 q a9/ i - q g

RS

On en déduit que lim b, = L Quand ¢ décrit 1, +co], L décrit
n—too q q

[t 1. En particulier, pour tout ¢ € ]0, 1|, il existe g = —16 > 1 tel que

Iin:] bn = c. Pour ¢ = 0. la suite (a,) constante égale & 1 convient. <
Ho

Outre la convergence monotone, Uexercice suivant utilise le théoréme
e Cesaro, dont nous rappelons Uénoncé. 8¢ la suite {uy) tend vers £ € R

, 12 \
ators la sutte (vy) de terme général v, — = 3wy (moyenne de Cesdro
n
k=1
e la suite des un ) converge aussi vers £. C'e résultat sera au centre des
enoncés qui suivent.
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2.5. Suites convexes bornées

1
On considére une suite de réels (¢, }nen et on note pour n = 0,

Aty = tn — tiny1 €6 A%up = Aup — Aupy 1. On suppose que la suite
(y, ) nen est bornée et que pour tout n € N, A2u, = 0.

1. Montrer que la suite (i, }.cn est décroissante et que nAu,
converge vers (.

2. Montrer que la série Y (n + 1}A%u,, converge.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. On note que la condition A%y, > 0 8'6crit tnt1 < = (Un + Un2)-

B

Antrement dit, la snite (u,) est convexe.

On a, pour tout n € N, Ay, = Aup—Aup,y; = 0:lasuite {Au,) est
décroissante. De plus. elle est bornée, puisque {u,} Vest. Elle converge
done. $i on note £ sa limite, alors on a, d’apres le théoreme de Cesaro,

lim At0tAut o Moy oy gy M i,
=400 T n——+o0 T
la suite (un) n’est pas bornée, ce qui est contraive a Vhypothese. On a
donc £ = 0. La suite (Aw,), qui converge vers 0 en décroissant, est donc
positive. On a ainsi, pour tout n € N, Auy, = un — un 1 2 0: la suite
(s} décroit. Puisque de plus elle est hornée, elle converge. Notons L sa
limite.

Pour montrer ¢que la suite (nAw,) converge, on commence par
montrer que sa moyenne de Cesaro converge, ce qui est plus simple. En
effet, quand on somme des termes successifs de cette suite, on obtient
des simplifications puisque Aw, est une différence entre deux termes
conséeutifs de la suite {un}. On a, pour tout n e N*,

T 13 28 n
Z KAy, = Z kug — Z kugs, = Z tty — Nty 1 ct donc
k=1 1

k=1 k=1 k=1

1 T 1 T
— E kAup = — E Uk — Un g1
T n

k=1 k=1

¥
Du théoréme de Cesdro on déduit lim 1 Siur = L et donc
n—400 1 k=1

1 LA
lim - ¥ kAwr = L — L = 0. La suite (Au,) étant décroissante,
n—4-o00 71 k=1
ol peut écrire, pour tout n € N*,

1 & 1 (¢ 1
S kAuw - (Y k) Aup > " Ay 2 P Au, 2 0.
ni nA\i 2 2
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(1 en déduit. par encadrement, que HETOG nAu, =0,

Le lecteur ohservera que cette derniére question est une formulation
en termes de suites d’un résultat clossigue sur les séries (cf. exercice
Xo). En effet, la suite {Au,,) est positive décroissante et la série Y Au,
converge. Cela impligue que nla, tend vers 0.

2. Ona. pour tout n € [,

7i+1

n
Y (k4 1)A%u; = Z{k+ 1) Aty — Z kA,

=0 k=0
it
= Z Ay, — (n+ 1)A1Ln+1
k=q
= up — tpy1 — (R + 1AL
On sait que Iim ¢, =Let que lim (n+ 1)Au,41 =0, d’aprés la
n—toc n—+oo

yuestion précédente. On ne déduit que la série 3(k + 1)A%u;, converge
ol que

+ou

Z(k + DA% u =ug—L.| <«
k=0

Une suite dont les moyennes de Cesdro convergent peut trés bien
dinerger, camme le prouve le contre-exemple classique u, = (-1)",
| vrercice suivant montre que pour gu une suite positive bornée (Un)nen
trende vers 0 au sens de Cesdro, il faut et suffit que (tnlnen tende vers
¥ sur une partic de N de densité 1.

2.6. Caractérisation de la convergence au sens de Cesaro

-1
Soit {@n )rz0 une suite réelle positive, majorée. Montrer qu'il y a
‘yuivalence entre

(i) Su = = Z aj tend vers O;

(it) il e‘ﬂste une partic A C N de densité nulle (¢’est-a-dire
Card(A N [0, n])
iolle que hm —_—

71—+ 00 n

= () telle que hm @y = 4.
N n¢ -‘-\
(Ecole polytechnique)

) - Solution,
» Supposons d’'abord (¢i) réalisé. Soit ¢ > 0. Comrue liI[fl‘ ap = 0, i

143
exigsle N € N* tel que pour n 2 Netn ¢ A, a, < e Pour » 2 N, on
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coupe alors la moyenne de Cesiro en trois :

1%
HZ k+— > ak+_ >

k=0 k=0 Ngkgn Ngkgn
hgA Py

La somme du milien est majorée par e. Celle de gauche tend clairement

vers (0 lorsque n tend vers l'infini. Enfin, si on note M — supag (qui
keN

existe puisque la suite est majorée), celle de droite est inférieure &

M Card(A N [N, n]} MCard(A n[0,n])

et a fortiori & , quantité qui tend

également vers 0 lorsque n tenud vers l’inﬁni.nﬂ existe done N = N tel que
pour tout n supérieur & N’, on ait S,, € 2¢. L'assertion (4) est démontrée.

» Supposons maintenant que (i) est vérifié et que la suite (a,) n'est
pas de limite nulle (sinon A = @ convient). Posons oy, = sup{S,, p >
n}. La suite (an) est une suite décroissante tendant vers 0 de réels
strictement positifs. Considérons A = {p € N, a, 2 /8, }. Il est clair
que iﬁ an =0 (carsin ¢ A, a, < /0,). Il ne reste plus qu'a prouver

que A est de densité nulle, On a

n
ag 433

Card(AN[0,n]) = 1< g —_—,

Yois Y e

keAN[0n] kEA

de sorte que

1 & e Sn
—card(An{[o nl) < Z < Z ~ — <o,
k=0 k=0 V7 Vi

car S, € ap. D'ou le résultat. <

Liexercice qui suit porte qussi sur des suites qui convergent au sens
de Cesare, mais cette forvs dans C. Notons que le théoréme de Cesaro
subsiste dans C.

2.7. Suites convergentes au sens de Cesiro tefles que u — 1

Soit E I'ensemble des suites (u,) de nombres complexes vériﬁant
lim 8 =1 et telles que la suite de terme général v,, = ly 3 g
n—4oo T k—t
converge, On considére Papplication ¢ de E dans C qui a la suite
(un) associe la limite £ de la suite (v,). Déterminer o(E).
(Ecole polytechnique)
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ke

[ - Solution.
Notons U l’ensemble des racines 6-iemes de 1 et posons, pour
<k < 6, wp =€ % La facon la plus simple de réaliser la condition

]”-P u = 1 est que la suite (ul) soit constante égale & 1, c'est-a-
0o

dire que, pour tout n &€ N*  u,, soit élément de:Us. Notons F le sous-
rnsemble de E formé des suites ayant cette propriété et déterminons pour
commencer @(F}. 51 (u,) est dang F, on obtient, en notant, pour n € N*
ol 1 €4 <6, mi(n) le nombre de termes ux (1 < &k < n) de la suite (uy,)

MEAIX A Wi,
k£3
>, i

t=1

Z m;(n)w

(hi en déduit que chaque terme de la suite (v} s'écrit comme barycentre
ivcoefficients positifs de (w1, - . ., we}, C’est-a-dire appartient 4 I'enveloppe
vouvexe C de Us. L’ensemble € étant fermé, il en résulte que la limite #
(v 1a suite (vy,) appartient a C.

Démontrons récipmquement que C C o(F). Soit £ un élément de C

qui s'éerit £ = Z Aiwi, o0 Ap, ..., As sont des réels positifs de somme
cpale & 1. Montrolns gqu'on peut trouver une suite (un) de I telle que,
pour 1 € ¢ € 6, on ait, avec les notations précédentes, nllgrloo sz(n} = A;.
'osons a;(n) = E(dn) sil <4 <5 et ag{n) = n — i a;(n) pour
tont i € N*. L’entier ag(n) est positif, car =

5

5
Zai(ﬂ) g ZA{H g n.
i=1 i=1

Il ost clair que lim ai(n) T i A pour 1 < 4 < b
Fi— 400 n TLH+OO ')
as(n) _

(leci entraine  lim
n—+00 T

=1- Z A; = Ag. On va choisir (¢,) pour
i=1
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que mi{n) = a{n), pour 1 €4 < 6 et n € N*. On a, par construction,
pour l i< S5etn =2,

Min—D—-1l<an-1)< hin—1) et An—1<an) < n.
On en déduit que

1€ -14+M <omn)—omn—1) <A, +1<2

6
et donc que a;{n) = a;{n — 1) ou a;(n — 1) 4 1. Puisque 3 a:(n) = n,
i=1
pour tout m € N*, on a, pour tout » = 2, o;(n) — ay{n — 1) = 1 pour
I'un des entiers 7 (1 € ¢ < 6) et 0 pour les autres. On note f{n) cet
entier ¢ et f(1) I'entier { tel que o;{1) # 0. On définit ensuite la suite
(Un) par tn = wyen). On a, par construction, m;(1) = a;(1) et, pour
n 22, a;(n) — e fn - 1) =m;(n} —m;(n—1) et donc pour tout n € N¥,
6
m;(n) = a,(n). On en déduit que v, = 3 mwtb Finalement on
' 6
obtient que la swte (vy,) converge et que sa limite est Y Aw, = ¢
1=1
Autrement dit, Ja suite (u,) appartient & F et sa limite £ appartient
& (F). On a bien x(F) = C.

Nous allons enfin montrer que (E) = »(F) = C. Considérons une
guite (u,) de E. Pour n assez grand, tout terme de la suite (u,) est
proche d'un élément de Uq. En effet, la suite (u8) converge vers 1. Pour
tout = € J0, 1], il existe ny tel que [u& ~ 1} € &% si n = ng. Puisque

6
S — 1| = I fun —wi|, on en déduit qu'il existe ¢ € [1,6] tel que
i=1
lin, — wyl € . Les images des w; dans le plan complexe formant un
hexagone, la distance entre deux sommets est = 1. Sie < % , les disques
de cenire w; et de rayon £ sont donc disjoinis. En particulier, un entier 4
. i
tel que |u, — w;| € ¢ est unigue. Prenons € = 3 et pour n 2 ng, NOtons

f(n) un tel entier 4, et prolongeons f en une application de N* dans
[1,6], en posant f{n) =1 sin < ng. Considérons la suite (u),) de terme
général wy(,) et (v),) 1a moyenne de Cesaro associée. Pour £ € }D, % [, il

existe un entier ny = nq tel que, pour n > ny, il existe un entier { tel que
[Un - w;| € ¢. Nous avons montré précédemment que nécessairement,
w; = ul,. On a alors, pour nn = ny,

1 1t n—m
|'Un - ’L"H S = Z |'LLn - u:i| & - Z |u’“ - H':xl +e
n k=1 n k=1 "
R]fl

1
< = Z fun — ul| 4 €.
L
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On aura done, pour n assez grand, |v, — ;| < 2¢. On en déduit que la
rite (vn, — v,) converge vers (. La suite (v,) convergeant vers o{(uns)),
il en est de méme pour la suite (vf,). Ceci démoantre que (ul,) appartient
n 1 et que w({un)) = p{(ul)). On a bien p{E) = w(F).

Conclusion. L’ensemble {E) est l'enveloppe convexe de 'ensemble
s racines 6-iémes de 'unité, cest-d-dire lintérieur d'un hexagone
ripulier. <J

Il est clair que le nombre 6 ne joue aucun réle particulier et que si
o considére les suites (u,) telles que (ul) converge vers 1, on trouve
yue p(E) est UVintérieur d’un polygone régulier & p cdtés.

Dans 'exercice suivant il est encore question de suites dont la
moyenne de Cesdro converge, cette fois avec des systémes dynamiques
disrrets. La seconde question de Uexercice fowrnit des exemples de suites
divergentes dont la moyenne de Cesdro converge.

2.8. Moyenne de Cesaro d’une suite récurrente

Soit f : R — R continue. Pour a € R, on définit vo{a) = a et
pour tout n € N, v,y 1{a) = f(v,(a)). On pose
va{a) +vi(a) + -~ + vala)

1. On suppose qu'il existe @ € R tel que (w,(a))newn soit bornée.
Montrer que f admet un point fixe.

2. Trouver un exemple de fonction continue f: R — R ayant un
point fixe unique a et telle que pour tout & # a, (%, (2))nen converge
vers une limite distincte de a.

(Ecole polytechnique)

[+ Solution.

1. Supposons par l'absurde que f n'ait pas de point fixe. Comme
el cst continue, on a soit f(z) > 2 pour tout x, soit f{z) < 2 pour
lont z. Plagons-nous par exemple dans le premier cas. La suite (v,(a))
sl strictement croissante, et diverge nécessairement vers +co {(car si elle
convergeait, sa limite serait un point fixe de f). Le théoréme de Cesaro
nous permet d'affirmer que la suite {(un{a)) tend alors aussi vers +o0 et
we peut done étre bornée, ce qui fournit la contradiction souhaitée.

2. Considérons la fonction f définie par f(z) = -2z six < 0
el fla) = —g si # 2 0, Elle est continue sur R et son seul point fixe
ool . La fonction f o f est I'identité de sorte que pour tout = > 0 Ia
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suite (v, ()} vérifie vor(z) = = et voppi(r) = —%; pour tout entier
naturel k. 1 est alors aisé de voir que la transformée de Cesaro (un(2))
converge vers la moyenne de ces deux valeurs qui vaut % De méme, si

z < 0 la suite (un(z)) converge vers — g Cette fonction répond done &
la question, <1

Plus généralement, toute fonction involutive continue, ayant () comme
seul point fixe et telle que f{x) # —x pour x + 0, convient.

Le théoréme de Hardy énonce des conditions pour que la convergence
de lo moyenne de Cesdro entraine la convergence de la suite initiale,
Autrement dit, il étudie la réciprogue du théoréme de Cesdro. On peut le
formuler en termes de séries : les suites dont on éfudie ici la moyenne
de Cesdro sont des sommes partielles de séries.

2.9. Théoréme taubérien de Hardy

Soit (up)nzi une suite de C. On pose, pour n = 1,

Sn=Zuk et anlZSk
k=1 n."c:l

1. On suppose que les u,, sont des réels positifs, Montrer qu’il y
a équivalence entre :
(4} la suite (Sy}n>1 converge;
(41) la suite (op )n>1 converge,

2. On revient au cas général. Montrer que un, = O (%) est

une condition sufisante pour que la convergence de la suite (7, )n51
entraine celle de la suite (Sp)nz-

(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. 8i (Sp)nz1 converge vers un réel £ alors, d'apreés le théoréme de
Cesaro, les moyennes op, convergent vers £. 8i {S,,) ne converge pas, elle
diverge vers +00 puisqu'elle est croissante. Toujours d’apres le théoréme
de Cesaro, ngrfm on = 400 et (o) ne converge pas. L'équivalence est

prouvée.
2. Supposons que u, = O (%) et que (oy,) converge vers £ € C,

Nous controlons la moyenne des 3,,. Il faut done relier celle-ci &4 3,,. Afin
d’y parvenir, on va comparer S,, & une moyenne des Sy pour k compris
entre n et nz, oll £ est un réel strictement plus grand que 1. On pourra
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eneadrer cette moyenne, grice & I'hypothése de convergence de (¢y,). On
intgine que pour avoir une expression proche de S, il faudra peu de
lerimes dans 1a moyenne i,e. # proche de 1.
Posons pour u > 0
1 E(u
Ty = — Z Sy = (7)015(1&),

1ku

on |5 désigne la fonction partie entiére. On a 1151_1 gy ={. Pour > 1,
Ut OO

appelons My () la moyenne des S pour n < k < nx

M, (z) = Bl — ) > Sk

ni — n<k:<mc
¢l ¢tudions la limite de My (z). On obtient

NETpz ~~ Mn nz —1) xopz — On fe — ¥

M, {z) = = =/
(=) E{nz — n} E(n(z 1)) (x—1) n—otoe z-1
I"slimons maintenant la différence entre la moyenne Mp(z) et S,. Comme
> S
on peut écrire S, = —<FS ) vient
' " E(n(z—1))°
1
S M - ‘m Sp — S
‘ ﬂ ﬂ(‘,‘v)‘ E(n(a: . 1)) n<k2€m,;( k Tl)
1
P [Sk ~ Sal.
= E(n(z— 1)) ndém
A .
I’ hypothese, il existe A = Otelquesin 2 1, |uy| < — Par conséquent
wki>mn,on a
'n7luk+&kfl+"'+un+1‘gA(k+E”“m+ +n )
i fe—1 n+1
AL )l
B—1 ¢ k-2 n b
< Aln k,
n

Il en résulte que

A k na
= Mo < g 1y, 22 P n S EaE oy, 22 P

n<kgne n< k< ny
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ce qui donne apres simplifications

A

[Sr — My (2)| € m

E(n{zx —1)}lnz — Alnx,

ou le majorant de dépend pas de n. Donnons-nous € > 0, Il existe 29 > 1
tel que Alnzg € €. On a alors

S — £ < S — My (20)i + Mn(wo) — £ < & + [Mn (o) — €] < 2¢

pour n assez grand, puisque HT M, (2g) = £. On conclut que
N—1 O

im S, =4«

N 00

Dans Pezercice suivant, il 5’agit encore de comparer un terme d’une
sulte & une moyenne de termes dindices consécutifs, en utilisant cetie
fois la monotonie de lo suite.

2.10. Limites de tranches de Cauchy

Soit (@p)nen une suite décroissante de réels positifs. Pour u = 0
etz > 1,onpose fu(z} = Y, an. Montrer Péquivalence des deux
wCnLUE
conditions suivantes :
({) pour tout z > 1, fy,(2) a une limite finie lorsque 4 — +00G;
(i1) la suite (nan)nzo converge.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Remarquons pour coramencer que la suite (ay, Jnen admet une limite
L = 0 puisqu’elle est décroissante et minorée par 0. 5i L > 0, (¢4} n’est
pas vérifiée. Par ailleurs, si N est un entier naturel tel que a, = 5 pour
nzN ona pourz>1letu 2N,

wL(z — 1)

Julz) = E(um-u}: 5

2

et donc liril fu{z) = +oo. Ainsi, ni (¢}, ni (i¢) ne sont vérifiées, ce qui
U= 00

montre Péquivalence dans le cas L > 0. Nous supposerons done dans la,
suite que (G jnen converge vers 0.

e Supposons que ia suite (na,, ) converge et notons £ sa limite. Fixons
z > 1. Soit £ > 0. Il existe un rang ng € Ntelque £ — 2 < na, <{+¢
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peur 2= ng. Par conséquent, si u 2 ng, on a

(t-e) > =—<fley<+e >, —

n=E{u)+1 n=E{u)+1

S

Bluz) E(ux) -
I e ”:E%)H e e ln( E(w) ) —— Inz, on déduit que, pour u
s grand, on a (€ — 2e)lne € f.(z) < (£ + 2e) Inz. Ce qui traduit le
[uil. que ligl fulz) ={Inz.

k1 iy . o]

« Supposons (1) et notons pour x > 1, £(z) = 11111 fu{z). Soit & > 0.
U—r 100
Come (an)nzo est décroissante, on peut éerire, pour N > 1 et z > 1,

fu(@y= > an < (BE(Nz) - N)an
N<z <Nz

et fnpz)= Y. anz(N-E{N/z)ax.
N/z<ngN

U en déduit Pencadrement

Ju(z) fija ()
E(Nao) | Nax < BN/
N N
0l Inlz) _ K= ; Srje(z) _ xtiz)
D B BN, T o1 N TR T o-a )
N N
¢(z)

existe et vaille L. Alors, pour z assez

Supposons que lim
PR q e e

proche de 1, on aura, Lm)l et i(xi dans Vintervalle [L — e, L+ ¢]. Des

limiles (*) et de Pencadrement de Nay trouvé, il résulte que pour N
nessicy, grand, Nay est dans U'intervalle [L — 2=, L 4 2¢]. Autrement dit, on

n lim Nax = L.
N oo

£(z)

1 existe. La démonstration

Il reste donc & démontrer que lim
z—1+

(s Pautre sens incite a penser que la fonction £ est un multiple de la
lonetion In. La fonction £ est définie, positive et croissante sur |1, +cof.
Pone (z,y) € |1, +oc[? et u >0, on a

l"u(-lLy) = Z A = Z n + Z an = fu(?;) + fum(y)

©w <N LUTY U<NENY ux <NEUTY

In laisant tendre w vers 4o, il vient

tay) = £z + L(y).
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C’est un résultat classique que les morphismes croissants du groupe
(R.+) dans lui-méme sont les applications z ~— axz. On en déduit
immédiatement, en composant par la fonction In que les morphismes
croissants de (B3, %) dans (R, +) sont les applications z — Kln .

Ici, £ west definie que sur |1, +oc[. On la prolonge 4 10, 4-oc[ en posant

1

)= —~¢ (;) i xelo 1]
(1) = 0.

On vérifie facilement qu’on obtient ainsi un morphisme croissant, de
(R%, x) dans (R, +). Il existe donc K = 0 tel que pour tout 2 > 0,
£(x)
r—1

on ait #(x) = Klnz. Il s’ensuit que lir?+ - = K. On a donc prouvé
P

I'unplication. <

Sont regroupés ci-aprés plusieurs ezercices utilisant lg notion de
valeur d’adhérence. Rappelons que, le corps K étant R ou C. I'élément
¢ de K est valeur d’adhérence de lu suite (u,) € KN 5%l existe une sous-
suite de (uyn) convergeant vers £ ; eulremnent dit, « il existe une application
strivtement croissante o de N dans N {appelée extraction) telle gue

lim  w,iny = £ Il est parfois plus simple d’utiliser la caroctérisation
N— 40

suivante : £ est veleur d’adhérence de lg suite (u,) si, pour tout £ > 0
et tout N € N, il existe n > N tel que |u, — #] < £. Autrement dit, dans
tout voisinege de €, i existe une infinité de termes de lo suite.

On peut démontrer que lensemble X, des valeurs d’adhérence de
lo suite u est égal & ﬂ XN, ot Xy = {upe p 2 N} pour N € W,

NN

Cela résulte des équivalences suivantes, ot V({) désigne l'ensemble des
voisinages de £

feX,«—=WecNV:>03nz2N lu, -8 <¢
= YNeNVWeV({E) VXy #0
= VYNeN feXy.

Les ensembles Xy étant fermés, il en de méme de X,,. Si, de plus,
la suite (un) est bornée, les ensembles XN sont bornés et il en de méme
de X, qui est done compact.

Le théoréme de Bolzanoe-Weierstrass affirme que toute suite bornée de
K posséde une veleur d’adhérence. Lensemble des valeurs d’adhérence
d’une suite bornée est donc un comparct non vide. Le premier exercice
donne un exemple non trivial.
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-1

(53]

2.11. Valeurs d’adhérence d’une suite complexe

T .
On pose z, = ] (1 + %) Déterminer 1'ensemble des valeurs
k=1
| "ulhérence de la suite (2, )pen. .
{Ecole polytechnique)

i - Solution.
Notons, pour n € N*, p, le module de z,, . On a

o 1 1< 1
Pn—jg 1+F_e?\p(§k§11n(l+?))

kZ
- vomparaison des séries 4 termes positifs assure la convergence de la

ol comme In |14 L) ~ }cl—z pour k tendant vers I'infini, le théoréme
merie Y 1n (1 + ki"’ ) Par continnité de ['exponentielle, on obtient
Qi 1
n—l}g—locpn =R =€xXp (5 jT‘:Zlh'l (1 -+ p)) .

Notaoms pour k 2 1, o = arctan (%) = arg (1 + %) {mod 27). On a

=

o+ den) pnez‘sn

“n = Pn€ )

anen,, =g b Qg

los valeurs d’adhérence de Ia suite {£*+ ) sont de module 1. Montrons
eqii’onr obtient le cercle unité U tout entier. Considérons o € R et
nnnirons que e est une valeur d’adhérence de (=), Il faut montrer
(our cela que, pour tout £ > 0 et tout entier kg € N, il existe un entier
nnturel 132 by tel que |6 — et¥| < e,

Comme ol %, il existe by 2 kptel que 0 € o <esik 2 k.
noit N e N tel que 2N 4 a 2 S, . D'aprés le théoréme de comparaison
e séries & termes positifs, §, diverge vers +oc. Il existe done n 2 &y
el que 8, > 2N7 + a. Considérons np, le plus petit des entiers n = ky
viviliant 8, > 2Nw+o. Dans ces conditions, on a S,,_1 < 2N7T+a < Sy,
Canne 0 € Spy —Sn, 1 = 4, < &, oh en déduit que |S,, -~ —2Nw| < ¢
ok, dTaprés Pinégalité des accroissements finis,

gls"(l _ o

e Sny _ pila+2N7)

81

< [Sp, —a —2Nw| < &,

1. uscmble des valeurs dadhérence de (‘ez‘Sn)n?l est done exactenenl LU,
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Conclusion. L’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite {2,)pz1
est le cercle de centre 0 et de rayon R. <
On peut démontrer plus généralement que lil:ll} S5, = +
n—r T

et liIEDO Snt1 — 8n = 0, Vensemble des valeurs d’adhérence de la suite
T—

(eisﬂ) est le cercle unité.

1l est important de sevoir gu'une suife bornée converge si et seulement
si elle ne posséde qu’une seule valeur d’adhérence. Il est clair que la
condition est nécessaire. Pour montrer qu’elle est suffisante, on raisonne
par Vabsurde, en supposant que la suite bornée (uy) ne converge pas vers
son unique valewr d'adhérence £. Il existe done un réel ¢ > 0 tel que
Uon ait |un — €| = € pour une infinité d’indices. Autrement dit, on peut
extraire de (un) une sous-suite (ugg,)) telle [tho(rny — €| 2 £, pour tout n.
La suite (uyiny), qui est bornée, posséde une valeur d’adhérence £ qui
vérific [€ — | = ¢ et donc £’ # £. C’est tmpossible car U est aussi une
velevwr d’adhérence de la suite (uy). Les deur exercices suivants uiilisent
ce résultat qu’il faudrait bien entendu redémontrer lors de Uoral.

2.12. Question de convergence

Soit (#n)nzo une suite réelle bornée telle que u, + u% converge.
Montrer que (uy,)y,30 converge.

(E‘cole normale supérieure, école polytechnique)

t> Solution.

Il nous suffit de prouver que la suite {u, )»>0 admet une unique valeur
d’adhérence. Soit @ une telle valeur {la suite en a au moins une d’aprés le
théoréme de Bolzano-Weierstarss) et ¢ : N — N strictement croissante

telle que ¢, tende vers ¢. Notons par ailleurs £ la limite de la sujte
w(n)

Yy = Uy + u% En considérant la suite V) O VOit que 2{8 —a) est

encore une valeur d’adhérence de la suite (uy)n>0. En itérant cela, on
en déduit que tous les termes de la suite {an)nzo définie par ap — a et
@nt1 = 2{¢ — an) sont des valeurs d’adhérence. Cette suite arithmético-
géométrique de raison —2 n’est pas bornée sauf si gy = a est le point

fixe de la fonction affine z — 2(¢ — z). Comme l'ensemble des valeurs

d’adhérence de (1n)nzo est borné, on a donc forcément a = 23% :

. . 2 .
Conclusion. La suite bornée (ty,)nzo admet éf pour unique valeur
d’adhérence et converge donc vers cette valeur. <
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2.13. Etude de convergence

1. Soit a, et b, deux suites réelles telles que a, + b, — 0 et
v 4 ebe — 2 Montrer que les deux suites convergent.

2. Solent ap, by, ¢n trois suites réelles telles que an + 8, ¢, — 0
ol e ebr 4 efn — 3, Que peut-on dire de la convergence de ces
Lrois suites?

{Ecole normale supérieure)

| - Solution.

[. Posons u, = e® +e’». Comme e < uy, et e® < u, on peut déji
dire que les suites (e*) et {e’) sont majorées. Il en est donc de méme
des suites (an) et {b,). On en déduit que les deux suites sont bornées :
vt olfet, en écrivant par exemple a, = {#n + b, — b,, on montre que
{rt,) cst minorée comme somme de deux suites minorées.

Soit alors ¢ une valeur d’adhérence de a, et ¢ : N — N telle
fue (ap(n)) converge vers a. La snite (b,(n)) converge alors vers —a

@

el o a donc e® +e7® = 2. Or pour ¢ > 0 on a toujours z + % =2

nvee égalité si et seulement si # = 1 {inégalité des moyennes). On en
tealnil gue e = 1 donc que @ = 0. Ainsi {a,) admet 0 pour seule valeur
d'ndliérence et converge donc vers 0. Il en est de méme pour (by,).

2, On montre comme dans la question précédente que les trois
nnites sont bornées. Soit ¢ une valeur d’adhérence de la suite (an) et
9 N — N telle que (a,m)) converge vers a. Quitte & extraire une
nots-stite convergente de la suite bornée (b)) on peut directement
nipposer que (by(,)) converge vers une valeur d’adhérence b de la suite
b,. I’hypothése an, + by + ¢, — 0 permet alors de dire que (cw(n)) tend
virs —a—b. Par continuité de Vexponentielle on a donc e®+eb 4¢ =% — 3,
On va prouver que cela implique a = b = 0 ce qui permettra de conclure
romnne dans la question précédente,

Pour cela on étudie f(z,y) =z +y + é -3 sur (R*)? : il suffit
- prouver que le minimum de f est 0 et qu’il n’est atteint qu'en (1, 1).
Rupposons y > 0 fixé. La dérivée partielle par rapport & & vaut 1 — w2y et

11y fx,y) est minimal lorsque x = % On se raméne donc & I'étude de

la fnction d'une variable g : y — 3+ % —3. Comme g'(y) = 1—y %2,

anvoit tout de suite que g est minimale en 1 et seulement en ce point,
¢l e le minimum vaut 0,
Conclusion. Les trois suites convergent vers 0. <
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Nous avons vu, précédemment que Uensemble X, des valeurs d’adhé-
rence d’une suite bornée (un} est un compact non vide. Dans le cos
d’une suite réelle, X, posséde donc un plus petil élément €, appelé limite
inférieure de (uyp), noié liminf u,, ef un plus grand élément L, appelé
limite supérieure de (uy), noté Hmsap uy.

5i (un) est une suite réelle bornée, la suite de terme général sup Up

pzi
est décroissante et bornée donc convergente. On peut démonirer que
limsupu, = Hm (supuy) ef de méme que liminfu, = lim (inf u,),
T N3 PR

ce qui explique la notation.
Dans Uexercice suivant on cherche done é minorer la hmite supé-
rieure de la suite considérée.

2.14. Minoration de la limite supérieure

Soit {ay) une suite réelle & termes strictement positifs. On pose
b, =n (lj—aw — l). Montrer que lim supby = 1

Qan —r 00 Ezn

(Ecole normale supérieure)

> Solution.
L'existence de la limite résulte de la décroissance de la suite

(sup by nen. On raisonne par I’absurde et on suppose que lim supb, =
kzn X kza

£ < 1. Boit A € £, 1[. 1l existe ng € N tel que, pour n = ng, on ait

sup by < A, cest-d-dire by < A pour tout & 2 ng. On écrit cette inégalité
kzn

a - sy . ~
1+apys —ap <A f En sommant ces inégalités pour k variant de ng &
n , on obtient, pour tout n > ng,

1

ak
n= o1+ dngy —ang KA DD o<
k:’ﬂg

On pose S, = Y

k‘:no

%:ﬁ- On obtient an 11 = (n+ 1)(Sn11 — S,) et done

(n+ 14+ A8, —ntng =14 an,
n+1

Sn+1 B

La suite (5, ) est croissante. 5i elle converge vers L, on obtient par passage
& la limite I € L — 1. La suite (S,) diverge donc vers 4oco. Comme
A < 1,1l existe ny 2 no tel que l'on ait AS, +np — 1+ an, < Sy, et done

n+2)8, —n
Sni1 € (n+2)S: —n

i pour n 2 n. Cette inégalité peut s’écrire
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Sy Sn+1 n

n+l n+2” m+Dn+2)

Su

i snite de terme général i est denec décroissante. Comme elle est

minovée par 0, elle converge. On en déduit que la série de terme général
S, Snt1
wl n+2

meric (e terime général équivalent & — et donc divergente. Nous obtenans
e

converge. Cest impossible car elle est supérieure 4 une

In contradiction voulue <

It o été démontré dans 1.13 que tout réel de [~1,1] est valeur
ilwdliérence de lo suite (sinn). Ce résultat est utilisé dans 'exercice
sutvont. On notera qussi que st £ est une valeur d'adhérence de la suite
{n. ), alors la suite (uy) ne peut converger que vers €.

2.15. Suites et approximation diophantienne

1. Théoréme de Dirichlel. Soit o un irrationnel. Montrer qu'il
existe une infinité de couples (p, ¢) € Z x N* fels que

1
q*

2. Etudier la convergence de la suite ( - ) .
nsintl /5
3. Montrer quil existe & > 0 tel que, pour tout 5 = 0, la

R 1 .
sl | ———— diverge.
nesin(man) /-,

(Ecole normate supérieure)

|- Solution.
I. Pour N & N*, on considére les N+1 réels ka (ol & décrit les entiers
de 02 Ny, Les N + 1 différences ko — E{ka) appartienuent & Pintervalle

”1[(0s;z'gN—1).

N
Ainsi, un de ces intervalles de longueur — contient nécessairement deux

ihe s différences ; antrement dit, il existe 0 < A < £ Net 0 i g N-1
lels gque

[, 1 qqui est réunion disjointe des N etiroirs» | —,
| N

. i+ 1
ka — E(ka) et fa — E(fo) sont dans L—% ? ;_ {

b posant ¢ = £~ k € [1,N} et p = E{(fa) — E(ka) on obtient
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| ‘<1<1 (
ao—pl<—< - et
¢ N "¢

Tl nous reste a vérifier q’il y a une infinité de couples vérifiant 'inégalité.
51 on suppose ces couples en nombre fini; on peut en trouver un pour
lequel la distance d — g — p| est minimale. Comme v est irrationnel, d

e . . 1
est strictement positif et on peut choisir N entier naturel avee — <« d.

Le travail qui vient d’&tre fait permet de construire un couple (3, g’)
4
o — p_r < %,ce qui est

1i
de Z x MN' tels que [g'o — p'| < 5§ < d et

contradictoire,

2. 11 est classique que la suite (siin),po est dense dans [-1,1]
(c’est I"objet de 'exercice 1.13.) Aussi pent-ou trouver une suite (ky 1.0
d’entiers, strictement croissante, telle que la limite de sin k&, soit égale a

1. La suite extraite ( ) counverge alors vers 0.

1
ky, sink,
Pour prouver que la suite de terme général u, =

ne peit pas
converger vers [, on cherche une suite extraite pour laquelle ., reste
agsez grand, o'est-a-dire nsinn petit et donc n proche de #Z, ou encore

" proche de Z. On pose a — -:F, qui est irrationnel, de telle maniére
m

que sinn = sinwon. On controle la distance de no aux entiers & l'aide
du théordme de Dirichlet, objet de la question précédente.

Soit E = {q EN* IpcZ, v < q%} L’ensemnble E est infini

a— B
= ’ . ’ . q . Fs . .
car non majoré. En effet, si E était majoré, il n’y anrait qu'un nomhbre

fini de conples (p,q) satisfaisant & la relation 10 -z
q

1 .
< P puisque,

dans ces conditions,
1
!p!flamsasl et [p| <1+ lolg,
ce qui, paur ¢ € E, conduit & un nombre fini de p. Tl existe donc une

suite (gn)newm strictement croissastte constituée des éléments de E et une
snite (palncw d'entiers relatifs telles que, pour tout entier n.

p r 1
‘n—-—” < 5. Le lagn — pn| € —:
G et Gn
Ainsi, pour n entier natnrel,
v . . Tl—
Vsinmog,| = | sin{nrrg, — o)) = |sinw{ag, — pa)] € P
n
. 1 1 . .
sl bien que jug,! = ————— > —- La suite (wu,)n31 ne sanrait
¢ | 8in emy,, | T

converger vers (. Comme 0 est une valeur d’adhérence, elle est donc
divergente.
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3. On va faire en sorte que la suite (sinman) ait 0 comnie valeur
nelhérence et, comme dans la gnestion précédente, on va essayer de
contrgler la vitesse de convergence afin d’estimer le produit n® sin{man).

+o
Unposea =Y, ToR - On a alors
k=0
+o0 1 “+oo i
Hinﬂ_aloﬂt' = |sin | 7 Z loklfn! S TT Z 101{:!711,!
k=n+1 k=n-+1
“+ o0 t
1 s 1 0™
< Wku( %Tum 10k < 100 =nt |~ T < Km(nﬂjzv
TR 190
107

nit K = 5 Pour s 2 0, on étudie v, = (10™)*|sin 1a10™|. On a la

ninJjoration
(lon! )s+1
Uy & K
10(n+1}!

¢l, en passant au logarithme,

v, <mK+n{s+ 1m0 - (n+ 1!l —— —cc.

00

O en déduit que (v,) converge vers 0 et par conséquent,

1
lim |————| =+oc pour k, = 107"
n—+oc | k2 sin rork,
Conelusi 5 >0, la sui !
onclusion. Pour o = kgu o8 et 5 = 0, la suite (m)nzl

iliverge. <
On aure reconnu en o un nombre de Liouwville (voir Uexercice 1.11
du présent tome ainsi que Vexercice 5.47 du tome 1 d'algébre).

Nous commengons une série d’ezercices éiudient des eremples
comerels de suiles.

2.16. Equivalent d’une suite d’entiers

Soit {(tr)nz1 définie par w1 = 1, vy = ug = 2, uy — us = ug =
3.... Elle prend une fois la valeur 1, deux fois la valeur 2, trois fois la
valeur 3 et ainsi de suite. Donner une expression dn terme général
(a l'aide de la fonction partie entiére) et un équivalent de up.

(Ecole polytechnique)
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C> Solution.
il est clair que la suite est croissante et diverge vers +oc. En fait,
kik — 1) kik+ 1) .
on a iU, = k lorsque 5 +1gn < ———= + 1. Sans expliciter
le terme général. cet encadrement nous donne déja un équivalent de u,.
En effet, on a
(lz.n41)+ 1 n <(’itn+1)+ 1

g T

211, U, Ut AT U

1

de sorte que :T tend vers - et uZ ~ 20 soit uy ~ V21,
Clierchons maintenant upe expression explicite de wu,. L'inégalité

k{k —1

—(k——) 11 € noéquivant k2 —k 4+ 2 — 20 € 0 et, k étant positif,

2
1+ vV8n—7

elle est vérifiée si et seulement si k £ ————— . De la méme maniére

2
o oan < i’_”‘éfﬂ + 1 si et seulemient si k + 1 > 1+ v8n-7 “28“_7 Cet

encadremnent pronve gue
(1 + V8n — TJ
wn=p (05T

Bien entendu on retrouve ’équivalent cbtenu plus haut. <

2.17. Somme des puissances n-iémes des 7 premiers entiers

, n
Etudier la saite n, = ! 3R
k=1

(Ecole polytechnique}

> Sohition.
On a

1 (n—1" n" n—-1\" sn—2\" 1\"
un:_;+'”+——n#+_n:1+ +( +...+(_ .
n’ n n n n n

k13
Conime (1 — E) tenrd vers e F lorsque n tend vers Uinfini, le second
i

1 s
terme de cette somme tend vers —, le troisitme vers -5, ..., de sorte
> €
4+ e
qu’on peut penser que la limite de (uy) est 3 e=* = ;
f=0 &=
n—1 k.' T
Pour le montrer, on écrit w,, = Y (1 - *) . En utilisant. I'inggalité
=0 1

In(1 4 ) < z, valable pour tout réel & > —1, an ohtient déja
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T1set e 1

Minorons u, maintenant. Soit N 2 0. Pour n = N, on a

k T

UHBZ(I——) = Un
k=0 K

—N-1

N J—
ol o limite de vy est by = 3 e™F = €€ o La limite de £y est "
k=0 € - -

ruand N tend vers infini. Soit & > 0. On choisit N tel que #ny = - d

—€.
. 1
C'onume vy, converge vers £y, pour n assez grand, v, 2 In—c 2 - -2,
mns ces conditions, pour n assez grand, on a 'encadrement

[ e
—2e v, €Un £ ;
e—1 e—1

. 4
re ¢l prouve que i, COnverge vers p— <
e —

Dans Uezercice suivant ont ét6 regroupés deur énoncés posés sépa-
veément, Il fait la transition evec le prochain théme consacré aux suites
rdcurrentes.

2.18. Racines itérées

S0it { @ new une suite de réels positifs. On étudie la suite (u,, Jnen

diéfinie par
VneN, _\[+\/—++—f

1. Etudier (u,) lorsque (@) est constante égale 4 a > D, puis
lorsque an = A2", olt A > 0.

2. Montrer que la suite () converge si et seulement si la
siite (a,ll/zn)n;o est bornée.

3. Déterminer lim \/1+2\/1-4—3\/1—4—---+(n—l)\/1+n.
n—4oo .
‘ (Ecole polytechnique)
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> Solution.

1. Supposons tout d’abord que (a,) est constante égale & a > 0.
On a alors uny1 = /@ + u, pour tout entier », ce qui nous raméne
une suite récurrente classique, L’intervalle Ry est stable par I'application
f iz /x4 a Celle-ci f est croissante sur R, et y posséde un unique

1++v14+4a

up = +/a < £, 1a suite {un) est croissante, majorée par £ et converge donc
nécessairement, vers £.
. n+1
Supposons maintenant que a, = A2 . On a alors ug = VA? = A,

ur = Y A2 + VA% = A\/1 + /1 et plus généralement,

point fise £ = . Sur lintervalle [0, £] on a f(z) > 2. Comme

un:)\\/1+\/1+m+\/f

D’aprés le point précédent, (u,) converge donc vers

14++E
5 A

2. Commengons par observer que la suite {u,) est toujours crois-
sante, ¢ar COIMME an, £ @n + 4/@n+1, la croissance de la fonction racine
carrée conduit & u, < U, 1. La suite (u,) converge donc si et seulement
si elle est majorée. Notons aussi que si {a,) est une seconde suite de
réels positifs qui vérifie a, < al, pour tout n, alors ou a u, < v, pour
tout n, (u,) étant la suite associée & (a},) de 1a méme maniére que (uy)

est associée A (@ ). Démontrons maintenant 'équivalence proposée.
n plop

Si dans lexpression de w, on minore ag,ady,.- ., @n—1 par 0, il vient
1/9m+1 1/2m . .
Up = an/ . On a donc an/ < u? de sorte que si la suite (u,,) converge,

la. suite (ar}/r)n;o est bornée. Montrons la réciproque.

Il existe par hypothése un réel A > 0 tel que pour tout n, ar " <
On en déduit que a, < A2" Les remarques qui précédent, associées
au résultat de la premidre question, permettent d’aflirmer que {uy)
converge,

3. En faisant passer les entiers 2,3, ... dans les racines carrées qui
suivent on retrouve bien une suite du type précédent. En notant (u,) la
suite proposée, on écrif ainsi,

e = V14+2v1+ =\/1+\/22+\/24.32,
U3=\/1+2\/1+3\/1+ “\ﬂ+\/22+\/24,32+ 28 3442,

1l s'agit donc de la suite (uy,) associée & la suite (@) définie par ag =1
et an = 2273771 nt(n+ 1) pour tout n = 1. On utilise le critére de
convergence de la question 2. On a pour tout » = 2,
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Ina, “ink
on J; gk—2"

. . ; - .. Ina
[l s’agit de la somme partielle d'une série convergente. La suite "

ronverge, et en passant & lexponentielle, la suite (ai/ 2n) également.
It particulier elle est bornée. D'aprés la question précédente, la limite
reelierchée est finie. On demande toutefois ici de déterminer sa valeur.
lne étude numérique semble indiquer que la limite est 3. Pour le
démontrer, on va majorer la quantité 3 — w, en multipliant chaque
expression par sa conjuguée pour éliminer les racines carrédes. On a,
puisque u, 2 1,

|9 —un

13— un| = 3w

1
S Zig—uﬁ\

4—\/1+3\/1+4\/---+(n—1)\/1+n .

=N

{1 recommence la méme majoration. 11 vient

13 — un| < % +4\/ +5\/ (n—1v1+n|.

On réitére le procédé pour obtenir finalement,

2.3 (n—1)

2-3---(n-1) 6
4:5---(n+1) n

3—ua| < (n+1-vivn)<

?
ve qui prouve que () converge vers 3. <

Les exercices gqui suivent sont consacrés d [étude de systémes dy-
namigues discrets, autrement dit de suites vérifiand une relation de
ricurrence de la forme un, 1 = flun). Liintervalle I étant stable par
[ et up appartenant ¢ I, on s'intéresse donc a la suite (f™(up))nen des
images de uo par les itérés de f, qui constituent ce qu'on appelle Uorbite
du point ug.

On sait que dans le cas ot f est continue, les limites possibles de
lu sutte (un) sont les points fizes de f. L'ezercice théorique suivant
dorine une condition nécessaire et suffisante de convergence d’un systeme
dynamique lorsque f est définie sur un {ntervalle borné.
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2.19. Un critére de convergence pour les systémes dynamiques discrets

Soit f : [0,1] — [0,1] continue et (uy)nen une suite de [0, 1] tel
que pour tout 7 € N, f(un) = up41. Montrer que (uy, )nen converge
si, et seulement si, im (Ups) —uws) =0.

n—-00

(Ecole polytechnique)

£ Solution.
Bien évidemment, si (un)nen converge vers £,

nETw(un+1 —Uuy) =L —£=0.

Passons & la réciproque. Supposons que  Hm (uny1 — un) = 0. La
n—+400

suite (uy) étant bornée, il suffit de démontrer qu'elle posséde une seule
valeur d’adhérence. Raisonnons par 'absurde et supposons que (uy)
posséde deux valeurs d’adhérence a et 3 (a < g).

Nous allons montrer qu'alors tout réel ¢ € ]a, 3] est aussi valeur
d’adhérence. Soit £ > 0 et N = 0. Il faut démontrer 'existence de n = N
tel que |u, — £] < &. Quitte A diminuer £, on peut supposer qu'on a
a<f—g<h+e<p

Par hypothése, il existe ng € N tel que |uny1 — up| < £ pour tout
1 2 ng. Notons my = max(N, ng). Pour n 2= ny, on passe de up & Uni1
en faisant des «sautsy dont la longueur ne peut excéder «.

Puisque o est une valewr d’adhérence, il existe ny = ny tel que uy,
soit dans le voisinage | — oo, { — [ de . De méme, S étant une valeur
d’adhérence, il existe ng = nq tel que up, soit dans le voisinage [{4-¢, +o0f

de A. On a donc la situation suivante :
Uny g

| VR <SR Y N

| | [ | | /I—\I'_
I i ¢ i l4+¢ Jé)

Pour aller de w,, <£—¢ & Uy, > £+« en faisant des sauts inférieurs

4 ¢, les u, pour n € [ng, ns] sont obligés de passer dans Dintervalle
[£ —&,£ + ¢]. Considérons

n =max{p € [na,n3),up <€ —c}h

L’entier n est bien défini puisque {p € [na,n3],up < ¢ — =} est une
partie non vide (elle contient ng), majorée de N et n < ng. On a donc
Upy1 =2 £ — £, mais aussi

Un 41 Sun‘i‘lun—)-l_unlSun+sse_5+£:£~

On a trouvé un entier 7 + 1 2= N tel que u,, 1 € [£ — ¢, #]. Ceci montre
que £ est une valeur d’adhérence de {(up)nen.
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Montrons qu’alors tout élément £ < [, 8] est point fixe de f. Puisque
{ o5t valeur d’adhérence de la suite, il existe une sous-suite (uw(n)) qui

onverge vers €. Par continuité de f, f(upn)) = tpim)+1 p— F(o.

I"nisque par hypothese U, n)+1 — Ugpn) E— 0,on a f(¢) =L

+58

En particulier, puisque @ est une valeur d’adhérence de (un)n@;\r,
il vxiste ng € N tel que un, € {o, 8]. Mais alors on a u, == wu,, pour
loul n = ng et (Un)neN converge, contrairement A ce que nous avions
HUPPosé. <)

Lo démonstration précédente permet de montrer que si (un) est une
wiile bornée vérifiant nll;rfoo(u”"'l — tpn) = 0, alors l'ensemble X, des

tateurs d'adhérence de la suite (uyn) est un intervalle. Mais nous savons
dijd que, pour foute suite bornde, X, est compact. Nous en déduisons
e X, est un segment”.

Tout point fizre £ de f est limite d’aw moins une suite vérifiant la
récurrence uq 1 = f(un), & savoir la suite constante obtenue en prenant
g = £. Mais le cas intéressant est celui 0w i y o «beaucoups de suites
e limite £ : on dit par ezemple que € est un point fize attractif sl y a
tn intervalle ouvert T contenant £ tel que (u,) converge vers £ si ug € .
("cst le cas si f est de classe C et |f/(€)] < 1. On choisit k €| f/(1)],1]
vi un intervalle 1 contenant £ sur lequel |f'| € k. La convergence de (up)
pour ug € [ résulte de U'inégalité des accroissements finis. Au contragre,
wi [ oest de classe C* et si |f'(€)| > 1, la suite (up) ne converge vers £
que 8t la suite est stationnaire : le point £ est appelé point fize répulsif
(re résultal est démontré dans Uexercice suivant).

On peul s'intéresser 4 d’aulres comportements asymptotiques que
lu convergence, par czemple au cas ot lo sutte des termes pairs (uzn)
romverge vers une limite £y et la suite des termes impairs (Ugngq) vers
wne limite £2. On a alors forcément f(f1) = €y et f(f) = ¢1, ¢’est-d-dire
iyne £1 €t by sont des points fizes de fo f. St ¢y et £y sont distincts is ne
sonit pus poinds fives de [ el on parle de points d'ordre 2 : lg suite définde
par ug — €1 (ou up = fy) est une suite périodique de période 2.

On sail que dans le cas oh f est croissante lu suite (w,) est mo-
notone. L'exercice sutvant étudie un exemple de sysiéme dynamigue
a1 = f(us), ot la fonction f est décroissante. La fonction f o f est
croissante et les deur sous-suites (uzn) et (Uany1) sont monotones de
sens contraires.

+. Ce résultat se généralise : I'ensemble des valeurs d'adhérence d'une suite (itn )nen

"in espace métrique compact (E,d) qui vérifie lim d{un, tin+1) = 0 est connexe :
voir Pexercice 1-11 de {A.} CHAMBERT-LOIR, (S.) FERMIGIER, (V.) MAILLOT, Brercices
dr wnathématiques pour agrégation, Analyse 1, Masson 1994.
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2.20, Etude d’un systéme dynamique (1)

Soit A € ]0,1]. Etudier la suite (2, )nen définie par z; € |0, 1] et
pour tout n € N, 3 =1 — AzZ. ‘
(Ecole polytechnique)

> Solution.

Considérons Ja fonction f : & — 1 — Az?. L'intervalle )0, 1] étant
stable par f, la suite (z,) est & valeurs dans |0, 1[. D’autre part, f
est décroissante sur |0,1[. On en déduit que la fonction f o f est
croissante sur ]0, 1[. Les deux sous-suites (Zo,)ner- €b (T2 1)nen sont
donce monotones. Conune elles sont bornées, elles sant toutes deux
convergentes. Reste & savoir si elles ont la méme limite.

Les suites (#9n)nen et (®ant1)new convergent vers un point fixe de
f o f dans [0, 1). Pour tout x € 0,11,

(fofiz)—z=-22*+20%2% —z+1- A

Cette expression peut étre factorisée par f(r) —x = —Az? —z + 1, car |
les points fixes de f sont des points fixes de fo f. On trouve :

(fe ey —z=(—A? —z+D{N2% -z +1- ).

Liéquation —Az? —z + 1 = 0 a une seule solution dans [0, 1], qui eSt%
I'unique point fixe de f dans [0, 1},

poVIHAX -1 2
2 JTHaA+1

Quant au discriminant de A%z% —Ar+1— ). il est égal 3 A2(—3+4)). Son
signe dépend de la place de X\ par rapport & § On va donc distinguer
trois cas. La tigure ci-apres donne Iallure des graphes de f et fo f dans
chacun des trois cas :

A< 3/4 A= 3/4 A>3/4

1%1%1[ l
—
0 { 1 0 l 1 01 { la
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e Premier cas: A € ]0, g [ Léquation 32z®> — Axr+1— A =0 n'a pas

dle solution ; le seul point fixe de fo f dans [0, 1] est £. Les suites (T2, )nen
ol {0, 11 )nen convergent vers £. La suite (2, )ney converge vers £.

e Second cas : A = 2 . L’équation A?z? — Az +1 — X = 0 a une seule

nolition qui est égale a €. La conclusion est la méme.

1 _2

2 3’
e Tyoisieme cas : A & ] %,1} L’équation A%z - Az +1 -2 =0a

lenx solutions

1—+/4X -3 14+ +/4X -3

= VIR T ot f, = ST VEAT O
b 3 ot £ 2

Montrons que (&n )new e peut pas converger vers £, & moins d’étre
wationnaire. Ona [f'(£)| = | = 2M] = [v1+4A =1 = /1 +4X ~ 1> 1,
A g On dit que £ est un point fixe répulsif de f. Scit & € |1, | f{€)|l.
I continuité de f7, il existe un voisinage V de € tel que si » € V, alors
|//{x)| > k. Supposons que la suite (i, )nen converge vers £. 1| existe un
enlier rig tel que x, € V si n 2 ng. De 'inégalité€ des accroissements finis,
o déduit que |f{x,) — f{£)| = k|, —¢|, c'est-a-dire |£nyq —4| = Flzn —4]
pONr n 2 nig, PUis [xn — £ 2 k"0 x,, — €] pour n = ng. Si T, # L,
nlons HT kromolr,, — £} = 400, ce qui contredit 'hypothése (2 )nen

n— 400

vomverge. On a donc &, = £ et (@, )nen est stationnaire. (Notons que
riie démonstration est valable pour un point fixe répulsif d’une suite
reeurrente quelconque. )

Mais, pour tout n € N.on a

dppr =1 -2zt =1 - M e 02 =2 e 1, = 4,

rar iy > 0 Done (&g )pen n'est stationnaire que si xg = £. La suite
{r, ner ne converge vers £ que sixzg = £.

Siag £ £, (Tn)nen ne converge pas. Les suites (o, nen et (Tan41 ) nen
ne peuvent pas converger vers ¢ {sinon ’autre sous-suite convergerait vers
Sy = £ et lasuite (T, )necy convergerait elle aussi), Elles ne peuvent pas
nvolir la méme limite, pour les mémes raisons. On en déduit que 'une
converge vers £ et l'autre vers f;, ce qui montre que f{€,) = {3 et
Jlta) = £4.

Notons qu'on a £; < £ < {z. En effet. Pinégalité £; < £ équivaut a
v T+ dX-+v/4X —3 > 2. Cette dernitre inégalité est, réalisée car ) > g ot
dome £y < £, La fonction f étant strictement décroissante, ou en déduil
U6y > f(€), c’est-a-dire que (o > €.

Sixg < £ alors x; > £ et pour tout enticr n, @y, < £ et gy, > F,
var [0, 4] et 1€,1] sont stables par f o f; (w2, )nen colverge vers £ et
(W1 nen converge vers fo. Si zg > £, ¢’est e contraire. <
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En )= g; on @ un changement de dynemigue appelé bifurcation.
i

La définition donnée précédemment dun point d’ordre 2 se généralise |
aisément. Si o est un point five de fP qui n'est pas point fire de f¥
pour k < p, on dit que o est un point périodique d'ordre p, ou p-
périodique. La suite définie parug — @ et U1 = f(Un) est périodigue de
période p. L'orbite de o, c’est-a-dire {a, f(a), ..., fP7Ha)}, est appelée
cvcle d'ordre p. On peut alors regarder le comportement de la suite si ug
est choisi proche de o. Dans le cus ot Unpyr tend vers ff{a) pour tout
k€ [0,p—1) on dit que Uorbite de o est attractive. Il suffit pour cela
que [(£7Y (o] <1.

Létude d’une suite définie par la relation de récurrence wpy1 = 2—u?

j
pmlonge celle gqui a €t faite dans Uevercice 2.20. En effet, si on p038§
Lp = 7", on obtient zn 1 = 1-222. I s’agit donc d’étudier le cas X = 2. |

i

I
2.21. Etude d'un systéme dynamique {2) i

;

Etudier 1a suite {un)ney définie par wy € R et la relation: de
réCUTTence Uy, 1 = 2 — U2

T

Ecale palytechnique :
_

> Solution.

Une étude rapide de la fonction f : 2 —— 2 —
posséde deux points fixes —2 et 1 et que

2 montre qu'elle

f([fza 2]) = {-27 2]: f(} — 20, _2[) = fuga +OOD = ]_“OO? "_2[

Enfin, 'étude de f(z) - 2 = —(z — 1)(z -+ 2) montre que f(x) < si
x € |—oo, —2[UN, +oc et flz) > asixe]-21] :

Si ug appartient & | — oo, —2[ au a ]2, +ool, tous les up, pour n 2 1,
sont dans | — 0o, —2[. On a alors Uunii — tn = fte) — u, < 0. La suite
(u,,) décroit et ne peut pas converger, puisque f ne posséde pas de points
fixes dans | — oo, —2[. La suite (un) diverge donc vers —co.

Si ug est dans [-2, 2], tous les termes de la suite sont dans [-2,2]. .
On remarque qu'on a |f'{—2)] = 4 et |f'(1)] = 2. Les deux points fixes
de f étant répulsifs, la suite ne peut converger ni vers —2, ni vers 1, 4
moins d'étre stationnaire. Elle diverge donc si elle n’est pas stationnaire.
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N

\ A

-1

-2

Maig on peut calculer le terme général de la suite u,. Si on écrit
n, = —2cos8, {(ce qui se révéle plus agréable que u, = 2cos8,), on a
Wors g q =2 —4cos? 8, = —2c0s28,. Si on pose donc ug = —2cos fy,
im obtient, pour tout n € N, u, = —2co0s(2"). On peut donc
prendre 8, = 28y, Ceci permet de déterminer les valeurs de 6y pour
lesquelles {uy,,) est stationnaire. Il faut qu’il existe n tel que wu, = —2

n
v 1, C’est-a-dire cos#, = 1 ou —%. On trouve 8y = 2kw (%) ou

hy - (j:%” +21m) (%) (k€ Z, neN).

Supposons que la suite (u,) ne soit pas stationnaire. La fonction f
Mant croissante sur [-2,0], les termes de la snite ne peuvent pas étre
lous dans cet intervalle & partir d'un certain rang, sinon la suite serait
tunnotone et bornée et convergerait.

La fonction f est décroissante sur [0, 2]. Si tous les termes de la suite
mml dans [0,2] & partir d'un certain rang, les deux sous-suites (wuzy)
el {ti241) sont monotones et bornées. Elles convergent vers des limites
listinctes, et distinctes de —2 et 1 {si w2, converge vers un point fixe
fal: f, vong1 = f{uzn) converge vers f(£) = £), points fixes de f o f.
{'herchons les points fixes de f o . On obtient, pour tout = € [—2,2],

Jof(r)y—z = 2—(2-2%)"—z = —2*+42° 22 = (—2®+2-2)(z®—2—1),

enr fof{z)—r est factorisable par f(z)—x. Outre —2 et 1, les points fixes
e fo f sont 1+‘f t —v6 1+‘/5)=1*\/5

2 2 2
VEY _ 146

wlaqe f(-—_r = —F Déterminons si ces points fixes de f o f

. On remarque que f (

nenl, ateractifs ou répulsifs. On obtient

o1y (58) oy (P5L) = 4 (”Tﬁ) r(A58) =

2
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Cles points sont done répulsifs. Les deux sous-suites (42, ) et {ugn41) D
peuvent donc pas couverger si elles ne sout pas stationnaires. L’expres-
gion de u,, permet de déterminer les valeurs de uy pour lesquelles ceci est
réalisé. Ce cas étant écarté, les termes de la suite ne peuvent étre tous
dans Vintervalle [0, 2] & partir dun certain rang. Ils sont alternativement
dans [-2,0] et [0, 2].

On peut démontrer plus généralement que, pour tout p ¢ N. f
posséde des points d'ordre p pour tout p. On peut les détermniner
en rearquant que si & = —2cosf alors fP(z) = —2cas{2P8) et
fP(z) = x s (27 — 1)8 = 0[27] ou (2% + 1)8 = 0[2«]. On en déduit

que r = —2cos 5 _T_ 7 convient. On pent moutrer que tous les points de
ces cycles sont répulsifs. En effet, si # = —2cos f est un tel point, on a
r—1 p—1 p—1
H FUf @y = TT=27%(0)) = (—2)7 J] (-2 cos(2%0g))

k=0 k=0

. ! sin(24+16,) sin(276o)
— 4P H cos{2%8g) = 47 H 2sin(2%4y) =2 sinfly

Puisque cos(2Pfg) = cos{fy), on en dédnit que [{f?){x)| = 2°. Aucune
sous-suite de {u,) ne peut converger vers un tel point d'ordre p, si efle
n'est stationnaire. <

Le spectaculaire théoréme de Sorkowski, qui fait Uobjet de Dezer-
cice suivont, montre que lorsque quune application f admet un point
d'ordie 3, elle @ des poinis d ordre p pour lout entier p 2 1. Celn pourra
éfie constatd sur Ueremple de Dexercire 2.23.

2.22. Théoréme de Sarkowski (1964)

Soit. T un segment de R et f - I — I une application continue.

1, 8i K est un segment inclus dans f{1). montrer qu’il existe un
segment L inclus dans I tel que K = f(L).

2. On supposc qu'il existe n segments Iy, I;,...,I,_1 inclus dans
Itels que Ip C f{Tn ) et Tgyy € f{Ix) pour 0 € k& < n—2. Montrer
que f* = fo.--of aun point fixe zq tel que f*(xq) € Ix pour tout
ke [0,n—1].

8, Siwelvirifie f'{zx) =z et f5{r) # 2 pour k € [1,n~1] on
dit que r est un point, n-périodique. Montrer que s’il existe un point
3-périodique, alors il existe un point n-périodique pour tout n e N™.

{Ecole normale supérieure)
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I - Solution.

1. Posons Kk = [a, 3]. Comme K C f(I), il existe (a,b} € I* tel que
o= fla)et B = f(b). Sia=pg alos K= {a} et le singleton L = {a}
convient. On suppose désormais « # 3 et done e # b.

s Supposons a < b. L'idée est de prendre dans [e.b] un antécédent u
de o ef, un antecédent v de 3. tels quientre « et v il u'y ait plus d'autre
nutécédent de o ni de . Considérons A = {u € [a,b], f(z) = 3}. Clest
ut fermé non vide (il contient b) et minoré par a. Prenons v le plus petit
dlément de A, On a f{v) = 3 et f{t) < 3 pour tout ¢ € [, v] en vertu
dn théoréme des valeurs intermédiaires (car f(a) = a < §). Considérons
nlors B = {x € [a.v], f(z) = a}. Par continuité de f. c’est un fermé non
vile et majoré par v. Prenons u le plus grand élément de B. Ona u < ¢
vl f{fu,v]) = [a. 8] Le segment L = [u, v] répond 4 la question.

® Le cas a > b se traite de Ja méme maniére en considérant cette fois
n =max{x € [hal, f{z) = 3}, puis v = min{z € [v.a), f{z) = a}.

2. Pour avoir des idées, il pent étre bon de commencer par regarder
les premiéres valeurs de n.

Commengons par le cas n = 1 {(notons que cette question figure anssi
tlang Pexercice 4.8). On dispose. par hypothése, d'un segment Iy = [a, ]
lelque Iy C f(Iy). En particulier. il existe o et [ dans Iy tels que fla) = a
ol f(3) = b. La fonction g(z) = f(2)—x prend alors des valeurs de signos
opposés en o et 3 et, comme elle est continue, s’annule par lo théoréme
dew valeurs intermédiaires. On en déduit Vexistence d’un point fixe de f
dans Pintervalle Ig.

Regardons maintenant lecas n=2. Onaly, C f(Ii) et I; < f(Io). En
particulier, Iy € f{I,) © f2(Iy). Par le cas n = 1, le fait que Iy C fz(ID)
implique Yexistence d'un point fixe zg € Iy pour 2. Mais il n'y a pas
de raison o priori pour que f(xo) appartienne & I; (on a seulement
Vinclusion T) < f(I3)). On va raffiner un petit peu le choix du point fixe,
l'n fait, d’aprés la question précédente, il existe un segment J; C Iy tel
que f(J1) =T;. Ovaalors J; C Iy C f(Ih) = _f'“)(Jl). Le méme argument
qne précédemment, assure existence d’un point fixe zg de f2 dans Jy.
It celui-ci véritie bien que f(xg) € 1.

Dans le cas général, on appliqie la méme démarche. Comme on a
1) € Io, on peut choisir un segment Jy C Io tel que f(J4) = 1,. On
woalors Ip < f{I1) = £2(J,). On choisit Jz < Ty tel que f2(J3) = L.
It <le proche en proche, on constimit ainsi une suite finie de segments
J, 0 C-oC ey T telle que f’“‘(Jk') = I pour tout &k € [1,n—1].
tn a enfin, Ig © f(Tn-1) = f*(In-1) de sorte qu'il existe J, < Jn—q
el que f*(Jn) = Ig. Comme J, € f™(J,), f™ admet un point fixe
ra dans J,. Par construction des intervalles Jy, f¥(zg) € I pour tont
o [0,n—1].

3. Pouy simplifier les notations, si Iy, Iz sont deux segments tels que
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L < f(l2), on écrira Iy — L. La question précédente a donc montré que
sionauncyclely — I — - =1,y — Iy, /™ admet un point fixe zg
dans Iy vérifiant f*(zg) € Iy pour tout k € [0,n — 1].

Par hypothése, f admet un point 3-périodique a. Posons & = f{a) et
e = f(b) = f*(a). Les points b et ¢ sont aussi 3-périodiques et, quitte &
remnplacer ¢ par b ou ¢, on suppose que ¢ = min(a, b, ¢). Deux éventualités
se présentent selon la disposition de b et ¢

o Supposons tout d’abord a < b < ¢ et posons I = [a, b] et I; = [b,¢].
Comme f(a) = bet f(b) = conal C fl), clest-a-dire Iy — Ij.
De la méme maniére, on a aussi Iy — 1; et I} — 1. Cette derniére
inclusion montre déja que f admet un point fixe dans I;. De méme, le
eycle Ip — I; — 1o montre que f? admet un point fixe zq dans Iy tel que
fizg) € 1y, Comme zg ne peut pas étre égal & b, xo ¢ I et f(xo) # xo.
Ainsi, x¢ est un point 2-périodique. Scit maintenant n = 4. On écrit le
cycleTp — I} — I, — --- = I; — lo, ot Vintervalle I; figure n — 1 fois.
Draprés la question précédente, /™ admet un point fixe © dans Iy tel que
f*x) e I pour k < n. Comme précédemment, = ne peut pas étre égal
4 b et est donc un point n-périodique.

s Regardons maintenant le cas ol @ < ¢ < b. On pose Iy = [a,d] et
I; = [¢,D]. On a cette fois Iy — Iy, Iy — Ip et Iy — I;. On peut donc
reprendre les idées précédentes en échangeant Ig et I.

On a donc montré dans tous les cas que f admet des points n-
périodiques pour tout n 2 1.

2.23. La fonction «tenten

On note T : [0,1] — [0, 1] lapplication définie par T(z) = 2z
pour x & [0, %] et T(x) =2 —2x pour x & %,1] et, pour n € N*,
T" la n-ieme itérée de T

1. Tracer les graphes de T,T?, T?.

2. Combien T" a-t-elle de points fixes?

3. Soit (z,y) € [0,1]% et £ > 0. Montrer qu'il existe z € [0,1] et
ne N* tels que [z —z| <eet [T"(z) —y| <e.

(Ecole polytechnique)

&> Solution.
1. Voir ci-aprés les graphes demandés. Celui de T s’obtient inimé-
diatement et explique le nom donné & la fonction T. Lorsque x parcourt

I'intervalle [0, —12—], y = T(z) décrit tout le segment [0, 1] (deux fois plus

) 1 i o
vite). Il en résulte que le graphe de T? sur [0, 5] est aussi un pic majs de
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1
brse 3 Quand  parcourt

%, 1} , 4 = T{x) déerit & nouveau lintervalle

[0.1] {en décroissant) ce qui donne un second pic pour le graphe de T2,
1% la méme maniére, on voit que le graphe de T* est formé de 4 pics de

hiase !
: i

2. Le graphe de T™ est constitné de 2"’ pics de base ﬁ Plus

précisément, on montre facilement, par récurrence sur n € N*, que si
DL hkg2"'~1,ona

T*(z) = 2™z — 2k) sime[;’f?%”ﬂ]
Ta) =22k +2-12) s x€ [221’ s ]

- 2 -
Soit g, la fonction z — T™{z)—x. Sur chaque intervalle [ fo2kt }

2n 7 Ton
Ia fonction g,, est une fonction affine de coeflicient directeur 2™ — 1 > 0;

vlle est croissante. On a, de plus, gy (%) = zk Det g, (Qk + 1 ) =

21? 2?1
2k 4+ 1 1
o 2 o > 0. On en déduit que g, s’annule une fois sur chaque

intervalle [Qk 2k + 1

PIMT

[. Oun montre de méme que g, s'anuile une fois

2k+1 2%6+2
Ton 0 Tom
I” posséde donc 2" points fixes.
Le plus petit point fize non nul de T™ est un point n-périodigue.
3. Soit & € [0, 1]. Pour tout n € N*, il existe uu entier & compris
entre 0 et 271 — 1 tel que x appartienne A un intervalle de la forme
2k 2k+1} oy | 2EEL 2k 42
v on PR 2
1" réalise une bijection de I sur [0,1]. 81 y € [0,1], il existe z €1 tel que
T(z) =y Onaalors [T*(z} —y| =0 <cet |z —z| € 2% S £8nest
choisi assez grand. <

sur chague intervalle . Au total g, s'annule 27 fois et

]. Notons I cet intervalle. L’application
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La derniére question montre que T est topologiquement transitive :
dans le voisinage de tout point x, on peut trouver des points z dont
Vorbite va couper tout ouvert fixé & [avance. On observe aussi gue
Densemble des points périodiques de T est dense dans [0,1]. Ces deux
conditions permettent de qualifier le systéme dynomique associé 4 T de
chaotique. Dans la définition donnée par Devaney® figurait une troisiéme
condition, la sensibilité aux conditions initiales qu’on peut formuler ainsi
pour f: 1 — 1 : 4l existe d > 0 tel que, pour toul z € I et tout = > 0, 4l
existe y € I et n € N tels que |z — y| < e et [f7(x) — fAy)] > 4. ll o été
démoniré en 1992 que, pour une fonction continue, cette condition est

une conséquence des deuxr premiéres”.

Dans Uemercice sutvant, on cherche un équivalent du terme général
d'une suite tendant vers 0. La méthode est trés clussique et sera uti-
lisée dans plusieurs des exercices qui suivent. Elle ulilise le théoréme
de Cestro sous lo forme particuliére appelée lemme de Vescalier : si

i

(72
Hm —u,, = £, alors Hm -2 =¥ {(on applique le théoréme de
n— oo i " ! " ﬂv-l»+oo n ( PPt

Cesdro & la suite (Uny1 — Un)nen ).

2.24. Un systéme dynamique discret et son analogue continu

Soit f : R —— R de classe C! telle que f(0) = f(1) = 0,
avec f/(0) € ]-1,0[ et —z < f(x) < 0 pour tout z € }0,1].
1. On considére la suite (z,) définie par xo € ]0,1] et, pour
tout n € N, 2ppq — &0 = flzn).
a. Btudier la suite ().
b. Montrer que, pour n assez grand, il existe un unique entier
naturel @(n) tel que x40 < — < Top(n)-
¢. Démontrer qu'il existe C # 0 tel que p(n) ~ Chn.

o ]
2. On passe au cas continu. On considére la solution de

I'équation différentielle z = f(z) prenant en 0 la valeur z(0) € 10, 1[.

Montrer que x est définie sur [0, +00[ et que, pour n assez grand,
il existe un unique ¢, = 0 tel que z{{n) = o Déterminer un
équivalent de ¢,,.

,
(Ecole normale supérieure)

3. DEVANEY (R.L.), An fntroduction to chaotic dynamical systems, Addison-Wesley,
2° édition, 1989.

4. On en trouvera la démenstration dans HOLMGREN (R.A), A first course in discrete
dynamical systems, Springer, 1996, p. 81-83.
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I - Solution.
1l.a. 8i z, € ]0,1, alors on a 0 < zy + fz,) < z,, Cest-i-dire
} < 241 < z, < 1. Une récurrence immédiate montre donc que la
suite (zn) est & termes dans ]0,1[ et strictement décroissante. On en
déduit qu’elle converge vers £ € [0,1]. La limite £ vérifie £ = £+ f(¥)
ol done f(€) = 0. Par hypothése, cela implique ¢ = 0. La suite ()
converge vers (.
h. 8i n vérifie % < zg, 'ensemble des entiers & tels que 1 < Ty est

non vide et majoré, puisque klim zx = (. Si on note (n) le plus grand
s e vl

¢lément de cet ensemble, on a bien T ()41 < % < Tyn)- Llentier p(n)

vérifiant ces inégalités est unique car, la suite (z,) étant strictement
dlécroissante, les intervalles [2y.4q, 2] (k € N) sont disjoints.

c. La suite ((n)) tend vers +00, puisque - tend vers (. Cherchons,

pour commencer unl équivalent de z,,. On a pour

1 € N. On en déduit, puisque f{0) = 0 et que (a:n) converge vers 0,

(e hxf Lotl g 4 F/(0). Cette limite étant strictement positive, on
Tl
pout écrire hm Inzny1 —Inz, =In(l + f/(0)) # 0, puisque f/(0) #0.

==t

l.: théoréme de Cesaro conduit &
}
Inz, o Inz, —Inzg o nln(l + f/(0)).

De la double inégalité In{z,myq1) € —Inn < In(z,,)), on déduit
que —lnn ~ p(nr)In(l + f(0)), puisque les termes extrémes de ces
TL O

inégalités sont équivalents & w(n)In(1 + f/(0)), et donc

Inn

A RO O

2. La fonction (t,z) +— f(z) étant de classe C' sur Rx]0,1],
lo théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique et il existe une solution
waximale unique x définie sur un intervalle ouvert contenant 0 et prenant
en 0 la valeur z{0).

Montrons pour commencer que x prend ses valeurs dans ]0,1[.
I3¢momtrons d’abord qu'elle ne prend ni la valeur 0, ni la valeur 1. $il
vxiste ¢ tel que z(t) = 0, alors la fonction constante t — 0, qui est
solution de P'équation différentielle, puisque f(0) = 0, coincide avec =
en t. D'aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, ces deux solutions sont
¢pales. Clest faux, car z(0) # 0. La démonstration est la méme pour la
valeur 1. Puisque z(0) € |0, 1], la fonction x prend ses valeurs dans |0, 1,
car sinon, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, elle prendrait
la valeur 0 ou la valeur 1.
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Notons que, pour tout t €I, 2'(t) = f(z(t)) < 0, car z(t) € ]0,1]. La
fonction z est done strictement décroissante.

Montrons maintenant que Vensemble de définition de cette fonction
contient [0, +oc[. Raisonnons par VPabsurde et supposons que cet en-
semble de définition est I =|o,b[, avec —0c < a < 0 et b > 0. Etant
décroissante et minorée, r posséde une limite finie £ appartenant & [0, 1]
en b. A son tour, &' = f(z) posséde une limite finie f{{) en b. On peut
prolonger la solution de 'équation différentielle en b, ce qui contredit
le fait qu’une solution maximale est définie sur un intervalle ouvert. La
fonction est donc définie sur [0, +-oc.

La fonction z, strictement décroissante et minorée, posséde une limite
finie £ € [0, 1[ en + 00 et &’ a pour limite f(£). Si £ n’est pas nul, f(£) n'est
pas nul également. La fonction =’ n’est donc pas intégrable sur [0, 4-oc],
ce qui contredit le fait que x a une limite finie en 4+oc. On a done € = 0.
Ainsi la fonction z réalise une bijection de [0, 4+-00[ sur [0,2(0)]. On en

déduit que, des que L est inférieur & z(0), il existe un unique 1, > 0 tel
i
. 1
que T(tn) = l Puisque o tend vers 0 quand n tend vers +oc, t, tend
vers 400, n

Quand ¢ tend vers +00, z(£) tend vers 0. Cherchons un équivalent de
z(t). Comme f(0) =0et f/(0)£0,0on a

() = fl=(t)) , ~_ f0)2(2),

t— 00

cest-d-dire que (Inoz)'(t) et F(0). La fonction ¢t — f/(0) est

négative et non-intégrable sur [0,4oc[; on obtient, par intégration
des relations d'équivalence, In{x(t)) Nt tf'(0). En particulier, on
— b0

a—Inn ~ . f'(0) et done
s 4oC

’ Inn 4
ntoo f(0)
Explicitons le rapport enfre Tnpy1 = xn + f(x,) et Uéquation

différentielle 2’ = f(z). On suppose connu z(ly) el on five un pas h.
La méthode d’Euler de résolution de D'équation différentielle consiste
d confondre la courbe de r sur Uintervalle [tp,ty + h] avee sa tan-
gente au point d'abscisse tg. La valeur approchée de z(tg + h) obtenue
est 2(ty) + hx'(te) = z(to) + hf(2(to)). On peut réitérer le procéde o
partir de to + h. puis to + 2k, ... tp +nh. On prend h =1 et £y = 0,
5% on note m, la valeur approchée de x(n) ainsi obtenue, on o, pour
toutn €N, 1 =1, + f(a).
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2.25. Equivalent d*une suite définie par récurrence

Soit ¢ > 0 et f:10,c] — [0.¢] nne fonction continue, adinettant
en 0 un développement asymptotique de la forme

flz) =z —ax®+o(z*) ol a >0 et o>l

1. Montrer que, pour wug assez petit, la suite (u,) définie
par u,+1 = f(u,) pour tout n € N, converge vers 0.
2. Déterminer alors un équivalent de 1.
3. Traiter lexemple de z + sinz et 2 +— In(1 + z).
(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. Par continuité de f on a f(0) = 0 et vu le développement
asymptotique, il existe n > 0 tel que f(x) < z sur ]0,7]. Si on choisit
wy dans cet intervalle, la suite (u,,) est décroissante et positive, donc
converge vers 0 qui est le seul point fixe de f dans [0, 7).

2. Déterminons 3 tel que la suite (uﬁﬂL — uf) ait une limite non
nulle. On a, au voisinage de 0, puisque a > 1,

(f(2))? —5” = (x — az™ + o(z*))? — 2*
= Lﬂﬁ((l —ar® 1 4 O(.Tarl))'@ 1)

= 2 (—aBz® 1 + o(z™ 1)) ~o —afBz AL
r—
Si on prend 8 = 1 — «, on obtient lirx{l)(f(;t:))'6 ~z% = a(a —1). En
T
particulier, puisque la suite (un} converge vers (), on a

T —ulT =ala—-1).

: 1
lim w9 b

n—t 400
Le théoréme de Cesdro montre alors que

ul™ o~ w T —wlT o~ ne(a—1)
n—r 00 == 400

il’ot1 'on déduit finalement
1

U ~ — I-a |
3. Considérons le cas f(x) = sin z. On se place sur Pintervalle [0, ;—r} .
Il est stable par la fonction sinus. Pour z > 0, on a sinz < z. On en
Jdoduit que si up € {0, —g} , la suite (u,) décroit et converge vers 'unigue
point fixe de la fonction sinns, 0. Le développement limité en 0
3
x

. 1
sinazzm—gﬁ—o(axd) (ca,sazg et @=3)
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1 E
ny "2 3
Uy ~ | o =
P —oo 3 1

Traitons, de méme, le cas f: x — In{l 4+ ). L'intervalle R est
stable par f. Pour tout > 0, on a In(1 + ) < 2. On en déduit que si
ug € R la suite (uy,) décroit et converge vers (), unique point fixe de f.
Cette fois, le développement limité on 0

conduit &

2
T ; 1
ln(l-l—az):m-—%-l-o(mz) (casa=§ et o =2)

donne

Le résultal précédent fait penscr d la formule des accroissements
finis. En effet, Uhypothése vérifice par lo suite (u,,) est

o [23

Up gy = Uy = Jlttn) — iy, Ay,

’est-a-dire

—C
(ttn gy — thn Sty Lo

La fonelion x — 27

étant la dérivée 'wm m'n stante prés de la fone-
tion © +— ' =%, il est naturel d’¢tudier u), [ —ul . Nous retrouverons
cetle méthode dcms plusicurs excrcices, y compris dans des cas on Up

tend vers o,

Llexercice suivant ou on cherche encore un éguivalent d'une suite
définie par récurrence dlustre la remargue précédente.

2.26. Développement asymptotique d'une suite récurrente (1)

On considére la suite (uﬂ)nGN définie par g > 0 et, pour n = 0,
1
la relation .y = wn + —

1. Donner un eqmmlen‘r de w, lorsque n tend vers Uinfini.
2. On prend ug = 5. Montrer qne uyggp € [45;45,1).

(Ecole polytechnique)
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| - Solution.

1. Il est clair que I'on a u, 2 | pour 1 2 1 et que la suite (u,) cst
croigsante. On en déduit que (g )pew diverge vers +oc ou converge vers
i réel £ = 1. Dans ce dernier cas, vue la continuité de f, le réel £ scrait

1 .
point fixe de f et on aurait £ = £ + 7 ie, % = 0. C’est impossible. On

en déduit que  lim w, = +oc. Pour déterminer un équivalent de {u,,),
n—+oc

R, 1 . . 1
on part de 1'égalité uiﬂ =ul 42+ — - Puisque lin — =0, 0na

Ty, ft——400 iy,

. 1
uiﬂfufz:Q-;— — o~ 2

ui =00

On peut écrire, d’aprés le théoréme de Cesaro,

T
2 2
>t —ut) 2

cequi donne

2
vl o~ uf, —uy o~ 2n.
=N . Th— OO

Nous obtenons done

Ty 2n.

Th— 0

2. Pour démontrer ]’anadrement demandé; on va préciser le dévelop-

wrnent asymptotique de o2 w2, Bin sommant la relation w2, —u =
| YTy | nd1 " k+1 k

s 12 pour les entiers k de 0 & n — 1, on obtient

tig,
-1
2
up =ug+ 2+ > —
k=0 Yk

On va déduire de cetle égalité un encadrement de wu,. On a déja
indgalité w2 > ud -+ 2n, ce qui conduit & ulggy > 2542000 = 2025 = 452
cl-done 4 la minoration voulue. Par ailleurs, cette inégalité nous permct

. 1 .
lenajorer les termes — par - On obtient alors

u? ui + 2k
1 2y, 1
u% << uo + 2n 4+ Z n Qk < uU + 2n 4+ Z B S “u 4+ 2n + ]n(2n)
k=0 0 k=1

piisg’il est bien connu que la sommnie partielle de la série harmonique

1 .
I, =1+ 5 + -+ la cst majorée par Inn. En prenant n = 1000, on
T

1000 < Vv 2025 4 In 2000 ~ 45,08... < 45,1,

uhilont
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ce qui établit la deuxiéme partie de 'inégalité demandée. <

Il s’agit 4 nouvean, dans Uexzercice suivant, de calculer un développe-
ment asymptotique d’une suite définie par une relation de récurrence. On
retiendra la méthode qui consiste & construire successivement les termes
du développement asymptotique. Partant de up11 — 4y L On, 0N €N
déduit, en sommant, un équivalent de u,, puis on cherche un équivalent
de ty 41 —Un—a0, €t on somme de nouveau, et ainsi de suite. Bien entendu
le seul théoréme de Cesdro ne suffit plus. On utilise alors le théoréme de
sommation des équivalents : si (a,,) et (by,) sont deu:r suttes equwalentes

& termes positifs telles que 3 a, diverge, alors Z ay o~ Z by (voir
n—

k=0
aussi pages 150 ¢ 155).

2.27. Développement asymptotique d’une suite récurrente (2)

Soit (un Jnen définie par ug € R et la relation #py1 = tn +e %
pour tout n € N. Donner les deux premiers termes du développement
asymptotique de u,.

(Ecole polytechnique)

t> Solution.
La suite (un)new est croissante. Si elle convergeait vers £, on aurait

par continuité de lexponenticlle, lim e %n = et = 0, ce qui est im-
n—4o0

possible. La suite (4n )nen tend donc vers +oo.
Posons, pour tout entier naturel n, v, = €. On obtient

a 1
Upyp = e = ¥t on = g e,
La suite (vn)nem est & termes strictement positifs, croit et diverge
vers 00,

Selon une méthode classique, on cherche successivement les termes
du développement asymptotique de la suite (¥ )nen. On part de

1 1 1 1
oo ir o) e ().
On en déduit que IiIJrn (vn41 — vn) = L. Le théoréme de Cesaro nous

donne

Y1 — B ~ n et donc v ~TL
el 0 n—400 ” T+ 00

Pour obtenir le deuxiéme terme du développement asymptotique de
(#n)nen, on reprend ’expression de vp11 — v qui conduit &



.28, DETERMINATION D'UNE SUITE RECURRENTE 103

i i

Uit —tp—1 ~ — o~ .
T T e 20, motoo 20

I'n sommant de nouvean, on obtient

ty —w1 —(n—1) ~ Zn:

n—+o0

. .. 1
cC qui peut encore s'écrire v, = n + 3 Inn 4 o(lnn). On a alors

Uy =Invy, =Ilnn +In (14_1111_” +0(1n_n))
2 n n

¢l finalement

Inn (lnn)
Up =INN4+ — 40| ~——1].| <
2n n

Les suites étudides dans les exercices suivants vérifient des relations
de récurrence plus compliguées que les systémes dynamigues @ Tpia
s‘exprime en fonction de x,, ef den. On peut les rapprocher des équations
différentielles ' = f(=z,1).

Le premier est assez facile car il esl possible d’expliciter u, en
fonction de n.

2.28. Détermination d'une suite récurrente

Existe-t-il une suite (un )1 de réels telle que, pour tout n & N*,

s . U1
on ait plne =n et lim —EL =17
n—+toc  Un

'coepo technique
Ecole polytechniq

|> Solution.
11 est clair que la donnée de uy # 0 et de la relation wptingy = 7,
pour tout n & N*, définit la suite (u,) de maniére unique. Le probléme

est done de choisir ug pour que lim 22t =1,
n—+00  Up
2n—1 2n—1 2n—1
* — — —
On a pour n € N, ugy, = L (211—2) »—Qn_zuzn_z.PaI‘
U2 —2
une récurrence immeédiate, on ohtient

n—1 2n-23 5 3

) o e — s — Y,

T on 2 n—4 4 2°?

lin multipliant par (2n — 2) - 2n — 4)---4 - 2 le numérateur et le
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dénominateur, on trouve

{2n — 1! {2n — 1)
Uap = : Uy = 1
SFICY 12[2(n— AP RAPRIP T P O(n -y
2n — n
= qn— C (n— l)uz’
avec ug — ui - On en déduit uapi2 = 2“4—j1 Tntiz. On obtient de méme
1
2n 2n  2n-2 2 92np 12 4
U2 = — = — e — = [ — ;
L gy ST T T o T T =3 1T @2yt T T,

n
Avec la formule de Stirling qui donnen! ~ +/2xn ( i ) ’ . oh obtient
To—r OO €

au voisinage de Pinfini,
( dmn (—E) )
e
n
e

)"

vas _ G D w0

iz o n (Ve (

dan(2n + 1) 1 2
(2mn)?2  wd o wu?’
ot Ugnyy 2n 4 2 gl mﬁ‘
U, 2n+ 1 wanga 2
La condition lim 2"l = 1 équivaut 4 Hm =222 — 1 et

420 Uny, n— 400 Unfl
. U2n41 . T 2 .
lim —2+2 — 1, ce qui est réalisé si et senlement v, = 4,/ = - Il existe
N—4+00  Uzp T
done deux suites ayant les propriétés voulues, Elles sont opposées. <i

2.29, Etude de 2, 1 = 1 + —
Tn

Btudier la suite (Zn nem définie par &1 = L et 2,41 =1 ii

pour tout n = 1.
(Ecole polytechnique)

> Solution.
La suite est & termnes strictement positifs. Le calcul des premiers

termes, T3 = 2, x3 = 2, 24 = 2,5, x5 = 2,6... sernble montrer qu’elle
est croissante. On étudie Uinégalité x,,, 2 Zn. On a les équivalences
suivantes :
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Tn
:r,,+1>a:'n<:>1+—— rﬂ<:>'1: —2n —n < 0.
Tn
. A N . 1—y1+4n 1+ +v1+4n
I trindme x? — r— n. posséde deux racines A et .

2 2
{‘ompte tenu de x, > 0, on obtient

1++/1+4n

Lo 2Ly = Iy £

2
{}u rermarque alors que
144144
Inﬁ;—m@xnﬂ>1+2—n
2 1++v1+4n
14+ +/1+4n

> Tnyl = D)

Il sernble plausible de démontrer que pour tout n de N*, on a
1++v4n—-3 1++144n
— & Thn
2 2
Montrons-le par récurrence. C'est vial pour n =1, car 23 = 1 et si l'on
1+vVidn -3 < < 1++v1+4n

RIPpose qUE ————— K Tp & —— 5, alors on a, d’aprés ce

_—————1+"1+4n-0nad’
2

qui précede, @, 1 = autre part

2n <1+2n(\/4n—371)<n\/4n—-3+n72’

Ja g 1 + —— % =
H Vian 341 A(n — 1) 2n—1)
Pour montrer que 2,1 < Lt ystdn ;+4n , 11 suffit de démontrer que

1y d —3 " — 1 \I5 4??
A 1)) + " + —+

\I4 - —1\/4 Jr +1
‘Z(TL l) \ 1 (ﬂ, ) T 24

I'n élevant au carré et en simplifiant par n — 1, on montre que cette
inégalité équivaut & 3 < +/4dn + 5, ce qui est vérifié pour n = 1. La
réeurrence est terminée. On a done, pour tout n = 1,

1+\/4n-3< <l+\/1+4n

2 T By %= 9

4

{n cn déduit que la suite (xﬂ)nepp est croissante, que 111}_1 Ty = +00
n—4oc

el que hm Zp — +/n = - By effet, on a

1
4n + 5
—Vn=yln+s-Vi= %—
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~ . vdn — P
et de méme  lim_ »—?12—3 — /7 =0. On en déduit que =, ~ /n.
— n— 00
Plus précisément, on a le développement asymptotique

1
xn:ﬁ+§+o{1). <

Lénoncé suivant provient des OQlympiades de 1985.

2.30. Un exercice d’Olympiades

On définit la suite {2,)s31 par la donnée de r; et la relation
1 , . .
Bptpl = &n (mn + H) pour tout n 2 1. Démontrer qu'il existe un

unique x; tel que, pour tout n € N*, on ait 0 < &, < 2py < 1.
(Ecole polytechnique)

> Solution.

Soit S l'ensembie des suites définies par #; > 0 et la relation de
récurrence considérée. Toutes les suites de S sont & termes strictement
positifs. Pour commencer, étudions les différents comportements pos-
sibles d'une suite (r,) de S.

5l existe p = 1 tel que 2, < x,_, alors on a

1 1
Ipt1 = Ip (xp + %) < &p—1 (3'p~1 + Iﬁ) =Tp

eb par une récurrence immédiate, la suite (,, } décroft strictement & partir
du rang p. La suite (x,) est donc soit strictement décroissante 4 partir
d’an certain rang. soit stiictement croissante. Notons que s'il existe p 2 1
tel que xp 2 1, alors opy, > 2, = 1 ef la suite est croissante.

Si la suite (2,) décroit & partir d’an certain rang, elle converge. Sa
limite ¢ vérifie £ = £2: c’est 0 ou 1. D’aprés la remarque qui précéde, ca
ne peut pas &tre 1. Elle converge vers 0. Sila suite () est croissante, elle
converge vers 1 (si tous ses termes sont dans ]0, 1[) ou diverge vers +oo.

Soit 1 I'ensemble des réels o tels que la suite (z,) de S définie
par #; = o soit croissante. L’ensetnble I n'est pas vide, car il contient
1. Son complémentaive dans R n’est pas vide non plus; en effet, il
contient 0,2 car si v; = 0,2 alors 23 = 024 et w3 = 0,1776 < a5 et la
suite décroit & partir du rang 2. Soit u et v deux éléments de S tels que
w) = a et v = b, avec o < b. Par une récurrence immédiate, on a, pour
tout n € N¥ w, < v, puis Unil o Unbl . On en déduit que si a € 1,

Un Un
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nlors b € I, Considérons o = inf I. 1] résulte de ce qui précéde que a >0
el que I contient Jo, +00[. On a done T = Ja, +oo| ou o, +o0].

Soit @ et b deux ¢léments de I (avec @ < b), u et v les suites
correspondantes de S. Montrons que u et v me peuvent pas tendre
loutes les deux vers 1. On a en effet, pour tout n ¢ N*, u, < v,

ol Upg1 = Unagl = (n — tn)(Vp + Up + H)' Si les suites (un) €t (vn)

- . . Un4+1 — Un4t
convergeaient toutes deux vers 1, on aurait lim St —9 5,
n— 00 Up — Tn

ve qui iinpligue que ]il}_l vy — U, = +00 et une contradiction.
= 100

La seule valeur de z; qui puisse avoir la propriété voulue est o. Reste
. montrer quelle convient effectivement, ¢’est-a-dire que la suite de 5 de
premier terme cv est croissante et majorée par 1. Pour cela, on va utiliser
la définition de a.

Partons de la remarque suivante. L'application f, : o1 +—
st continue sur RY pour tout p € N* (on le montre facilement par
ricurrence).

Soit {x,) la suite de S définie par #; = a. Supposons que (z,) n'est
pas croissante. Soit p € N* tel que @41 < ap et donc x, + = < 1. Par
continuité de fp, il existe y1 > x1 tel que la suite (y,} de S de premier
terme gy vérifie yp + z < 1. On a done ypuy < ¥y la suite (y,) décroit

A partir du rang p et y; ¢ I. Cest faux car 1 contient ]a, +ool. On en
diduit que a € L

Supposons que (z,) 'est pas majorée par 1. 11 existe alors p € N*
el que x, > 1. Toujours par continuité de f, il existe ¥, < z, tel que
la suite (y») de S de premier terme gy vérifie y, > 1. L'existence de p
lel que y, > 1 implique que {y,) est croissante et donc 3 € I, d'on
ine nouvelle contradiction. On conclut que la suite (z,)} est croissante
ot majorée par 1.

Conclusion. 5i x; = o, la suite est croissante et majorée par 1; elle
converge vers 1. Si 21 € ]0,af, la suite est décroissante a partiv d’un
certain rang; elle converge vers 0. Si 7 > «, la suite est croissante et
diverge vers +o0.

2.31. I:}quivalent d’une suite récurrente

Soit {,, }nzo une suite réelle vérifiant uy.1 = |u, — n| pour tout
n. Déterminer un équivalent de u,.
(Ecole normale supérieure)

(> Solution.
Bien entendu la valeur absolue nous géne pour expliciter la suite et il
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et naturel de s'intéresser au signe de u, —n. 1 n'est pas possible que cette
quantité soit toujours positive. Epn cffet, on aurail alors w, . = 4y ~ 0
ponur tous n et la suite serail décroissante. Cela contredit clairement le
fait que v, = re pour taut o, qui implique que (u,, ) diverge vers +oc. 11
¢xiste done tawjours an moins an indice N 2 1 tel que un € N Mais on
a alors uny), =N —wuny < N < N4 1 et cela se propage clairement par
récurrence : on a done 4, € n pour tout n = N. La relation de récurreyce
se transforme done 4 partiv du rang N en w4 = —u,, + #. Cela penet
dexpliciter Lo auile @ si on pose vy, = (=1, o a vn o — o, = (=110
pour tout r = N. En sommant cette egalitd entre lo rang N et un rang
n plus grand, il vient

ti— |

Vo 2N, o, =y + Z(— 1F+1E,
k~N

autrement it

— 1 w—1
T (—1)“’-’:,1 =(—1)"un + Z(i_l)ﬂT.‘.‘ bip C, + Z(i-l)n'—l*kk
k=N k1
o {Cy) est une suite bornde. La somme alterncée
i—1
P S e (e D R R R U Ry (A VS
k=1

Loge =1 . A . \
cst fgale & ——— i n est fmpair et a

si 2 est pair (regroupcr les

termes deux par deux). On en déduit doue que

Les deuwt exercices qui swivent concernent des suttcs récurrentes de
la forme upy 1 = foltn) que Pon peut considérer comine des periurba-
tHons de swites péeurrentes. Le premier conrerne une syite arithmetico-
géomilrigue U, = au, + b {a non nad). Bappelons gunne lelle suite
se ramene par une simple frapslation o Uétude d'wne suite géomdélrique
de raison a. fn parficulier, wne lelle suite converge (vers le point fize
de o andb) lorsgue |a| < 1. On peut se demander ce qu’il en esl d'une
suite worifiwat ane relation dv la forme w, ) = au, 4+ b+ &, of (5,
tend pers 4 Chest ce que propose Uexercice suivant duns le cas particnlicr

1 . . . .
= 3 Don g mondre que la suile converge toujours vers le poind floc.
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2.32. Suite arithmético-géométrique perturbée

Soit {7y )50 une suite de nombre réels. On pose, pour n 2 1.
to =&y |+ 27, Moulrer que (@, ) converge si et seulement si {1, )
CONVErge,

(Ecole polytechnique)

I Solution.

o 1] est claiv que si (&) converge vers £, alors (i, ) converge vers 37
T'our la réciproque, on observe que Papplication gui & (a,,) associe {y,,)
cxl linéaire ot qu'il suthit done d’établir le résultat lorsque (y,) toad vers

¢
N (elans le cas général oit (g, ) converge vers £, on regarde @), = &, — 7
bysuite ! = af, |+ 2], converge vers O done #/, converge aussi vers {)
¢
el e, tend vers })

e On suppose done que {y,) tend vers 0 et on s¢ propose de montrer

quer (i,,) tend vers 0. Comme x,, = r,—1t+ = 5 U on peul voir la
write {r,, b conne une suite gwmeinque pulurbee- On commence par
vaprimer @, on fonction des g On oa

e = Tp—tt 2oy,
o1 = Ep2+ 2,
Yy = ro+ 2rp.

Ry " . 1 1 -
On wultiplie 1a promiire ligne par 5 la seconde par — T la troisiciue

1 . .
P ct on additionne le tout. 11 vient

o 1 137141

—r e (71) N
DT R et
=1 ~ A

[l suttit de prouver que le premicy wembre tend vers 0. On a

] T e
< ET Z 2oy .
k=1

n

-5 Yk
Z(_l)n antl—k

k=1

st 2 > 0ot g tel que |y, € 2 pour » 2 ng. On obtient, pour » = ny,

rp—| T 1 nin— 1L

1 ok \ k
>,H1Z2|J'k‘\2ﬂ+lz ?j‘t‘|+27)+] Zzg‘gé}ﬂl L [

b k=) = P

wlile
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et ceci est < 2¢ pour n assez grand D’on le résultat. <

Pour prouver que E 2814 | tend vers 0, on peut qussi invogquer

1
P
le théoréme de sormmation des relgtions de negl@geabzhﬁe Puisque la suite

Yn) converge wvers 0, on a 2™y, = . Comme > 2™ diverge,
g , Y ~ Ty
n—t+oxo

k] k)
on en déduit que Y yk2% = o (Z 2’“), ce qui donne le résultat voulu
k=1 =

n
car 3 2F = 9n+l —  ~gntl,

k=1

Voici un autre énoncé posé ¢ Uoral de U'école polytechnigue, qui se
raméne qu résultat de Uexzercice : éludier lg convergence d'une suite

p . n+1 .

définie par uy > 0 et up1 = {n_\/TT” Si on pose v, = lnw, on a
. . 1 .

aisément que Unqp1 = 5tn = In2+ e, 0d g, tend vers 0 . On montre

1
alors que (vn) converge vers —2In2 et done que (un) converge vers Yl
L'énoncé suivant donne un dernier exemple un pev plus compligué.

2.33. Systéme dynamique perturbé

Soit (un)ren une suite bornée de réels telle que wy4q — tp — ui
tende vers 0. Montrer que (u, Jnen converge vers 0.
(Ecole polytechnique)

> Solution.

Notons que si la suite (uy,) converge, sa limite est nécessairement 0.
Posons v, = tni1 — Uy — 4. So0it & > 0 et ng € N tel que | < e? pour
tout 1 = ng.

On a %py1 — Up = ui + vy = ui — £2 pour tout n = ng. 9'il existe
n = np tel que uy, 2 £, 00 & Uny1 2 Uy 2 € et par une récurrence
immeédiate, la suite est croissante & partir du rang n et minorée par ¢.
Comme elle est bornée, elle converge vers £ 2 ¢, (Pest iinpossible car- elle
ne peut converger que vers 0. On a donc w, < € pour tout n = ng.

On va montrer que u, > —£ & partir d’'un certain rang. Si, pour tout .
n 2 np, o a U, £ —&, o1 a, pour tout n = no,

2 2 2
Upyl — Un = Uy +Un 2 Uy, —&° 2 0L

La suite (un)npn, est croissante et majorée par —z. Elle converge donc
vers £ £ —e. Clest impossible. Ainsi il existe ny 2 no tel que uy,, > —¢.
Sin 2 mnpetu, 2 —¢, on a alors Uuniy 2 U, + ¥2 — &2, La fonction

1 1
fro— x4+ x? est croissante sur [— 5 400 {, doncsic < =, u, 2 —€

2 3
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iplique f(un) = f(—€) et donc upq1 = f(—¢) —&? = —&. Pour un tel

¢lioix de g, on a par une récurrence immédiate u, > —£ pour tout n = n,.
1 . .

Pour tout £ € ]0? 3 [, il existe ny tel que |u,| < £ pour n = ny,

dune (uy) converge vers 0. <

Viennent maintenant des suites vérifiant des relations de récurrence
linéaires.

2.34. Suite récurrente linéaire d’ordre 2

On définit une suite de polynémes : Py = 1, Py = X ot pour
nz 1 (¢+ DXP, = gPnt1 + P,y oll ¢ est un réel non nul fixé.
Déterminer 'ensemble des réels 2z tels que la suite (P, (2))pen S0it
bornée.

(Ecole polytechnique)

| - Solution.

Puisque g n'est pas nul, la relation donnée définit bien une suite de
polynémes (Py,). Pour tout réel z, la suite (P,,(2)) vérifie une relation de
récurrence linéaire d'ordre deux & coefficients constants

(g + 1)zP

Paii(z) = q

W) — %Pn_m(z)

dlont I'équation caractéristique est gA? — (g+1)zA +1=10.

Examinons d’abord le cas ol le discriminant A = (g 4 1)22% — 4¢
nwest pas nul. L’équation posséde deux solutions distinctes, réelles ou
vomplexes conjuguées, A; et Ay et il existe des constantes o et b telles
(ue, pour tout n € N, Pp(z) = aAl + bAS. Les conditions Pp(z) = 1 et

I"/(z) = z conduisent & a = )\;:;1 et b= )\)\11:;2 et donc
Ay —z A2
Po(z) = 2 am 4 2L 5n

T ot A1 — A2

Notons que 2 = Ay ou Ay, ¢’est-d-dire que z est solution de I'équation
ciwactéristique, si z = 41. Si on a par exemple 2 = Ay, alors P, (z) =
Af = 2" = %1 et la snite (P,) est bornée, Les valeurs z = —let 2 = 1
conviennent. Désormais, on écarte ces cas et on suppose done ¢ et b non
ils.

La suite (Pr(2)) est alors bornée si et seulement si |A| < Let [Ag] < 1.
l.a condition est clajirement suffisante. Elle est aussi nécessaire si [A;] et
Ay| sont distincts, car alors on a |P,(z)] o lal[Ar]™ s [AL] > [A2l.
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Si enfin, on a || = |Az2] > 1 et que la suite {P,(z)} est bornée alors,
I ; . . . Pz ;
en posant — = e oon obtient Lim a -+ 6™ — lim M = 0. En
Ao T X ok A’ll

aorivanl *
(1“ _C.s(}) — aler(jL(n e (’10{0,4,»[)(3?“0)

el en faisant tendre » vers Pinfiui, on obtient a{l - %} = 0, cc qui est
contradictoire avee les hypotheéses puisque a # 1 et Ay £ Ay,
Distinguons maintenani, sclon le signe de A.

2./
\/11 Dans

e La condition A < 0 naceggite g > 0 ot acrit 2] <

ce cas, los racines A of Ay sont complexes conjuguées ot on a donc
|
A = [As] = VA, = NG

e 8i A > 0, cest-d-dire si (g + 1}%2% > 4q, Iéquation caractéristique

a deux solutions réelles. Da suite est bornée si ellos sont ¢omprises entre

1t L En notant [ le trindine ¢X? — (g + zX + 1, il faut ¢f(1) = 0

ol gf(—13 2 0 (pour que 1 ot 1 soient & Vextérieur des racines) et
A A 1)z . . . . R

. Jg 4= (ﬁ_gi < 1 {(powr que — 1 ot 1 soient. do parl ot anire

g
des racines), Les deux premiéres conditions g'éerivent g{g +13(1 - z) = 0

ot glg + {1 +2) = 0, s0lt —glg 1 1) < glg 1 1)z < g{g+ 1}, cc qui

- La suite (P, ()} est bornde si g 2 1.

1=

nécessite glg+1) = 0. Si g = — |, tontes les conditions sout réalisées pour

= quelcongue. Nous Geartons ce cas désormais. Los conditions g écrivent
. 2 2

alors -1z <1 et - << !

. g+1 "7 T g

Deux cas sont A distinguer.

* Si g < =1, la condition A > 0 est yéalisée. Par ailleurs, on a
2q

H > 1, done on Lreuve une seule conditiou |z] < 1.
7]

* 31 ¢ > 0, la condition A > 0 s’éerit

2
zl = 2V Comple tenu de
q—+1

lx condition [zl <

2 R
—ql, il fant /g < ¢ et done g > 1. On a alors de

2 L 2
1OVeALR s = 1, done la condition snr 2 est m\/q <
g+ 1 |
Reste & Lraiter e cas ot A — 0, soit {g+ 1)z = 4¢ (ce qui implique
g+ 1)z T
2q
existe dos coustantes e ol B telles que 1P, (2) = (o Br}N'*. Los conditions
futtialos dotnent b - 1 o — z — 1. Le cas z = 1 étant écarté, il faut

1 2. /q
A va

= — < Lsoit g>lel|z] = — Il ne resie plus qu'a rassciblor
o g

P

< 1.

g = 0). Ldquation earnctéristioque o une soule solation A =

les différents cas ponr conclire.

Conclusion. Si ¢ ¢ ] . —1[U[T, 4ol la suite (I, (2)} ost bornde
8i|2] < 1. 8ig = -1, ou pent prendre z quelconque. Sienfin g € |=1,1],
la suite (P, (z}) n'est bornée qie pour z = —L el z = 1. <
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Bien gque 'énoncé suivanl concerne a priori une équalton fonction-

nelle, les suttes récurrentes imcatres d’ordre 2 sont qu cour de la soli-
I,

2.35. Une équation fonctionnelle

Déterminer les applications f: R} — R vérifiant
Vo =0, f(f(x)) =6 — f(x).

(Ecole normale supérieure)

I Solution.

Analyse. Soit [ unc solntion. Fixons = > 0 et posons u,, = f*{(z)
o f* = fo fo... o f cstla composée de [ n fois avee elle-méme. Par
hypothese, on a la relation de récurrence linéaive o, » = 6u, — Uy ).
[ cquution caractéristique associée cst X2 £ X —6 — 0 et ses racines sont 2
¢ 3.0l existe done deux constantes A, B telles que u,, = A2™ + B{—3)"
pone toul . On troyve A et B avec los conditions initiales 1wy = = el
iy = S 11 vient alors,

Voo N, Mu) =, — R +rf(.’1;)2” + 2 j(”l)

5 5

(-3,

O fr(z) doit étre strictement positif pour tout r2. Cela impose f(x) = 22
Gegarder gy, et wo, 11 et faire tendre n vers Pinfini).
Synthese. La fonction & — 2z est bien solusion du probléte posé. <

Voici encore une réeurrence Hnéaire d’ordre 2. Les cocffi
sond plus constants, mais les méthodes employdes sont simlaires. On
wlitise le fait que Densemble des solutions est encove un espace veeloricl
e dimension 2.

2.36. Suites vérifiant w, 2 = (n 4 1w, 1 + uy,

Soit E T'ensemble des suites réelles (uy,) telles que, pour tout
enticr e N,
Uypa = (0 4+ by + b,

1. Montrer que I est un espace vectoriel de dinension 2.

2. On considere les deux suites {(o,) ot (b} de E définies par
ip = 1, ar =0, bg =0, 0y = |. Montrer que les suites {a,,) ¢t (b,)
i enedent vers o0,
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3. Oun pose wy = ayi1b, — aubug . Expliciter w,,.
_ a . . )
4, Soil ¢y = 5*—{ ,ponr i 2= 1. Mentrer que la suite (¢, ) converge,

n
5. Moutrer qu'il existe un unigue réel » tel que (@, + b,)
converge vers (.
{Ecole polytechnique)

- Solution.

1. II est clair que B est i sous-espace veetoricl de I'espace vectoriel
des suites réellos. Lapplication w @ {(u,) € E v+ (ug. 1) € R? est
linéaire ct claivement bijective ¢ un élément de B est détermine de
maniore unigue par la donnée de wg ob ug, réels quelcongues, Lespace
vecioriel B est dene isomorphe & B2,

2, Onaa, > 0cth, > 0pour n = 2, comme le mwontre 1ne
récurrence immédiate. Ou en déduit que los suiles (ay,) et (b,) sont
striclement croisgantes & partir du rang 2. Connne elles sont 4 valeurs
dans N, elles tendent vers +a¢.

3. On a, pour tout n ¢ M,

ti, 41 = (Ln-}-'zbn-o-] — M4 b'n |2
= ((‘Tl + 1)”-n+| + et by — ”n.—o-l((n + l)bn+l + ) = .

Puamsgue wy = =1, on & w,, = (—])“H, pour toul n € M.
4. On a. pour tout n € N,

T4 Up Uy, B (_])?H»i

Cpypl — Cp = — g = - = ”

bn+ 1 h'n b'n, b‘n‘ +1 b?a b'n.—l— 1

La séric de terme général ¢,1 — ¢, est alternée et verifie le eritére

spéeial de convergence des sérics alterndes, car la suite (b,) cst a

termes strictement positifs & partir du rang 1 ot croit vers +oc. De la

convergenee de Y (en1 — o). on déduil la convergence de la suite (1, ).

O note £ 1a litnite de cetle snite.

. . . . fa
5. Silasuite (g, +rh, ) converge vers 0, alors a fortiord (Bﬁ t .")

M

converee vers O, puisene (B, ) toud vers +o¢ ot doue » = —#. Montions,
réciproguement, que certe valeuyr eonvient. Ou 4, pour tout n € N”.

| +
o — 4 pl;]lim((f,ﬂ —Cp) — “Li1+u% Z {ep —Crpy) = kz (¢ — g ).
i =n ="

Tuisque celte série verifie le critére spécial de convergence des séries
alterndes, coetle somme st majoréde ou walour absolue par la valeur
abrolue die premier terme. On a done, pour n = 1,
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len — £ < len — cpyt] € ; 80l |an — £hy| <

bner»l

Oun en déduit que (@, — #b,,) converge vors (1 <

Les exercices ci-aprés concernen! les suiles récurrentes linéaires
d ovdre quelcongue.

2.37. Suites a4 récwrrence linéaire (1)

1. Soit E I’ensemble des suites « € C¥ telles qu'il existe d € N*
d-1
ol {@i)ogica € CF tels que pour tout n € N, wuig = 3. Gilinys
i=0
Montrer que E cst stable par addition et multiplication.

2. Soit &€ le sous-cnsermble de CF formé des suites périodiques.
Montrer que & est un sous-espace vectoriel de C¥ et en donner nne
ase.

3. Soit P un polyndme de C[X]. Pent-on expliciter une
recurrence linéaire vérifice par In suite (P(n))nso 7

Ecole polytechnigue
( p q

( Solution.

1. Lotsque d = 2, nous savous quelle est, Pexpression de wu, en
lonction de n et des racines de X? — a, X — ag. Le lemme snivant étend
l vésultat & d quelcongne.

Lemme. Soit (a;)ogicd € CE, On note
T
P=X%mag X = o X o = [J(X— a0,
i=1
ot Ay, e, A € C sont deux & dewr distinets et les k; dans N*.
On suppose ap # 0. Alors, 'ensemble des suites vérifiant pour
d-1

toul n € N, Uy, q = S Gitin g est constitud des suites s'écrivant

=0
Ve No oy = QuUn)AT + - + Qr(n) A}

Haee pour loul ?:, Qﬁ < (C[X] et d(_’g (:21 < k:i-
Stag =0 el A, =0, Uensemble est constitud des suifes s'éerinant

Vi z ke wn = QrndAT 4+ 4 Qe (n)A

neee pour fout i, Q; € C[X] ef degQ; < ki, les k, — 1 premiers termes
lunt quelcongues.
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Démonstration.
Notons T l'opérateur de translation sur C¥ : si 4 = (up)pen est
une suite de C, T(u) = (tn+1)nzpo. Par définition de P, P(T)(u) est
d~1
la suite de terme général Unyq — 3. @itnaq, i bien que Ker P(T)
i=0
n'est autre que l'ensemble des suites (u,).ey vérifiant la relation de
d—t
récurrence linéaire : pour tout n € N, w,qq = ¥ ajuny, . Le lemne de
i=0
décomposition des noyaux nous donne que Ker P{T) est la somme directe
des Ker(T — A; Id)*. On est donc amené & préciser Ker(T — AId)* pour
EeN et AcC.

Traitons le cas A non nul. Montrons que les éléments de Ker(T~ AId)*
sont les suites 4 = (un)nen telles que pour n € N, u, = Q(n)A™ avec
Q € C[X] de degré strictement inférieur 4 k. On remarque que si u,, est
de cette forme, un 11— Atn = (Q(n+1) — Q(n))A"*! = D(Q)(n)A"*+! on
D est 'endomorphisme de C[X] défini par A — A(X + 1) — A(X). Par
itération, (T — AId)*(u) est la suite de terme général DF(Q)(n) A"+,
ce qui vaut 0 si & > degQ car D diminuve le degré d’une unité.
Réciproquement, montrons par récurrence sur & 2. 1 gqu'une suite
u = {Unlnen de Ker(T — AId)* est de la forme (Q(n)A™),en avec
Q € CX] et degQ < k. Pour k& = 1, la suite vérifie pour tout n € N,
Un 1 — Attp, = U ce qui donne u,, = A*uq : c’est bien la forme attendue.
Supposons &k 2 2. Soit u = (u,).en € Kex(T — AId)*. Alors T(u) — Au
est dans Ker(T — AId)*~' et elle s’écrit par hypothése de récurrence
(R(n)A™)new avec R € C[X] et deg R < k—1. Comme D diminue le degré
d’une unité, on a classiguement 1'¢galité D{Cy_1[X]) = Ci—_2[X], si bien

quil existe Q € C[X] avec deg Q < & tel que Q(X + 1) - Q(X) = 2E¥,
Ainsi, pour tout 7 € N, up .y — Aup = (Q(n + 1) — Q(n))A™+L. La suite
Un Q(n) vérifie vu11 = wvn, autrement dit, elle est constante,

T

Un =

Ainsi, un = (Q(n) + vo)A™ et la suite est bien de la forme voulue.

Le cas A = 0 est & part : le novau Ker T® est I'ensemble des suites
nulles & partir du rang k.

Comme Ker P(T) est somme directe des sous-espaces propres, on
obtient bien la forme annoncée par le lemme.

Reprenons les notations du lemme et posons pour A € C* et £ € N,
exe = (MF A ) nen. A A # 0 fixé, la famille des suites e y pour £ € N est
libre car si o, ..., 0, € C avec a, # 0, la limite de

apA™ + o n AT + - 4 apnP AT
nPA™
est o, et la combinaison linéaire apA™ + aynA™ + -+« + apnP A" ne peut
étre nulle pour tout n» € N, On en déduit que les suites exp = (A™),
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ea1 = (MA™),., ex k1 = (1) forment une base de Ker(T — ATd)*.
lsn notant eg ¢ = (8, ¢)new, les k suites {eg0,€0,1,. .., €0,k ) constituent
ure base de Ker T®, Par recollement des bases, puisque la somme des
sous-espaces propres est directe et fait Ker P(T), on est en mesure de
donner une base de Ker P(T) & savoir les ey, pavec 1 € igret 0 <€ g
k, —1. On remarque que quel que soit A € C, dimKer(T — Ald)* =k et
done la dimension de Ker P(T) est le degyé de P.

L’ensemble E apparait alors comme la réunion des noyvaux de P(T)
avec P g C[X] non nul. On en déduit que E est contenu dans le
sous-espace E' engendré par les suites ejs avec £ € N et A € C.
Réciproquement, une suite de E' s’écrit comme combinaison linéaire
d'éléments de la forme €., 4. ., 84,.6, avec les p; € C (pas foreément
deux a deux distinets) et £; € N. I’aprés le lemme, elle est dans Ker Q(T)
avee Q@ = (X — p)8 - (X ~ ps)? et elle vérifie donc une relation de
récurrence linéaire d’ordre deg Q : c’est un.élément de E, autrement dit
I5 est e sous-espace de €N qui admet pour base les suites ) ¢ avec A € C
ol £ & N (cette familie est effectivement libre),

1] est alors clair que E est stable par addition. Pour montrer la
stabilité pour la multiplication, par multilinéarité du produit, il suffic
de vérifier que le produit de deux éléments de la base des ey ¢ est encore
dans E, ce qui est immédiat.

2. La suite nulle est 1-périodique. 8i u et u' sont deux suites de CN
e périodes respectives d et d' et A € C, Au est périodique de période d et
i+ u est périodique de période dd' : l'ensemble £ est bien un sous-espace
de CV. 11 apparait en reprenant les notations de la question précédente
que u est périodique de période d si, et seulement si,

u € Ker(T? — Id) = @ Ker(T — z1d),
z€Uy

oit Uy désigne le groupe des racines d-iémes de l'unité. Ainsi, £ est la
réunion pour d € N* des noyaux Ker(T% —I) qui admettent comme base
la famille constituée des suites (2" )new olt z € Ug. On en déduit que les
suites €, = (2™ )ney pour z racine d-itme de 'unité (d € N*) engendrent
& Comme €, € Ker{T — z1Id), la famille des £, est libre : elle constitue
e base de £.

3. Si P est de degré d, alors P est dans le sous-espace F de CV
ingendré par les suites (1), (n},.. ., (n?) qui est d'aprés le travail fait a

d+1
la premiére question le novau de (T — Id)*+! = kgo(fl)dﬂ‘l""Cﬁ*_lTk.
On en déduit que pour tout n € N,

d
Pin+d+1)=> (-1)**C§ P(n+k)| <
k=0
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2.38. Suites a récurrence linéaire {2)

Soit (ai,...,ap) € C? avec a; + -+ +a, = 1. On suppose que
la suite (upn)nen définie par ses p premiers termes wug,...,up—1 et
la relation de récurrence wnip = GpUnip-1 + -+ + G1u, converge.
Déterminer la limite de (s ) nen.

(Ecole polytechnigue)

> Solution.

Comme dans 'exercice précédent, on note T 'opérateur de transla-
tion sur CV : si u = (Un)nen est une suite de C, T(u) = (Uni1)n0-
En posant P = XP - q,XP7!1 — ... — g, la suite u = (Un)nen est
un élément du noyau de P(T). L’hypothése sur les g; nous assure que
P(1) = 0 et P sécrit donc P = (X~ 1)"Q avec r = 1 et Q € C[X],
Q(1} # 0. Il savére que la suite Q(T){u) € Ker(T — Id)" et qu'il s'agit
donc d'un polynéme d'aprés le lemme donnant la forme des suites &
récurrence linéaire, démontré & Voccasion de Pexercice précédent. Or,
u étant supposée convergente, il en est de méme pour Q(T)(u} par
théoréme d’opérations ce qui entraine que Q(T)(u) est une constante :
en écrivant Q = o, 1 X¥ L+ o1 X 4 ag (deg Q < p ~ 1), pour tout
nelN ona

Qp1Unip-1 T - + 11 + GolUn = Qp_1tp—1 -+ + Gl T GoUg.

En notant £ la limite de {(uy),cn, et en faisant tendre n vers I'infini, il
vient Q(1)f = ap_1up_1 + -+ + a1 + apuo ce qui donne

¢ = Qp 1Up 1+ T iy + Golig ‘
Q(1)
. pir(1)
Remarquons que d’aprés la formule de Taylor, Q(1) = - En

7!
particulier, si r = 1, on a Q(1) = P'(1} et la factorisation suivante

Pz(X—l)(Xp‘l+(a,,_1+---+a1)X"*2+-'-+(az+a1)X+aL),

51 bien que

tp—1 +{(@p 1+ + a1 )up_2 4+ + (62 + a1)u1 + aguo
£ =

- <
p—(p—1lap—-—az

Il y o une autre solution utilisant [es séries entiéres qui a le mérite de ne
pas utiliser le théoréme de structure de ['espace des suites 4 récurrence
linéaire : on multiplic la relation de récurrence par ™9 et on somme
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de = 0 & Uinfini. La série > u,z" a un rayon de convergence 2 1
franctement 1 si £ £ 0). En notant f la somme de cette série, on a alors

pour 0 < |z| < 1, (1 - apz— -+ —a12?) f(x) = 2FP %) flry = glx),

ait g est une fonction polynéme. On obtient £ en faisant tendre x vers

l. car Iirnl(l —z)flx) = € (cf exercice 3.22 du tome 2 d’onalyse}. En
Tr—

o(1)

purticulier si 1 est racine simple de P, on a £ = Iy

Les exercice suivants concernent des suites récurrentes diverses qui
wentrent pas dans les catégories précédentes.

2.39. Etude d’une suite récurrente

On considére la suite u définie par uo — = = 0 et la relation de
réCUITence Uny1 — v/ 1 + (g + uy + - -+ + up ). Déterminer la limite

T

de — - On pourra poser sind, = 1

Un Un

(Ecole polytechnique)

|+ Solution.

On observe que la suite w est bien définie et strictement croissante,
Il est assez naturel de comparer la suite & 2". En effet, si on modifie Ia
relation de récurrence en enlevant le 1, ¢’est-a-dire si on regarde la suite
v définie par vp = 2 et pour tout n € N, vy =wg+ vy + -+ + vp, 0N
coustate que v, — 2"l pour tout n = 1. Ce travail prouve déja que
1, — +00, puisqu’une récurrence trés facile montre que u, > v, pour
Lot .

Pour n 2 1, on a u, = 1. Suivons l'indication de 1’énoncé, en

considérant Punique réel 8, € |0, %} tel que sin @, = ui Om a alors
: P=ud, 1o 1 cot?8
(UD +uy - up ) = Upyp — L= ) 9n+1 = co n4l-

[l en résulte que

cot 1 =up +wuy + - + iy = cot By + Uy

1 cosbn, +1 &
; = ; = cot —,
sin G, sinf, 27

=cot 8, +

. On .
[niis que, pour # 2 1, 8,1 = 5 et donc enfin 8, = % Ceci permet
e conclure que '
2?]

1
— =2"gin - — 20, = 2arcsin — = 2 aresin ——— -
1y, 2=l pemgnc Uy V14 g?
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Dans Ueremple suivant, ot on ne peut invoquer aucune méthode
générale, on essaie de se ramener & ['étude d’une récurrence d’ordre 1.

2.40. Suite vérifiant u,+1 = In(1 + up) + (1 + wp_1)

Etudier la suite définie par up > 0 et u; > Oet, pour n = 1,
tper = In(1+ w,) +In{l + u, ;).

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Une petite simulation numérique sur un ordinateur ou une calcula-
trice montre que. quel que soit le choix de g et ui, la suite (tn)nen
semble converger vers un réel strictement positif. Si (uy)nen colverge,
le logarithme étant continu cela ne peut étre que vers un point fixe de
la fonetion x — 2In(1 + ) sur R,. Une rapide étude de fonction laisse
apparaitre deux points fixes, 0 et £ {qui vaut 2,51 & 10-2 prés).

Nous allons vérifier que (uy)nen colverge vers £, point fixe stricte
ment positif de r —— 2In(1 4+ ). Pour cela. nous allons encadrer u,
par deux suites monotones vérifiant la méme relation de récurrence. Soit
(vn)nen et {0, )new deux suites vérifiant la méme relation de récurrence
que {Up)nen BvEC Vg = v; = m, wy = w; = M, m étant un réel stric-
tement positif strictement inférieur & wug, vy et £, M un réel strictement
supérieur & wug, #; et £ Une récurrence immédiate prouve alors gue pour
tout n entier naturel, v, < un < twn.

Démontrons que la suite (v, )ney est croissante, Vérifions par récur-
rence sur n = 1l que v, —v,_; = 0. Ona vy —vg =0, v2 —vy =
2In(1+m) —m 2 0 car m € [0,4] et la fonction z — f(z) — x reste
positive pour x entre 0 et £. Pour n plus grand que 3,

Tp —tp_1 = In(1 +ve_y) - In(1 +2,_3) = 0.

car par hypothése de récurrence, v,—; 2 ¥n_2 = Un_3.

On démontre, de méme, que la suite {w,)nen est décroissante en
établissant, par récurrence, que, pour n 2 1, w, —w,-; < 0. On a
w —wp =0et wy —uy =2In(1 +M) M 0 car f{z) — z est négatif
pour & plus grand que £. Ensuite pour n = 3,

Wy~ wWn_y =Nl +wy_1)—In(l +w,_3) <0
par hypothése de récurrence. Ainsi, pour n = 0, on a

0 <y €vp € Ungr € Wy & Wn K Wo.
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(m en déduit que les suites (2, )nem €6 (Wy)new sONt convergentes vers
un réel, qui par passage a la limite dans la relation de récurrence, ne
pent &tre que £, Comme pour tout entier naturel n, v, < up < wy, le
Lhéoréme d’encadrement permet de conclure que

lim w, =£{|<«
=40

Dans Dexercice suivant, on utilisera le foit qu'une suite bornée
conwerge dés qu’elle ne posséde gu'une seule valewr d'adhérence.

Fun) + oo + F(un)

T

2.41. Suite vérifiant w4 =

Soit f : 0,1] — [0,1] continue. On définit la suite (u,) par la
flua) 4o+ flua)

relation de récurrence up.g =

” et u; = o € [0, 1].
Montrer que u converge vers un point fixe de f.
(Ecole normale supérieure)

| - Solution.
Notons déjad que si w converge vers a, alors a est un point fixe
e la fonction f. En effet, f(w,) tend vers f(a) par continmuité de [

Flu) -+ flua)

JONe 1 = tend aussi vers f(a) par le théoréme de

I
Cesare. O 4y tend vers o done par unicité de la limite on a o = f(a).
Observons aussi que

_ flun)  flu) + -+ flun—) — flun) — tn

Unp] — Up = ——— —
el " n n{n — 1) T

b que cela tend vers 0 car u, et f(uy) sont des suites bornées. On en
(ldduit notamment que & uy est un point fixe de f, alors la suite est
slationnaire a partir de ce rang.

Pour prouver que u, couverge, il suffit de montrer qu'elle n’admet
quiune seule valeur d’adhérence®. Supposons donc par 'absurde que la
uile posséde deux valeurs d’adhérence o < 3. On va montrer que tout &z
de Ja, 3] est un point fixe de f. En effet, supposons qu’il existe ¢ € ja, (]
avec par exemple f(c) > ¢ Par continuité de f, on peut trouver un
intervalle [a, b] tel que v < o < e < b < et tel que f(x) = & pour tout
r € fa, b|. Comme w11 — Uy, tend vers 0, on peut trouver un rang N tel

5. D'aprés la constatation précédente 'ensernble des valeurs d'adhérence est un
sepinent, mais cela ne va pas servir ici.
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que |1 —un| < b—o pour n 2 N. Comrme [ est valeur d’adhérence, on
peut trouver p 2 N tel que u, > a. Mais il est alors impossible a la suite
u de repasser 4 gauche de a, En effet, si u,, est dans 'intervalle [a, 5] on a
Upt1 = Un €68l up > b, Uns, 2 a car Pécart entre u, et un,. ne dépasse
pas b—a. Cela est contradictoire avec le fait que ev est valeur d’adhérence.
On raisonne de maniére analogue dans le cas ol il existe ¢ € |, 3] avec
fle) <e. On adone f(z) = = pour tout = € |o, §[. Mais cela n'est pas
possible car dés que la suite totnbe dans cet intervalle (et cela arrive
car pour 1t assez grand on a |unp1 — Un| < 8 — @ et les termes de la
suite ne peuvent pas passer d'un voisinage de o 4 un voisinage de J sans
rencontrer I'intervalle Je, G[), elle est stationnaire. Dol le résultat. <

Les exercices suivants étudient des suifes vérifiant des relations de
récurrence simultandées. L étude de telles suites se rameéne souvent a celle
de deux suites adjacentes.

2.42. Suites de Schwob

Soit a < b deux réels strictement positifs. Etudier les deux suites
(Zn)nzo €6 (Yn)nzo définies par g = a, yo = b et pour tout n € N,
Tn + Yn

il = Ty et Ynp1 = /T Yn.

(Ecole polytechnique)

&> Solution.

On axg < @, < o, puis zo < o1 < 1 < Ho. Une récurrence
immeédiate montre que pour tout n, n < Tpy1 < Ynil < Yn. Les suites
(x5) et (yn) sont convergentes car monotones et bornées. 51 £ = lim x, et

I
£ =limy,, ona l = p—;{ done £ = ¢ En fait, cette limite comumune

peut étre calculée.
Soit 8 € ]0, 7—;
9 1T
11 = bcos 5 Par récurrence sur #, on voit alors que y, = b J] cos o* et
k:]

[ tel que @ = beos#. On a alors 77 = beos? - et

Dol D

Tp = Yn COS ;-1— . Le produit définissant y,, se simplifie si on le multiplie

par sin % et on obtient gy, = _bsing_ On en déduit que
27 sin —
2’.’1
. sin §
lim z,= lim y,= <
n— 400 n— 400 G
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Les suites {a,,) et {b,) éludides dans le prochain exercice sont définies
de la moniére sutvante : anp1 et by sont respectivernent lo moyenne
arithmétique et loe moyenne hormonique de a, et b,. On vae montrer
qu'elles convergent vers la moyenne géométrique de ag et bg. St on rem-
place la moyenne harmonique de o, ef b, par leur moyenne géometrique,
an obtient encore deux suites qui convergent vers lo méme limite appelée
wmoyenne arithmético-géométrique de ag et by.

2.43. Moyenne arithmético-harmonigue

On définit les suites (ap)ney €t (by)nen par la donnée de ag > 0
et bp > 0 et les relations de récurrence

Gy, + by, 1 1(1+1)-

a = —— et =
i 2 bpyr 2

Gp by

1. Etudier la convergence de ces suites.
2, Soit £ = lim ay,. Donner un équivalent de a, — £.
(Ecole polytechnigue)

1> Solution.
1. Les deux suites sont & termes strictement positifs. On a, pour
tout n € N,

R N b )?
Gnil — bn+1 = 9 an + by = 2(0% T bﬂ) = 0.

Autrement dit gy, 2 by, pour tout n € N*. On en déduit que, sin 2 1,

b,—a bp(an — b
an+1*Gn:%~<\0 et bnﬂ_bn:jé;f;b—;);o'
la suite (@ )nz; décrolt et est minorée par by ; la suite (bp)n»1 croit et

ost majorée par ;. Elles convergent donc toutes les deux. En passant

. I f n b . , N
it la limite dans I'égalité an., = a ; , on obtient qu’elles oné méme

limmite. On appelle £ cette limite commune. Pour calculer £, on remarque
que, pour tout n €N on a

Iy + bn o an,-i,-l
26,0y, anby,

bn,-i,-l =

et donc Gpybny) = anby, @ la suite (a,b,) est constante et done, pour
Lout 1, Gnb, = apby . En faisant tendre n vers +oo, celadonne £ — apbhg.

La figure suivante montre la construction géométrique des termes des
suites. La convergence semble assez rapide.
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Vaohy

0 bO bl [ a ag

2. Pour répondre a cette question, on va d'abord caleuler a,. Pour
tout n € N, on a

1 72 al 4 ¢2
1 = 5 an + ; = %—“
" Tl
ot done
2 "2
Uy — ap + £
Q1 — ¢ = ( 3"-'2a ) ct Gl + f = M
T

2(1'11

On obticnt finalement

2
Upyy1 — £ ty — £ , .,
nt = ( id ) . Une récurrence aiséc

T 41 +'€ g +f )
dotne alors, pour tout n € N, &2 b _ (oot Sachant que a,, +£
powrtont n e T T \a gt/ UM &

est équivalent & 2/, on obtient

=
ag — £

—¢ ~ 28 ) <
419 o o (Q-U +€

. , .. . 1 aobg
La suite (a,,) ci-dessus vérific la récurrence a, 4 = 3 (an + .
n

On reconnail Ualgorithme dit babylonien d’catraction d une racine carrée,

en Poccurrence Jaghy. 11 est basé sur le raisonnement suivant : i a,, est
s - N a

une valeur approchée par défaut (resp. par excés) de +J/a, alors — en est
(@

7

une valeur approchée par excés (resp. par défaut) ot la moyenne anyy —

1 a . , e

5 |0 + — | est une meilleure valeur opprochée gue u,. L'éguivalent
(}'TL

obtenu dans Uexercice montre gque cet algorithme converye trs rapide-
ment s ag est proche de /a.
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2.44. Récurrences simultanées

On se donne trois réels ag, by, oo tels que —1 <oy <y <y <1
¢l on pose, pour tout entier naturel n,
l -
Angpt = [ . min{z, by, ¢, }de,
1
b1 = f—l mil(z, an. ¢, )dz,
1
Crnyl = [1 max (T, @y, by dz,

oit mil{a, b, ¢) est le terme médian de {a, b, ¢}, Etudier la convergence
des suites {an), (bn) ct {ca). .
{Ecole polytechnique)

|- Solution.

Montrons, par récurrence sur n, que ¢, < b, < ¢,. C'est vérifié pour
# =0 et si on suppose que la propriété est vraie au rang n, on obtient,
ponr tout z € [—1,1] :

*x 81T < an,

win{z, by, ¢n) = & € a, = mil{z, @y, &) € Max{c, an, by,) = by;
81 dy, €T L0y,
min(x, by, ¢n) € © = mil(s, an, ¢,) € max(x, @y, bn);
* 5L 2 Cp,
min(z, by, 6n) = by € cp = mil(x, g, ¢n) < 2 = max{x, an, by ).
O a done, pour tout © € [—1,1],
min(z, b, cn) < mil(z,an, cn) € max(z, a,, by).
On en déduit, en intégrant ces inégalités sur [—1, 1] que
Ony1 < b1 < gy

ce qui ferming la récurrence.

On aimerait pouvaoir dire que, pour tout w2, —1 < a, < b, € < L
[l m'en est rien : si par exemple by = —1, alors ag = —2. Nous allons
cependant montrer que c’est réalisé pour 1 asses grand.

1
Oun a, pour tout n € N, an g < / xde — 0 et de méme ¢,41 = 0.

Autrement dit, a, < 0 et ¢, 2 0 pour n 2 1. On en déduit que, pour
nzl,
1

bpy1+1= mil{z 4+ 1,0, + 1,0, + 1}dz 2 0,
-1
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car ¢, + 1 2 0 et pour tout z € [~1,1], 2+ 1 2 0. On montre de méme
que b1 — 1 < 0. On adone b,y € [—1, 1] pour n = 1, soit b, € [—1, 1]
ponr n z 2, On peut done écrire, pour n = 2,

1 b 1
i1 =f min(z, by, Jd :f .rda:Jrf bpdax:
—1 - bn

1
(1-0bn)*
2

1
§(bf,,—l)+bﬂ(1—bn) =

On tronve de méme,

b, 8 b'r 1 2
Cppp1 = / . bndx + wdr = %

by,

Soit n un enticr 2 2. Les conditions g,y = —1 ¢t ¢,y < 1 sont réalisées
si |bn| < V2 1. On note que |Cat1| Flanar| = enp1—@nyy = 1482 <2,
On ne peut pas avoir simultanément a,, 11 < —1 et ¢y > 1.

* Si |by| € 2 — 1, alors

D41 Crn+1 1
bry2 = / Oyl zdx +[ Cnqrd
Cutl

-1 [HR

—

(G,n+.-| + Cn+1)(a'n.+1 ~ Ol + 2)

2
= ba{1 —b).

On a alors by 2] < 1b,] € V2 — 1.
* Si b, > /21, alors epyq > 1ot

1 Ay +1 1
byto = / max(x, o, )dy = / Gnqde + / xdx
—1 -1

Ernt1

1, , gy + 112
=tng (G + 1)+ 5(1 *aiﬂ) = %

1 2 .
On en déduit b, 2 € [0; %] , DUS Gpyy = — E%ﬂ) c {f é - é] Sj

(ﬂ'n+3 + ])2

on a encore b, 12 > V2 — 1, alors on obtient Dyypa = 3

49

o5 € V2 -1

* On montre de méme que si by, < —/2+ 1, alors =241 < byyg < 0.
On a donc, pour tout n assez grand (n > 6),

ct, cette

fois, on a0 € byyq <

Bl S VZ =1, buys = bo(l —b2) et |bayal < bal.

Les denx suites ([ban|) et (|b2,41]) sont done décroissantes et bornées.
Fles convergent, La limite de chacune vérifie £ = £(1—£2) et donc £ = 0.
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: ) 1 —b,)°

.o snite (bn) converge done vers 0. Des relations a1 = f(T”)
. (b"'l + 1)2 d' . 1 NI L 1 . . 9

ol Cpyl = s on éduit que les suites (a,) et (¢,) convergent

. 1 1
espectivement vers —5 et 5 <]

Les exercices qui lerminent ce chapitre étudient des suites définies
miplicitement. La démarche est toujours la méme - montrer Uexistence
dv iy, démontrer la convergence de la suite x,,, déterminer un équivalent,
puis un développement asymptotique de xn,. Pour celo il faut cormmencer
par déterminer dans lo relation qui définit T, quels sont les terines
pripondérants.

2.45. Suite définie implicitement (1)

On considére le polynéme P, = X" 4 X"~ L 2X — 1.
1. Montrer que pour tout n = 2, il existe un unique réel x,, > 0
tel que Py, (ay,) = .
2. Montrer que la suite (i, ) e 05t croissante et converge vers 1.
(Ecole polytechnique)

[ Solution.

1. Posons, pout o 2 3, Q, =P, — X = X* £ X*1 L X — 1. On
a Q= nX" 1 4 (n— X" 4+ 1. Ce polyndme est striciement positif
sne Ry 11 en résulte que Q,, réalise un homéomorphisme strictement
croissant de R sur [Q,,(0), 400[= [~1, 4-o0[. En particulier, il existe un
unicue réel x,, > 0 tel que Q, () = 0.

2. Notony que puisque Q,(1) =2 >0, on a0 < x, < 1. En évaluant
W1 —Qp = (X+ DX X — 1} en z,, ou voit que Q. (z,) < 0. On
adone @ > &, ¢ la suite (2, ),en ost strictement croissante. Comme
clle est majorée par 1, clle converge. 1l ne reste plus qu'a prouver que sa
limite est 1.

Soit £ € ]0,1[. On caleule (1 —¢) = (1 —&)> + (1 —g)* 1 — =
On observe que ]1'rJ£13O Qn(l —£) = —&. Pour n assez grand, on a donc

T

(. (1—¢) < Oetainsi 1 —¢ <z, < 1. Celaprouve que (2, tend vers 1. <

2.46. Suite définie implicitement (2)

Soit e, la plus grande racine réelle de X2 — 20X 4 1. Donner un
développement asymptotique a deux termes de a,,.
(Ecole polytechnique
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> Solution.

Posons fu(x) = a*™ — 2ne 4+ 1. On a fi(z) = 2n{2z*"~!' — 1). La
fonction fr, est done strictement décroissante sur | — oc, 1] et sirictement
croissante sur [1,+oc]. Comme f(1) = 2(1 —n}) < 0, la fonction f,
s'annule exacterment deux foiy pour n > 1. On a en particulier a,, > 1.
Comme [(2) =4"—4dn+1 > Qonal < an < 2. Posong alors o, = 144,
En remplacant daus Pégalité fr(a,,) = 0, il vient

(1+ En)En =21 4e,) + 1.
Fn passant au logarithme ¢t cn divisant par 2n on obtient,

n{2n) M

lu{1 + &n) 2n 2n,

Donc g, tend vers 0 et g, ~ In{1 + En) ™~ 12217” - On a donc le développe-

ment asymptotique suivant :

lan ( Inn )
ay =14+ — 40t — ).
271 7,

2.47. Suite définie implicitement {3)

Soit. (un)nen une suite de réels telle que w2 + nun — 1 = 0
pour tout i € N. Etndier cette suite et donner un développement
asymptotique de u, compoertant denx termes.

(Ecole polytechnique)

r> Solution.

Considérons f, 1 @ +— x° 4+ nz — | pour n = 1. La fonction f,, cst
dérivable et f'(z) = z* + n > 0. Elle ¢st donc strictement croissante
sur R. Comme f(0) = -1 ¢t f(1) = n 2 0, le théoréme des valcurs
intermédiaires garantit Uexistence de w,, qui est dans Uintervalle [0, 1].
Son unicité est due a la stricte monotonie de f,.

Pour n € N, foiri{t,) = vd +{n+Duy — 1 = f () +1n = uy = 0.
Commie f,, 41 cst strictenent croissante, it,11 < U,. La suite (Un)nen
est Jéoroissante; étant minorée, olle converge vers un récl £ € [0/ 11

On a lim w)—1=4£—1= lim -, Nécessairemnont, {(un)nen
nm—+40C n— 00

converge vers 0.
Cormme uy, tend vers 0 lorsque n tend vers Iinfini,

: . 1
lim nu, =1 ie thy ~ -
Fa e el

n—00 7}

De la relation ug’, + nity, — 1 =0, on tire pour n tendant vers l'inling,
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5 1 . ) 1 1
ik, — 1 = —u, ~ ——, de nu, =1L —— +ol =]
(43 1 T ’]'.la na

T p—oo g

1| 1 ) '
Uy = — - — + 01 — | .
T pb T nb

2.48. Suite définie implicitement (4)

O conclut

1. Montrer que Péquation asine —ccosz (ol ¢ > 0) admet une
unique racine @, dans tout intervatle }'mr, nw + g [ et qu’elle n’en
admet pas d’autre dans K.

2. “Trowver un équivalent 6, de z, — nw, puis un équivalent de
Ty — 0w — By,

(Ecole polytechnique)

t - Solution.

1. Posons, pour » réel positif ou nul, f{z) = «sinz — ccosx. La
lonction f est de elasse C° et sa dérivée vaut f/'(z) = zcosz (14} sin .
(O remarque que sur un intervalle de la forme ]n?r, nw + g [ {(n entier
naturel), sinx et cosz ont le méme signe. si bien que f7 garde sur cet
itervale un signe constant : la fonction f est strictement monotone sur
i'rm,nfrr + g[ Or f('mr)f(n?r + g) = —¢(—1)"nr(-1)" = —cnw < 0,
done 1o théoréme des valeurs intermédiaires nous assure 1'existence d'une
racine @, de f dans }mr;mr + g , unique par stricte monotonie,

Drautre part, si f(z) = 0, cosz # 0 (car sinon, f(z) = zsinz # 0),
Dans ces conditions,

3110 & e
tanr = = — >
coST
tt s'ensuit que ¢ est dans un intervalle du type ]mr, nmw + ;—r [ (n = 0).

Fin dehors des @, 1a fonction f n'a done pas d’autre racine positive.
. Kig
2. Pour n entier nalurel non nul, i, € ]nﬂ',mr + 3 [ et donc

v

1< <14 :
T 2nw

.o théoréme d’encadrement nous donne Péquivalent i, ~ nx.
iy . . .
Posons w, =, —nm € ]0, 3 [ La relation f(z,} = 0 s'éerit

(—1)"(ty, + na)sinu, —e(—1)" cosu, =0,



134 CLIAPITRE 2. SUITES REELLES ET COMPLEXES

ce qui se simplifie comme suit

7 : ¢ c
tant, = ——— ou encore u, = arctan o~ ~—
T+ g R+ thy, R+ Uy TLTT
. . ¢
puisque 4, = o(nw) et lLm ——— =10
— 4+ NT + Uy
. c 1 .
Posons ensuite v, — w, — — = ol = ). La relation u, =
T T
I .
arctan ———— devient
T

7

c
Yy + — = arctan
nm

On a

e ¢ < c 1 )
= = " — —&x = ol — /-
1 I 1 )) nt a3 - ('nﬁ"

e - ‘
mr—l-gf—r—l-o(a) T (lJr-_n?:rr? +0(§

. 1 :
Sachant que pour » tendant vers 0, arctanr = x» — 5:1:3 + o(x"), on
obtient ‘
e c e 1 &8 N (1)
U — = T T 5 ™ T T 5 . [ - -
. . O n? /)’
2
. . R . . e+ 3 1
ce qui donne aprés simplification, v, = —% +o =1 et
3niw n?

finalement

2 < .
¢ et d) 1
Ty = 1w+ - 35 + 0 (ﬂ—) . <

La commmande Maple sclve(series(arctan(c/(Pi/y + x)),y) = x, %)
permet de trouver le résultal.

2.49. Zéros des polyndmes de Taylor d’ordre impair de 'exponentielle

Soit P, (X) = 14 2+ b o
1. Montrer que P,, admet au plus une racine réclle.
2. Soit @, l'unique #éro de Pg,o;. Etudier la limite de la
SUite (an ).
3. Déterminer un équivalent de a,,.
(Ecole polytechnique)
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[ - Solution.

1. Il est clair pour commencer que Pn(z) = 1 pour = > 0. Les
cventuels zéros seront done négatifs. Pour tout » 2 1 on a Pj, = Pp,_4.
Cela invite clairement & faire une démonstration par récurrence. Prenons
I'hypothese sutvante

(H,) : Ia fonction Pa, est strictement positive sur R et Pa,, 1 réalise
nn homéomorphisie strictement croissant de R sur lui-méme, ¢t en
particulicr s’annule pour une unique valeur a,, < 0.

Pourn=_0cestclair : Pp =1letP(X)=1+X. Onagy=—1.

Supposons (H,,) vraie. Alors comme Pgy;wqme=-P3, 1, la fonction
1"y, 42 atteint son minimum en a, Puisque
aQnJrQ (Lﬁn+2

L = >0,
tTent2l T Brto)

P2ﬂ+2 (a"n) - P2n+1 (an)

on o done Pa,qe > 0. Enfin, comme P"zn.+3 = Panya, la fonction Po, 3
est strictement crotssante. Comme ses Himites cn +0o sont respectivement
| o0 ta scconde partie de (H, 1) est vérifiée.

2. Essayons maintenant d’étudier la monotonie de Ia suite (a,,). Pour
localiser a,,1 par rapport a a,, i suffit de connaitre le signe de Pay,  s(an).
Or nous avons

m211,+2 $2n+3 m_2n+2

1%, &) — Pop (1) = = 2 3+x
an(0) = Ponn (0 = mmas 4 gy T @ e )

done Payya(an) a le signe de 2n.+ 3 + a,,. On remarque que
P2n+3(72ﬂ — 3) = P2n+1(-—2n - 3) g P2n+l(72n — ])

Il en resulte que la suite (Paoni1(—2n — 1))nzo ost décroissante. En
particulier, Pagpo1(—2n—1) < P1{—1) = 0 ce qui implique —2n -1 < a,.
I'n conséquence, a, + 2n + 3 > 2 > 0, ce qui implique Pa,.s(ay,) > 0,
41 < an et Ia décroissance stricte de In suite (ap).

On va maintenant prouver que la suite (&, ) tend vers —co. Supposons
(i’elte converge vers une limite finie I. Alors, par croissance stricte des
"o 11, o1 aurait, pour tout n, Pa,11(1) < 0 et done, en faisant tendre n
vers U'infing, el <lce qui est absurde. On en déduit que nIErjIle t,, = —00.

3. Cherchons un ¢quivalent de a,. Pour tout réel z, la suite (P, (x))
ronverge vers e, De plus, pour & < 0, ta séric définissant e® est alternée,
done €* est encadré par Pp(z) et Pnyi(x). Do lidée d'encadrer e
pat Pon_o(a,) et Papya(ars) (on sait déja que Poy 1 (an) = 0).

Par Ia formule de Taylor-Lagrange, pour tout @ < 0, il existec € [z, ()]
2n43

lol que €% —Popyo(z) = =t a

n £ 9 < 0. En particulicr, pour £ = ay,



132 CHAPITRE 2. SUITFS REELLES ') COMEPLEXES

2n42
Q. - - 1
= < (). De méme, la forimle de Taylor-Lagrange
{(2n + 2)!
montre que Pg,15{(x) < €€ pour tout réel x et on obtient, pour r = @,

on obticnt e —

U';zn,-I-Z a?ln F3 (12n+2 azfl t2
£ > M ¥ _ n I+ B4 a,) = g_“n
(2n + 2)! + (2n 4+ 3)! (2n+3)!( ’ ) (2n + 3)!

fon o untilisé Vinégalité o, + 20 + 3 = 2 démontrée plus hant). En
passant pu logarithme dans les deux inégalités précédentes, on obtient
I'encadrement

In2+(2n+2)In{—a,) —In2r+3)! < o, < o4+ In(—a,)—In(2n+2)!,

On rappelle les premiers tertes du développement asymptotique de
Stirling

lnil=klnk — k + oik).

Comme In(2n + 3} = n(2n + 3} + In(2n + 2} = (2n + 2)In(2n + 2) -
(2n + 2} + o{n), il vient

761"”
In42

—
42

(2n+2)1n +(2n+2)+ol) € a, < (2n+2}

+(2n4+2)+o(n).

1n
Y +2°
on a done 1+ In(w,) +0(1) € —2, < 14+ lua, +o(l). Il en résulte gne
n_]i‘I{lOO(SI,'.,, +Ing,) = —1, Or, la fonction ¥ ; f — £ + In7 réalise un

En divisant Vindgalité ci-dessus par 2n 4 2 et en uotant %, =

lhoméomorphisme strictement monotone de B snr R. Par continuisc¢ de

YL, iy tend vers anique réel a tel que o+ lnee = —1 (o vaut environ

0,278] et on a Véquivalent cherché . <



Chapitre 3

Séries numeériques

Dans une tentative d’historigue des sérics numériques, nous pour-
vinns foire remonter leurs origines eug travanx développés dés la fin du
T siécle autour du comportemnent asymiptoligue de sommes du type

"

MOFUE)Y. Quelgues anndes aprés les lravaux de Bernoulli sur ce sujet,
[

Muler ef Mae-Loaurin produisent indépendamment une «formule somma-
foirer oblenue par tnversion didentités tayloriennes -

S FO)+fln) ) =f10)  f(n)—f"(0)
?1 Fik) ’]n L B T - 720

i

Ni Vexpression générale donnant les coefficients de cette formule leur
vehappe dans un premier temps, Euler établit leur Hen avec les coeffi-

. - . x .
ciends du développement en série de 1 et les nombres de Bernoulli,

n
nilrodudts par celui-ci dans le coleul des sommes Y. kP, Buler en déduil,

k=1
+o0
pr de jolis caleuls, les sommes des séries Y, —— pour s entier na-
n=1 7

lwrel non nul. Cependant, le probléme de lo convergence des sommes en
qurstion wWest jarnads au centre de leurs réflexions el Uaspect formel Uemn-
porle, ce qui condutt parfois les plus grands mathémoticiens du siécle &
coinrnettre de lovwrdes erreurs. Vers 1768, d’Alember! commence ¢ dou-
oy de la validité de Demplod de séries non conwergentes. En 1826, le mot
dAbel” illustre parfailement cette nowvelle préoceupation @ «Les séries
divergentes sont des inventions du diable, et ¢’est une honte que l'on ose
fouder sur elles la moindre démonstration, On pent en tirer tout ce qu’on
mend guand on les emploie et ce sont elles qui ont produdl tant d’échecs
ol lant de paradoses, »

Mais ce sont les nécessités du calcul numérigue qui tmposent vrogment
wn cffort de riguewr dont Gauss, s'ébanl fuil une idée claire de la notion
de limite, sera le principal artisan. A partiv de ld, @ parait naturel
d'clablir des critéres simples de convergence : on en doit plusicurs ¢
Cauchy® ) et notamment celui qui porte son nom : si la suite de récls
posilifs (an)nzo est telle que la Hwite snpérieure de /ay, est strictement
wiféricure & 1, alors la série > a, esi convergente.

1 ABEL (M), (Buvres, 1881,
CAUCHY (AL), Analyse algdbrigue, 1821,
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Les premiers emercices sont consacrés auz séries ¢ lermes positifs,
Dans ce cas, la suite des sommes partielles est croissante, de sorte qu’une
sérte d ltermes postlifs converge si et seulement s1 lo suite des sommes
partielles est majorée.

3.1. Etude de convergence

Soit (Gp)nz1 une suite de réels positifs ou nuls telle que la série
> a,, converge,

1 . VG
1. Montrer que si e > 7 la série S % cOnverge.
Tt

2. Que dire dans le cas o = % ?

(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. On pecut envisager de majorer la somme partielle al’aide

z v
de l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour faire apparaitre la bornme des a,
sur laquelle nous avons une hypothése; en cffet, pour tout N 2 1, on

peut écrire

N N 1/2 N 1 1/2
2
SV (S ] (3
n=1 n=1 n=1I
oo 1/2 4o 1 1/2
S Z On Z ot !
=1 =1 n

: . . 1
puisque la séric de terme général e converge (car 20 > 1). Les sommes
. . . a,
partielles de la série 3 —g
n
converge,

On pouvast également majorer directement le terme général en
N 1 1 , T
< 5 (nTa + an) (cest tout simplement Uinégalité
arithmetico-géométrigue). Le théoréme de comparaison des séries d

termes positifs permet alors de conclure,
2. On ne peut répondre de maniére générale : si les a, sont tous

A/ JTL

1/2

étant majorées, cette série 4 tormes positifs

éerivant

ne

nuls la série 3

NG 1 oz Lo 1s
—_— est le terme pénéral d’une séric d1vcrgcnte‘ <
nl/2 nlonn

]

converge. En revanche si a, — (pour n = 2),

nln
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Llexercice suivant fournit un premier exemple trés simple de lrons-

Jormation d’Abel. On trowvere des développements sur cette technigque
dens les exercices 3.35 d 3.37.

3.2. Une transformation d’Abel

Soit (15 )ne1 une suite positive décroissante qui converge vers (1
Montrer que les séries Y w, et > nlu, — uniq) sont de mnéme
uature. Dans le cas de la convergence, montrer quc

toe
E Uy, =
n=I

+oe
n(tn — 1)
1

=

(Ecole polytechnigue)

I - Solution.
Notons que les sérics en question sont 4 termes positifs. Posons pour
Ti 1
nz=l,8, = Z uy ot Ty = Z k(ug — tpgr). On a, pour % 2 1,
k=1 k=1

n+1

i n n
Tn = Z k’bﬂk — Z kI’LLk+1 ) Zk}nk — Z(k - 1)1,“_
k=1 fe=1 k=1 k=2

= (kb = 1)up + (1~ Dus — nttpy; =Sy — Mttng.
k=1

e Suppusons que > ug converge et notons S sa sorame. Dans ces
couditions, on a T, € 8,, £ S pour tout entier n. Donc, les sonimes
partielles de la série & termes positifs > n{un, —u,1 ) sont majorées
par 8. Cette série converge et sa somme [ est, par passage 3 la limitc
Jans I'inégalité T,, < 8, inféricure ou égale 2 8 {on pourrait ici invoquer
li- régultat de Vexercice 3,10 pour avoir directenient S = T, mais ce
n'ust: pas indispensable car on va obtenir Végalité dans la preuve du sens
reciproque).

e Réciproquement, supposons que »  ni{i, — Upyp) converge et no-
loms T sa sornme. Posons vy = k(uy — tgy1 - O1 va montrer que la suite
g1 tend vers (0, ce qui impliquera & la fois ja convergence de la séric
3 by, et le fait que les deux séries ont Ja méme somme d'aprés I'identité

e . Uk .
', = 8y — fttin 1. ON a pour fout eutier k = 1, ug —upy = — e qui

donne, puisque uy, tend vers 0,
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“oo

On en déduit que 0 € nutp 1 € Nty < 3. Vg, quantité qui tend vers 0

en tant que reste d'une série convergcnfo.ﬂLa, lirnite de .1 est done
mlle.

Conclusion. Les séries Y, et ¥ v, sont de méme nature ot cn cas
de convergence ont la méme somme :

—+0oo

Zun = Z (U'n un+1)~ <]
'fL_

n=1

Cet exercice est trés souvent posé d loral et parfois sous la forme
cdérivées suivente : s 3 x, est une séric & termes posilifs qui converge

o0
et si R, = 3 ap désigne son reste d’ordre n, alors les séries
k=n41
>Ry et S nx, sont de m(”"me nature et en cas de convergence onl
+ o0
la méme somine : Z R, = Z Ny, Il 8'agit bien entendu du méme
= Fo=0)
exercice puisquc la sth R, tend vers 0 en décrotssant, Sous cette forme
il apparait trés clairement que le résultal découle immédiatement du

théoréme de Fubini pour les séries doubles positives :

+oo +oo k—1
ZR”L*Z Z Ty = ZZQKL*Z'I@:"“
n=0k=n41 k=1n=0

Les théerémes de comparaison des séries ¢ termes positifs sond
des outils puissanls gqui permettent de conclure sur des problémes de
conpergence en étudiant le terme général de la série plutdt que la suite des
sommes partielles, Rappelons les résultats les plus utilisés. Si (tn )nen et
(Un)new sont deww suites réelles positives, on a

(Vn €N, un = vy) et Zvn converge ——- Zun conuverge

Un = Ofvn) €t Zvn converge = Z”’” converge ;!

Ty ~~ Up —> Zun et Zvn sont de méme nature,

n—00
Le plus souvent on utilise ces résultat.s avec les séries de référence que
sont les séries de Riernann L —  {qui convergent st et seulement si

a > 1) et les séries de Bcrtmnd 3 (qui convergent si et

neInn
seulement st o > lou o = 1 et J > 1), On en trouvera plusicurs
erernples dans les exercices qui suivend.
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3.3. Nature d’une série (1)

. 2
Quelle est la nature de la série 3" In ( (nfn+ 1)) ) 7

Inn ln{n + 2)
(Ecole polytechnique)

I Solution.
Observons pour commencer que la séric cst positive. En effet, on a

1 2
ty = 1In (%) =2lnln(n+ 1) —Inlnn—Inln(n +2) 20

par concavité de la fonction t —— Inlnt. On va maintenant cstimer u,
par un développement asymptotique. Posons w, = Inv,. On peut ¢écrire
powr n tendant vers 00

2 .
[lnnﬂn(l-;-%)} [ll}n-&i-}()(%)}
Up = g =
]nn[lnnﬂn(l«l—%ﬂ mﬂ{lnﬂ—ké—ko(%ﬂ
. 2
1 1
[1 t e T O(n'z lnnﬂ
2 1
L+ nlom T O(th)n)

=11 2 + 0 L )X 1 2 O L))
_( +nlnn (n'ﬂnn) ( ninn T (n21nn

1
—1+O( th)

el par conséquent,

1 1
n=Inv, =Inl1 WV eol -
low hl( + O(nzlnn)) 0('{12107@)

Comme la séric >

Ay, COnverse, le théoréme de comparaison des
el

siries & termes positifs assure la convergence de la série étudide. <
Ew fail on peul méme caleuler sa somme, cormme le lecteur Uaura
prui-étre fait, Il suffit de constater que dans la somme partielle

S, 721‘%_2 2Wn(k+1) —Inlnk - Inln(k +2))
k=2

la plupart des termes s'éliminent. On oblient
Sp=Inln{n+ 1) —Inln(n +2) +Inlnp3 - InIn 2

it tend vers Inln 3 — luln 2 lorsque n tend vers +00.



L3R CHAPITRE 3. SERIES NUMERIQUES

3.4. Nature d’'une série (2)

Soit (a,) une suite réclle strictement positive et (b,,) unc suite
. 1 .
réelle. On supposc que b, = 1 + O (f) et que la série > a,
nn

converge. Etudier la nature de la série 3 al.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

Pour Ia suite (by)new constante égalc i 1, la séric converge. On va
montrer gque ¢'est. toujours le cas. Pour » asscz grand, 4, < 1 et on
majore alors a,b; en minorant b,. Il existe N 2 0 et K > 0 tel que pour

K .
tout w2 N, b, 21— o et dans ces conditions,
1

ne
0< 0% < a, exp (—R ”) .
In n

On remargque que plus a,, est proche de zéro, plus la valear de
Ina, . v . s o

exp (—K li"_’ ) est grande ot (versemnent. Soit, M > 0 4 fixer plnus tard.
nn

On a Uéquivalence

In a,, M
_n_a,_) zexpM <= -Klna, 2 Mnn < Ina, £ —=lon,

] —K
exp ( i

Inire

ce qui donne

Ina, ] ] 1
CXp (—I\ Inn ) zexpM = an % MR

Chojsissons M = 2K. On pent alors majorer de la sorte

I K
13\ 1N T uw
0< a?;‘ AN (cMam (;13 < eMa,,, + 3 )
*

I- 2K

1 Iy n R 4 ,

Or, (n—z) = exp(—2lnn + 2K) = e—z cst le torme geénéral
T

d'une série convergente. Le théoréme de comparaison des sérics A terines
positifs permet de conclure : Xaf;* couverge. <

P . | 1-+
On rencontre parfois d Uoral le cas particulicr Y an ™.
b
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3.5. Majoration a l’aide d’une intégrale

S0it {ty,)pen une suite de réels strictement positifs, Pour n € N

n 400
o pose S, = 9 ug et, en cas d’existence. Ry, = Y up.
k=0 k=

1. Ou suppose que »_un diverge. Prouver que

Un
Z So converge <= a > L.

L

2. On suppose quc 3w, converge. Prouver que

Ty,
Z@ converge <<= o < L.

i

(Ecole polytechnique)

| - Solution.

1. Comme la série 3w, diverge, la suite (S.,) est croissante ct tend
vers +00 lorsque n tend vers infini.

o Prouvons pour commencer que la série o converge lorsque o > 1.

5%
. Un g —_
PPour cela, nous allons majorer go @ I'aide d'une intégrale. Pour tout
i3
n.x1ona,
i,,,. _ S" '—Sﬂ_l - js“ dt
) =TT G X ot
S5 S5 Suo 17
A L
tr— —
tﬂl
U Su—l Sn

. 1 .y 1
Comme « > 1, la fonction £ — = est mtégrable sur [Sp, +o0f et

ol 2
m j wdt [**”‘"‘ di
t“ S S For -

[.1 série étant & termes positif:‘.. elle converge.

n
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* On va maintenant moutrer que la série diverge lorsque o < 1. En
fait, il suffit de traiter le cas a = 1. En ellet, pour » asscz grand on
' Uy, Uy 4 Lt o Uy
S8, 2 L et dong o = g pour o < 1. Si ov sait que la série > -
i M 2 X .. . .. i
diverge, le théoreme de (omparcnann des series a termes pOSL‘rlfb per mot
alors d’ aﬁn nier que la série Z

diverge, on va montrer qu’ ellp ne venﬁo pas le critére de Cauchy. Smt
N et p deux cotiers naturels, Comme la suite (Sn)new est croissante, on
peut écrire

N+p Nip 2 3
Z Un ~ Un SN tp — SNy 1 Sn-) 1
o & v - - =T ¢ e
ok On n=N SNtp Sntp Shyp P00
NIy
Aingi, pont p assez graad. la tranche de Canchy Y~ S—” est rnorés par
N

= . Le eritére de Cauchy n'est pas vérific of la série diverge doune,

Celie question montre done que iy w, est une série divergente d
termes positifs, on peut toujours trouver une suile positive vy, négligeable
devant u,, telle gue lo série 3 v, diverge encore @ il suffit de prendre

Up
Wy, = S ) avec 0 < v < 1.

2. Remarquom que R, déerott el tend vers 0 lorsque n tend vers
linfini.

& Supposons ¢ <2 1. On utibise. comme dans la question précédente,
nue majoration g l'aide d'une intégrale. (n peut, supposer a 2 0 car
Lo _ Uin . o 1 I .
st < 0 ot a Re = ol ot lo théoreme de comparaison permet

113
. up, . .
de coneliure que la série Y Ri converge, Soit 2 un entier naturel. La

. [ L
fonretion 1 +—— o étant décroissante, ou a

Ty

ey, R??_]{‘rl+1 - /er' dt

T
R4l t

Rz~ R

Y
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Il en résulte gne

i i . /-R(, dt - fR,U @
R . Sy

b0 Bops 17

car la fonction £ —— = est intégrable sur [0, Ra] puisque a < 1. La série
“lant A termes positifs, elle converge.
Ainsi, 51wy, st le terme géncral d'une série convergente, i existe

unc sulte (v,) de Ry devant laquelle (u,) est négligeable et qui esi le
T

Ry

fevme genéral d’une série convergente. Il suffit de prendre v, =
neee 0 < a < 1.

s Supposons maintenant ¢ == 1 et montrons que la séric > g“ ne
verifie pas le eritére de Cauchy. Soit N et p des entiers naturels. On
minore la tranche de Caucly entre N el N + p par :

N+p Ntp
Up ~ Z tn, Rn — R-N+p+1 1 R1N+p+1 1
T = - = [ — .
e R, e Ry RN Ry p—ro
MNiw oy, 1
A - - - n a ’
Ausi, pour p assez grand, Y cst minorée par 3 Cela pronve qgue
n=N "

L série diverge.
s Supposons pour ternuner ¢ > 1. Pour n asses grand, R,, < | ot

w, U - . . . .
done RY < R, et R—'{" = [{” . Lo thiéaréme de comparaison des séries a
ry 7
g . -~ il
Lerings positifs assure la divergence de ¥ —. <
— [{m
L

Dans Uexercice suipgnd, on se donne une suite {a, ), on de Ry,
oralssante ef tendanl vers +oc. Ausst lente que soit lo eroissance de
. o peut construtre une saite postline (un)”{N avec U, asser petit
pour que Lo série Y w,, converyr, mais pas trop pour gue lu série ¥ u, u,
dinerge.

3.6. Sur la négligeabilité

80t (@ Jpen UBC snite croissante de réels positifs ¢ui tend vers
I'infini. Construire une suite (u, ), cn de réels positils telle que Y,
converge ot Y a,u, diverge.

(Ecole polytechnique)

| Solutiomn.
La snite {ay,),en est strictement positive & partir i certaiun rang,
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ng. Comme le comportement d’une série ne dépend pas des premiers
termes de la suite on peut, quitte a se placer au dela du rang g, supposer

que a, > 0 pour tout 7.
1 1
Posons alors n, = — —
X% Oni1

pour n = 0. La suite (un)nens

n
est & termes positifs puisque (@,)pen est croissante. On a 3 up =
k=0
1 1

—_— -1— de sorte que Zun converge.
Qp Gn4l D00 4o

X a ,
Par ailleurs, on a anu, =1 — —"— . Si ne tend pas vers 1, alors
a Ongl Gnt1
3 anuy, diverge. 5i —— tend vers 1, alors
dnt1

an a
1— ~ —ln( i ):lnan+1—lnan.
Unpgy 0@ An+41

La suite (In@n41 —Inap)nen est & termes positifs et
n

Z(lnakﬂ —Inag) =lnapy, —Inag
k=0

» +00.
n—00

Donc Y (Inany; —Iln a,) diverge et 3 apu, également d’aprés le théoréme
de comparaison des séries & termes positifs. <

Si Yz, est une série convergente ¢ termes strictement positifs, et st

+00
A . . x
on note Ry, = Y i, on voif grace 4 lerercice 3.5 que la série ¥ R—"
k=n n

. . 1 .
diverge. Or, lo suife g, = RS tend vers +00 en croissant. On a donc

T
divergence de la série Y a,Tn et convergence de la série > x,. Mais
1 1
Tn =Rp—Bny1 = -~ —
n ) 7 G dni1

. Cela éclaire la solution donnée ci-dessus.

Dans les deux exercices suivants, comme dans beaucoup d’autres, on

utilise le foit que lu suite (@n)ney et la sériey (a1 - an) sont de méme
n—1

nafure, puisque pourn 2 1, ¥ (ogy; — 0x) = ¢n — ao-
k=0

3.7. Série et suite

Soit (an)new une suite de réels strictement positifs. On considére
la suite (cn)nen définie par le choix de ap et a; dans |0, +ocf et la
relation de récurrence oy, 1 = oy + apom-; pour n 2 1. Trouver
une condition nécessaire et suffisante sur la suite (an)rey pour que
la suite (e, )nen converge.

(E‘cole polytechnique)
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> Solution.

11 est clair que la suite (o) est & termes strictement positifs et est
croissante & partir du rang 1, Donc soit elle converge, soit elle diverge
VETS +0x,

Supposons que la suite (a,,) converge et notons ¢ > 0 sa limite, On
obtient 1

Un = an#_laﬂ o E(fl‘nJJ — ).
Comme la série Y (o4, — o) converge, on en déduit que la série Y ay,
converge,

Montrons que cette condition est suflisante. On suppose donc que

3 a, converge. En particulier a,, tend vers 0 et
Oni)] — On = 0plp_1 = O(Ofn—l) = O(Qn):

car 0 < g < ¢y On en déduit que  lim Qnt1

=1, puis que
e T y puis q

Gng Q1
2l 1 —q, ~ g
o, Oty TMroS

Qnl
= tend vers 1, que
X

T

Mais on sait aussi, puisque

[$7NNE Qg1
2 1~ In =Ina,, —Ina,.
(jﬂ n—0oo an

On obtient donc finalement o, ~ Inap, 1 —Ino,. Par le théoréme
=00

de comparaison, la série Y (Ina,; — Ina,) converge, ce qui équivaut
& la convergence de la suite (lna,). Par contimuité de la fonction
exponentielle, la suite (@) converge.

Conclusion. La suite (o) converge si et seulement si la série ) an
converge, <

3.8. Un théoréme de comparaison

Soit {a,) et (b,) deux suites réelles strictement positives. On
suppose que Y_ b, diverge, et que
1 a, 1

im — — ={.
n—-+o00 by, (n1 bn+l

Montrer que si £ > 0, 3 o, converge et que si £ < 0, > a,, diverge.
(Ecole polytechnique)




144 CHAPITRE 3. SERLLES NUMERIQUES

> Solution.

R . . On Gl
Notons que, comme £ # 0, 'hypothése s’écrit -= — -2~ ~  fo, 1.
bR bn+1 0o
Omn va raisonner par I’'absurde dans les deux cas.

& Supposons pour commencer £ > 0. 5i la série ¥ ay, diverge, alors

Gn _ Ong
Z bn bn+l
pour n assez grand, car fun41 > 0. On en déduit que

il
lim Z (%E - akﬂ) = too.
k

n— o bri1

diverge également. Cette série est A termes positifs,

T far anp 40 Qo+l an
Mais ceci est impossible car 37 { =% — 2L} — 22 Tl o
by bepy by bep bo

k=0
Cette contradiction prouve que la série 3 a, converge.
e Supposons £ < 0.SiY a, converge, alors ¥ ( g—" - 'Z”“ ) converge
i) 41
également. I| existe un entier ng tel que dn _ Zn+11 < 0 pour n 2 nyg.
n -+
n-—1
On a alors 220 — 2o _ (—Z—k — ak“) qui a pour limite S =
bng bn k=ng k bk-!—l
= ay Qp4 s s 229 Qg
l=- < 0. On en déduit que lim —= = 2 —S5=K >,
RN~ e R 400 ba brg

c’est-a-dire que ay,, L Kb,,, ce qui est impossible car ¥~ a, converge et
3 by diverge. Donc la série % a,, diverge. <

Dans le cas ot £ = 0 on ne peut rien dive : s on prend pour (by)
la suite constante €gale a 1, U'hypothése est que o

tend vers 1 ef on
Gy 1
sait que cela ne suffit pas pour connaitre lo nature de ¥ an (considérer

les séries de Riemann).

Le regroupement de termes consécutifs d’une série ¥ un conduit ¢ la
notion de tranche de Couchy, déja utilisée dans l'exercice 8.5, Il s’agil
des somimes finies de la forme wp 1 +Un o+ +Unip = Unyp — U, 01

n
Uom note Uy, = % wy la suite des sommes partielles. Lorsgue lo série

k=0
réelle oy complexe 3 u, converge, pour tout ¢ > 0, il existe un rang N tel
n+p
que pour tout n = N et tout p 2 0, | Y. ug| < £. Ce résultat demeure
k=n+41

pour une série Y uy, d’un espace vectoriel normé (le module, ou la valeur
absolue, élant remplacé par lo norme). Lo réciproque est vraie lorsque
Uespace est complet (ce qui est bien entendu le cas de R et C) : c’est le
eritére de convergence de Cauchy. L'evercice suivant utilise celte notion,
toujours dans le cadre des séries réelles positives.
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3.9. Etude de convergence

Soit (a,)ney une suite de réels strictement positifs qui décroit

" . . A — Q@
vers 0. Etudier la nature de la série 3 =% =~ 2ntt
n

(Ecole polytechnique)

|> Solution,
Pour avoir une idée du résultat, on commence par regarder un ou
Oy — Q 1 a 1 B .
deux exemples. On a ———"*. = 1 — =% Pour avoir convergence il
Gy (37

cst done nécessaire que an, ~ 0nyq, ¢est-d-dire que la suite {a,)nen ne
lende pas trop vite vers 0. Si on prend par exemple a, = —, on obtient
T

Ly, — Gngl

oy
risultat identique avec d’autres exemples. On va donc essayer de montrer

qu’il y a toujours divergence, et pour cela nous altons minorer une tranche
de Cauchy de 1a série, Soit N 2 1 et p = 0. Puisque la suite {an)nen est
décroissante, on a

1 . 5 - . :
= 577 au conduit & une série divergente. On obtient un

Nip Nip
Z G — On 1 < Z @p — Onil  ON — ON4pig
= =
n=N n n=N N N
a
>1 - Ntptl 4
an oo
Nip Gp — Opyl
Donc pour p assez grand, la somme 3. —“ "= est supérieure &
n=N Gn
L _— s - s Gn — Gni
5+ ainsi, le critére de Cauchy n’est pas vérifié et la série 3~ "1
n

iliverge. <

Le lecteur aura remarqué que cet exercice est une autre formulation
d'une partie de D'exercice 3.5. En effef, si on pose up = an — any; la
série Y uy, converge et son reste Ry, d’ordre n est égal 6 a, de sorte que
tin —Ong4l ul

23 an.

Le résultat de 'exercice suivant est classique et important.

3.10. Condition nécessaire de convergence

Soit (uy Jnen une suite réelle décroissante de limite nulle. Montrer
que si la série Y u, converge, alors la suite (nuy, )pen tend vers 0.
(Ecole polytechnique)
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B Solution.

L'idée consiste & majorer la quantité nw,, par une tranche de Cauchy
contenant n Termes conséeutifs en utilisanut la déeroissance de la suite
{thn ) nen. La majoration directe ny, < up + -+ + u, est tontefois trop
grossiere pour conclure. On va commencer par la suite extraite (2nuzy)
afin d’avoir une tranche de Cauchy qui tend vers 0. On a, pour tout
n oz 0,

27”*'/27:. <._ 2(“‘277 + U —1 + -+ u?’ﬁH) = BKSQ'R - Sn);

n
avee 8, = 3wy Puisque la série 3w, converge, la suite Sz, — 8, tend
k=
yors O, 11 s’ensuil que 2nug, converge vers (L DN autre part, on peut éerire

(< (Zn + 1)’L62,,+1 = 2nUgnt1 + U+l = 2ngn + U2p41 ﬁ (0.

Onadone Hm 2nug, = lim (2n + Vg1 = 0 et par conséquent la

Ti— 00 Te—40C
suite (nuy, Jnen tend vers 0. <
L hypothése de divroissance est bien enlendu esxentielle : Y, peul

g 1 . ,
comperger suns qué t, soif négligeable devont = . Par eremple, il suffit de
T

| . . . ,
poser 4y = — sy est une puissance de L0 ¢t O sinon. Pur aillewrs. il est
n

bien connu que sf (1) ner vérifie les conditions de Uénoneé, Uhypothése

I

1 . e ,
thy = 0 (—) n’est pas une condition suffisante pour quotr convergence de

la série Y v, © on peut considérer por eremple w, = pour n = 2.

1
nlnn

Dans Uétude de la nature d'une serie Y u,. on peut étre amend
a regrouper des termes afin de constituer une pouwvelle série. On se
donne une swite (ky),, w0 Strictemnent croissonte de N avee kg = 0, o

hogr -1
on congidére p, = Y. wp pour n 0 {ce sonl les «paquetss ). Les
b=k,

sommes partielles de la série 3 py forment wne suite extraite de la suite
des sommes parlielles de Y g, Done s la séric 3w, converye il en est
de méme de la série Y p, et les deur sérics onf la méme somme. Bien
entendu, la réciprogue n'est pas toujours wreic. (Cest toutefois le cas
lovsque > uy est une séric ¢ termes positifs, car dans ce cas lo suife des
sommes parlielles est vrolssantie (on peul aussi voir cele comme un cas
particulier du thévréne @associativité des familles sommables. ) Dans
fe ras on lu série n'esf pas 4 termes positifs, on peut donner diverses
conditions suppldémentaires qui permetient danoir lu réciprogue, Nous
Inilons le lectewr o se veporter 4 Uexercice 3,34 on i trouvera un exeniple
fris intéressant de sommation par pagquets.
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Les exercices qui suivent sont des applications dans le cadre de séries
positives.

3.11, Entiers qui s’écrivent sans le chiffre 9

Déterminer la nature de la série 3 — ou p, est le n-iéme entier

naturel non nul dont I'écriture décimale ne comporte pas de 9.
(Ecole polytechnique)

[> Solution.

Les entiers naturels (0 compris) inférieurs strictement 4 10™ s’écrivent
avec n chiffres en notation décimale. Ceux qui ne comportent pas de
) g’écrivent donc avec n chiffres parmi les entiers de 0 & & On a 97
possibilités pour les choix des n chiffres. It y a donc 97 entiers naturels (0
compris) strictement inférieur & 10™ sans 9 dans leur écriture décimale.
Le nombre 10" qui s’éerit avec 1 suivi de n zéros est donc le 9™-iéme
entier naturel non nul s’écrivant sans 9 : pgn = 107,

La suite (pn)nz1 est croissante. Pour n > 0, on a la majoration
suivante :

grtl_y U | 1 gntt_q 1 gn+1 g\"
S = — = = —_— =0 (—) R
" kgg:” pE k:zgn P k:ZQ" 10" = 107 10

RSP 9 \"
Comme la série géométrique 39 (E) converge, le théordme de com-

paraison des séries & termes positifs assure la convergence de la série
¥ 5,,. Le théoréme de sommation par paquets permet de conclure 3 la

convergence de la série 4 termes positifs 3

. <

i)

Le résultal de Uexercice suivant est une généralisation d’'une propriété
ulilisée par Cauchy.

3.12. Critére de condensation de Cauchy

Soit (Uy Ins1 une suite réelle décroissante, qui converge vers 0.
1. Soit p > 2 un entier. Etablir Péquivalence :

E Uy CONVETgE <> E P upn converge.

(C’est le critére de condensation de Cauchy.
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2. Moutrer que si Y w, diverge. alors 3 min{u,, 1/n) diverge
ALLSSIL
{Ecole polytechnigue)

> Solutiown.

1. Danslasirie Y p"upe. on e prend que les lermes dy, dout Uindien
k appartient 4 la suite geomiétrique (p™) mais chaque terme . esl
affecte dun poids de p" (ce qui est Fordre de graudeur de p™ Tt — p”).
La monotonie de la snite va permettre de montrer que les deux sérics
sont de méme nature. On va proceder en regroupant les termes wy pour
k compris cntre p™ et prtl

Pour p* < k < p"""", on pose v = e el = wpe, On a alors
Vinégalité v, < ug £ wy et done,

ptt ,u“*'—l Pt o
T et = D we <Y w0y w = (" —p" g,
k:,pﬂ k:pn k:p”
Ol BNCOrC
R
1
IL——p" "P”*' “ Z wp g (p = 1)p" auyn.
Y b—pm

Diapres le théordme de comparaison des séries a termes positifs. la
strie de terme général pPu,- converge si. et sculement si, celle de terme

pttto

ginéral Y wy, converge. Le thouvréme de sommation par paquets

Py

k_pn
assire alors que les séries a terines positifs 3 pfus of 3w, sont de
méme nalure. |
Dens le cas ot uy = — pourn 21 ¢t p = 2, on o 2%uy, = 1
)
ce qui n'est pas le lerine général d'une série convergente @ r ‘est ainsi

gue Cauchy prouve la divergence de la série harmonigue Z . O peat
n

. , 1
également prouver la convergence des séries de Rieniann 3 — lorsque
T

) 1 "
a > 1. En effet, toujours en premant p =2, on a 2" @ = (ZTJ_T)

qui est bier le terme général d’une serie ronvergenfe (puzsqwe L 2 1)
Remarguons enfin gque te critére de condensotion donne wu, solut.zon
immédiate de Uesercice 5.11 en prenant p =9 puisque pyn = 107,

2. Posous v, = min(u,.1/n). On observe quil s'agit d’une suite
décroissante de linute mulle. On peat done utiliser le resultat de la
question préeédente, Raisonnons par Vabsurde ot supposons que 3. o,
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converge. En prenant p = 2 dans le critere de condensation, la série
S Mg converge. Or, powr n 2 0. on peut éerire

. 1 .
2%y = 2™ min (’urzn. g )= min(2" uz.. 1)

Commme le terme général d'mne série convergente tend vers 0, on doit
avolr 2 €1 & partic dun certain rang, soit min(2%uge, 1) = 2%ugn.
I eanséquent, Y 2 uze converge. Le critére do condensation appligué
2l série 3y, assare alors la convergence de 3w, ce qui est contraire
adhypothese. <

3.13. Séries définies 4 ’aide d'une permutation de N*

Soil o une periuatation de [Y.

. o) .
Quelle ect 1a nature de la série > (—7 ?
e

) | o(n)

2. Méme question avee Y ——— -
4 by n? lr)i n

. - —~ TN

3. Méme ygnestion aves FERl

(E‘cole polytechnique)

| Solution,

1. En prenant le cas particulicr ot ¢ est l'identilé, on obtient la
orie harmonique qui st divergente. On va nontrer gqu’il y a toujours
divergence. Pour wmantrer eela, nons allons minorer une franche de
Canchy. Soit N 2 1. 8i on considere 2N entiers naturels non nuls denx &
denx distinets, N d’entre eiix nécessairement sont supérienrs on égaux i
N. Clest le cas potamment pour la famille des o(n) lorsque e déerit les
cudiers compris entre M 4+ 1 et 3N. Par conséquent, on peut minorer la
tranche de Canchy entre N + 1 ot 3N par :

3N

n) oln) N1
2 Z (3N)2 ZNoNE T g

=N+ n 'n,—h—{-l
a(n)
2

2. 1l st ¢galement légitime de penser que cette seconde série est
tonjonrs divergente puisque si o est Pidentité, on obtient la série de
- .\~ oln .
Bertrand 30 qui diverge. Comne la série %} est & termes
) n N L. n?inn
positifs, elle st de méme nature que la séric de terme général an =
PR

[

le: critéere de Cauchy n'étant pas vérifié, la série 3 diverge.

—

aln)

i d'aprés le théoreme de sommatious par pagnets. Les
O T F
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o{n), pour n compris entre 2V 4+ 1 et 2N+1 constituent un ensemble de
2N enticrs naturels non nuls distincts deux & deux. Aussi 28! d'entre
eux, au moins, sont supérieurs ol égaux & 2Y-1. On minore ay en ne
considérant que ces devniers (les autres étant positifs),

2N+1 pN+1

a{n) o(n) N_t1 R
N = Z T P Z 112 22 oz
gy P Inn i (2N+1)7 I pN+1 2 (N+1)in2
. 1 . - ' .
ct finalement, any 2 ——————— qui est le terme général d’une sério

16(N + 1) In 2
divergente. Aussi, la série 3 an diverge et 3 )
nn
3. La troisiéme série peut en revanche converger, ce qui est le cas si

par exemple o est Pidentité. Mais ce n'est pas général, car ponr d’autres
permutations on peut avoir une séric divergente 11 suffit par exemple de
trouver une permutation o telle que o(n) = »® pour une infinité de n.
Cherchons & expliciter un tel exemple. Posons A = {{2k)%, k ¢ N*}
et B = N*\ A Les deux enserubles A et B sont infinis. On notera
oy < g < --- la suite croissante des éléments de B. On considére
o la permutation de N* définic par o(2k) = (2k)° pour tout k et

o2k + 1) = agy, pour tout k 2 0. La suite
o(n)
HES

O anrait pu ausst prendre pouwr o la permutation qui échange p et
p® pour tout nombre premier p et qui laisse fives les entiers autres gue
les nombres premicrs ot leurs cubes. <

Le lecteur constatero aisément que Forgument utilisé en 3 se généra-
lise et done, pour toul exposant m, i existe des permutotions o qui

de méme.

T
—— ne tend pas vers
%

0 donc la série }

diverge.

rendent la série Y i( ) divergente. On peut donuer une autre solution
de la question 1 en utilisant Pinégalité du réordonnement éiablic dons
Dewercice 1.15 du chapitre 1. En effet, soit N un entier fité. Notons
p < qa < < oy les entiers de Densemble {o(1),. .., o(N)} rangés
dans Uordre croissent. L'inégalité du réordonncement assure que

YAy Eert

b1

o

o on @ clairement ay = k pour tout k. On conclut en invogquant lo
divergence de la serie hurmonique.

Lorsque les deus swites (un)nen 1 (Un)ney sont positives et équiva-
lentes au voisinage de +0c, on peut ssommers les équivalents dans les
deus cas suivants :
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+ou :
e i 3w, converge, les restes sont équivalunts @ Y. up o~ Y Uk
k=n+1 k=n41

® i3 u, diverge, ce sont les sommes partielles qui sont éguivalentes :
kri

I

N U

Lol k==0Q
B considerant le différence un — vy = 0wy ), on a Uénoncé suivant

vt [tk Ynen est une suite réelle positive et (v, )nen une suite telle que

+o0 + o0
w, = olug), alors le veste Y wy est négligeable devant Y. ug dons
h=n+| k=n+l

o vas ot Y un converge. Si cette at‘.r“l'.(’ diverge, ¢'est lo somme partielle
‘\J' wy, qui est négligeable devant Z g«
[T k=0

Le théoréme de Cesdro pour les suites réelles n'est quun cas parti-
cnlicr de re résultat.

3.14. Recherche d'un équivalent (1)

On (‘onqidére unc suite (an)pey de nombres réels telle que

lim Z ai = 1. Détertiner un équivalent do a,,.
A P

(Ecole polytechnique)

| Solution.

Posons S, = Y_ ai. Silasirie de tere général a2 converge, S, teud

k=0
verd une limite fnie lorsque 7 tend vers +o¢ et Iim a, = 0. On ne
n—t s
pont. avoir  lim 2,8, = 1. Comme la série de lerme général a2 2 0 ne
n—-+oc

CONVErge pas, 11'5[_1 S, = foc.
— 0

Comme powr tout n = (), a;", =35, — 5,1, Phypothese s’ éerit

S, =S~ {S,, > 0 ponr i assez grand).
k3

N

(In constate alors que

83 - S‘?lﬁ] = (b - bn—l)(gz + SRS”_I +b”"1)

i

| »
~ [.S;)L + 55,1+ Sfm—l)

n—ou mS_;;

Spe Sno1\*
=[1+ l+( ‘) —— 3,

Sn Sn n—+00

e 8, 1 ~ 8, larsque 2 tend vers DMinfini. En effet, on a
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Sﬂ,*J 1 .
~ ~ — ——— } puisque lim S8, = +oc.
S, noee b;'}' n—rtou n— s

]_ —
Le théoreme de Cesaro conduit a

2= 3(SE-SL ) ~ o

i — O

1

Do Von déduit S, ~  {(3n}'/3 et finaloment
Ol

1

Un ”‘:"(x (3%)]/?

3.15. Recherche d'un équivalent (2)

Soit (,,) une suite réclle définie par ¥, = a > 0 ct la relation de

TECUITENCE Kip | = Fp + o

4
Tt

ol Sy, =21 + el - - + 3, Déterniner
un équivalent de x,,.
{Fcole polytechnique)

> Solution.

La suite (2,) ost strictement croissante. Supposons qu'elie converge
et notons « sa lmite. Le théoréme de Cesivo permet d’affirmer que
. P 1 e .
Sy~ noe Mais alors wy, ) — 2, ~ — et la série Y (w,y1 — 2y, diverge,

ey

ce qui contredit la convergence de (). Done la suite {i,,) tend vers +oc
et il en est de méme de la suite (S,,).

2

B s 2,
On a x ~ &y, et done w g = el
nrl oo netl n g n—ow Sy

L3
Prenons Pinverse qui se manipule micux. En oflet, on observe qu'on a

~ . oy
b?l+| _ Sy + Tpep L _ Sa 1
Ln+l Tnttl Tppt
et donc
Si 1 _Ei:]‘,_é’l(m_”':w:-l_HL — 1.
LN | U Lnlyny L dinyp e
. - a Sn 2 9 2
Le théorémne de Cosaro implique ~ netdone xy . —xp ~ —.
i s iz

[ somme partielle de la série haruonique ¢tant équivalente a Inn,
mue application du théoreme de sommation des équivalents conduit au
vl Lad,
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p—
Z,~vV2lnnl <
Lénnncé swivant porte sur le inéme theme mais ol vst plus théorique,

3.16. Semmation d’équivalents

1. Soit (t, )uery une suite de récls strictement positifs. On pose

" S .
S.o= 3y ob on suppose que ——- tend vers o >~ 0. Etudier la
k=0 R
1 n
convergence ¢4 la limite de ——— 37 kg,
i 2T
2. Soit (un)neyn et (Un)nen doux suites de véels strictement
n n
positifs, S, = M wup ot T = Y o pour = 0, On suppose que
k=1 k=0
3 Ty . . g .
(resp. =) tend vers une limite o > € (resp. 7 = 0}. Etudier
i, iy,
' ' i ”
[ couvergence ot la limite de ——— D7 kupo.
Tty 1Yy, k=0
(Ecole polytechnique)
| - Solution,

1. Notons ¢ue 3 u, diverge. Dans le cas contraire, on aurail. on uo-

L re . . .
Lot S la somame de la sétie, wy,  ~  — . ce qui est contradictoire avee la
n—N (¥

convergence de Y w,,. car la série harmarique diverge. La suite (5,,) Lend

done vers infiul, Puisque Y5, diverge, que or,  ~ S, el que les
Tis XD

senes en préserce sont A terres positifs, le théordme de sonmiation des

¥r

1"
celitious de comparaison permet Caffrmer que ug By o~ E Sk
TL—

Ao k=0
tin tentlarque alors qne
n n ok
SR ot
k=0 k=0=0
Te i
= Z Z w; (par interversion Jde sotneations, )
=0 k=4
n T
= Z(n +1 =i = {n+ 138, — Z tity,
=D i=0

Comple tenu de la relation précedente, on obtient
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n
: > 5
(”* + 1)571 h=0
—n—(:l+ﬂ7 n— 4o U{+1
> hug Y kug :
k=0 k=0
L +1)5, ns aru
et done Y kuy ~ 5 DBe | antn pour n tendant vors
P e+ 1 41 e+ 1
+oo. On en déduit gue
- o
liin — kg = ———-
u—fi-mnzun;;) a+ 1

2. Cette seconde ¢uestion est une pénéralisation de la précédente

que l'on retrovve cu prenant +, = 1. On va utiliser la méwe méthade
que précédemmoent. On o amu,w, ~  Sov,. par hypothise. L
=00

gerie Y v, diverge; la suite (5,) tendant vers +oo, il en cst do
méme, a fortiors, Jde la série S 8,14, Le théoréme de sommation
T

"
entraime (ME kugw, ~ E Sivg. De la méme maniére, on obtienl
qr—

!

Jo=0 k=0
n n
,dz Rugty e Z Tiuy. On a done
k=0 k=0
™ n
> Skt + Y Trug
k= b=
b el +73
n— T2
3 Rugrn
k=0
et

i

n T
((Jz + d)?:ju kugwy, e RZO ek + kz: Ty,

=u

On cbserve alors que

kO n
Z Spup + Z Taur = Z g Z Ly
k=0 E=0

DalTk<n Oglsksrn
= ( S um) Fuu At Ly,
Ok I

7
S”T” 4+ Z Wk g
k=0

La scrie Y kupri ¢tant divergente, et ponr n tendant vers ['infini,
Uny, Etant négligeable devant nu,v,, le théoreme de sommation des
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1_1 i

cialvilonts entraine que Y wupwvy est négligeable devant 37 kupvg. Sa-
k=0 k=0

T h
chant que (o + fj); Fupty e S5, T, + Lz:]uk'uk, on en déduit que
=} =

n
. 9.2
(a + !G)Z Kugvg n:cc S, T, e I Uptin .
k=0

enl-a-dire que

o
lim = Zkumr;\ = o<
n—fee 2, U, o a3

La comparaison série-intégral: est un oulil essentiel d’étudn des
series o fertnes positifs pour leur comeergence, Uestimation des restes,
e comporternent asymptptique des sommes pwrdielles... Les exercices
sufvants ene sont wne llustration.

3.17. Estimation dune somme partielle

10°
. - . .y -1
Déterminer la partie entiére de ZI e
N =
(Ecole polytechnique)
i Solution. ]
La fonction ¢ -— ﬁ cst positive, continue et strictement décrois-

2
sante sur R . Pour » 2 2. on a donc l'encadrement

/-ﬂ‘}'[ dt - 1 . i (lt
Joo g T opEs T ./,,,_1 13/3°

Iin sommant de 2 a4 10%, on obtient

1041 ds 10° W g
/, IER Z 71,2/3 = / JIE

On s contente dencadrer la somme o, pactie de o= 2 car l¢ prenuer
terime est entier égal & L Apres calenl de intégrale, on obtient.

109

V10941 - 92 « Z

2/3—\ (V109 - 1) = 2997,
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On coustate que le minorant 3(v107 + 1 — /2) est plus grand que

J(V107 — 2) = 3(1000 — ¥/2) = 2996. En rajoutant le premier ternn,
O
107
< 2008,

et la partie enticre cherchdée est 2897, <
On peut noter que le calenl d’une valeuwr approchce de celte somme
dépasse los copacités de Maple.

. » . L1 ]
Lu divergence de la série harmonique 37 — cst connue eu mgains
n

Py

depuis Johuun Bernouwlli. On peut réswmer ainst son argumentation :

s on suppose que cetie série converge, on peut ferire”
+ o0 1 o T i
5= 1+ .t
Z__l Z (n l)n :L:‘I nin+1)
SSS Z
=i {(n+ l)
+30 4+ 1
=1 ————  {par inferversion des sommations)
+Azzn(n+1) {t ’
=l n=k %
+00 L +-n
=1
I N S AR o
h=1rn_k
=1/k

ce qui est monifextement obsurde.

Lexercice sufvant propose d’établir un developpement asymplotique
de la somane particlle de la série harmonique et présente i cetle occasion
la constunte 4 Euler.

3.18. Développement asymptotique de la série harmonique

On pose 11, =1 4+ % 4o+ % por » 2 1.

1. Soit iy, = Hy —lun et v, =, — :]—z Démontrer que ces suites
sont adjacentes ot convergent vers une coustante réclle strictomment
positive 7.

2. Déterminer nn développement asymiptotique de H,, compre-
nant qualre termes.

3. Awec le lorimalisme moderne.,
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3. Onposek, = min{k € N, Hy = n}. Déterniner  lim ZH .
n—r o .

(Ecole polytechnique)

I Solution. 1
I. Ladifférence u,, — o = = est posilive el converpge vers 1. La suite
n

li, 1,21 cst décroissante puisque

", Ty g1 = —

| 1
klnnjthl(ujtl):u———ln(lf =0,
741 ' n+1 . n+1

e vertan de indgalité In(1 + x) < o ponwr o > —1. Dlantre part, cette
meme [négalité assure la croissance de (Wn)n

1 1 ’ 1
Vi1 —Un=——In(n+ 1 +Inn=— —1In (1 + —) = (.
7 n 7

Lo deux suites (Un)a~t €t (Un)uz1 sont done adjacentes, et elles
cnnvergent vers un réel 1. Comme vy = 1 - In2 >0, ona v > 0.

La limite v est lo constante d’Enler dount OBTT2L8 osf wne voleur
npprochde par diéfowd. On sail pen de choses de v et notutnment, on
W OTC ENCoTe S est ruttonnel ou non.

2. On a prouve que 1, =Inn + v+ o(1) pour n tendant vers +o0.

e Posons ¢, = u,, — v (n = 1). On auploic une méthode classique qui
rengiste, pout obtenir un équivalent de t,,. & cherchier un équivalent de
L, tu1, puis & esomners 'équivalent obtenu. On a pour » tendant

vers Uinfini,
1 1 1
Ln*i‘,-,_,_! :1!’](177)_}_4— ~ — .
T T, n—x 29

Loosérie 3 (fr — fr_1) converge. Le théorcine de sommation des équiva-
l1ts nous donne

~ —

1
I n—oe 290

00
Nolte—tion)=—ty ~ -~
hE=n+1 h=nt+1

I'écquivalent du reste de la série de Riemann s'obtenant & I'aide d'une
shiple eomparaison série-intégrale @ si v > 1, la fonction ¢ —— I est

dieroissante et intégrable sur [1, +oo[, si bien que pour & 2 2,

1 B /""'*‘ dat 1 /k dt
— & — gL %
(,[f + ])u S fo R ST Ji e
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L -
r ol

0 k E+1

En sommant cela entre n + 1 ot N, puis en faisant teudre N vers I'infini,

on obtient
/+°0dt _ *Z":" 1 </+°°dt
- = T P
- trr hre 1 k(r A+l t(k

Comme les membres de gauche et de droite sont tous deux équivalents
1 1

ST ettt le théoréme dencadrement assure qne
X — e

= 1 1
S = ~ )
kst 1 ke n—oo o — 1ot

a

Le cas a = 2 donne "équivalent annoncé. On a donc déja
1 1
Hy=Inn+y+ —+al=}.
2n n

]
e O pose 1wy, = Uy — 7 — pour tout n = 1, suite qui converge vers

+oo
0. Lasomme 3 {(wg — w;‘.,l) vaut —twn et son terine général s'écrit
k=n<1

1 1 1 1
Wy, — Wn_1 = In 1—;; +— ==+

n 2 -2
Pour n tendant vers ’infini, on a

1 1 1 + 1 1 1 1 . ( 1 )
T = - — — AU 0
n nt n 202 3n2 n  2n ™ 2n g _ n3

?‘L

1 1 1 N 1 (1+ 1 N 1 )+ ( 1 )
= — i — — + -+ = ol —
2n?  3n?2  2n 1 n  n? nd

I
o
‘.:7‘"—'
w
-+
]
]~
L =]
-+
=]
&~
3@,_.
[ N
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Lo ihéoreme de somnmation des équivalents donne
=1 1

—wn e Y o~

F— 00 =0 =
h=n+1 ﬁk 12n

Ainsi, on obtient le développement asymptotique

H i ! In + ! 1 + ( ! )
= - = Y+ — - S~ +al —|.
= ke nre T 2n 125~ 72

3. Pour estiter k&, on va utiliser le début du développernent asyip-
(olicue de Hy. On sait que H,, = lnn +v + 2, ol {g,) tend vers 0. Par
difinition de kp, on a

Ik, ++&k, 2n
In(kn — 1) 47 + 24, 21 < 1.

Il eu résulte, en passant A l'exponentielle, que

e Y TRl L] >k 2 eTe T YT

Un a done &y, ~ e et

Les sommes de sérics gue U'on peut raleuder ceplicitement sont ussez
renes. Cest le cas dans les dewr exercices qui suivent. Gn va y refrouper
I séric harmonigue.

3.19. Calcul de la somme d’une série (1)

Etablir la convergence et caleuler lu somine

i’o( 1 3 . 1 N 1 )
fr 4n+l 4dn+2 4dn4+3 4dn4 4/

{ Ecole polytechnique) |

I - Solution.

Notous tout d'abord qu'en vertu du théoréme de comparaison des
sirics & termes positifs, la série converge : en réduisant an mémc
dénominateur on voit que le terme général est

) —16n% - 12n+1 1
An+ 1020+ Didn + D(dn +3) 802
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Ponr Calculer la somme on utilise le développement asymptotique de

= Z — =lun+ v+ o(1) (voir lexercice 3.18). 11 vient :
[

i \

3 1 L
(4k+1 1k 12 +4k+3+4k+4)

( ! N 1 N 1 ) Y”A 4
1k +1 4R:+2 443 4k 1 oAk 2
ke

1

Anta — 2 Z

=In{4n + 4) +1nn+2fy = 2(In{2n + 1) + v} + o(1).

K>
5

o

k1 =Hyyqq — 2(}:12n+1 - i; )

Ou a done 5, = In %;Erzfl)ll)

vers 0o, Par conséguent la somme de la série est mulle. <

+ {1} ce (qui tend vers 0 lorsgue ntend

Llexemple swivant cst netiement plus ardu.

3.20. Caleul de la somme d’une série (2)

Etablir la convergence et caleuler 1a sowune de la série
4o 2] |

p(2p +1)(2p +2)°

=1 p=2" -1

(Ecole polytechnigue}

£~ Solution.

-1 1

a1 P2 1)(2p + 2)
de la série étudide 'éerit niugon — w1 ). A l'aide d’une comparaison
série-intégrale, majorons grossiérerment le terpe général pour vérifier

. 1 P dt
rapidement, Ja convergence. Comme — < [
v

e Pour n = 1, uolons 1, = l.e terme général

A A décroissanes de
Jp-- f«

1 . N
t— B sUr ]Rjr, on peut majorer alusl Uy — Uon-—1 !

2% 1 2" -1 P g 4o

{
wr e € Y 3 Y I R N
et P e i

et on obtient
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7 T 1
H(Tt_n_-n - LL)nkl) W 2—2;j =0 “’2 .

[Vapres le théoréme de comparaison des séries A termes positifs, la séric
rhindide converge.
e Op va commencer par chercher une expression plis simple de u,
1

e décomposant en éléments simples la fraction m sur
1 2

. 1 .
tp On obtient X + el enel Pour n = 1, on & alors

- [ 2
”‘”'Z(Zu Ap+ 1) 2p+1>

1 1 1 T 1 —1 1
ST NS
2;;:1 P 2:-=’2 ) ot 2p+1
n—1 11
1 l 1 1
N ST Y
=l 2n = 2p 4+ 1
B w—1 ] N 1 1 ; (Z'n—l 1 n—1 1 1)
p=t P m 2 E=1 k k= 2k
n-1 2n—1 Z2—1
—~ 1 1 1 3
=32 -4+ — - -2 -4+ 2=-2 - -
;):2;11’ 2 2 ; P el ¢ n o 2
e
cooquii donne yge = -2 3 > T g + = pour tout 7 2= 0.
.(J— Y

e 5ion note pour N 2 1, Sy = T‘ n( g — tys 1) la somme particlle
)ﬂil

i Ja série a étudier, on a

N N N-1
SN o= Z n(Ugn — Ugn1) = Z Tethge — Z (n+ e
=1 n=1] 1 =)

N—1
= NUQN - Z Ty,
=0

Nous allons déterminer la limite de {Sy) en cherchant un dévelop-
penient asymptotique de chacun des termes ci-dessns jusqu'a nn terme
N-1
constant. Commengous par ta somme S #ow .
n=0
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N-—-1 —1
Z:O =2 Z + Z w+1
=

p=1 p=0
11 - (/28

4 3N
21-(1/2) 2

R
= —2Hg[\'7] —+ 1- (—) + §I\I

= —2Hpn_; +

2 2
désigne la somme partielle de la série harmoniquc.

Comme pour n tendant vers U'infini, H,, = lun++ () ( T:) ou -y désigne

la constante d’Euler, on obtient le développement asvmptotique pour N
tendant vers I'infini :

1 NN 3
2w = ~21n{28 Z 1) - 27 + ( ) 1~ (ﬁ) °N
Z Un In{ (9] 1 + 3 + 5

3
= 202" - 2n(1 - 27%) = 2y + o{1) + 1+ IN
3
=~{2In2)N + 5N — 2y +1+0(1).

[l reste & regarder le terme Nugn. Pour N tendant vers I'infini, on a

© 1 3
ugn = —2Honp_ | +2Hgw | + INTL + 2
1
_ ¢ N+1 - N — ] L 2y T
= —2m(2Y - 1) 1 202 J)*27+27+0(3N+1_1)

1 3 ) 1
+2N+I+§+( IN-+1 ]

Nagge = —2N{In 2%t _[n2MN) — 2N{In(1 - 27N ") — {1 - 2N))
/N 3
+0 (3—\]) - IN
1 N 3
= —2N1n2—NO(2T) + O(z_N) + 5N
—(2a2) T1'1N+§N+0(1).

Il en résulte que, pour N tendant vers Uinfini,

7(21)12)N+2N+o[_1‘)+(2]112)N - :F—:N+2771+o(1)
oy .
2y - 1+ a(1) —

SN

2y - 1.
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Conclusion. La série étudiée converge et

”_1 1
S Z T

n=1 p= 21 —1

—1.]14

Liénoneé suivant se raméne a4 lo recherche d’un développement
asymptotigue assez précis de la somme partielle d'une série grossiere-
ment divergente.

3.21. Recherche d’'un équivalent

n
[T &* lorsque n tend vers
k=

Tronver un équivalent de u, =

Pinfinj.
(Ecole normale supérieure}
i~ Solution.
Pour n eutier naturel non nul, on pose v, = lnw, = Z klnk.

( )n va cliercher un développement asymptotique de la somm(, pamelle
): kink. La fonction ¢t — ¢ Int est croissante sur [1, +oof, ce qui invite

=1
A utiliser une comparaison série-intégrale. On a

n 41

[ tintdi < Z ‘Ink < [ tlntde.
1

A laide d unc intégration par parties, il vient

[” In zd .'rzl " j‘”;?:l »ilnn  n
zlnedr = |—lnz| — Tl = ——= _
S 2 T2 2 s

Cette ex])resqmn prise an rang n + 1, tout comme celle du rang n, est

. 2lnn
cquivalente & , de sorte que l'inégalité ci-dessus permet d’affirmer
([tre
1 nlnn
Uy, -~ — rlnarde ~ ,
n—oo 1, J1 =00 2
s n]nn -
ce qui g'écrit v, = + o(nlnn). Malheurcusement, la limite du

o{nlun) n'est pas fnr(.emeut- mulle, et apres le passage a Pexponentielle,
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ccela ne peret pas d'obteniv un équivalent de u,,. [l faut pousser plis

loin le développement asymptotique de }° &Ink. Posons
k=1

n n n [
Hry, = Z klnk -~ [ tintdt = Z f (klnk — zlnx)dr.
k=1 ! k=g k-1

La dérivée de la fonction & —— &lne détant & ~— 1 4+ lne qui est
croissante, le théoreme des accroissements finis assure que pour x €
[k —~1.k {(k>2),ona

(Ltin(k —1))k-2)<kmk—-alne < (0 +Ink)(k - 2),
ce qui donne en intégrant entre & — 1 et k.

1 ;- k . 1 &
5 + %—12 < fk_l(klnk—.r]nx)da: < 5 + %

En sonmmmant, on obtient un encadrement de w,,,

n-1 14 n-1 1
5 +§§l:1(k.—1)gwng 3 +§k§21nk.

ce qui s'écrit encore

) 1
Innl - 1—“23 +O() Swn < + 5 nnt+ 0(1),

+ S5

a3
DO =

On a, d'aprés la formule de Stirling,
LT 11 .
Innl=1n (\/27“7. (E) (1+ 0(1))) =nlnn - n+ % + o).
¢

En reportant dans Vencadrement de w,,, il vient

nlnn il
5 + Olun) € wy < 5

+ O(lun)

A ninn
si bien que w,, =

+ O(lnn). On a done

2

i Kk = n?lnn B nlnn

n + Oflnn)
~ 2 4773 S

soit en divisant par ,

n_‘_lnn+ (lnu)
= - -+ — —
! R IR
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'n.l;ln _ g n 1“7” + o{1). En passant a

on phis simplement v, =
I'xponentielle, il vient

: 41
Uy, = oxp (n—g o — g Jro(])) — (ﬁ)n%»le*a—eo(l)

el done

n—oc

Uy e (\/ﬁ:}““e_%.\ <1

Une autre approche consiste d faire apparaftre 4 parfir de v, une
somime de Riemann relative 4 la fonction 1 — xlnz sur [0, 1] prolongée
par continuité en 0. On écrit

L -y 7 . n+l
vnzzﬁlllﬁ—}-zalnn:nbﬂ—l- 2 Inr
=1 ko1
e 1 2k k . .
o Sn = — 3 Zlu — est lo somme de Riemann en question. Comme

k=1 k2 k2
lu fonction x —— zlnx est continue sur [0,1], on sait que Sy, converge

1 1 .

s [0 thntdt = — i Cele ne suffit pas pour conclure car on obtient un
developpement asymptotique de v,, en o(n). Il faut estimer la différence
cntre lo sormne de Riemunn et [inddgrale. Clest un exercice assez
classique, lorsque la fonction intégrée f est de classe C1. de montrer

ik
1 & k 1 1t 1
G L= ()
ni 7 0 nJo n
On ne peut invoquer ce 1ésultat direcctement car © — rIna w'est pas
dirivable en 0. Cela dil sa dérivée sur |0, 1] est & — 1 +1nx et 4l s’agit
d'une fonction intégrable et monotone sur |0,1]. On peuf prouver que
seins ces hypothéses le développement precédent demeure valable, On en
Sy “ 1 1 . Lo
déduit que 8, = — 1 +o (—), ce qui permet de retrouver Uéquivalent de
n
[
Voict maintenant plusieurs exercices en linison ovee Uarithmetigue.
Si{uwy,) est une swite strictement croissante d’entiers = 1, on congoit
.. 1 . ,
e lo série 3 — converge si on prend pew d’entiers {par eremple
T
iy = 2%, up, = n?) et diverge si on en prend trop (par exemple u, = 2n).
I vrercice qui suit montre qu’il y o suffisemment de nombres premiers
pour qu’avee cetie suite on soit dans le cas de la divergence.
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3.22. Série des inverses des entiers premiers

Soit {p )31 la suite croissante des nombres premiers. Montrer

que la série ¥ pl diverge,

.

{Ecole normale supérieure)

> Solution.
Rappelons que Vensemble des nombres premicrs est infini, ce qui
justifie Vexistence de la suitec {pn)n.1. Cette suite d’entiers diverge

NP . L. 1
vers U'infini. Supposens par absurde que la série ¥ — converge, 1)

en cst alors de méme de la série 3 —~1In (1 - “1_) puisque les termes

T
généraux de ces deux séries sont positifs et équivalents. En passant A

lexponentielie, on en déduit gue uy = T[] T T converge. Or, comme
=1 — Pn
pour tout M = 1,

! +f D .
Lopat =k ™ pn PR Py
on obtient
Nt X 1 1
UN = o Z (1+~+—,+ +ﬁ)
ggopﬁ g L 2

Il nous suffit de choisir M assez grand pour obtenir dans ce produit les
inverses de tous les entiers cnmpris entre 1 et py {ces entiers ont tous
leurs facteurs premiers parmi pp,...,pn)- On a donc

pl 1
UN ‘>, Z ;

i—l

ce qui est absurde puisqne le terme de droite tend vers U'infini (la série
harmonique diverge et py tend vers Uinfini). <

“Ia - . kLs
Le célebre théoréme des nombres premiers affirme gue m{n) ~ T
nn

ot w(n) est le nombre d'entiers premiers inféricurs 4 n. On peut en

déduire un, équivelent de p,. En effct, comme w{p,) =n on a T?n— ~ o,
D P,
Pn

=n +oln). On prend le logarithme de cetle dgaiité. Il
n P
wient Ino, —Inlnp, = nn +In(1 + o(1)) = Inn +o(1). Cela prouve que
lnp, ~Inn, puis gue py, ~ nlnn, équivalent gui écladre la divergence de

ot encore 1

la série Y. —.

Pn
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3.23. Série définie a partir de ppcm

Soit {1y )ney une suite strictement croissante d’entiers naturels

non nuls. On pose an, = ppem{ug, 41, - - -, Uy, ). Etudier la nature de
. 1
lx série Y. —.
220

(]:Ecole polytechnique)

I Solution.

La suite (a,) est croissante et diverge vers +00. Notons (1 )rzo la
suite strictement croissante telle que G, > an, et {a;) constante sur
lintervalle [rg, ngt1 — 1] : les indices ny donnent les premiers termes
Jes segments sur lesquels la suite (a,) reste constante. In regroupant
les termes égaux, la série positive Y. -— est de méme nature que la série

nz 9n
3 E%;m On va majorer le numérateur ¢t minorer le dénominateur
i 0 i
ile ce terme péuéral.

Le fait que a; = a,, pour i € [rg, ng — 1] implique que w,; divise
(s, {puisque le ppem reste le méme). Comme les termes de la suite
{1y, ) sont deux & deux distincts, il y a au plus d{a,,) indices 4 dans
l1te, g1 — 1] (ou d{m) désigne le nombre de diviseurs de l'entier m).
Autrement dit on a la majoration ng+1 — 2e < d(@n, ). De plus, il est
clair que pour tout entier m € N* on a la majoration d{m) < 2y/m. On
a done 1y — g € d(@n, ) € 24/Gn, ot par conséquent

Myl = Dk 2
< .
Oy, RVALE

Il reste & minorer Gy, . Mais comme a,, est un diviseur strict de ay,
G & On,,, 2 205, Bn itérant cela, on a an, > 2kan0 pour tout k. Il en
lécoule que

N1 — Nk < 2 —0O 1

Oy, (7 ( \/5) k

oe qui montre la convergence de la série. <

3.24. Nature d’une série

Pour n = 2, on note g, le plus grand diviseur premier de n.

Quelle est la nature de la séric de tenne général nL ki

G

,
{Ecole normale supérieure)
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> Solution.

Notons {(px)r:1 la suite croissante des nombres premiers. 11 est assesz
naturel de regrouper les cntiers en fonction de la valcur de ¢n. Posons
done € = {n € N*, g, = pi}. Les cnsembles (Qu)r»1 forment une
partition de N* \ {1}.

Les entiers de £ sont ceux de la forme pg (p{. .. pp*) avec (o, ..., o)

€ N*. On en déduit gue la famille (n:—) o
Mfn 4 nCily

Z_l_:_ >3 M

2 (L TN 2
ne M0 ol e ettt Pt g g

est sommable ct que

ot, par produit de Canchy,

M- %) —lzﬁ—ﬁf},z_ﬁ(ll)_l.

(43
(Oc“...,c\tk)eNk pll "'pk ¥

Par associativité pour les familles positives, la série Y~ — converge si

Ay
nz2 n

. - My,
et seulement si la série > 7,5 converge, Montrons que c’est le cas en

kzl Pk
majorant directement My. On passe au logarithme :

mMe = —-Sla (1 - %) =YTIn (pf’i 1)

v Lk gk
1 1
- Yl (1 + 1) <L
ik B a1

grice 4 la majoration classique In{(l1 + ) € . Onap; — 1 2 2(i - 1)
pour tout ¢ > 1 (car, hormis 2, les nombres premiers sont impairs). On

k
en déduit que My < 1 4+ % 3y f—l—- =1+ éHk_l = O(ln\/E). On
i=2 1

a donc My = O(\/F) et finalement Z[—g = (%‘;&) =0 (k3_1/2) et
c¢’est terminé en vertu du théoréme de comparaison des séries 4 ternies
positifs. <

Lin théoréme de Mertens montre que My ~ ¢ lupy et cela expligue
gu il sott relativemnent facile d’obtenir une domination de lo forme Ny =

Olpg) avec o > 0,

La fonction arithmétique de Mdbius a sans doute déjd été rencontrée
par le lecteur {par exemple dons Dexereice £.32. du tome 1 d’algébre),
Lexercice suivant étublit la formule d'inversion de Mdobius el dtudie
ensuite Uinversion d’un développement asymptotique.
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3.25. Inversion de Mobius

Soit f 1 [1,+oc[— R continue par morceaux. On lui associe la
. . F(x)
fonction f: [1, +oc[— R définie par f(z) = Z f( ) pour = 2= 1.

I:.r’..c)

1. Montrer que, pour v = 1, f(z) = Y. n n)f( ), oll 1
=1
désigne la {onction de Mébius @ p(1) = 1, p(n) = (=1)" si n est

le produit de » nombres premiers deux a deux distimsts et u{n) =0
sinon.
2. On supposc que, pour x tendant vers I'infini,

flz) = Az{(Inz)® + Belnz + Cx + O(x")
on F e 0, 1] et A, B, C sont Jes constantes. Montrer que

f{r) =2AzInz + O(x)

{Ecole normale supérieure)

l> Solution.
1. On convient que %k désigne un entier strictetnent positif. Pour

£ = 1, on notera donc ¥ pour désigner la somme portant sur les enticrs
g

naturcls non nuls imférieurs & 2. On va caleuler la somme proposée cn

remplagant f par son expression. [ vient

S d (2 = S0 £ 1(5) - S ()

nsr ner kg kngr

Dans cette derniére somme, on regroupe les couples (&, n) selon la valeur
m de lenr produit. On obtient

Zf( )Z#(ﬂ

miy |

11 ne reste plus qu'a montrer que si on pose £(m) = ¥ p(n), alors
r|m

c(1) = 1 et e(m) = 0sim > 1. Le fait que (1) = 1 est clair. Soit

m > 1 que I'on décompose en facteurs premiers, 1 == pi* .. pe*. Dans

la somme définissant £(m) on peut se contenter de prendre les diviseurs

suns facteurs carrés (on entend par 12 les entiers n 2 1 qui sont produit

de nowhbres premicrs deux a deux distinetsy, De tels entiers w'éerivent

[1 p, avec [ < [1,k]. On obtient ains
E1



170 CHAPITRE 3. SERIES NUMERIQUES

e(m)= 3 u(Hm)_ >, (-nf=o

IC[L k] gl 1 [1,k]

car il ¥ a autant de parties de [[1,%] de cardinal pair que de parties de
cardinal impair.

On peut aussi, dans le calewl de e(m), regrouper les parties 1 de [1, k]
selon leur cardinal i. On obtient alors

k
> G-I = (1= 1) =0
=0

por la formule du binéme de Newton.
2. 1] est naturel de commencer par étudier le développement asymp-
totique de § pour la fonction g: x — xlnzx. On a

x In &
Q(:v): ImI— IHSLZ—A ZE,

Pour le premier terme de cette différence, on va utiliser le dévelop-

pement asymptotique classique . - =lnz+v+ O(1/z) ol v désigne

k
k<
la constante d'Euler (cf. exercice 3.18). 1l s’obtient & partir de celui de
la somme partielle de la série harmonique. En effet, étant donné que
E(z)=z+ 0(1), on a

1 1 1
;; P InE(x) +v+ O(E(:r)) =ln(z + O(1)) + v+ O(E)
<z
1 : 1
=lngr +ln(1 + (;)) +9+0(l/z) =lnz +v-+ 0(5)
Cherchons maintenant un développement asymptotique de 3 %
k€

Le calcul de la dérivée de § — lnTt montre la décroissance de cette

fonction sur [e, --ool. On va procéder par une comparaison série-intégrale.

Paosons, pour nn = 1, wy, = Z WE]E Pourtout k 24 2e+ 1, 0ona
k=1
b+l k
k t k k1 b

et en somnmant de £ = 4 4 k = n, on obtient

n+1 n n
/ Mgy 2E < Bl
4 3

t = k t
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1 s i
Comme ¢ — = 111215 est une primitive de £ — I—I;w, on coustate que

n
3 Ink est encadré par deux termes équivalents 3 ; In? n. Il en résulte

kg K .
que iy, ~ o In? n. Pour pousser le développement asymptotigue, on
Tn—

1 .
pose Un = Un — 3 In? n et on cherche un équivalent de vy, — vp—1. On

nn 1
nso Im2 qui est le terme général d’une

série convergente. On en déduit que v, tend vers une limite C; et qu'en
vertu du théoréme de sommation des éguivalents,

obtient aisément que v, — V-1

ey ™ mk
Cio—va= Y Uh—Ukoy o > oz’
k=n-+1 k=n+1
Or, comme lnn Infn-1) _ lon , le théoréme de sommation des

2 n oo (n—1)
éguivalents donne

2 /In(k-1) lnky Ilnn
G, S (BlEsD) Dby o
' nee kzzn-l—l (k—1) k n

Aingi, on obtient finalement w,, = ln n+Cy+ 0 lnn).

On peut maintenant obtenir le développement asymptotique de

Ink nx Inn

— 1 = B = 1 — ~ JE—— i
k%u: % Si on pose n (z) = z + O(1), on a w0 B
bien que

2
sk, o et o) L o)
T
2

I I
= n2 +Cl+0(n$)

car In®(z + O(1)) = In®z + O(lnw). Finalement, on a

1
§(z) = 5ac(lnsr:}z +yzlnz — Ciz + O(lnx).
Posons alors h = f — 2Ag. Par linéarité, et vu que Inz = Q(z”), on a
h(z) = Cozlnz + Cazx + O(z?)
{Cy et Cy étant des constantes). Or le calcul précédent a aussi montré que

Td(z) = > % =znz + vz + O(1).
k€x
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Daone si on pose k{z) = h{r} —Cox, on a k(T) = Cur + O}, Cy dtant
me constante,

Enfin, en posant I(n) = k(z) — Cy = flo) — 2Axlnz — Cox — Cy, o1t
obticnt

() = k(z) — CaB(2) = Cu(x — B(2)) + 0(z°) = 0(z*).

Utilisons alors la formule d’inversim) de Mdbius pour la fonction I On
a, en notant M > 0 un réel tel que |{(z)] < Ma?,

)l e d Y (7)) =Mat ¥ o

k<z ksr

Une comparaison série-intégrale classique assure que

> % = O(I-;j) = 0(x'™%).

fosiw

Ainsi, I{z) = O(z) et on a donc bien f(x) = 2AxIlne + O(z). <

La suite T, qui downe le nombre de diviseurs de 'entier n a un
comporternen! assez errofique. Elle voul 2 sur un entier de lo forme
1= 2P — 1 qui vst premier (nombre de Mersenne) puis vaut p + 1 sur
Pentier suivant gui est une puissance de 2. En effectuant lo moyenne de
Cesdro de lo suite (7, ), on «lisses en quelque sorte le comportement de
celte suite, et on peut eblentr un dguivelent el méme un développement
asymplotique.

3.26. Nombre moyen de diviseurs des entiers inférieurs a =

Pour 1 € N*, on note 7, le nombre de diviscurs de n dans N. S
z €1, +oc[,onpose Flz) = > 7.
lgngs
1. Trouver un équivalent simple de F{»} lorsque = tend vers
+o0.
2. Démontrer que lorsque @ tend vers oo

F(x}) =zIng + (27~ Da + 0(Vr).

(Ecole polytechnique)
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| Solution.

1. Soit x = 1. Les indices sous les signes de sommations désignent
ioujours des entiers naturels non nuls. On a

Fz) = Z Z] = Z 1 {par associativité)

n&x djn s
d|n

= Z 1 (par changement d'indices d' = %)

I
M
M

{par assaciativité)
d<r dr/_E( )

SE(5)

d<i

Pour tout 1 € d € z, ona = —1 < E( , ce qui donne

I'e neadrement suivant

(i<.l
Ol CNCore
Em] 15 () 1
r3 g B SF@ e 3 g
Or 3 = ~ 1HE(1~) nz. On en déduit yne
=1

F(z) L, Tl

KL

2. Il nesert arien de pousser le développernent. de S - wicrar plus
d=t ¢

loin car dans 'encadrement de F(r) ci-dessus Pécart entre le majorant

et le minorant cst en Q). Pour avoir un développement asymptotique
de: F en O(y/x) on va utiliser une autre expression de F. L'idée est de

couper la somme F{xz) = 3 1 selon la position de d et 4 par rapport
dd’ <o

A /z St dd’ < 7, on asoit d € & soit 4 < /x. Par conséquent, on a

Flz)=2 > 1—- > L
d<VE dd' ST

did’
ce gui doune

Pej=2| 3 E.( ) E(VEY

ds /e
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On a une somme du méme type que précédemment, mais avee un nombro
de termes de 'ordre de /. On va pouvoir en déduire le développement,
de F avec la précision souhaitée encore a I'aide de I'encadrement © —1 =
E(u) < u pour v € R. 1l vient, pour = tendant vers I'infinj

)=2 30 %+ 0(va) — (2 + 0(/E))
d<f

et
BlYE)

R )
(im0 v+ o )

Or, In(/z + G(1)) :111\/5"‘1”(] ( )) 1ncr+0(

)
Donc,
Ei /=)

1
Z A P + vz 4+ OV).
o d 2
Par conséguent,

‘ﬂx} =xlnz+ (2y - 1)z + O(\/“ﬂq

En moyenne les entiers ont donc assez peu de diviseurs © ainsi,
le nombre moyen de diviseurs d’un entier compris entre 1 et 109 fun
million) est approximativernent 14. Il ne faudrait toutefois pas croire
que le nombre de diviscurs de n est «souwvents de Uordre de Inn. Le
bon, ordre de grandeur est (Inn)"? qui est nettement plus petit. Pour
de plus amples renseignements sur le comportement asympiotique de la
suite (7,) le lecteur pourra consulter HARDY (G.H.) & WRIGHT {E.M.),
An introduction to the theory of numbers, Oxford.

Les exercices ci-aprés concernent des séries réelles qui ne sont pluy
nécessairement posttives et des séries compleres. Trés souvent Uétude de
la convergence d'une série > u, quelcongue commence par létude de o
convergence absolue, c’est-d-dire de la convergence de lo série positive
S un|, pour laquelle on peut wutiliser les théorémes de comparaison.
Lo convergence absolue entraine la convergence de lo série : Dinégalité
trigngulaire assure que pour n et p entiers noturels,

Iu’n+l + Un42 +- 4+ uneri |un+l| + I“’n+2| + -+ |un+p"

Si 3 |un| connerge, elle vérifie le critére de Cauchy (pour r assez grand.
la tronche |1, 40| + Jwpgo] + - + |u,15] peut étre rendue plus petiie gque
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U arbitrafrement fize) el par Uinégalité ci-dessus, 3w, vérvifie ce
nieme: eritére, Comme R ef O sont complels, la série ¥y, conperge,

3.27. Nature de Y _sin (7(2 + v/3)")

Quelle et [a nature de la série S sin (w(2 + VeIl
{Ecole polytechnique)

[ - Solution.

PPosons 4, = sin (71'(2 + \ﬁ)n). Déterminer si w, converge vers (),
revient A savoir si la suite (24 +/3)7, qui diverge vers 'infini, 4 tendance
o non A se rapprocher de valeurs entiéres. Iei, cela est facile a étudier

le nnbre 2 4+ 3 esi un entier algéhrique {racine de Péquation
e+ 1 = 0) dont le conjugué 2 — V3 est strictetnent inféricur a
[ {le lectenr qui a traitd Pexercice 1,12 du chapitre 1 aura reconmi un
nombre de Pisot). En effel, on a pour tout n,

(2 V3 (2 \f)n o Z Cikzn—?k(\/g)2k ) Z Ci_r;znf?k:ik:!

B ZkEn Ds 2k

qui est un entier. Aiusi, on a

sin (71'(2 + \/ﬁj”)’ = & w2 - \/ﬁ)"

|ty | =

sin (’JT(.’, - \/§)”)
01, (2 — /3)™ est le terme d'une série géométrique convergente, done
L u(‘]‘il‘ Z“n est absolument convergente. I en résuite gue la séric

,\ s<in (702 +V3) ) converge. <]

3.28. Suite (a,,) telle Z af: = 0 pour tout entier & nan ml

Soit Y @y, une série cornplexe absolmnent convergente, On sup-

+
pose gue pour tout entier k& £ M7, % af = 0. Mowtrer que la suite
n=ll

{2, ) est nuile,
(Ecole normale supérieure)

I~ Solution.

On raisonne par i"absurds et on suppose que les tertnes de la suile
(1) ne sount pas tons nuls. |'idée de la démonstration cst de se ranener A
noe sgimte finie, seuls cotnptant les (ermes de module maxinmnm. Posons
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M = sup|a,! > 0. Cettc borne supéricurc est atteinte. En effet, In
niM

suite {u,) converge vers 0, pnigque la série > a, converge ot il existe

un enticr naturel ng tel que pour r 2= ng. Cecl entralne quo

M = O(max . fn | Quitte a diviser tous les termes de la suite par M,
n=

on se ramene & une suite dont tous les termes sont de module inférienr
o égal a | qui posséde au mioins un terwie de module 1 et qui vérifie 1n
méme hypothese que la suite initiale. On note que I = {n € N, |a,| =1}
est fini] puisque la sérvie 3 a, (-onvergc

Si Ian| 1, Ta limite de af quand k tend vers Pinfini est nmlle. Celn
va nous permettm d’¢liminer Ips fermes a,, lorsque n 1'est p(lb dans 1.
Plus precisément, tontrons que hm sp =0, 0t s, = 3 ak. Soit 2 >0

+oo
ety € N tel que Z lzn] < 7. On a alors, pour o = ny,
n=n,
- k k k
sl <D Jak| € Y Jak|+ Y |k
HE]’ n&l ILEJI
iy WRary
€D Jakid Y danl s Y lab] we
ngl —— gl
T LT

La somme finle 37 [af] teud vers O lorsque & tend vers 4oc. car
ngl

ey
les la,| qui interviennent sont de module strictement inférienr a 1,
et on awa donc || € 2= ponr k assez grand. Ceci démonh’e que

e s, =0 et done, compte tenu de I'hypothése, que lim S of = 0.
k-—~+o0 k—o0 nel

Fn notant A1, Ag,..., Ay les valeurs distinctes de a,,, pour n € 1, on
r
obtient lim Y n; A =0, olt my.ny,.. . i1, sont der entiers naturels
A=+,
toug non nuls. La contradiction voulue résulte du lemme siivant.

Lemme. Soit p € N*, A, de, ..o, Ay des nombres complexes distincts
de modufe 1 el oy, 00, ... @y, des nombres complezes. On suppose que

p
lim Y w,;)\? =0.Onaaglovsoy == =y, =0,
N i=]

Démonstration. On rajsonne par récurrence sur p, le résnltat étant

¢vident pour p = L. On suppose gue le réaultat est vérifié au rang p — 1.

On considére Ay, Ay, ..., Ay, de module 1, e, a9,...,ap ct, pour tout
bl

B e N oue = Y oM tels que  lim wugp =0. On a alors, pour tout

i=1 ke oc
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p—1
Loe K, Ukl — )\puk = Z Oﬁio\i - /\p)/\"?

i et lim Upt1 — )\puk = 0.
k—+o0

=1
e Vhypothése de récurrence, vn déduit, pour 1 € ¢ £ p - 1, que
o, = Ap) = 0 et done a; = 0, pulsque les A, sont distincts. Le cas
p- 1 donne alots g = 0. <

3.29. Construction d’une série complexe

Constrnire nye suite (z,) € CV telle que ¥ NG
Th

vérifiant |2, — =,/ 2 1 pour tent couple (p,g) Lentiers distinets.
(Ecole normale supérieure)

diverge et

| - Solution.

On voit aque les deux contraintes sont antagonistes : pour rendre la
sitie divergente an souhaite clhoisir les 2, avec des « petits » wmodules,
mais la seconde propriété ne permet que d’en prendre un nombre fini dans
un compact donné. On est rapidement conduit & Uidée suivante : choisir
s z,, sur les cercles Cy de centre 0 et de rayon k tout en respectant la
seeande condition.

Soit k € H*. Si a,b sont deux points de Cj. tels que ja—b] = 1, I'angle

en 0 du triangle (Oab) vaut 2 aresin % 11 en résnlte qu’on peut choisir

™

iy = Bl ———~ | points sur Ci écartés deux A deux d’au moins 1.
arcsin —
2k
A
a
b
On définit alors la suite (z,) en prenant 21, 22...., %, sur C). puis

Ci b le e e oy 20y g BT Co, et ainsi de suite, La seconde contrainte est nlors
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. .. 1
respectée, et en somrnant par franches, on voit que la série PR est o
ZTL

- (3 .
meme nature que » Tz en elfet, pour n compris entre ny +- -4 np + |

1 1 T,
ety 4+ np gy, PRE vaut e Conune ny, ~ 2kw, la série ¥ T
1L i

ext bien divergente. <
Le lecteur prouvera focilement qu’il est dmpossible de frouver wne
suille réelle vérifiant les mémes hypothéses,

Lorsqu wne série plest pas absolument convergente, elle peut éire
cependant convergente : rm dil alors qu'elle est semi-convergente. Pouy
Ctudier de telles sérics, on pewl enwisuger les technigues suivunies
un développement asymptotique du terme géncrol, une application du
théoréme spécial des séries alterndes, ou encore wne transformation
" Abel.

3.30. Développement asymptotique du terme général

I’réciger la nature des sr’:rie;‘a suivantes :
LS (-1 (e _ (1 + i)

n
2. Y sin /1 4 ntxd:

3. 3 sin(n!we).

(Ecole polytechnique)

> Solution. .
L. Notons pomr n = L. w, = (-1)" (e - (1 + l) ) ct faisons-en
n

un développement asymptotique. Pour n tendant vers +oc,
(oot

(—1)" (,. _ el - zl?‘}")(?}zj”)

(71)11(_, (1 _ (_,-—2%+(J(;—;j))

:(71)%(1— (1*%+O(ni2>>)
-5 0().
1

Le terme (3 (—) est le tertne genéral d'une série absolument. conver-

Ty,

2
T
goute en verly du théoreme de camparaison des séries 8 ternies positifs.

. {=1)e
nanf o —-0—
Q * 2n

, vust le terme géndral d'une =érie semi-convergente
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apres le théoréme spécial des séries alternées. La série Y u,, vst donc
somi-convergente.
Powyr cette série, on pouvait directeinent appliquer le théoréme spéeial
o : . : 1y"
dis séries alterndes, car il est facile de voir gue (1 + —) CONVETHE VETS
n
¢ 1 crotssant.
2. Pour n tendant vers 'infini, on peut écrire

sin V1 + n2n? —sin { nry/l + —s

B ATE
. n 1 _1_ - (—1)” 1
=(-1) (En?jLO(ng)) T M +O(E)'

Le terme général de la série étudiée apparalt comme la sorume du terme
peneral d'une série alternée serni-convergente et du terme général d'une
swrie absolument convergente : il en vésulte que la série S sin /1 + n2a?
eslogemi-convergente.

3. Pour n = 1, on pent écrire

+ 00 1
nle = nl (Z k')
k=0

(Z‘: 1) i 1 =l
=n! — )l —— } —
i k! n+l (n+li{nt2) Mol k!
_v_/

=Pn

Or. Ventier p,, = 0l 4 - 4+ n{nw — 1)+ n+1 est de mére parit¢ que n+ 1.

n! 1 1
D autre par ; ko2 302 N
lutre part, on a pow 4+ 3, WS R R —7) bt B
b ! a ) N
l.a somme g5t donc équivalente A T, elle
ks Bk —1)(k —2) kor s B
A .. .0 . . L.
méme équivalente i 53 {voir exercice 3.18). On en déduit que

1 1 1
t'e = pn - { _)
! P +n+1+(n~ifl}(.r!+'-’)+)(”-"tz

1 1° 1 1
— Pt =+ O ) =Pt LY
p +n—|—1 ((nz) b Jﬁn+o(‘u3)
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Ecrivons un développement asymptotique du terme général de la série
étudiée

. . i 1
sin(nlex) = sin (pu?r + " + O ( ))

nZ

= coran (T4 o(4)) - EET L o (L),

On conclut comme dans les questions précédentes que la série Y “sin(n!we)
est. semi-convergente. <

3.31. Autour des séries semi-convergentes

Soit € 'ensemble des séries convergentes & termes réels. Existe-
t-il une série divergente & termes réels non nuls 3 by, telle que

A,
1-2
b

n

inf sup =07

{en)E2C n20

(Ecole polytechnique)

> Solution.

L’exercice demande de chercher une série divergente 3 b,,, telle que
I'on puisse trouver des séries convergentes 3 a, avec la suite (a,,) auss
« proche » qu’on veut de la suite (b, ), cette « proximité » étant mesurée
par sup ‘1 _ Bl

n320 b

Montrons pour commencer qu'une série divergente 3 b, & termes

strictement positifs (par exemple ¥ %) ne peut pas convenir. En effet,

soit (an) € RN telle que sup|l— Inl g l. Alore pour n € N,
nz0 bn 2
n 20 1 1 - .
1- . £ [1- . < 3 de sorte que a, = r2~bn. La série 3 a, est

alors divergente,

Le lecteur sait que le théoréme sur les séries 8 termes généraux
équivalents est faux si I'une des séries n’est pas supposée de signe
constant (au moins & partir d’un certain rang). Prenons donc une suite
b, telle que 3 b, diverge et pour laquelle il existe une suite ¢, équivalente
A b, mais telle que Y ¢, converge. [Je tels exemples abondent : on peut
(=" 1 (="

Tn + -~ et ¢, = \/?% .

Soit € > 0. 1] existe un rang N tel que pour n = N, ‘1 -

prendre b, =

Cn

7 < e On
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prend alors la suite (a,,) définie par : a,, = b, pour n < N et a, = ¢,
pour n = N. Il est clair que > a, converge et que sup |l — Zl

n=0 n
Cette construction étant possible pour tout £ > 0, on a bien la. propriété
souhaitée, <

= £

Le théoréme spécial des séries olternédes fournit un critére simple et
efficace pour prouver la convergence de nombreuses séries : 51 (@ Jnen €5t
une suite décroissante de réels positifs tendant vers 0, la série allernée
>(—1)"a, converge.

3.32. Calcul de 1a somme d’une série alternée

n
1. Montrer que la suite u, = Y np _ % In? n converge.
p=1 P
+0o0
2. En déduire la valeur de la somme Z (-1 —

n=1

!nn
n

(Ecole polytechnique)

> Solution.

2
1. Lafonctiont — In"i

o It .
est une primitive de t — nT . La fonction

Int . . .
t— e décroit sur [3, +oo[, ce qui nous oriente vers la comparaison

série-intégrale. On peut écrire pour n = 3,

In(n+1} 1, , 2
i S e -
—— 2(ln (n+1)—In"n)

_In(n+1)} fﬂ“ Int
- n+1 n t

La suite (u,) décroit A partir du rang 3. Pax ailleurs, on a pour n 2 3,
1 p+1 ] i1 t
ﬂ > Zf nt f lidf = (1ﬂ2(n+ 1) — n*3).

3

On en déduit que

1 1
T In2 5(1112(n+ 1)—In*n—1n*3) = 7(n2 —In?3).

Unt1 — Un =

dt 0.

P

2

La suite (u,} est décroissante (pour n = 3) et minorée. Elle converge.
On notera ! sa limite. ,

2. La série de terme général (—1)" mn converge car elle vérifie le
critére spécial de convergence des séries alternée. En effet la suite de

terme général Inn est décroissante pour n = 3 et tend vers (.
n
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Pour calculer sa somme, on part d’une somme partielle qu’on trans-
forme astucieusement pour fairc apparaitre la suite de la question
précédente. On peut écrire, pour N € N*,

2N N 2N
Inn In{2n) Inwn
E:"ln—ZQE:—_E:—
— (-1) n —  2n 7l
n=1 n=l =1
N N 2N
Inn )
—1112(21% Inn g~lnn
L n n
n=] n=1 n=1

T
n=1

N
; 1
=1n2 (Z 1) + U 4 %lnzN — N — 51112(21\1).

En remarquant que
2

1 1. 1 In?2
5 n* (2N} 2 In* N = ~(In(2N) ~lnN)(lo(2N) +1aN) = == +1n2 N,
on peut simplifier cette expression :
2ZN N 2
Inn 1 In®2
= e S N — oy - 2
St o (Zm ; )+uN o -

N
. .. 1

Nous savons que lim  wun —uony =1 —{ = 0. La limite de 3}~ — —InN,
N—+oo P

lorsque N teud vers Uinfind, est la constante d’Euler . On obtient
finalement

+o0 2

Inn In“ 2
S (1) =92 == |«
n:l( ) n i 2

Il est également important de retenir que, lorsque {an)nen est une
suite décrofssante de réels, tendant vers 0, on a une majoration simple
des restes de la série alternée 3 (—1)"a,, : pour tout N = 0,

4o

Z (—1)"an

n=N

LN,

3.33. Transformation d’Euler

Pour toute suite (tn)nen, on définit la suite {Awy,)pew par
Aty = Uy — Unpy. S0IE (g Jpen Une suite de réels positifs ou nuls,
4o
décroissante et convergente vers 0. Ou pose S = 3 {—1)"u,,.
n=0
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1. Montrer gque, pour tout p = 1,

p—1
(Z 2kAkuU) + LNy A,

re,O

2. Soit f: Ry — Ry de classe £ telle que, pour tout p € N
et tout z = 0, (=1)P P (z} > 0. On suppose que lirf fny =0

Montrer que

= " — 1 1 l p—1
g L) = S F0) + JAF0) +- 4 557 f(0) + Ry

! Ly
avec |Rp| < 2—p\Ai”f(U)1. La série Z(§

transformée d’Buler de la série 3°(=1)" f(n).
(E".cole polytechnique)

A*£(0) est appelée

I> Solution.
1. Lasérie Y- 1)"*u, converge d’aprés le théoréme spécial des séries
alternées. Pour N € N*, on a

N

N N
MDAy = D) (D gy = Y (1),
n==l

n=1
N
=30+ Y (-
n=1

On en déduit que la série Y (=1)"~"'Aw,_, converge et que
| oo
S (=1 'Au,_y = 28 — ug. Ceci peut 8’écrire

=1
1 132
ke
S = FU0+ 5 'HE:U(——l) AN TS

ce qui est 'égalité voulue pour p = 1. On va raisonner par récurrence sur

17t e ,
p et noter Sy la quantité o L = Afug | + 2—p > (=D APy, lorsque
n=0

celle-ci existe. On vient de prouvu l existence de 81, qui est égal & S. Si
S (~1)" APy, converge et si S, = S, alors pour N € N*, on peut écrire
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N N
Z "APH Uy, Z -1! ty — AP Un-q—])
n=|) +=()
N N1
= > (1) APu, + 3 (-1} AP,
n=>0 n=1

On en déduit que Y {-1)"AP*ly,, converge et que

400
Z(—U"L\pﬂ =2 Z * APy, — APug.
i =(] =0

O a done

. 1 1 5 1
SP‘H = 5 (Z Akuo) + 2— Z(—l) AF Uy — FAPUU

k=0 n—(0
1 & 12
=3 (Z ‘)kA HU) " 2 Z;)(*l)nApun =5, =85
N=
2. On utilise la question 1. On pose w., = f(n). Par hypothése,

les fonctions f et —f' sont positives sur B, La fonction f est doue
positive et décroissante et il en est de wéme de la suite (). Enfin,
par hypothese, la suite (u,) converge vers 0. Le résultat de la question
précédente g'applique et on a, pour p 3= 1.

+oc =1 1 k+1 . ]+f)o' ,
S =Y () ANO) 5 1A,

n=0 k=0 n=0
) 1t
ce qui est résultat demandé avec R, = 5 (=1)"AP f{n). 11 faut
n=0
+o0
démontyer, pour conclive, que | 3~ (1" AP f(n)| < |APF(0}]. 11 sagit
n=0

en fait de majorer la somime de Ya série par son premier terme, propriété
des séries alternées vérifiant le critere spécial de convergence.

Montrons donc que la série Y°(—1)" AP f(n) vérifie le critére spécial
de convergence des séries alternées. Pour cela, on définit, pour toute
fovction f : Ry — R. la fonction Af par Af(x) = f(z) — flz + 1)
et. ot wonire que, powr p € N la fonction AP est positive sur K. On
raisonne par récurrence Sur p et ou utilise le fait que ~ f vérifie les ménes
hypothéses que f. La propriété est vraie pour p = 0. par hypothése. Si
on suppose qu'elle est réalisée au rang p pour toute fonction C™ telle
que (_1)”_)”“) = 0 pour wout » € N, alors c’est vrai pour —f'. On a
donc AP(— £y = 0 sur R . Mais it est clair que AP{—f') = —(APf). La
fonction AP f est done déeroissante sur Ry et par définition, AP+ F ost
positive. Cela, termine la récurrence.
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L suite (A7 f(n)),en est done 2 termes positifs. Il resulte de la
Jdemongtration précédente qu'on a ansst AP f décrowssante pour p € N
Ainsi, la suite (AP f(n)) e décrott. Enfin, son terme géndral tend vers
i, puisquil résulte de ce qui précede que 3_(—1)"AP f{n) converge. On
aatone Pinégalité voulue.

On pent ausst noter que la suite (AP f(0)),en- est décroissante, car
AFELE0) = AP FI0) — AP f(1) < APF(0). On a done [Ry| < ;2—];|f(0)|,

d'oti l'on tire lim R, =0 et
p—=+x

+ + o 1 k+1
Z(-l)"f{n) = Z (§> AR f(.

n =il k=0

La transformuation d’Euler est une méthodv classique d’accélération
de convergence des séries ulierndes. 8¢ on considere par cxemple la série

firmeonique alternée, ce qui revient ¢ prendre [ @ @ —— 1 qui a
@
29 1 k+1
les proprictés vouluyes, ¥ (‘)) AYFLO) (p = 30) donne une valeur
k=0 N~

approchée de In2 6 10710 preés, alors gul fout edditionner un millinrd
de termes de la série fniliale pour erviver ou méme resuflat.

Dans DUexercive suivant, on envisage un regronpeient de termes par
pprts pour déterminer lo natyre d une série. Clest pluf 6t délicot cor n

serre n'est pus absolument convergente.

3.34. Sommation par paquets

1. Montrer gue équation (E) : 23— p—1 = 0 admet une racine
réelle o ef <eux vacines camiplexes canjuguées /1 ot =, Montrer que
pour tout 1 = 0,8, = o” 4+ 3" + 4" est entier.

gin (cx” g) cos (a" g)
el L

n i

(Ecole polytechnique}

2. Etudier les séries Y

I Solution.

1. L’étude de la fonction z — % — z — 1 montre que le polynéme
X% — X ~ 1 posstde une seule racine réelle o et gque @ > 1. Les denx
antres racines /4 et y soul donc complexes conjuguées. De plus, on
LA = Iyl < 1. puisgue aydy = 1.

Sixcstupe racime de X3 —X —1 ona, pomr e € Hoo T = o by e
Ou on déduit qne, pour tont n € H, S, 5 = 8,1 + 8,. Sachanl que
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Sop =38 =0t Sy =8 —2af + 87y +v0) =0—2(-1) = 2, o
en déduit, par une récarrence irmmédiate, que S, est entier, pour toul
nc N,

Le lecteur aura sans doute reconnu les sommes de Newlon relatives
au polyndmne d coefficients entiers X3 — X — 1. La relation de récurrence
obtenue dci est un cas particulier des célébres formules de Newtc)n
{démontrées dans le cos général dans le tome 1 d’algébre, exercice 5.26).
On peut ausst remarquer que o est un nombre de Pisot {fooir Dexercice

f.42).
2. Onal, ~ o, don I'idée de comparer les sérics proposées
rH—nc
R iy kil
sin (Sﬂ :5) cos (Sn 5)
&y ——=% et 3. ——=~ . L'intérét de remplacer o™ par S,
T

7
provient de ce que S, est entier.
e On a, pour tout n € N*,

— ! acs.‘ (s ‘H') . ( 72,7T
ity = E (_JI’I I 2 — =110 (| E))
= %sin ((,B”‘ + 7"")%) cos ((Sn + a"*)%) ,

7 oy n
(" + 5 ) 1< 55088 + i)

a g rle 1y, est done convergente puisque |3 = < 1. Les séries
n I

sin ( sin (Sn :I)
Z: A 2

~—=4 gont done (e méeme naturce. On montre
n

Tr Y
cos (rx” 5) cos (S,, )
et ¥
de méme nature.

T T
e Les valeurs de sin (Sn E) et sin (Sn g) ne dépendent que du reste

L2
ot Ju,] € —
n

bol

sont,

de la méme maniére qiie les séries >

rn de S, modulo 4. Calculons r, pour les premiéres valeurs de n, en
utilisant la relation de récurrence S, 13 = Spp1 +Sa. Onoobtient 1 rg = 3,
] :D, Ta = 3 '3 = 3, g = 2, rs — 1. rg = 1, Ty =3, Ty = 2, Tn = [),
10 = 1, ry, = 2, Ty = l, 13 = 3, 14 = 3. s = U, e = 2.

On remargue que : Fry14 = Fp pour D < n < 2. Une récurrence
immédiale permet de démontrer gie, pour tout © € N, ona vy 14 =7n
la suite (r,,) est 14-périodigue.

e On va regrouper les termes par paguels de 14 termes et se rammener

13 s (Sldmtk E)
ala nature de la série > ay, avec a,, = 3, ——=2  S0it N = 1l et

P 14n + k
ng = E{N/11). On peut écrire



14 SUMBATION PAR PAQUELTS 187

(e W . . T

n=14 n r=I n=N+1 "
Oy, la suite dy converge vers () puisque
1dng+13 13

]—ln,U N—jx

sin (s . )

Tt

1
[on] < - g 0.
n

r=1d4n,4+1

On en dédujt gue les sérics 3
natare.
Des calculs précédents. on tire

et. 3 a,, sont de méme

1 1 1 1 1 1 1 i

iy, =

= T lm  Jdnid T Tants U6 " Tintt T 14ns 10 dnp12  W@ntis
On a, pour tout & & [0,13], quand # tend vers 4,

1 (Hk)‘l_ ! +O(L)
ldn+ k= 1dn 14n T 1dn n2 /)’

. ! o
On en déduoit que g, = (}( - ), car dans la somme définissant a,,,
”
it v autant de signes + que de signes —. Il cn résulte que la série
H I w
|sin (t\ ?)
NT N =4

Y converge. Le méme raisonnement moutre que la séric de

n
L

oS ( Sy 5)

lerme général

\ i3
13 €03 ("31471-}-: ‘)

s ldn 41

a réme nature que la série de terme général

. Cette fojs-ci, on tronve

1 1 1 l 1 1
Hn+1 l1dnt+2 lin +4 T 4n 4+ 8 - 4n+9  ldn +11

1 1
= ro(d)

On en déduit la divergence de la série ¥

i

[{

Il

)
Cos [0 —
N2/

T

-

Les exercices suivunts crploitent la technique des transformations
d’Abel. souvent présentée comme une itégrafion par poriies discréte.
Plus précisément, considérons denry swites (e, )nen el (bplnen et des

"
intiers M < N. Notons pour n 2 0, A, = Y ag. On peut alors derive

h=0D
iy = Ay — Ani {awvec In vonmention Ay = ) 1t
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N N N N
Z ay by = Z (A, — Ay )by = Z Ab, — Z Ap. by

n=M =M n="\] e =N
N N-1
- Z Anbn - Z Aﬂbar‘uﬂ
n=M n=M-—1

N
- ANbl\'.u - AI\4-~]bI\fI - Z An(bn+] : bn)'

n=M

La suite Ay, joue le réle de lo wprimitives de an et bpyq — by, celui
de la dérivée de b,. Lorsque la série Y a, converge, on peuf écrire

s ol
G, =R, =Ry avec Ry, = % an,. On arvive alors 4
k=mn.

N N
Y b, =Rabm 1 — Rny1Bu + Z Rafb, —bn y).
n=M =N

Cefte transformoation fuf utilisée par Abel en 1826 pour donner un

exemple de série de fonctions continues dont lo somme n'est pus conli-

. . BInNT
nue?, & savoir ¥ .

L

3.35. Exemple de transformation d’Abel

Soit (ap)nzo une suite de réels positifs qui est crofssante et tend
vers +20. 30it {(Tn)pzo une suite de nombres complexes telle que

o, &2

Yo o=t =1 NMontrer quie — >z, tend vers O lorsque ntend vors
o On L

?r'fU o =0

I'infini.

(Ecole normale supérieure}

> Solution.

X
s fe o T e
Considérons Je reste de l[a série 37 == R, = 35 == défini pour n 2 0.
thr, k—=n On
Exprimons x, cn fonction des R,,. Ona R, — R, = al ce qui donne
i1 1 n
&, = a,(Ry — Ryiy). Posons pour n entier naturel, U, = — 37 @ ot
Un p—p

opérons une transformation d’Abel sur le numdérateur :

4. Pans lus travaux de Cauchy, on ponvait lire a I'épogie que la somtne d'upe série
de fonctions continges est cncore contime.
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[ n n+1
Y oow(Re — Ry Y apRi — 3 ar 1Ry
k=0 K_0 51
U” = =
(i oy

n
aoRo — an Ry + 3 (06 —ax_1)Bu
k=1

An
T
> {or —ak—1)Rs
apRg k=1
= — R«n,_H_ +
O Clry

I'our montrer que U, tend vers O, il suffit de prouver que le quotient

f: (g — ak—-1)Ry

A=1
On

tend vers 0. Soit £ > 0 ot wm entier ng tel que sin = ng, |R.| € & On
majore le quotient précédent pour n 2 ng cu coupant la somme en deux :

7 no n
3 {ay —ar_1 )Ry 3 (ak — ak,1)|Rk| Y ok —ap_y)e
k=1 < k=1 k=rng+1
B +
dp, Oy A,
0
3 (an —ax 1) |Rg|
< k=1 +an_anng ., =
) iy O n— oo

i (wr —ak_1 )Ry

one pour n asser grand, | X2 £ 2e. On conchit que U,

Gn

converge vers 0. <

3.36. Ktude asymptotique a I'aide de transformations d’Abel

Soit 3 a, une série de réels convergente.
k8

1. Montrer que pour n tendant vers U'infini, 3 kay = a(n).
k—l

On suppose de plus qu'il existe ¢ > 0 tel que pour tont n = [,

nety, > —C.
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2. Montrer que pour n tendant vers 'infini,

D klarl < 2en+ o{n).
k=1

400
3. Onpose, pourm = 1, t, = 3, % Justifier Vexistence de
k=n
tn et monirer que pour n tendant vers 'infini, ¢, = O (%)

(Ecole polytechnique)

&> Solution.
400
1. Posonspourn = 1, Rn = ). ar. Onaa, = R, —R,.,. Effectuons

k=n
une transformation d’Abel :

n ki3 ki3 T
> ka Z (Rk — Ri1) = 2 kRi — > kRit1
k=1 k=1 k=1 k=1
) n1 n
Z _Z(k_])Rk:ZRk_an-ﬁ-l-
k=1 k=2 k=1

Par conséquent, on a
R 1
=S kar ==Y Rp—Rpps ——— 0-0=0,
nk':l e e

en verti du théoréme de Cesaro (car lir_{l R, = 0). On conclut que
n— 400

n
Z kap =
k=1

2, Pourn =1, ona

> klax| = Zk‘laH—a@—l—Zkak_kak!fak + o(n)
k=1 k=1

2kar < 2¢ siap <0

% + Bllan! — ag) =
lc oln) car k(lar! — ax) {0\2(; Siop >0

k=
< 2en + o(n).
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i
3. Posons pour n 2 1, A, = > klaz|. On a nla,| = A, ~ Ay g,
k=1
Prenons N 2 n et lancons-nous dans une nouvelle transformation

d’Abel :

N N N
|k Ap—Ap, Ay Ay s

D -
k=n k=n k=n k=n

- EN: Ay No1

k=n k2 k=n—1 (k + 1)2
1 1 An Ay
~ 3 A, _
(1@ (kT 1)2) w2 TN 1)2

(2]@ + I)Ak A4 Ay
k‘Q(k +1)2 n? (N +1)2

2k+ 1A, An_ 1 .
(k?(kJr)l) - ;21 + O(ﬁ) d’aprés 2.

Il
™= TMZ ?TMZ

£
I\

2k +1)Ax O(]f_j}i) = 0(%) pour k > 1, la série

Comme m P
N
Y Gk + DA est absolument convergente. La somme ) Jox| admet
B2 (k4 1)2 —n &

donc une limite lorsque N tend vers I'infini. Ainsi ¢,, existe et on a

. Jf (Zk+ DAL Anog
i) = k‘g(k:-l- 1)2 n2

On a, lorsque 7 tend vers 'infini, Ana = () (ﬁ) =0 (1 ) De plus,
n n b1

(2k - DA, _ kM

ilexiste M = 0 tel que si k= 1, EICESTI Par conséquent,

B SEe!
- k=n k2 " (?’L) '

. . : 1 . .
Classiquement, pour n tendant vers 'infini, 3 roiiadis (voir exercice
I

k=n
3.18) et finalement, £, = O (%) <
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3.37. Séries de Hardy

. . .. sin{my/n .
Déterminer la nature de la série Y # en traitant succes-
ks
sivemnient les cas suivants :
1. o> 1;
1
2. 5 <a <1
S . .
3. o= 5 (on effectnera un développement asymptotigne de la
différonce pmvRHT _ (inviy .
1
4, a < =
2 B ]
(Ecole normale supérieure)

> Solution.
1. Pour @ > 1, le théoréme de comparaison des séries A termes positifs

assure la convergence absolue de la série.
2. Nous allons montrer qit'il ¥ a convergence de la séric lorsque a > =

b | =

en faisant une comparaison série-mtograle. Etudions intégrale

di = lim

o ey 1o

/*"oo sin /1 . = Sinﬂ'\/;fdt
1

1, en faisant le changement de variables w = /7. il vient

Pour » =
/m sirlvr\/\'_f /\/_ sin 7m
] t& 1 u/—fk7
cosmu 1Y® 220 —1) VYT cosTu
— T - —du
Coru2e- T 1 1=

2 22a- S T
2 2(2a-1) / cos;md“
[1,+00]

s 00 T T 1=

. . COSTUR . . .
car la fooction u — — est intégrable sur [I, +oc[ dlaprés le
i

théoreme de comparaison des fonctions positives intégrables (elle est

. 1
majorée en valeur absolue par u—— —— et 2v > 1}

u
sin{mTyn a+1 sm'}rvf

Posons pour n 2 1, un = —L;}/—) ct vy, ﬁf
n

ce qui précede, la série de terme général v, converge. Pour prouver que
la série 3 u,, converge, il suffit done d’établir la convergence de la série

SI1 T(\,’Ff

dt. D'aprés

ile terme général u, — 1, Or, s (1) = pour ¢ =

41 n+1l
it — | = / () — pln)idt] < f (1) — o{nldt.
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Comnme p est de classe O et

cos(mV/)t* — at* L sin(w /1) 1
7 ~0(1):

il existe K 2 0 tel que pour toul ¢t = 1, |'(1}] < QK . D’apres I'inégalité

At = z\f

des accroissements finis,

| < [“+1 Icdt K
Up — | < = — .
" S noty Rtttz

Dowe ¥ |un — vy | converge d’aprés le théoreme de comparaison des sérics

A lermes positifs. Il s’ensuit que 3 (s, —v,,) converge et 3 u,, également.
. 1 . . p

3. Traitons le cas o« = ~. Déterminons un développement asympto-

tique de la différence d,, = ™Vl _ ginv/n .

b

d, = P”\/_( im{vnfl—m) ) — TV (eéwﬁ(\furl/n—l) _ ])

— ()f'r\/’“ (Ciﬂﬁ(;—nﬁ—o(fg)) _ 1) _ (}tT\F ( (21H‘+O(_ﬁ)) _ 1)

_ v [ T (L)
c (2\/5 8n +o nidf?

igel™Vn  plginym N ( 1
2y 8n nz;z)

In prenant la partie réelle, on obtient alors

. ~ 2 wos( T/, 1
cos{mvn + 1) — cos(my/n) = WM;E;%\/”) . LO;S:\/E) +0 (.,,3/2)'

Js y 1
La série de terme général O(—U—i) est absoluinent convergenie.
w
Comme précédemment pour le sinus, on prouve que la série de terme
cos{m/n)

genéral ———— converge, si bien que la série de terme général
n

sin(my/n)
i

est de méme nature que celle de termie général cos(my/n + 1) —
cos(my/n). Or cette derniere diverge, puisque la suite (cosmy/n)nzo ne
conyerge pas : en effet, la suite extraite (cosmvn?) = (cosnn) = ((—1)™)
. p T 1
st divergente. Par conséquent, la série diverge pour la valeur a = 5

. 1 P
4. Venons-en maintenant au cas a < 3 et démontrons pas 'absurde
quil ¥ a divergence de la série. Supposons que la série de terme général
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sin(my/n)

oosi E
converge et notons A, = > M Nous allons montrer

P ku
. sin{mw/n o . .
que la séric 3 (T\/“) convergerait a laide d’unc transformation
n

d’Abel, ce qui fournira lu contradiction souhaitée :

s sinrve) 5 S‘“(:J L {7 Y VS
k—1 vk k=1 ' kz k=1 kz

" n—1
A A
- E — § avec Ay =0,
L pie T L (p1)Ee e

A,

l 1
— + ) A - :
nzT % Z k( z‘*” (k‘-}—])?_q)

La suite A, est bornée, done le premier terme converge. Quant an second,
c’est 1a sonumne partielle d'une série ahsolument convergente puisque

1 1 1 1
Ak 1 - 1 S]lp ;An| - 1 .
B (kp 120 /] nen — (k1)

sinw/n "
T\/_ s¢ retronve étre convergente : c'esi
n

La série de terme général

une contradiction. )
. s SIN( T /1t - .
Conclusion. La série Y (—Jfﬂ) converge si, ot sculement si, on a
n

1
x> 3 <]
Le lectenr courageuz pourra étudier plus généralement les séries de lu
5 sin{7n®)
ne

forme avec e, 3 > 0.

3.38. Recherche d’un équivalent (1)

. , . oo k [
Déterminer nn équivalent de u, = > (—1)*'E (? )
k=l '

(]?Jcole normale supérieure, Ecole polytechnique)

> Solation.
Ohservons poir commencer que la sommce définissant u,, est finje,
deginon:; un instant quie lon enléve la partie entiére. On anrait la suite

k—1
Z 1 ) qui est équivalente 4 nlu2. En effet, c'est un résultat
B
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_ +20 (1 k—1 i
clagsique® que L_% = In 2. On va essaycer de formaliser cette idée.
k

=1

e . _ Eﬁ _ g . N . A k,]_l i
'osons v, = . Onaw, = g::] fin, k) on f(n, k) = (-1) HE(I)

. —1Et
I*our tout k, f{n, k) tend vers f(k) = % lorsque n tend vers +oo.
(On est done face & un probléme d'interversion de limites. La clef en est
la majoration uniforme en n des restes des séries 3” f(n, k). Comme la
K

séric Y- f(n, k) est allernée et | f{n, k)| décroit avec k, on a, pour N 2 1,
k

| i) 1
< ~Bl=) <=
< B(f)<w

X e (i)

oo , 1 1 - .
¢l de méme | 3 (=1)F1 <5 Soit € > 0 et N entier naturcl tel que
k=N

| .
N < . On peut Gerire

Lo +oc N-1 N—-1 +oo —+ o
SRk =3 FRY <Y SOk =Y FE) 4+ | Y FnEY 4 | DD fR)
k=] k=1 k=1 k=1 =N k=N
N—1 N-—1
< Z fin, k) — Z F(k)| + 2¢.
k=] k=1
N-1 N-1
Comme | > f(n,k) — >, f(k)| converge vers (), pour n assez grand,
k=1 k=1
Foo o0
S finy k) — 3 flk)| € 3e. On obtient done  lim @, = 1n2 soit
fi=1 k=1 noee

Unp ~ nlnZ | <

TL-— 0

Notons que le théoréme général d'interversion de limites (qui n'est
pas au programene) permet de conclure dés lors que Uon o la majoration
wriforme des restes.

oo (_l)k_l
5. L'identité In(1 +x) = 3~ -
1

Lhéoreme d’Abel-Dirichlet.

x* est valable pour €] — 1,1} en vertu du
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3.39. Recherche d’un équivalent (2)

Pour « > 0, « # 1, déterminer un équivalent de

1 & Bt k
(rev) {na
Uy = E A et vy = E k')
k=0 : k=n+41 :

(Ecole polytechnique)

> Solution.
e ce gqui permet d'espérer quo

Cn remarque que U, + ¥, = €
déterminer un des équivalents suffira. On va étre amené a distinguor
lescas v > 1 et v < 1.

Pour o > 1, les termes de la somme définissant u,, croissent ct le termuo

prépondérant est le dernier. En mettant celui-¢i en facteur, on obtieut

no)™ 2onl 1 )" o n! 1
tn = ( 1) Z T n_k ( 1) Z 17 k°
nl =0k (na) nt = (n—k)l(na)
On remarque que lim L S uisque o ~
4 E n— oo (n, — k’)' (na)s ok + Puisq (n — k) n—ou

n*. On aimerait démontrer que
o n! =
limn —_— E —_ = .
"H+ock2:0 {n — k) (na)k el ok a—1

Il s’agit d'intervertir unc sommation et une limite. Posons, pour n et k

dans N,

ril 1
{n—k)! (na)®

Up k= sik<n et upp =0 sik >n.

. 1 . .
On a, pour tout (k. n) € N2 O« Un b S o ce qui montre que la série

. s 6
Zun: r converge uniformément” par rapport a n.
k

et |
Si on se donue € > 0, on peut déterruiner ng tel que 3 — << On

k=1 o
a alors, pour n 2 ny,

6. Ici encore. on anrait pu utiliser le théoréme général (hors programme) d'jaterver-
sion des limites : comnme les séries 3 uy ; convergent wuiformément en n, U'interver-
A
sion est justifide.
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i n! 1 a i
_——— . — g
Z (n = k) (o)t a -1 Z

k=0 k=0

lfp—-l

<2

k=0

Up & — + 2¢.

Ofk

A derniére somme tendant vers {) quand n tend vers +00, ceci est

. N .. i n! 1
mférieur a 3¢ pour n assez grand. On a denc la imite de kz::(] (n=F)! (naTF

qui vaug d’ot l'on déduit
4

’ - a (na)"
a1

n
Fn utilisant la formnle de Stirling, n! ~ (E) +/2mn, on peut encore
€

‘oerire

U

~ I B
" noe o — [ y/3nn

Poutr trouver un équivalent de v, monirons que w, est négligeable
) i, o e ™ 1 SR TP
devant u, + v, — ™. On a — ~ (-) . De I'inégalité

ena a—1 \e* Vi2nn
P _ exy™ 1
T 24 1, on déduit e® = ee® ! = ea et done I (EE) T <
. T
1 .o . . . -
o . Ceci implique lim a—Y Puisque 1, cst négligeahle

a—1 2n oo E20

devant €™, on a

t
n—

Dans le cas a > 1, la méthode précédente ne donne rien. En cffel, les
lermes de la somume définissant w,, décroissend, le terme prépondérant
est le premier qui vaut 1 et chague terme tend vers 0. Par contre, on

: . N . na)” .
peut Vappliquer 4 v,. On obtient, cu metlant Li)_ en facteur,
T
(na)™ *ZOC (na)* mnl (na)? X nl(na)*
1’,71 = - i — = _— .
! 1] ! Y
& k=n+1 ji - k=1 (ﬂ + k)

Cette fois-ci, an pose, pour tout k &€ N*

! (recx
Uy ko = g,( )

(4 kYU

k
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O a, pour tont, & € H7, ﬁ[il Uy ;= of et dCantre part, pour toul

N2
{n kY e NNy, 0l A", La série 5" U,k convergeant nniformdénient
bR
par rapport e, on pent comme précédeninent intervertir somrtation
ot limite, e qui doune

+oo |( ‘)k +on
} nl{no & o
nEI{lmZ (n+k)' - Z” - 1T — v
E—=1 i e k=1 )
et douc o tnay
", —

~
neoel—a oal

Avee Téquivalent de Stirling, cela pent s'derive encore

o {ea)”

U'np ~ '
ne=er 1 -0 2

Celte fois, on trouve que 4y, est négligeable devant ™™ et done que
q S8 i

no -
Uy ~ €]l
TR

Le ens o = 1 est plus difficile et néeessite Uutilisation de la miéthode
do Laploce. Le lecteur pourra trouver lu solution dans CHAMBERT-LOIR
(A.). FRRMIGIER (8.}, MAILLOT (v.), Fxcrcices de athématignes pour
U'agrégation. Masson 1994, excreices 6-8, p. 117-111,

Leevrcice qui suil esi eonsacré wu produil de Couchy. On rappelle que

fe produit de Cowchy de deur sérics N wy, of 3 n, (rdelles ou compleres)
mn

est lo série Y o, ot wn = Y upt, . O les séries Yo, et 3 v, sonl
k=0

absolwiment conuergentes. i en est de mime de ¥ wy, el

> + o +oc
W = Z Wy = Z i, Z v, = UV
n=0

7.=0 =01

Le pradyit de Cauchy de deus séries convergenles peuf diverger. Tou-
tefors, Dererciee suivanl montre quiaw sens de Cesdro (¢’est-d-dire
en moyenne), i} converge toujours vers UV Bn particulier, si ¥ i,
converye. §a sommte e peut Etre gue e produtt UV en perfu du théoréme
de Clrsdro.
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3.40. Convergence en movenue d'un produit de Cauchy

Soite 3w ot 3 b, denx séries de nombres complexes conver-
r L

gentes. On pose pour n € M., =3 apby x . S, = Y ¢ e
k=1 k 0

1
o Z 8. Etndier la siite i aso.

£E—=0

l}n -

(Ecole polytechnique)

I Solution.

Lo gérie 3 ¢, ost le produit de Cauchy des séries Y a,, et b, - Comme
rappelé ci-dessug, 813 ¢, o 3 by, sont abschiment copvergentes, il ¢u va
de meme de la gérie 3, et dans ces conditions, on a

+ + oo
Z 7 Z b, | = ‘S‘ En .

=1 Te=It r—L)

Dans ce cas, (S,,)nen converge vers le produil. des sormmes des séries af
il en va de nome de (P} ,en. d'aprés 1o théoréme de Cesaro.
Nous allons voir dans eet exercice que la suite (Py)aen couverge

+
CNCOTE Vers Z U, Z by | = les séries 3wy ot 3 b, sont seulement
n_0 n={)
convergentes.
i _il
Notons powr n < H. Ay = 3 ay o1 B, = Y bi. Par hypothose, an a
F=0 k=0
+ +oo
lim A, = S‘\ a, = A ot lim B, = Z b, = B.
n—4x :-E) wo-+0s Joyr

'our un enticr naturel #,ou peul écrire,

n—k [£]
S'n = Z v akbqn—.ﬂ T Z G J}: b= Z Gk T‘\ b’: = Z fTI;Bn—k
gl—Ok Q A—l?p_;‘c k=01 170 A=)
)
= an 1By
=0

Exprimens maintenont Pao en fouction des termoes dos snites (A,,) o
(6,,). On abtient, pour N € 19,
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™

y R 1 &
1n:OSﬂ N N+] Z:: gﬂ'"*k[}k

1 L
TN aiB B dp—
lkzz;)fi‘;nkk N+1Z "Z k

n=k

1 N
= —— » An_pBs.
N+1ﬁ§) N—kDg

Montrons que lim Py = AB. Nous avons
N— oo

N
Py — AB| = \V{—l (ZLANA.BFC - AB))]

N
Z (An_ & -~ A)Bi + A(Bg — ))(

N+1

1
L — An_p — Al|Br| + [Aj|Br — B
N+1§::U(|Nk ||Bx| + |Al|Bx, — Bi)

La suite (B, }new est bornée car convergente. Soit M = 0 tel que pour
tout & 2 0, |Bi| £ M. On obtient la majoration

Py — AB| < — A ~—Ai+ﬂ—i\8 - B|
N SN N_k N1 k
MY IA! N
- A, — -
N+1 kZ::O‘ g Z B
PuisqueNlim |[An — Al = lim |Bn — B| = 0, on obtient par théoréme
oo
LN }- —
de Cesaro hm@o N+1 Z |An — Al = NT1, \Bk —B| = 0 et done

lnn Py = AB. On conclut que

lim Py - (f ) (f bn). .

M=o n_0 o)

Les exercices sulvants sont consacrés aur familles sommables el aur
séries doubles. Roppelons quelques résuliats wtiles  une famille (u;)ier de
réels positifs est sommable s'il existe M 2 0 tel que, pour tout J C 1 fini,

3 u; £ M. La somme 3w, est alors la borne supéricure des sommes
icd el
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findes S uy ou J déerdt Pensemble des parties findes de 1. Dans ces
i€d

rf(m,d-iticfns, les © pour lesquels u; 7 0 forment un ensemble dénombrable

ot toute sous-famille est encore sommable.

Le théoréme d’assoclativité, ou encore théoréme de sommation par
prquets, constitue une proposition essenticlle. fl affirme que st (U210
vat une famille de réels positifs, et (I)gex une partition de I, on a
Uéguivalence des conditions sufvanies :

{(t) vk € K, (w;)icr, est sommable ¢t | Y u; est sommable ;
el keK
(it} (w,)ier est sommable.
Dans ces eonditions, 3w, = Y., Y wu,.
el kek el

l'ne famille (u:)ict de nombres réels ou complexes est dite sommable
st la famalle (\uildict Uest. Dans ces conditions (avec 1 dénombrable),
pour toute suite croissante (Jninxo de parties finies de 1 recouvrant 1,
Y. w; tend, quand n tend vers +0o, vers un réel L indépendant de la
i
suite (Vo e chotsie. Par définition. L est la somme des u,, notée 3 u,.

icl
58 (11)ic1 est une famille sommable, (1 )20 unc partition de 1, on a

ancore la sommabilité de lo famille | > wu; et
€T, kEK
D=3 Y un
wel k2K gL,

Ce théoréme s'exprime ainst pour les sérics doubles : 51 (up.g)p.g0 €8t
une famille de nombres réels ou complexes, la famille est sommable dés
tors quune des séries suivantes est définie et convergente :

—~ — —
L S lupgl 0w Z > Jupg

b

pEN geld qeti peH
ot dans ces conditions, Y pg = Y. ¥ Upy = D, 2 Upg.
g0 peNqEN gEN peN

3.41. Application du théoréme d’associativité

Etablir, pour tout z réel tel que |z| < 1, les identités

+_C>.<‘J :1:271—1 +£‘0 2T . + G 3}271 ¥
2 G = 2 - 5 et E - = .
— 1 — pin—1 — 1 — xp2n 1— :U‘Z'H 1 1—x
n=1 n=1 n=0

(Ecole polytechnique)
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> Solution.

Prenons = € |- L. 1[.

e Ou peut écrire de maniere formelle {les justifications viendront
ensuite)

+oo 1,27171 +_E‘C 4o On_1)m ’ o ) .
z m = L Z xre (somme d'une série geometrlque},
n=1 n=1 m=1

o foo 4o Joo

— Z Z:E(anl)m — Z Z w('ln-‘-l)m
ni=1n=1 m=1n=0
+oc
L i L :U’Zﬂ‘e,)n

n=l{)

=1
Ces Ggalités, et la convergence des séries en question, seront justifiées
par le théorérne d'associativité dés lors gue nous aurons prouvé la
sommabilité de la famille (x27+0™), o Comme |z] < 1, la séric

mz1
3o || @ 0™ converge ct
T
L Ixr(bﬂ-‘—l)m . I‘I‘m ~ |$lm
T 1= a2 oo :

Ainsi, d ¢1p1e‘-, le théoréme de comparaison des séries a termes positifs, la

série Y Z x| ) converge et le théoréme d’associativité assure

e\ n=0
la sommabilité de la famille (r2rtDmy o
ozl
m2r—1 n
On conclut que les séries Y - ety e convergent et que
-Iio pen—1 D
_ opdn—1 = L 1 _/.Zn,.
n=I 1 z =1 1 ¥

e Procédons de méme par un calcul formel pour la seconde identité :

@R e S s
POEEES S5 SIZAMN (S 35 SE ]
n=0 n=0m=0 n=0) rn.=()

En remarquant que tout entier & 2 1 s'écrit de mani¢re unique & =
2%(2m + 1) avec n 2 0 et i = 0, par associativité formelle, il vient

oo a” +00

X = x
L 1 _ _'I’.J“ 1 £ = 1 o :
n=( ’ P €
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La convergence des séries en question et les égalités sont justifiees par
le théoréme d’associativité, puisque la famille (2%),~, est sommable
{lz| < 1). On conclut

_l2n+1 o
71,:01 £ 1 a

3.42. Etude de sommabilité

Soit a et b des réels stricteinent positifs. Montver que la famille

1 : .
(ﬁ) cst sommable si, et seulement si, a > Tet b > .
a™ + b m.nz0

(Ecole polytechnique)

&> Solution.

. 1
Supposons ¢ € 1. Alors, la sous-famille [ ——— n'est pas
@™ + b{) m0

sommable puisque la série de termc général est grossiérernent

1
a™m 1

1 -
) ne peut etre
m,n 20

divergente. Il s’ensuit que la famille (—
amn +bn

sommable. Il en va de méme si b = 1.

Supposons a << 1 ¢t b < 1. On va utiliser le théoreme d’associativiié en
partitiounant les indices {m. n) selon la valenr de m +n = p. La famille
étudiée est done sommable si la série

— - 1
L( L W) converge,

P min=p

Notons ¢ = min{a,b) > 1, On a

v L S o1 (p+l) 1
)3 WQZWSZW: Nz =a(—,),

2
i n—p k=0 k=0 r

car I'un des deux termes de la somme ¢® + =% ¢st plus grand que
P2 D’aprés le théoréme de comparaison des séries 3 termes posi-

tifs, la série Z( > _—)
7 \omtn—p am +bn

1
(7 ) est sommable, <
m,nz0

converge et on conclut que la famille

a™ + b"
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3.43. Convergence et somme d’une série double

b +0o0 o0 1
Etablir la convergence et calenler —————
: & ,?:1 mz’l m2n -+ nim + 2mn,

(Ecole polytechnique)

> Solution.
Pour n fixt. n > 1, ona ——m—— — ~

1
de sorle

m2n 4+ nm+ 2mn n—oo m3n

1
ue la séric —_—_—
4 %m 2 + n2m 4+ Zmn

décompose la fraction rationnelle en éléments simples :

converge. Pour calculer sa somme, on

1 1 1 i i
min+nZn+ 2mn mu(m e+ 2) o(n+ 2) (E S mtn+ 2)

b oo I + 1
et on obtient — = -},
ng71+n11+'>rra;z (n+2 E (m m.+n+2)
= 1
Posons et calculons w, = 3. (— —~ ————L) :
il NN m+n4+2

R {C
Uy — _—_— | = im —_—
: miAm ot 2 N—+ 20 moomA4 42

=1 =1
A2 N-+tn4 2 1 o2
= Jim Z —- ) Z —
S 1 TI‘L“\I-f] m TIL
. 1 nn
Classiquement, on a u,, ~ lnn et done ————u, Girace
R n(n + 2) nSae pZ

at théoréme de comparaison des sérics & termes positifs, on en dédnit
que la série donble étudiée converge,
Remarguons que Laprés le théoréme d’associativite, la fomille positive

(_TJT____ st sommuoble,
m*n 4+ nm - 2mn

nanzl
. . 1
Calenlons la valeur de sa soinme, 4.e, la somme de la série Zm Up
Tl
Pour N z |,

N

Z i 1 " Z (”n Hay ) _ 1 o Lty NE-}—:Q Up-2
— Yy = — o == -
=1 'n(n + 2) n=| i n+ 2‘ 2 n=1 T =3 " !
1 1 Uy % Hp — Un-_2 UN 1 N 42
= = |u — 4+ —_— = —— ],
20T 2 = 7 N+1 N+2

Simplifions Vexpression de la dernigre somme en décomposant la
fraction rationnelle en éléments simples ;
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=, 7 - Zia\nt2 4 1
N 1“5‘( 3 1 1 )
oy 2 nt+1 2(n +2)
g N2 N4By | N¥4
: n=3 n n=-, n 2 n=>5 n
3 (1 N 1) 1 1
T 2\3 4/ 4 2AN+3) 2N+
N+2 _ ;
Ou en déduit que lim  §° A E
N—+m0 gy n ]
InN 1
Sachant que % e il—— on obtient NE}:}DC u—l\? — 0 et douc
L 1 1 us 5) 11 25
- - - — Z 1. On caleule wy = — ¢l wy = =
L! wmr T3 (ul Y In caleule wy = S5l ng =

o

| Y —
ol +2)

ol on conchit Z
= 4

Uy =

1

Conclusion. La série double -
2 m2n + w2m + 2mn

7T

converge ot sa

-

7
~Omme ost :1- <

3.44. Ftude de séries doubles

— —

Soit (ay)nen Une suite de récls posilifs on nuls.

1. On suppose gue la série Y a, converge. Montrer que
x4

O thyy .
— _ converge. Monlrer gue k ——— existe el com-
2 STy OV we Sk L S
+0
y an-
n=0

2. Op sappose que la séric ¥ /ma,, converge et on pose pour

Fox
nz 0w, = > afj. Montrer existence de ey, ¢t la convergence de
P=n

i parer sa valeur A
.. S o

la série Y \/ -

1)

1

(]’i}cole polytechnique)‘)
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r- Solution.

. a, . AN .
1. Pourn 21, —E— < a,. D'aprés le théoréme de comparaison
nir + 1)
s ~ a g - [
des séries & termes positifs, Y —— - converge.
n(r+1)
ka, .
2 — 2 _sinzk
Posons pour tout (k,n) € N°% uy,, = { n(n+1) . Nous
Dsin <k
+-c oo
avons douc & montrer la convergence de la séric 3, % up . Il s'agit
k=] n=1
ici d’une séric double & termes positifs. La convergence de cette séric
o Ao +oo n
équivant done 4 celle de la séric 37 3 wp, fe. 3. Y wup,. Or, pour
X n=1k=1 n=| k=1
tout n = 1,
i Gn i ap, nn+1) oy
D Uk = Z’“Z—.'T—Qh:j-
fot n{n+ 1) = n(n +1)
N o . . P P
Donc, comme par hypothese, 3 % converge, la famille de réels positifs
(g, n)k,nx1 €St sonumable et
400 tov ‘@ 1
N ?"l
Stk = ) Dtk = 5 T3 L -
knzl n=1 k=1 =1 re==1

En intervertissant les somnations, il vient

+oo 0 +x 00
L fin = L Z Uk,p = Z Z
n=1 k=lnc1 k=1 n=k
+oo +oc @
On conclut donc que la série Y & L — 2 converge ot
K21 nok i+ 1)
Yoty
L 1N
-~ n(n +1) 2

2. «Sinzl, o0, € vna, Daprées le théoréme de comparaison des
séries A termes positifs, a série des »,, converge. En particulier, a,, tend
vers (1 lorsque n tend vor%‘ 4. Done, pour i assez grand, 0 € ¢, < 1.
Dans ces conditions, a? < a,,. D’apres le théoréme de comparaison des
séries & termes p051t.1fs, [a série des a% converge. L'existence des w,, est
done prouvée,

e Posons pour n 2 0, by, = /nu,. La série S°b, converge par

, w
hypothese, On a =
"
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Remarquons que si (g )1 <ken €8t une famille de réels positifs, on a

b b S (o a4 )

ce (i s'écrit. encore,

i R N T T T

Par conséquent, pour iout N 2 n, on peut éorire

= kn L \/;r

- +5
Ny ; T w . by,
n faisant tendre N wvers Uintni, il reste =" < % Par
‘."f» k=n nk
couséqilent, pour N = 1
N N joc
:—\ w, < — :~—\ b}.
n= n n=1 %=1, ki

. by, . ] -
Or T famille dos T patr o € Moot £ 22 1 est sommable © en effot,
VAR
comme cetbe famille est constitué de réels positifs, il snllit de vériior que
+oc &k
ln wérie obtemie par interversion des sommations, A savolr Y. ¥, —
k=In-1 %V A”
L k
: by By, b b=l odl
canverge, Or, pour & = 1, Y ——— = 3
=V \/_ o \/_ \/_
1 no .
— = / -— {la fonction z — 1/3/x esl continue. decrois-
R NG

sunte et intégrable s [0k — 11}, Par corséquoent,

I)k

e

~ <gz < 2h

Vaprés le théoréme de comparaison des séries A termes positifs, la série

[
> X

—1 n=1 fers

converpge. 11 s'ensait que

420 oo
1y
S e T ety

=1 ng n=14_-
A‘s

Un

ce qui assure la convergence de la série de terme général .=
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3.45. Inégalité de Carleman (1923)

Montrer qu’il existe une constante nniverselle C telle que, pour
toute série convergente & termes positifs Y ap, on ait I'inégalité

400

Z ay . ay an\C‘Zan

n~—1

Quelle est 1a plus petite valeur possible de 7
{Ecole normale supérieure)

> Solution.
e Dans un premier femps, il parait naturel d’exploiter directement,
I'inégalité arithmético-géométrique

" ay + a2+ -+ d,
Yoy ooy € .

T

: spe s o
Malheurensement | la famille wy, ,, définie par ug,, = — pour 1 <k < n
! ’ Tt

oo
n'est pas cn géndral sommniable puisque si ai # 0, > wg, diverge.
n—=>k

¢ Ferivons plutdt

i/(lal (2as) ... (nay) 1
Vay .o, = < kay,,
Heestn o/l w2

Nous allons user de Pidentité S%‘O ! Sojo L ! 1
15 allons user de , - - _ 2.
l l “onin b 1) S \n mt 1 k'
on peut écrire
n+ 1 = ka.’s.’
Ve ..., < ” —.
" g n(n + 1)
. . . HeTH .
e La famille (v )k ns définic par vy, = S pour 1 <k <n

et ) sinon, est sommable puisqu’clle est positive, que pour k fixé,

i

Zl'k,nfz“n—k(lkz - :kak%:ak

1 — n(n+1)

et que la série de terme géndral ay est convergente.

L. _ . .
e La quantité P adinct une limite en 400 puisque la formule de
T
Stirling donne
n+1 )

~ 1= = .

Ul nos
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Par conséquent, il existe C 2 0 tel que pour tout n = 1, — * £C
n!
P ntl & =
Ansi, siN 21, ¢a]7Ta, € —— Y. e SO Y vy ot
n! k=1 k=1
N
L yay.. S0 § L C L’Uk iz < L Vk.m
=1 n=1 (k; e ()2
+oc oo
<CY ) Wk *CL”k
k=1 n=1

la série ¥ p/al . a, étant & termes positifs, elle est convergente et

400
S yaTa <O o

n=1 n=1

e« Recherchons mmnf;enant la meilleure constanie C. Nous allons
prouver qu’en fait < e. Cette inégalité est équivalente 4

Vol
n+1
ln41) <1+ - L Ink oucncorc a (n+ 1)In(n4+1) —n < L In k.

=
k
Orpour2<hk<n+l,onalnk= ["rl In xdx. On en déduit que

n+1 n41

v+ 1
Zlnk:Zlnk}j la xdx
k=1 fo=2 !

ot comme

71
/1 Inzdr = [z(lnx - 1)}7H1 (n+n(n+1) —(n+1) — (1)
=mn+Dlotn + 1) —n,

on a bien l'inégalité. La constante C = e convient.

e C’est en fait la meilleure constante possible. Soit C une constante
réalisant Iinégalité. 11 y a égalité dans Pinégalité arithmético-géomé-
trique lorsque tous les termes sont égaux @ la; = 2a9 — ... = na,. On

aurait envie de choisir ay = z mais la série harmonique diverge. Aussi,

fixons N un entier naturel non nul et posons a; = %5 pour 1 <k <N et
& = 0 pour k > N. Ainsi,
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©
~ — est le terme général d’une série divergente, Par

1
Yl n-eoe 1
N

conségquent, la somme partielle Y

1
no1 Vnl

tandis que

cst equivalent i L il

o l‘n N—aou

elnN. Nécessairement, e < C.
Conelusion. Pour toute série 3 a,, & termes positifs, on a 'inégalité

v Ve . e L Qn.

_1 n=1

et ¢ cst la meilleure constante réalisant cette inégalité. <

Bien qu’il wutilise pas la théorie des familles sommables, nous ovons
tenu ¢ rapprocher Uemercice suivant de ['inégalité de Carlernan : s7 cette
dernigre permetteit de majorer la somme de la série des moyennes
géomittriques des n premiers termes d une stite (ay ). Dindgalité de Hardy
s apére €lre un résultat analogue sur les moyennes harmoniques ; en effet,
si dans Uinégalité de Carlernan on remplace les a,, par leurs inverses el
les moyennes géométriques par des moyennes harmonigues, on tombr
sur Uinégalité de Hardy,

3.46. Inégalité de Hardy

Ftablir I'existence d'une constante K > 0 telle que, pour toute

snite (a,),51 de réels strictement positifs avee ¥ — convergente,
a %

T

oul ait
+oc 400
iy n — 1
Y —"  <ky L
n:1a1+"'+an nrlan
On pourra commencer par établir que
n 4 SLIg

< 53—
ar oo an (1) S a

Quelle est la meillcure constante K possible?
(Ecole polytechnique)

&> Solution.

Pour n = 1, posons w4, = ——M—.
- " (Ll+"'+a71

s Soit n 2z 1. D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut écrire
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B - (Emm) < (50 E=)

ce gqui donne
1 4 = k2
ay+ - ta, ( ) (g (1,‘) 7?2(?7,+l)2 (kzl ﬂk)

T k:
Par conséquent. i, <43

aon(n 71 Onapour N2 1
k=1 &

N N N kz
<4 =4 -
Z:‘ HX:HZ: akn(w—l—l Egm?rn%—l}
k? 1
=41 —_— .
S (S
N L
Majorons ngk Sy Pourn > l.ona
1 1 o 2nt} . 2n _ 2

n2 m+12 wm+127 -1 wln+1)2

ot on en déduit que

5”: izl_;_)f(i o
o nin + 1)2 = — ‘2(712 (m+ 12/  2\k2 (N +1)2 T

I Slensuit que

N kg N 1
Z‘Hn \\4 9k0 S Za— ZZ_

n=1 = i

La convergence de la série de terme général u,, est done garantie ct

+oo + 0 1

Z *_l_“ <2 Z -
=1 a1 oot ap k=—1 Gk
La constante K = 2 satisfajt 1'inégalité; nous allons prouver mainte-
nant que ¢’est Ja plus petite possible.
Puisque la moyenne harmontque est tnférieure ou égale 4 la moyenne
glométrigue, Uczercice précédent (3.45) permet d'établir dircctement
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. - . 1 .
Pewistence de K (en remarquant que a, €5t changé en = ) et de majorer
tn
K pare.
e Soit K une constante satisfajsant la condition de I'énoncé. Pour
garantir I'égalité dans 'inégalité de Canchy-Schwarz, il suffirait que pour

kentler non nul —= = Jag e ap = k. Malleureusement, la série des
43

1/E est divergente. L’idée est prendre a; = k jusqu's un certain rang,

puis de prendre ! tres petit au-dela.
¢

).
Sait N 2 1. Pour n < N, ot pose a,, = n et pout n > N, g, = 2™ Qu
a alors
g — — g -+ — = —+1 ~ InN
n=1 A n=1 L n=N+1} 2 n=1 n n=1 2" n=1 n N—o0
N + o0 + o0
mn n 1
et —_— < —_— <K —
?§G1+"'+arl ugal"""'“"“ﬂ nzzjla”
. N 7 N 2 L
Puisque . ————— = >_ , on en déduit
oy | (I1+“‘+an n:ln+l
N 420 v o
2 ] 2 | Qn IDN
<k — . cest-a-dire = ¢ 2= ~ —— =1
Zn—l—l\ Za,,‘ K~ ¥ | NosoluN
nol n—l1
w1 7t l

On en déduit que 2 < K,

Conclusion. Ou a pour toute suite (@, }n»1 de réels strictement positifs
foc

] T
telle yue Y- — converge 'inégalité
=1 Un
Joa 4o
n 1
Soo— g2y
n=1 11 tootan n=1 %n

et 2 est la meilleure constante possible. <
On peut se demander si un résultat onalogue existe pour la noyenne
. . . 1
g A . et 5 4 4 2 " — e
arithmétique : lu réponse est non puisque, si 'on prend g, = —7 poui

n =1, lo série 3 an converge mais lo moyenne

3
My 4+ - a,, kil

n n—oc O

n'est pus {e terme général d’une série ronvergente.
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Terminons maintenant par dewr exercices portant sur l'éfude de Dac-
lion sur une série d une permutation de ses termes. Dans le prevvivr
crerrice, on étudie la situction lorsque la série est absolument canver-
qente : on constote que la nouvelle série est encore convergente et de
méme sonumne (notons qu'il s wgit Id d'un résultal de cours sur les familles
sommables ) tnversement, siY Ug(n) Converge pour toute permutation o,
alors la série Y u, est absalyment convergente. Dans le second exer-
cive, on proweera un résullet froublant sur lvs séries seai-convergeates
riclles : par wne peymutation idoine. o est possible d’obtenir une samine
arbitratrement fizde (theoréme de Riemann).

3.47. Convergence commutative

1. Seit (a,) une suite de nombres complexes. Etablir
I’équivalence

Z lun| converge = Vo € S(N), Z Qg(n) COLVCTEE,

2. Soit (¢,) une suite de nombres complexes non nuls. Etablic
Véquivalence

"

Z fen = 1 converge = Ja € C* Vo € S{N), nlr'r*n& H Co(hy = L
k=0

(Kcole normale supérieure)

> Solution.
1. ® Supposons que ¥ _ ja. | converge. Soit o € S(HN). Alors, pour tout

N o
N de N, ¥ |as| € 3 laq]. On en déduit que Y |aq iy converge et
n=0 n=0

donc que 3y a5,y converge.
Montrons, de plus, ce gui nous sera utile pour la suite de Vexercice,

+ox 40 +>x

QUE D da(ny = 2 tn. J0it £ > 0 et un entier np tel que > |an| € ¢
n=0 n={ n=ng

Posons n; = max o~ (k). On a alors o(n) > ng pour » > n;. Pour

ke[0nal
N > np, R, on a

N N + o
5 Uain) = E un| €2 E fan.‘ < 2¢,
n=0 n=0 n=ng

var les termes de la snite (@) d’indice inférieur 4 ng sont présents
1 0 i
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dans les deux sommes. En faisant tendre N vers +oc, on obtient
+oc
Y Gy — 2 an| < 22 pour tout & > 0, d’ou I'égalité des sormmes.
=0 =0

e Supposons maintenant que Y |a,,| diverge. Posans, pour tout entier
n. #n = Relon) et yn = Im(a,). Puisque, pour tout n, |a.]|
VE2 F 42 < |zn] 4 |yal, on en déduit que Y |z, | ou Yy | diverge.

Montrons que si (@, )nen cst une suite réelle telle que > |u,| diverge,
alors il existe o € S(N) tel quie Zua(ﬂ) diverge. Ceei nous montrera
quon peut trouver ¢ € S(N) tel que Z.ar:,:,(n) ou Zyg(n) diverge. On
pourra conclure que 3y, diverge.

Si (uy,) est de signe constant & partir d'un certain rang, ¥ u,, diverge et
o = Idy convient. Sinon, il ¥ a une infinité de termes strictement positifs
et une infinité de termes strictement négatifs. Posons, pour n £ N, u}f —
max(tn, 0) et v, = max{—uy,,0). Pulsque que |u,| = v} +u, I'une des
deux séries 3 u} ct 3wy diverge. Solt (tpn) )nen la suite extraite de
(tn)nen comportant les termes de la suite positifs ou mals et () Jew la
suite extraite de (un )pen comportant les ternies strictement négatifs. De
ce qui précéde, on déduit que Yty 0 3 Uy gy diverge. En effet. pour

N w(N) ?t’(N)
tout N € N, 3 ugqy = 3 wb et z Ugpin) = — z ;. Supposons
n=0 n=0
quUC Y Uy diverge. Alors N lim Z Uy(n) = +00. On définit une suite
=0

d'entiers strictement croissante (ny)rene de la facon suivante :

el

# 1ty est le plus petit entier tel wuyo) + 3 oy > 1 ny existe car
=0

lizn u =
N—+00,! Z ()
* nl,wz,..‘,nk étant déterminés, ngyq est le plus petit entier

Nk 1
supéricur & ny tel que g+ 3 wgry > 15 neyy existe pour les
F=ny+1
mémes raisons que n1.

Définissons maintcenant o, élément de S(M). On pose pour n € [0, 1, ],
o{n) = @(n) et olng + 1) = ¥(0), puis pour tout £ € N, et pour
n € [ng+k+ Lng + k) on) = pn—k) et ot +k+1) = 9(k).

Pour tout k£ € N, ¢ réalise une bijection de [ng + k + 1, ngy ) + k] sur
o([nr + 1, ng41]) 5 o réalise done une bijection de N\ {ny + k. k € N"}
sur (N). D'autre part o réalise une bijection de {ny + k, k € N*} sur
(M), Puisque {p(N), ¢(N)} est une partition de N, ¢ est un élément de
S(M).

ng+&+1
Enfin, on a pour towt k € N*, 3" ugeny 2 k, done la série 3w, m)

=0
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diverge. Si c'est D wyny qui diverge. il suffit de considérer la suite
{~itp Inen et de lui appligner la démonstration gui précéde pour montrer
Pexistence de o € S tel que Zua(ﬂ) diverge.

2. Pour tout n € N, ¢, # 0. On note p,, le module de ¢, et &, la
tesiire principale de Uarginment de o, (6, € |-, 7]). On a alors

len — 12 = |pne® — 112 = p2 +1 —2py cos b,

. B
= (pn — 1% 4 2p0(1 — 2co80,) = (p, — 1)* + 4pa sin? 5

e Supposons que Y |cn — 1] converge. Pour o élément do S(N), on
pose, pour tout N € N,

N N N N
Px =TI otmy = [ vty [T e = (H P«T(n)) o ( > ot ) |
n=>0 n=0 n=0 n=0 n=0

Tl résilte de Pexpression de e, — 1] que, pour tont n € N,

. 0
Sll’l?n‘ < |en — 1

o U < len—1] et 2y

On en déduit que Y |pn — 1] converge ct que 2, /p, converge.

<;'116]—71
sin

On a donc lim p, =1 et lim sin% = 0. Sachant que #, €

T—+ 00 n— 400
6?’!. .
5 )= 0, puis

-, ), on en déduit que lim &, = lim 2a.1'csin( i
N— 00 n— o0
6

que 2,/pn ;

De la question 1, on dédnit que pour tout o & S(N).‘ les séries

> 0o = 1) ot 3 B convergent el que de plus & = Z Bor(my OSE
ri—0

&,
sin 7’ . Ceci montre que Y |6,| converge.

~
n—00

N
. ; . . i( r 9”(”)) i
indépendant du choix de ¢. Ona lim e ‘0 ="
T O

N N

Posons Ry = T[] pa(ny; alors InBy = 37 Inpy ). La suite (pn)nen
ri={) =0

converge vers 13 o en déduit que |1In g,y | S |y — 1], pris que

e
> In pogry| converge et que Z In pseny = 5 est indépendant du choix de

o. On obtient lim Ry = €°. Finalement lim Py =% =a £ 0.
N—qoo n— 00

De plus a est indépendant dc o.
e Réciproquement, supposons qu’il existe a € C* tel que , pour tout
i
o € S(I)

%

lim H Co(ky = a- Notons R le module de a et ® la mesire
n—4o0 S

principale de Pargument de a.
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Fixons ¢ € S(N) et reprenons les notations précédertes. On
N

\JI_I,T\ Ry = NEI-PDO IPx| = Ja} = R. On en déduit que lnu ’12:0111 Poin)

= InR. On a donc¢ montré que, pour tout o € S(N), Tln Po(n) CONVEILL,
On en déduit que Y {1ln p,j converge. On a alors lilil fr =1 ¢t done

[l Amad

lon — 1] oo i p,|. On a done également Y |p, — 1| convergente.

N
Toujours pour o € S(N) fixé, posons Py = 3 ) (NEN). Ona
n=0

. . . Px a i
lim " = lim — — = =& ot
N o n—toe [Py| R
_ P
lim e tm = lim =1.
T 00 n=too gifn—1

&
Sachant que Je*® 60 — 1) = 2sin 2" et yue Og(ny € |~7, 7], on cn déduit

90 (3
que lim f,¢,y = [lim 2aresin (siu%}) =

H—+ n— 00

Nous savons que  Jim  e“®=%) = 1. Pour tout N € N, il existc kn €7
N—+toc
tel que &y — P — 2hnw € | —w. 7). Sachant que lim ¢ UPrn—®-Zhnm) )

N— o
ot moptre, comine précédemment, que

lim &y — @ — 2Zkyr = 0.

— 4

On a alors 1'111 Py — Py —2m(ky —ky_:) = U Sachant que

lim $y— Py = hm Bonvy = 0, onen déduit que lim kv — by
N— 4 N—+2x

= 0. (ky) étant une .sulte d’enticrs. elle est constante, cgale & k. pour
N assez grand. On o donc Nlim &y — O 2kr = 0. La suite (Dy)

)
canverge. ¢'est-a-dire que 384, converge. Cela ¢tant vrai pour tout
a < S(N), on en déduit que 3" |0,] converge.

Reprenant 1égalité e, — 1) = (p, — 1)? + 4pn sin® % on en déduit
fn
e ~ 1| € {pn — 1| + 2p,, |sin 51
b, O
Or Y |p, — 1| converge et 2py, |sin o) |&.] done 3 p,, >
T—xX &

converge, ct inalement 3 |c, — 1] converge. <
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3.48. Théoréme de Riemann

Soit ¥ a, une séric réelle semi-convergente et « € R. Montrer
qu’il existe une permutation o de N telle que la séric 3~ a,(,, soit
convergente de somme o,

(Ecole polytechnique)

I - Solution.

o La série ¥ a, n'est pas absolument convergente, donc la famille
(¢ )nz0 D'est pas sommable. On note A (resp. B) I'ensemble des indices
i =0 tels que ay 2 0 (resp. a,, < 0). L’ensemble N esl réunion disjointe
de A et de B.

l.a partic A est infinie sinon, & partir d'un certain rang les a,
soraient négatifs et la convergence de la série équivaudrait a Uabsolne
convergence. Or Y an est semi-convergente. De méme, B est infini.

e Les familles (apinea €t (Gn)nep 10 sont pas sommables. En effet,
suppogons par exemple (a,),ea sommable. Alors si on pose pour n >
0a, = 0sia, < 0cta, = a, 81l a, 2 0 laséic Y o), ost
absolument convergente et done convergente. La série Y (a,, — af,} est
done convergente et méme absolument convergente puisque @, — ] ost
de signe constant négatif. Comme a,, = (an —a,,} +al,, a, est la somme
Jde termes pénéraux de deux séries absolument convergentes. Il s’ensuit
que ¥ a, est absolument convergente, ce gqui est contraire & Uhypothose.

e méme, on montre que (a, };ep 1'est pas sommable.

On va construire o{n) par récurrence sur . On pose ¢(0} == 0 el pour
1n 2 1, deux cas se présententl :

—1
(1) 1 Y a0 € @, on va ajouter un terme posilif @ on prend pour
k=0

a{n) le plus petit des entiers k de A distincts de #(0},... a(n - 1} {ce
plus petit dlément cst bien Jéfing).
n—1
(i) si E fg(k) > &, Ol va ajoutcr un terme négatif - on prend pour
k=0
a(n) le plus petit des entiers & de B distincts de o{0},...,a(n —1).
L'application ¢ est par construction injective. Montrons qu'elle est
surjective. Imaginons un instant qu’il existe N € N qui ne soit pas dans
I'image de . Supposons par exemple N € A. Les o (k) dans A sont tous
inférienrs a N et ils sont donc en nombre fini. 1l existe done nn rang ng
a partir duquel tous les o{n) sont dans B. Pay conséquent, sin > ng, on
obtient

i1

Z (i) e’

k=0

Clomme cette série ost a termes négatifs (sauf pour un nombre find
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de termes), ¢l que ses sommes particlles sont minorées, clle converpr.
la famille (rzgw))nem ost done somiable. Mais, & wn nowbre fini e
termes pres, Ia famille des 6,(q) ost la famille (@, )ne s qui. elle, nest pas
soiable. La contradiction permet de conclure que o est bijective.

e Il reste A prouver «que Za.‘,(,,,) converge et ost de somme w. Soil
= > 0. Comme la série Z(!‘“ converge, o, tend vers 0. On a égalemoent
flg(z; vonvergente vers 0. Tn effet, il existe ny 2= U tel que s1 92 2 ),
l] £ &, Par injectivité de o, il n'y a quun nombre fini de n € N tel que
a{n) < n. Soit done ny > max{k, (k) < ni}. Sin = ng, a(n) 2n, ol
|Ua{n)| LE.

o Il existe un rang N 22 np tel que s{NY € A et s{N+ 1} € B car on
v que les o(n) ne pouvaicnt rester dans A {resp. B).

n

Posons pour n = 0, 85, = 3" Go(ky- Montrons que si n = N,
L—(
[Sh — el < & ST a(N) € A, clest que Sxoy < a et sia(N+1) €8,

Cost que Sy - . Or
[ox — &, 00 4 2]

Soit. n > N. Imaginons que S, > ¢« 4+ 2. Comnine on passe de S,_, o
S, d'un sant de longuenr a,¢,y inférieur oun égal 4 & on ne peut avoir
S" -1 g k.

Cela entraine o,y < 0 el finalement S, 1 > Sy, Mais alors de proche
on proche, onobtlient a+¢ <8, < 5,-1 < 5,2 < -+ € Sn. On obtient
une contradiclion. Donc 8, < o + =.

Imaginons que S, < o — . Conune on passe de 5,y &4 5, d'un sant
de longueur g, infériecur ou égal i £, on ne pent avoir Sy, > a. Cela
entraine dgr,y = 0 ct finalement S, < 5,,. Mais alors de proche en
proche, on obtient ¢ — = > 8, = 5,1 = 8,_» 2 --- = 8y. (Vest encore
une contradiction et S, = o — &,

Ainsi powr n =N |8, — o] <=

Conclusion. On a donc construit une bijection o de N telle que Y~ ag,,,
converge et

Sy — 8w 1] = lug(NJ\ s & Done Sy appartient f

)

Z(i‘.g(m = . |<]

n=0N



Chapitre 4

Fonections d'une variable réelle

A partir du XV siécle, le développement du calea infinitésimal. mo-
Fivég par de nombreus problémes de cinémalique, de indeanique, ou de cal-
il des varviotions, fail de la «fonctiony Uobjet cendral des mathématiques
maodernes, alors que jusque lg, le «nombres était la base de Uédifice
wathématique. Nons devons @& Bernowlli ¢t Ledbniz le terme méme de
wfonctions - pour Bernoulli (1698), une fonction de la varinble x esl
sine quantité formée d'une maniere guelconque & partiv de x ol de
constantesy . Léeriture y = fla) cst imtroduite pur Euler en 1734, Les
fonictions sont representées par des cowebes dans le plan et Evler se de-
mande ai une courbe donnce correspond toujours & une fonction. Clest bui
qur distingue les courbes continues, des courbes discontinucs, qui sont le
plus souvent, a cette épogue, des graphes de fonctions continnes par mor-
ceaur. Cette double conception des fonclions, comme expressions analy-
liques ou cornrne graphes du plan, ne sera pas vraiment celoireie avond le
NIK® sidede (olvst Dirichlel qui donnere la définition modorne d’une fone-
lion comme rorrespondance : # propescra atnsi (en [837) wn exemple de
fongiion discontinne partout, fa fonction y défimie par x(r) = L pour x
rattoncl et x(x) = O powr » irrativnnel). Lagrange, cherchant & ctabler
les fondements de UAnalyse, s'en Hent au point de vne formel ot refuse
de se réferer G towte notion de landte. Ces hésltalions empéchent les
mathématiciens du XVITT® sieele de mener jusgn’d lenr achévement cer-
tains de leurs travauz, comme Uétade de Uéquation des cordes vibrantes.
(Vest lu génération suivanie, avee entre aulres Gauss, Cauchy, Bolzano
et Abel, qui dornera dens lo premicre moitié du X1X° sitcle un slotut
rigonrenr qul nofions de convergence, de condinuilé.. Quant an concepl
de imite d'une fonction nwmérigne, on doit sans donle sa premidre
définition précise & Weierstrass. Les premiers crercices concernent cetie
derniére notion.

219
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4.1. Applications propres

Soit f: R — R continue. Montrer qu’il ¥ a équivalence cutre les
assertions snivantes :
(1) xl]}l_f@ |f(z)] = 4oc;
(it) pour tout compact K C R, f~'(K) est compact.
(Ecole polytechnique)

> Solution.
* Supposons que ]irj:l {f{x)| = +00. Soit K un compact. Comme K

est fermé et f continue, f~'(K) cst fermé. $'il nest pas compact, c’esl
qu'il n’est pas borné. Dans ce cas, il existe une suite (2, ),en de f7'(K)
telle que n_]illlm |zn| = +oc. Mais alors nETDG |flan)| = +oo ce qui est
impossible puisque (f (%5} nen est une suite de K, donc est hornée.

e Réciprogquement, supposons (it). Soit A wun réel positif. Par hy-
pothese, f~1([~A, A} est compact. En particnlicr, il existe M 2 0 tol
gue f1{([-A,A]) € [-M, M]. Ainsi pour tont réel z vérifiant |z| > M,
ot a |f(x)| > A. Ccla cxprime exactement, que TEIﬂI:IOO |f(z) = 400, <

Une application qui vérifie ces conditions est dite propre.

4.2. Zéros d’une combinaison linéaire d’exponentielles

Soib wy, ... ,wy desréels et ay, . .., ap des complexes. On suppose

n
que la fonction F : ¢ € C—n 37 ape* ost non nalle. Montrer que
k=1
Pensemble des parties réelles des zéros de F est borné.

{ Fcole polytechnique)

B> Solution.

Eu regroupant les différents termes correspondant & une méme valenr
de wy, on peut sc ramener ail cas ol les wy sont distincts. On pent méme
SUPPOsEr que wy < -+ < wy et gu’ancun des gy n'est nul (par hypothese,
il en existe an moins un non nulj.

Si les gy sont tous réels et si on se restreint & ¢ véel 1o résnltat est assox
clair. En effet, quand ¢ tend vers +oo0 le terme a,e*»t domine tons los
autres de sorte que F(#) e ane™". En particulier F(t) # 0 pour ¢ assex

grand. De méme on a F(t) ~ a1 de sorte que F(#) ne s’anmile pas
=]

non plus sur un veisinage de —oc.
Dans le cas général, Vidée est exactement la mdme. Pour { € € on
pose @ = Re(t). Ou a alors pour tout w € R, |e*!| = ¢**. Si on écrit
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Fit n—1
AU S

i‘e(wk—wn)f‘

anevnt = an
01 remardgue que
n—1 —
%C(wk*wn)t Y‘ u (we—wn)z . .
i an & ) roh

rar Jes réels wy — w, sont tous < 0. La derniére cxpression est
mdépendante de la partie imaginaire de ¢t. On peut donc {ronver
A e R tel gue, pour tout t € C tel que © = Relt) = A, on ait
=l 1 F(t

E:l a—:e(”k*“’“)* < g et done %
pnlaire. A fortiori, on a F(t) # 0 si z 2 A. En mettant a7t en facteur
ot en faisant tendre x vers —. on démontre de meme qu'il existe 1un
réel B tel que F(t) # 0six < B. Les zéros de la frmrtlon F ont donc une
partie réelle qui appartient an segment [A, BJ.

1 &5 2 2 L .
= 5 erice a Vinépalité trian-

Bien centendu, dons les cos conerets, un des outils essentiels pour
calculer les fimiles est le développement limité. En voici un exernple.

3. Un calcul de limite

:I_b T _ qh :E):I?
{"‘\1[1 J") — geine N

( Ecole polytechnique)

Calenler la limite lorsque o tend vers 07 de

|- Solution.

Il s’agit d’une forme indéterminée du type g ¢ leg denx termes dn
iimérateur et les deux termes du dénominateur tendent vers 1 cuand
r tend vers zéro. On va cherchier un équivalent du mumératenr et du
dénominatenr. Ou a {sh}* = exp(rnshx) et

rlushiz) = 2 In{r + olx)) = a{lnx + In{1 + o{1}))

=z{lnx+o(l)) =zhz+ o) 0.

Ee

Clomme shzlnx ~ zlnz tend également vers 0, on peut écrire pour le
]

nilmnératenr

2T (sha)® = (shp)*(ePeshe—slushs 1y o ngshy — wlosh e,
DT

ear (sho)™ tend vers ] par continuité de Vexponenticlle et e — 1 st
fquivalent & ¢ en 0. De plus. si on pose () = lnrshey —alnshe, ona
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3 3
@ , x
u(r) = (g; + 3 + O(_:L’J)) Ine—ialn (
a3 :
=rchnr+

r+ 5 + 0(.1"3))

2
+o(znay —xlne —zln (1 + % + 0(1'2))
=2 é“ il + o{z® lna).

On procide de méme pour le dénominateur. On a également xlnsina
(sin x)*

et sin.rinz qui tendent vers 0 lorsque = tend vers 07, si bien que

Lein g

~ zlnsinr — Inwsinz = v(x)
¢t

v(z) = xin (.L‘ — % + o(x?)

3
) —lnx (,c -z A+ 0(1:3))
6
1"2 5
=znz+wn|l— "y +o($“)) —xzlnzx +
>

3
7 na ‘
+o(2*In.c)
6
3
rinz
= + o(x* n z).
. oy
S 1a h ar
On conclut que —(sha)” 36 =1 et dunc
{sinz)* — z**% 20 2’ lnz
: 4]
A () )
Tl L S
=0+ (sinz)* — g0

Llexercice suivant est @ rapprocher de Uerercice 2.3 qui concerne les
suites sous-additives.

4.4. Fonctions sur-additives

Soit f: B, — R telle que

(£) pour tout (s,t) &€ R2, f(s+1) =

fis) + fit);
(i1) il existe M 2 0 tel que pour tout t c Ry, If

(1) < Mt
Montrer 1'existence de o = }ml 0 et de 3 = tliln M
Comparer f{t) avec af et it pour t € B

b

= - fo0

(Ecole polytechmique)
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t> Solution.
On remarque gque pour tout entier n & N* et tout réel £ > 0 on a

. : fnt) o F(8) o 4. f(1)
fnty = fit+- +1) 2 nf(#) et done el Si tll»ﬂ-ﬂoo n a,
7 fois
alors, en faisant tendre n vers 4+oc, on obtient, pour tout ¢t > 0, § = ! Eﬁ )

f)

¢t done # = sup . . L'inégalité dans l'autre sens étant évidente, on a

10
fit) f) )

nécessajirement 3 = sup - En partant de ['inégalité T 2
=0

fit)

on montre de méme que la limite en 0 ne peut &re que finf e
Pour tout ¢ > 0, on a ol < M. Done o = inf f('t) ot # = sup m
t 250 1 i
i) f
t 7

existent dans R. Montrons que lim = 4 et que lim = a.
t—+oc f—0

Soit £ > 0. Il existe u > 0 tel que 3 — ¢ < f(u) < B. Montrons que
pour ¢ assez grand, F — 2e € G} < 4. L’inegahte de droite est vérifice

par définition de 3. Pour tout ¢t > 0, écrivons § = nu + r avec n Q N ef
1< 7 < u (cette écriture est unique et n est la partie entiére de 7) On

nbtient
£ _ fler) | fom)+f0) | nfe) | f0),
i t t i 4
t
E(—)
A lim 2 o= i w) -1 im AU - s ,
Ou a t—l}:}]oct = tkﬂr n = = et tl}g{\g redlis ), puisque on a

|f{r)] € Mr < Mu. On en déduit que

. n.f(u) f() flu) .
ﬁ-B—FmOO( t t):(—;ﬁie'

Donc pour ¢ assez grand, (T P nf(“ 2 A-2c. Dot le résultat

AnNnonce.

On vient de traiter la limite en +00. En 0 la démarche est analogue.

Soit € > 0. Il existe u > 0 tel que & < Lgﬂ £ a + . Montrons que

f(#)

pour t assez proche de O, o € == < o + 2¢. 0 0’y a qu'une inégalité 4

démontrer. Soit ¢ < u. Cette foié—ci on divise u par t : u = nt + r avec
neNet0<gr-¢ Alors on a (u) Z f(d) + fr) Znflt)+ f(r) et

done
S ION GO

1l nt “u—r w—1
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Quand ¢ tend vers (0, v tend vers 0 et

M
p S0 M @)
=04y —7r U —r U

On a bien, pour t assez proche de 0,

t {7 My
1)  Ju | Mr o e,
t U—7r  uU—r
ce qui est le résultat annoncé.
Enfin, par définition de x et 3, ona at < f(t) < Bt pow tout ¢t > 0. 4

Une fonction réglée est une fonction qui a en tout point une limite .
& gauche et ¢ droite. Dans l'exercice suivant, on démontre qu'une telle
fonction n'a pas trop de discontinuités. Indiquons que la solution fait
appel & lo propriété de Borel-Lebesgue.

4.5. Points de discontinuité d'une fonction régiée

Soit § : B — R une fonction réglée, c’est-a-dire possédant en
tout point une limite & droite et une limite 4 gauche. Montrer que
I’ensemble des points de discontinuité de f est au plus dénombrable.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Nous noterons, pour tout @ € R, ¢(a) la limite de f & droite en a
et ¥(a) la limite & gauche de f en a. Nous commencgons par démontrer
le résultat sur un intervalle compact 1. Cela suffira car R peut s'écrire
comme une réunion dénombrable de segments.

La fonction [ est discontinue en a st @(a) # f(a) ow ¢(a) £ f(a)
Pour tout € > 0, considérons

D, = {z €I, lp(x) — £(2)| > £ ou (x) - f(x)| = e}

Pour tout a €1, il existe 7 > 0 tel que

Vs € Jo,atal, 1 (@) -e(@)] < 5 et Vo €la=nal, /() -(a)| <

ol oy

Si on prend z et &’ dans Ja, 6+ 75|, on a done |f(x) — f(z')] < 235 On en

déduit, en faisant tendre o’ vers x par valeurs supérieures ou inférieures
que, pour tout & € |a,a -+ 1),

lp(@) = (@) <5 et [ple) - fl@)l < 5
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On peut faire exactement le méme raisonnement sur |a—n, a| et on trouve
linalement, en posant I, =]a —»,a+ 1] que, pour tout z € I, \ {a}, on a

2e

3

On en déduit que a est le seul point de I, qui peut appartenir 8 D..
Pour tout a € I, on peut trouver un tel intervalle I,. Les intervalles

ouverts I, (pour a variant dans I) recouvrent manifestement I. D’aprés
le théoréme de Borel-Lebesgue, I est recouvert par un nombre fini de

@)~ F@] <5 et [p(e)— f(2)] <

k

tels intervalles. Soit a1,as,...,ar tels que I C U I,,. Draprés ce qui
i=1

précéde D, contient au plus aq, az, . .., ag. Il est done fini, En particulier,

pour tout » € N* D. est fini. Or il est clair que l'ensemble des

points de discontinuité de f sur I est égal a U D1, On en déduit
neN*
que cet ensemble est an plus dénombrable, car réunion d'une famille

dénombrable d’ensembles finis.

Passons maintenant & ’ensemble des points de discontinuité de § sur
R. Notons D cet ensemble et, pour tout n € N*, D, 'ensemble des points
de discontinuité de f sur [—n, n]. 1l résulte de ce qui précéde que chaque
D,, est au plus dénombrable. On en déduit que D, qui est une réunion
dénombrable d’ensermbles au plus dénombrables, est également au plus
dénombrable, ce qui est le résultat que nous voulions démontrer. <

Le lecteur pourra montrer qu’une fonction réglée sur un segment [a, b]
est limite uniforme sur [a,b] d'une suite (f,) de fonctions en escalier
(cela apparaft pratiguement dons lo solution ci-dessus). Cela donne un
autre éclairage du résultat de Uexercice : comme une fonction en escalier
n'a qu'un nombre fini de points de discontinuité, il emiste un ensemble
dénombrable 1 tel gue toutes les fonctions f, soient continues sur
Uensemble [a,b] \ D. Le théoréme de continuité des limites uniformes
montre gue f est continue sur [a,b)\ D.

Cela permet aussi de construire trés facilement la théorie de Uinté-
grale pour les fonctions réglées. On montre gue st (f,) est une suite de
fonctions en escalier qui converge uniformément vers f sur [a,b|, alors

la suite des intégrales L fr est une suite de Cauchy donc converge. On
prouve alors que sa limite ne dépend pas de la suite (fn) choisie, mais

b
seulement de f et par définition on dit qu’il s’agit de fa f.

Une fonction monotone est bien entendu réglée d’aprés le théoréme
des limites monotones. Dans ['énoncé suivant on montre que nimporte
guel ensemble dénombrable est Uensemble des points de discontinuité
d’'une telle fonction.
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4.6. Discontinuités d’une fonction monotone

Soit A une partie dénombrable de R. Montrer existence d’une
fonction f : R ~—— R, monotone, dont A cst Pensemnble des points
de discontinuite.

(Ecole polytechnique)

> Solution,
Soit n — a, une bijection de M* sur A. Pour tout n € N”, notons
] L 0 si o< ay .
fn la fonetion définic par fr(2) = ¢ 1 . La fonction f, ost
= 51 I
croissante et continue en tout point de R distinct de a,. Posons pour

tout réel z, f(z) = i: Fulx).

On a pour tout n & N* et tout réel o, | f.(x)] < L,, done la série de
ne

H
fonetions 3 f, converge normalement et f est définic sur . Chacunc
des fonctions f,, est croissante donc f est croissante,

Soit rg & B\ A. Montrans que f est continne en »g. Soit £ > 0 el
+oc 1
NeNtelque », - e Ona,pourtout x € R,
n=N41 n

|f(z) — flzo)| < Z | fulz) = fulza)| + 26

n=1

Soit @ = HliI}N [ro—anl > 0, Si|z—x0| < @ le segment [rq, 1] ne contient,

lgng
aucun point a, pour 1 £ n < N, donc les fonctions f,... fn sont
congtantes sur [xg, z]. On a donc, pour |2 —xa| < «, |[f(7) — f(za)] < 26
La fonction f est continue cn xg.
Soit xp € A, xg = a;. Montrons que f n’cst pas continue en zg. On
définit € et N comme dans le premier cas, en supposant de plus N = &,
Par inégalité triangulaire, on a, pour tout réel x,

N
|f(@) = flzo)l 2 | > falz) — fulwo)

n=1

x] ne

Soit « = min_|a, — xgl
gnu N

N3tk
conticnt aucun &, avec 1 < n < N et k # n. On a done pour |z — o] < a,

\fla) = flzo)| 2 | fele) — fu(zo)| =20 Ona fi(rg) = filag) = 0 et pour

% > o, fr(z) = - On en déduit que, pour gy < £ < Ty 4 x, on A

k2

. 1
|F ()= flzo)| = w3 2 En choisissant € < 2: . on voit que f(x)—f(xzg)
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ne tend pas vers () quand 2 tend vers g : la fonction f n'est pas continue
en xg. L'ensemble des points de discontimmité de f ost A, <

La caractérisation séquentielle de la continuité en un point affirme
qu’une fonction f est continue en a st et seulement st pour toute suite
on, qui converge vers a, la suite f(xn) converge vers f(a). Quelle notion
de continuité obtient-on en remplagant la convergence des suites par la
convergence en moyenne ¥ (est ce gu’étudic exercice suivant.

4.7. Continuité au sens de Cesaro

On dit que f: R — R est continue au sens de Cesdro cn «a si
polr toute suite (z,) & BY on a

£ a4 e &£ @£ Mt e N

R N 2 n_}a’:>f( 1)+ flae)+ -+ f( n)_?f(a).
T n

Déterminer les fonctions continues au sens de Cesaro sur R.

(Ecole polytechnique)

= Solution.

Soit f : R — I une fonction continue au sens de Cesaro sur R. Quitte
A retrancher & f la constante f(0} on peut supposer que f(() = 0.
Soit z, 7 deux réels. Considérons la suite (uy, ) qui prend alternativement
les valeurs @ et ¥ @ ugp = @ ot Usppy = ¥ pour tout p & N, Il est
T+ Yy

aisé de voir que (uy,) converge en moyenne vers et de méme que

i )2 f ) _ S0 S0

. Grace & 'hypothése, on a done
00 T

f(wﬂf) S+ Fly)
2 2
el cela vaut pour tout couple (x,y) € B2, En prenant y = 0 on a done

f(g) = %m) pour tout réel x. Par suite f est additive, ¢’est-a-dire

vérifie f(x +4) = f(z) + f(y) pour tout couple (x,y}. Il est classique
d’en déduire que f est Q-lindaire. On a done f{r) = f{1)r pour tout
rationnel r. Si x est un réel quelcongue on peut trouver une suite de
rationnels (r.)nz1 qui converge vers . Par le théoréme de Cesaro cette
suite converge aussi vers & et moycnnc ¢t on a donc

f(r)=lim for) e 4 Jm) lim_f(1)

T—s4 00 T =400 T

Attt F(1)a.

On cen déduit que [ est linéaire. Par conséquent on a montré qu'une
fonction continie au sens de Cesaro sur R est nécessairement une founction
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affine. Réciproquement, il est clair que toutes les fonctions affines sonl
continues au sens de Cesiro sur R. <

Les excrcices qui suivent concernent les propriétés globales des fone-
tinns conttnues. Dans les premiers enonceés inferviennent deux propriétés
topologiques fondamentales des fonctions continues, a4 savoir le fait gue
'image par une fonction continue d’un compact est un compnct { Wegers-
trass énonce notamment en 1861 gu’une fonction continue sur un seg-
ment et 4 waleurs réelles est bornée el ndmet un mazimum et yn mi-
ninun) el le théoréme des valeurs intermédiaires. Ce dernier résultal
fut longtemps considéré comme une évidence, Fuler et Gauss Dutilisant
sans plus de justifications. C'est Bolzano qui entreprit d’en donner une
preuve en 1817,

Les trois questions de Uénoncé suivant sont indépendantes.

4.8. Existence d’un point fixe

1. Secit I un segment de Ret f: 1 — B une fonction continue.
Montrer que si f{I) CTonsi I C f(I), alors f admet un point fixe
dans L.

2. Soit f:[0,1] — [0, 1] une fonction croissante. Montrer que
admet un point fixe.

3. Soit f,g : [0,1] — [0.1] deux fonctions continnes vérifiant
fog=go [ Montrer qu'il existe x € [0, 1] tel que f{z) = g(z).

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. Posons I = [a,b] et g(x) = f(z) —z. Si f(T) CTLonagla) =0,
q{b} < O et, comme g est continue, le théoreme des valeurs intermédiaires
garantit Uexistence de x € [a, b] tel que g(z) = 0.

A A /

b b

Y




|.9. UN THEOREME DE PAUL LEVY (1934) 229

si maintenant T C f(1). il existe (o, 3) € 12 tel que f(a) = aet f(3) =b.
Alors g(a) € 0 et g(:7) 2 0 de sorte que g s’annule dans ce cas aussi.

2. Posons A = {& € [0,1], f(z} € z}. Clest une partie non vide
(1 € A) et minorée par 0. Soit o = inf A, On va montrer que f(a) = o,
Soit r € A Ona o < 2 done f(a) € f(z) < r par croissance de f. Il en
resulte que f(c) minore A done que f{a) € o, Toujours par croissance
de fona f(fla)) < flo). Ainsi, fla) € Aetonadonr a € f{a). Dol
[égalité.

3. Supposons par I'absurde que g — f ne s’annule pas et par exemple
qelle est strictement positive sur [0,1]. Continue, elle atteint son
minimum sur le compact [0, 1] et il existe donc £ > 0 tel que pour tout
+€10,1], g(z) — f(z) > &. On a alors pour tout ,

g (2) = glg()) = flo(x) + e =g(f(2) + €2 fz) + 2

puis, par une récurrence immédiate, g®{x) = f*(#) +ne pour tout n = 1
ol tout z & [0,1]. Clest impossible car, si z € [0,1], les suites (g™ () )n3zo0
ot (f™(#))nzo sont bornées, <

Le résultat suivant est aussi connu sous le nom de «Universal chord
ihearemy, Il montre que si le yraphe d’une fonction continue sur R admet
une corde de longueur 1, alors il admet des cordes de longuenr 1/n pour
tout entier noturel non nul n (une corde étant par définition un segment
hovizondal qui joint deux points du graphe). Ce résultat est optimal au
sens ot 88 A € 10, 1] n'est pas Uinverse d'un entier, il existe des fonctions
continues ayant une corde de longucur 1 mais pas de corde de longueur A.

4.9. Un théoréme de Paul Lévy (1934)

Soit B = {f € C%([0,1,R), f(0) = f(1)}. Si f € E, on pose
Alf)={oc Ry, 3zc01], f(z+0) = fla)}

1. Montrer que n A(f) est compact et que
fEE

(apu {i peN}C (AU,

feE
2. Montrer que pour tout f € E, il existe = > 0. tel que

[0,e] U {%, peE N*} C A(f).
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3. Montrer que ] A(f) = (0} U { P N*}
feE

(Ecole normale supérieure)

&> Solution.
1. L'ensernble A{f) peut se voir comme ['ensemble des [ongueurs cea
«cordesy horizontales du graphe de f. Par cxemnple, dans [e cas de ln

fonction f : x — sin 2z, on a visiblement A{f) = [0, %] U{1}:

A P Cordes

N

Il est clair que 0 € A{f) pour tout f € E et que A(f) € [0.1]. C'est.
donc une partie bornée de R. Montrons quc A(f) est fermé. Soit {a,,)
une suite de points de A{f) qui converge vers o. Pour chaque entier n,
il existe @, dans [0,1] tel que f{an +a,) = f(on). Comme [0,1] ext
compact, on peut extraire de {z,) unc sous-suite {z,,)) qui converge
vers up point 2 € {0. 1]. Par continuité de f, on a f{o + o) = flx) ¢l
o & A(f). Done A{f) est un compact de R. Comme U'intersection d’
famille de compacts est encore conpacte, ﬂ A{f) est un compact.

R

Soit p € N* et f dans E, Montrons que i = A(f). Considérons ponr

cela la fonction g defime sor [0,1 - i] par glz) = f( ) = flr).
p

» ) = f{1) — f(0} = 1}, la fonetim

7 g'annule nécessairemetit sur [O,l — —] (sinon elle garderait un signe
D

Comine g{0) + g(%}) ot 9(

.y . 1
coustant et la somrme précédente ue scrait pas nmulle). Done — € A{f) vl
P

on a bien {0} {l e N*} = ﬂ A(f).
P

f<E
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2. Soit f € E. Quitte & retrancher f(0) a f. on peut supposer que
O = f(1} = 0. Si f est de signe constant sur {0, 1], on voit gue
M) = [0,1) En effet, si o & [0,1], la fonetion f{r + a} — fir) prend
e et 1 — o des valeurs de signe opposé, done s'annule. Le méme
reisonnement montre que si I = [0, b] est un intervalle de [0.1] sur
lequel f garde un signe constant avec a < b et fia) = f(b) = 0, alors
10.b—a] C Alf) et e = h—a répond a la question. Un tel intervalle existe
necessairernent. Siofoest nulle, ¢’est clair. Sinon, clle prend par exemple
nue valeur sirictement positive et lensemble {0 € [0.1], flz) > 0}
eal. un ouvert non vide, Fn particulier, il existe « < 3 tel que le
weement [, 3] ¢st entidrement contenu dans cet ensemble. La partie
e [0,a, f() < 0} (resp. {& € [8.1], flz) < 0}) est nan vide
vl onajorée (resp. minorée). Sia (resp. b) désigne sa borue supérieure
(esp. sa borne inférieure), f reste strictement positive sur Ja, b, De
plus f{a) et f(B) soun nuls : en effel. @ et b sont adhérents aux parties
[ flez) > 0fet {z, f(z) € 0} et f est continue. Pour obtenir Uinterualle
L bl sur lequel [ oest strictement positive et flay = f(0) = 0, on
pouvatt égalenent considérer une composante connexe de ouvert non
mde {x € [0,1), f(z) > 0} (of. exercice 1.27 dans lequel cette notion cst
‘tudide).

3. La premiere question a montré unce des deux inclusions. Ponr
prowver la seconde, il suflit do montrer que si A € |0, 1] n'est pas Pinverse
d'un emtier, il existe une fonction f de E telle que A ¢ A([). Notons
# la partic cntiere de 1/A. On a nd < 1 < nd + A On commence
nav se donner f sur l'intervalle [0, A]. On choisit une fonction continue
nuelvonque vérifiang f(0} = 0, f(\ = 1/n ot f{1 —n)) = —-1. On
prolenge alors f a [0, 1] en imposant f(x+A) = flx) 4+ 1/n poor tout z.
Voicl un exemiple avec n = 2 ol on choisit f afline par morceaux.

~1

Par construction f n'a pas de corele de longueur A puisque [a dillérence
fle+ XYy = flx) vaul toujours 174 11 reste & virifier deux clioses. Tout
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d'abord le fait que f est bien contimme et enfin que f{1) = 0. Le premier
point provient du fait que les raccords aux points Ax ponr k£ = 0,1,....»
sont continus car f{\) = 1/n. Enfin, f{1} = f(L —nX + n\) =
fl-nAy+1=0. <«

Petite application protique de exercice - montrer gue, si un candidal
6 I’X effectue le 2000 m en 10 minutes. i existe un intervalle de temps
de 5 minules pendant lequel i parcourt 1000 m.

Il est naturel de se demander si la propriété des valeurs intermédiaires
caractérise les fonctions continues, Ce n'est pas le cas comme le montir
’ , L]
Vexemple de lo fonction f 12— sin = prolongée pur lo valeur O en 0,
s
Lmage d'ur intervalle 1 qui ne contient pas Q est un mtervalle (car f esl
continue sur 1) et Uimage d'un intervalle qui contient 0 et qut n’est poy
réduit & {0} est le segment [-1.1]. Pourtant f n'est pas continue en 0,
Dans Uénoncé suivant on ajoute wie fiypotheése permettant d’oblenir une
reCtproque.

4.10. Unpe réciproque au théoréme des valeurs intermédiaires

Soit f: R — R telle que, pour tout segment [a b} de K, f({a. b))
est un segment et telle que f~1{{r}) est fermé pour tout » € R.
Montrer que f est continue.

(Ecole normale supérieure)

&> Solution,

Soit ¢ € R. Considérons le segment K, = [a - Il,a + %] pour toul
n 2 1. Son image directe f(K,,) s’écrit {m, M,] avec 1, < f(a) < M,,.
On a f(K,41) € F(K,) pour tout » done par le théoréme des segiments
cmboités, YVintersection I = m FKu) = ﬂ (M, M,] est un segment.

izl (=3
[ M] qui contient en particnlier f(a).

Moutrons que 1 est en fait réduit a {f{a)}. Soit y € L. Pour tout n 2 1,
il existe alors a, € K, tel que f(a,) = y. La suite (g, }u1 converge vers
aeta, € f1({y}). Or, la partie f~1({y}) étant fermce, a est dans cette
partie, autrement dit f(a) —y. On a done I = {f(a)}.

Soit £ > 0. Il existe ng € N* tel que pour tout n 2 wnq, [mn, My| C
[f{e)—=<. f(a)+¢e]. Dans ces conditions, pour tout & € R avec |o—al € % ,
ona fir) € f(K,) = [mn,M,] et |f(x) — fla)] € = : la fonction f est
bien continue en a. <

Dans e contre-cxemple gue nous avons donné avant 'exercice on vofl
par exemple que Vensemble f=1({1}) »'est pas fermé.
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Si A et B sonl deur parties de B, un homéomorphisme f - A — B
cst wne bijection continue donl la réciprogue est également rontinne,
St Densemble de départ vst oun dntervalle 1, f 1 — R véalise un
homéomorphisine de 1 sur (1) dés lors que [ est continue ef strictement
monotone. Réciproguement, si f désigne un homéomorphisme défini
sur un intervalle 1, f est strictement monotone : en cffet, Vensemble
T ={(z,y) € 2, & <y} est convexe dans R? et en particulier conneze.

La fonction F, qui 4 (z.y) € T associe Flz,y) = ﬁﬂ)—:%@;), csf

coptinue et ne §'annule pas par injectivité de f. Le théoréme des valenrs
mtermédicires garantit alors gue F garde un signe constant, aulrernent
dit, que foest strictement monotone.

Il cst aisé de vérifier que Uensemble des homépmorphismes de B (ou
plus géndralement d’un intervatle quelcongue) est un groupe pour la
composition. L'erercice swivunt se propose d’en chercher les sous-groupes
Jinis.

4.11. Sous-groupes finis du groupe des homéomorphismes

Trouver les sous-gronpes finis du groupe des homéomorphismes
de R.
(Ecole normale supérieure)

r= Solution.

Soit G un tel sous-groupe b n son cardinal. $i f € Gona f* =1d
o vertu du théoréme de Lagrange. Si f est strictement croissante. alors
| est forcément lideutite. Bu effet, sl existe un réel @ tel que f(r) >
alors on &, par croissance de f, x = f*z) > N a) > flr) >
ce ogui est absurde. On voir de méme gqn'if ne peut exister de réel v tel
yne f{x) < x. Ainsi, hormis I'identité, toutes los fonotions de G sont des
homéomorphismes stricterent décroissants. Or, si f € G est strictemnent
décroissante, alors f2 st strictement croissante dowe vaut Uidentite. 1 en
découle que tous les éléments de G sont d'ovdre 2. De ménie si f et g sont
deux éléments strictement décroissants de G alors g e f est strictement
croissante et donc g = f T = f. On en doduit que G contient au plus
deux ¢léments.

Conclusion. La réciprogue tant inuncdiate, on pent conelure que les
sous-groupes finis dn groupe des honéomorphismes de R sout {Id} et
ics groupes & deux éléments {Id, f}, oit [ est mne involution stricternent
cdéeroissante.

Dans Vezercice suivant on démonbve gue deur homdomorphismes de
|00, 1] ayant pour unigues poinis fiees O et 1 sont conjuguds.
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4.12. Conjugaison de deux homéomorphismes

On note H le groupe des homéomorphismes de [0, 1] sur lui-
méme, C’est-d-dire des bijections continues de [0,1] sur [0, 1]. Soit
f et g denx éléments de H dont les seuls poiuts fixes sont 0 et 1.
Montrer qu'il existe h € Htel que foh=hog.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

e [in termes de théarie des groupes, I’énoncé demande de montrer que
f et g sout conjugués dans le groupe H. Les homdéomorphismes f et ¢
sont strictenent monotones et va les hypotheses. strictement croissants,
Comine 0 et 1 sant les seuls points fixes de f. on a soit f(z} > 2 pour
tout .+ € 10,3, soit f{&) < z pour tout & € )0,1{. Si on est dans l¢
second cas, on peut poser f(z) = 1 — f(1 — &) = (b~ o f o h)(x) avee
hrxr——1—2 On a alors

fay=1—fl-2)>1-(1-2)=x

pour tout » € J0, 1] et f est conjngné a f. Couune la conjugaison est une
relation d'équivalence, on peut done supposer que pour tout z € {0, 11,
flx) > xet g{o) >z
e 1
o Choisissons xg = yg = 5 € 10, 1] et posons, pour tout k € Z,
zr = fF(x0) et yr = ¢*(yo). Les hypothéses sur f et g montrent que les
suites (x4 )nez b (Yy )kez sont strictement croissantes ct vérifient

li)lllm re =0, kllf[ilrx, T =1, kEI_ﬂ% yr =, AEIEOC ye = 1.
Posons I = [2g, 2p11[, Ik = |y ¥k 1]+ f induit un homéomorphisine de
I sur lg41. et ¢ induit un homéomorphisme de Ji sur Jgy. Choisissons
maintenant un homéomorphisme quclconque (pat cxemple affine) hg :
[%0, ¥1[— [#o, 2] et posons, avec des notations un pen abusives, by, =
f¥ohgog™* til est clair que hy réalise un hornéomorphisme de J, dans
Ip. Soit k2 [0, 1] — [0, 1] définic par h(0) = 0, k(1) = L. et Aly) = e (y)
si ¥ € Y. Alors ke est un homéomorphisine strictement croissant de {0, 1)
dans Ini-méme ct, comme pour tout k € Z, foli, = fftlohog=F+og =
hixy1ogonabien foh=hog <

Liczervice sutvant dntroduit un outidl important dans DUétude des
homéamorphismes du cercle, e nombre de votation de Poincaré. Le lec-
teur se reportere aux commentalres qui suivent [exercice.
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4.13. Nombre de rotation de Poincaré (1885)

Soit f: R — R unc application continue croissante, telle que
pour tout z, f(x+1) = f(z) + 1. On veut prouver quc pour tout ,
_ &)

la suite wp(x) = == admet une limite finie [ judépendante de
(f™ désigne la n-icme itérée de f).

1. Soit (x,y) € R?. Montrer qu’il existe k € N tel que pour tout
ne N, |f*x) — F*{y)| < k. Que peut-on en déduire?

2. Montrer que pour tout (n,m) € N,

fn(o) + fm(o) 1< fn+m(0) < fn (U) + fm(O) +1.

3. En déduire que la suite (un{0))n o converge et vérifier que sa
limite ¢ appartieut a [f(0) - 1, f(0) + 1]. Conclure.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. Lentier k doit cotwvenir pour n = 0. Choisissons donc un entier &
tel que |y — 2| < k. Ona —k+z <y < k+o. En utilisant la croissance
de f et la 1-périodicité de # — f(£) — ¢ ot a

—k+ fla) = f(—k+z) < fly) < flk+2) = fz) + 4,

ot par une récurrence immédiate —k + f*(x) < f*(y) < f*(x) + k pour

A
S

tout entier naturel n. Il en résulte que
Jirm [ten(2) — wp(y)| = 0.

Par conséquent, il suffit de montrer que la suite (w, ()., .o converge
pour une valeur particulicre de x, par exemple 0.

2. Fixons un entier n, et notons e la partie entiere de f"(0). On
a donc a € f*(0) < a + 1. Comme la fonction f™ est croissante, on
obtient f™(a) < f*t™(0) < f™{a) + 1. Or, puisque a est un cntier,
f™(a) = f™(0) + «. On obtient donc

Un (1)~ un ()] et donc que

F™(0) + 170) = 1< f™(0) +a = [™a) < [P (0)
< FU0) a1 < FUO0) 4 F0) + L

3. En prenant m = n, on en déduit que
2fm(0) —1 < F2(0) € 2f7(0) + L.
Une récurrence facile montre que

mfH(0) — (m — 1} < £770) < mf™(0) + (m— 1),
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A o Py -1 1
En divisant par nm, on en déduit que [un,,(0) — w,(0}] < — g =
TLYIL e
fos . 1 .. o
Par symétrie on a aussi [unm ‘(] - um(()) < = et done, par inégalite
L

triangulaire, [t (0) — u,(0)] ; L —L I en résulte que la suite (u,(0))
I

cst une suite de Cauchy et done qu’elle converge. Comme on a, de plus,

[t {0} — 1w {0)] £ 1, on obtient en faisant tendre m vers Pinfing.

- fo) <1

La question 1 montre alors que u,(x) converge aussi vers £ pour toul
réel . <

Lorsque Uapplication f est strictement croissante elle indwit wn
homéomaorphisme weroissants f du cercle unité de C par

vh e R. f[r.fz”rg) = g2

Le qualificatif «croissants traduit le fail que f(x) tourne sur le corcle
dans le méme sens gue &. Par exemple, si on prend pour [ une trans-
latton t, - v — T + q, f est lo rotation d'angle 2na. Inveysement, towl
homéomorphisme vroissant du cercle peut étre obtenu de cette maniére o
partir d 'un homdomorphisme striclement croissant f ' R — B vérifiuni
flza +1) = flx) + 1 pour tout r. Celui-ev est d’willewrs unique 4
une constante entiére prés. Le lectear pourra prouver ce wthéoréme dr
relévements a tilve d'exercice,

La Hmite 1 obtenue dans Pezervice, prise modulo 1, est par définition
le nombre de rototion de Poincaré de Uhoméomarphisme f, introduit par
celui-c0 en 1885, Par exemple. le nombre de rotation de lo rotation [,
est égal o o (mod 1). Notons r(f) ce nombre. Le lecteur pourta montrer
que 'r(f:] =0 si et sculement si f admet un point five. et que 1(]) = 4
si et seulement si f admet un point périodique Ces deuz assertions so
vérifient immédiatement dans le cas des rotations.

Les prochains exercioes concernent quelques dquations fonctionnelles.
Il est bien connu que les seuls morphismes continus du groupe (&, +)
dans lui-mdéme sont les homothétics # +— ar. Comme ([K.+) esi
isomorphe et homéommphe a (RY, x) via le logarithme, on en déduil
directement que les morphivines continus de (R.+) dans (R}, %) sonl
les expouentielles (v v— a*, a > 0). que les morphismes continus de
(RL.x) dans (RY. <) sont les fonctions puissances (r — 7% o € B),
que les morphismes continus de {RY, %) dans (B.+) sont les fonclions
logarithmes (r+— log, () avec a > 0).

Il existe des morphismes discontinus de (R, +) dans lui-méme, mais
ds sont «indescriptiblesy (lewr existence résulte de Foxdome du choiz).
Deés quon vherche les marphismes qui ont une propriété raisonnable de
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plis (par evemple monotones ou bornés sur un roisinage de 0) on ne
troune plus que les homothétics. Cest la sftuetion de ['exercice suwivant,
qui 5 tutdresse aur morphismes qui ont le proprifté de respecter Dinverse.

4.14. Morphismes dn groupe ([, 4) respectant I'inverse

Que dire d'une application f de R dans B vérifiant f(1) = 1 ot

Viv,y) €R% fle+y) = flo)+ fly) et Vo c R", f(%) = }%?

On pourra commencer par démontrer que f est bornée sur un
1

voisinage de 0 i utibisant la fonetion z — x + —
Z

{Ecole normale supérieure)

r- Solution.

Comme f est un morphisme de (B, +) dans (K, +). on a classiquement
pour tont. 2 € R et toul » € §, firz) = rf{r) {c'est-a-dire gqne f est
2-Yinéaire). Redémantrons ce fait. Cest vral pour » € Z puisque [ est
i morphisme de groupes. Sir = g cQavecpeZetge N, ona

4l (rry = flars) = f(pz) = pft),

et donc f(re) = rf(e). En particulier, pour toul re @, fir) = rf(1) = .
On v essayer d'exploiter la seconde propriété vérifiée par f pour
prouver cute foest Uidenticé. quivnns I'indication de l'énoncé et considé-

rons i fonction @ ¢« o= 34+ =, Une rapide étude des varistions de ¢
montre que g(R*) =] — >, -2 ﬂ[ +0]. Par livpothése, on a pour tout

e RY,
oyl = (o4 1 )\ s (3)
’fm | = et > 2

o L sy
Conime tout y tel que |y| = 2 peut s'éerire y = & + ~onen déduit. que
pour tout y € R, -
Wl 2= 2 == {fly)l =2

En passant a Yinverse, on obtient pour 2 € R*,

o<y = |1 22— 1t = m
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Autrement dit, f est bornée sur Uintervalle |-1/2.1/2]. Cette informa-
tion va étre suffisante pour montrer que f est I'identité. Comme daus In
recherche des morphisimes continus, on utilise la densité de Q. Soit x un
récl quelconque, et (r, )nen+ une suite de rationnels telle que, pour toul

neN. |Jt—r,| £ o On a alors, pour tout n ¢ N7,
L

1, .. 1

- = r)— n)| = I =Tp)| = — —Tn < 5

17@) = ral = 1£(r) — £r)] = e =)l = ~|f (1l — 2] < 5

(car [n{z —ra)| <
en déduit que f(a) = &

Conclusion. Lapplication { cst Uidentité, <

1 s -
) et done |f{z) — x| € =. En passant a la limite, on
n

B =

Dans Dezercice suivant on se raméne aux morphismes continus dr
(R, +) dons lui-méme.

4.15. Une équation fonctionnelle (1)

Déterminer les applications continucs f R — R telles que pour

tont (x,y) € RY. f/2? +42) = f(o) fly)
(Ecale palytechnique)

> Solution,

e Analyse. La fonction nulle est visiblement solution. On se donne
donc dans la suite une solution f non nulle. On observe pour commencer
que [ est paire. En effet, si yo est un réel tel que f(yo) 7 0, on a I'égalité
f(z) = f(x/fﬂ;2 +13)

paire. On s 11’1t€‘i(:‘¢ﬁ€' done 4 la restriction de fa Ry
En prenant x =y = 0, on obtient f(0) = f(0)? et done f(0) € {0.1}.
5i f(0) = 0, la fonction f est nulle (prendre y = 0). On a done f(0} = 1.
On va montrer que f ne s’annule pas. Elle sera donc, par continuité,
strictement positive sur R. En prenant y = r dans I'équation vérifiée
par f, on obtient f(+/2.r) = f(z)? pour tout récl z. Il en résulte que si ¢

pout tout z et le second terme définit une fonction

. t . . t
est un zéro de f, alors —= aussi et. en itérant, — pour tout n € N.

V2 V2

. i e o
Comime la suite Nod tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini et comme

f est continue, on en déduit que f(0) = 0. Cela n’est. pas le cas, done il
n'existe pas de réel ¢ tel que f(f) =1

Si on pose glx) = 1 f(/2) pour © 2 0, la fonction ¢ est continye et
veérifie 'éguation fonctionnelle g{a? + 3%} = gla®) + ¢(y*), soit encore
G(X+Y) = g(X)+g(Y) pour X, Y 2 0. L en résulte que g est de la forme
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oz pour tout & = 0 puis pour tout

++— az. On en déduit que f(z) =€
£ réel par parité.
o Syniheése. 11 est évident, réciproquemnent, que tontes les fonections

2 . 5 rd
o — e gont solutions du probléme posé. <
Lequation fonctionnelle qui suit est nettement plus délicate 4 étudier.

4.16. Une équation fonctionnelle (2)

Trouver toutes les fonctions continues g - B — R telle que
glg{x)) = 2g(r) — r pour tout z.
(Ecole polytechnigue)

> Solution.

e Soit g unc fonction répondant ann probléme. Ou observe d’abord
que g est injective : si g(x) = g(¥), on a glg{z)) = 2¢{zx) — 7 =
dlglw)) = 20(y) — v, puis * = y. Comme elle est coutinue sur R,
elle est done stricternent monotone {(voir les propos précédant 'exercice
1.12). 81 g st strictement décroissaute, g o g est strictement croissante,
tais & —— 2g{x) — * est strictement décroissante, ce qui est absurde.
Donc g est strictement croissante sur R. D'aprés le théoreme des limites
monotones, elle admet en +oo {resp. —co) une limite (finic ou infinic).
Soit [ = E_lﬂir_]t'_loog(.r). Si [ est fini, g{g(x)) — 2g(x) tend vers g{l) — 21
ce qui est absurde car cette fonction vaut —z. Doiue zkl}rloo glz) = +o¢
ot de méme Tﬁmoo g{r) = —oco. Ainsi, g réalise un homéomorphismue
stricteinent croissant de R sur ni-méine.

e Si on considére la fonction h définie par h(z) = g(a) —z, hypothése
s'écrit : pour tout @, h{g(x)) = h( ). Omn en déduit que, pour tout 1 € Z,
h{g™(x)) = hix), soit g" T2} — g™{z) = h{x). Alusi, pour tout v € Z,

¢ x) =z + nh(x) et 9{7(;) tend vers h(r) lorsque n tend vers linfini.

Ly
¢ On va alors montrer que la limite de g quand a2 tend vers Uinfini

i
ne dépend pas de z, ce qui prouvera que la fonction b est constante et
done que g est une translation. On supposo b non nulle et on considére
a € R tel que kia) # 0. On traite le cas h(a) > 0, Vautre cas étant
similaire. La suite (¢™(a))nez ost croissante ot on a liril g"{a) = +oc
n—40oc
et lim g™a) = —no. Soit alors 2 un réel quelcongue. 1 existe un
n——00

unique entier p € Z tel que ¢"(a) < v < ¢ {a). Pour tout n, on a, par
croissance de g.
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g"tP{a) q"m _ gttt ey

n n 3
" "
. 3 x . a
Par encadrement, on obtient lim G — lm % ( ). Cela vaul
n—+0oo L n—4o0 n

pour tout iz, done h est constante.
Conclusion. La réciproque étant irmédiate, les translations sont les
seules solutions de I'égnation proposée. <

Lénoncéd suivunt est issu des Olymplades internationules de Matheé-
matiques de 1983, I ’agit d une équation foncfionnelle avec trés pum
d’ hypothéses sur la fonction,

4.17. Une équation fonctionnelle (3)

Détenuiner les applications f @ RY — R qui tendent vers 0 en
+0¢ et qui vérifient f{z f(y)) = yflx) pour tout {z,y) € )2
(Ecole polytechnlque)

> Solution.

o Analyse. Soit f une solution. En prenant y = x, on a pour toul
x € RY, flef(z)) = zf{z). Antrement dit, xf(x] est un point fixa
de f. Examinons ce gqu'on peut dire de Penscuble des points fixes o
f. Soit y > 0 tel que f(y) = y. On a alors, pouwr tout z € R,
flzy) = yfx). Supposons y # 1. Comme on a également, pour towl,

e R f( y ) = Jf( ), soil f( ) f( iG] , on pent supposer y > |,

On déduil de la relatlon précédr:ntc quc, pour @ > betn €N ona

flzy™) = 3" f(z). On fait tendre » vers +o0o. Onoobtient lim  y" = 400
— 400

et 1i1_|1_1 f(zy™ = 0. par hypothése. On en déduit que fiz) =0, ce qui
N—42C

est contraire & 'hypothése. On a done nécessairemont y = 1. Le seul poinl
fixe de f est 1. On en déduit que, pour tout & € R, on a rf(x) = I,

o or ]
soit, fla)= =.
i 1
e Synthése. On vérific aiséuient que la fonction & —— p est solutiow

du probléme. <

Les dewr erercices gqui suivent concernent lo recherche de racines
carrées ait sens de la composilion,
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4.18. Une équation fonctionnelle (4)

Soit a, b deux réels avec a # 0 et a # 1. Déterminer les fonctions
f:R — R de classe C! telles que f(f(z)) = az + b pour tout .
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

o Anolyse. Soit f une solution de I'équation. Comme « est non mml,
la fonction affine v : & +— er + b est bijective et il en est done de méme
de f. Comune f est continue, elle est donc strictement monotone sur R,
Par conséquent, f o f est strictement croissante de sorte qu’on doit aveir
a > 0:1 o’y a pas de solution si a est négatif. Appliquons la refation
en fx) pour x € R 1l vient flax +b) = af{x) + b pour tout z. En
dérivant cette identité on en déduit que f'{ax + &) = f'(x) pour tous
£. On va itérer cela. Supposons ’abord 0 < a < 1. Soit + € R fixé et
(u,) la suite arithmético-géométrique définie par ug = x et la velation de
YECUTTENce Un41 = 8, + b. D'apres ce qui précede on a f{z) = f'(u,)
pour tout entier «i. Or la suite (u,) converge vers l'unigue point fixe

de p:z — ax + b a4 savolr w = - Comme f' est continue on a
—a

') = f'(w) et comme cela vaut pour tout x, f est constante. Il en
découle que f est afline. On a le méme résultat dans le cas ot a > 1 en
remplagant ¢ par ¢ 1 (comme f' oy = f on a aussi fow ! = f).

e Synthése. Si on pose f(z} = ox -+ dona f(f(x)) =a’r +ab + 3
Pour o > 0 on a done deux solutions obteuues en prenant o = x/a et

a_ D . .
3= P (on a o # —1 puisque a # 1). <

On notera que pour l'identité on wurait une infinité de solutions,

4.19. Une équation fonctionnelle (5)

Déterminer les fonctions continues f : R s R telles que l'on
ait f(f{x)) = e* pour tout z.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

e Analyse. Soit f une solution. La fonction exp étant injective, il en
est de méme de f. Celle-ci étant de plus continue, elle est stricternent
monotone. Ainsi f réalise une bijection de R sur un intervalle ouvert I
On a par hypothese (f o f)(R) = R} et done f{I) = R%. On en déduit
que Ry C L Ainsi I'une des bornes de I est +oc et comme f{I) # R
(car sinon (f o f)(R} = R), il existe o € R* tel que T =]a, +o[. On
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a donc 400 = Em foulim f. Comme f(I) = R}, on a nécessairement
[=o] —
+oo = lim f, ce qui implique que f est stricternent croissante et quo
ENL)

1_12 f =a. On a ensuite
0 —limexp ~lim fo f = f(a) et £(0) = (fof)(a) ="

On définit la suite d'intervalles (1,,) par Iy = |-oc, a] et pour tout n € N,
Invr = f(Ix). On a alors I} = |a,0], Is = |0,e%] et, pour tout n € N,
Lo = exp(l,). Soit (@) et (b,) les suites déﬁnies pat agp = a, by = 1)
et pour tout n € N, a, 11 = €™ et b, = e’ Elles sont strictement,
croissantes et vérifient a,, < b, < a,,1 pour tout 7 € N (ecla résulte de
anp < bg <a1). Pourtoutn € N, on a

Iong1 = exp™(Ja, 0]) —]an: by ]
Lnts = exp”(l2) = exp™{|0, €”]) = Jbn, @5 11].

On constate que R est la réunion disjointe des intervalles I,. Montrons
que f est déterminée par sa restriction & Iy. Notons f, la restriction de
la fonction f & L,. Elle réalisc une bijection de I, sur I, 1. Soit & € I,
ety = f,'(x) €L,. On a

Fca () = (F0 P)(y) = ¥ =P ).

Ainsi 4 s’exprime en fonction de f, et donc f est déterminée par la
donnée de fp.

* Synthése, Montrons que toutes les fonctions de cette forme convien-
nent. Soit @ un réel strictement négatif, (a,) et (b,) les suites définies
comme précédemment. On pose Iy = |00, 4a], I, = ]Ja, 0] et, pour tout
n € N, Inte = exp(ly,). On alors, pour tout n € N, Isny1 = lag, by et
Ispis = by, anya] et R est la réunion disjointe des intervalles I,,. Soit
fo une bijection continue croissante quelconque de Iy sur I;. On définit
par récurrence sur 72 une bijection croissante f,, de I, sur I, |; en posant
fnpt = expof, bt Si fu cst une bijection de I, sur L, 1, f* est une
bijection de 1,41 sur I, et exp une bijection de I, sur I, 2, donc fri1
est une bijection de L, 1 sur L, 2. On appelle f la fonction de R dans
R dont la restriction & chaque intervalle L, est f,. La fonction f est unc
bijection croissante de K sur U L, = la, +o0[. Par construction, on a

EN*
pour tout x & I,

(f O.}L)("L) = f'n+1 (fn(.L)) =€

Reste & vérifier la continuité de f. Par construction elle est continue sur
chaque intervalle I,. Il reste a vérifier pour tout n € N*, la continuité i
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droite en la borne inférieure de U'intervalle 1,,. Comme pour tout nn € N,
fopr =expof, L, il suffit de le vérifier pour Iy, c’est-dire de démontrer
Ia continuité de f en a & droite. Pour = € Ty, on a f(z) = exp(f5 1(2)).
Comme fy est une bijection de | — 00, a] sur ]a,0], on a lim Jfo= —o0 et
donc lim f = limexp = 0 = f(a).
a+ - 00

Les solutions du probléme sont donc toutes les fonctions ainsi

construites, a < 0 et fi étant quelconques. <

4.20. Une équation fonctionnelle (6)

Soient a, b, ¢ des réels strictement positifs deux & deux distincts.
Trouver les fonctions f: R — R de classe C* telles que pour tout z,

Flax) + f(bz) + flex) =0.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

On va montrer qu'il n'y a que la fonction nulle. On peut supposer sans
perte de généralité que 0 < @ < b < . Soit [ une solution et n € N. En
dérivant n fois I'égalité, on obtient, pour tout réel z,

o f™ (@) + 0" O (br) + " F ™ (ex) = 0.

P &r
Cela peut s'écrire, en remplagant x par —,
[

oy (n)(@)_f (n) (?E)
Ve e R, fU(x) c”f . c“f -]

T e

Choisissons n tel que i— + %: < 1. C’est possible car C:— + E— tend

vers 0. Soit o > 0 et My, le maximum de ™) sur Vintervalle [—a, a] On

a, pour tout x € [—a,al,

5y ar ) a® "
(Dl el ()]« (G + &)

car % et ?c— sont dans [—c, . On en déduit que M, € (Z_ + fl,) M,

™ b?’!-

et donc M, = 0, puisque 2 + 2 < 1. Ainsi la fonction £ est nulle
[eid

FARIE

sur [—a, @] et comme ceci est, vrai pour tout & > 0, ¢’est la fonction nulle.
On en déduit que f est une fonction polynomiale de degré inférieur ou

—
bgalean — 1.Si f = 3 apz®, on obtient, pour tout réel z,
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n—1

flaz) + fbx) + flex) = Z ar(a® + b 4+ cF)zf = 0.
k=0
Comme a® + b* + cF

done f=0. <

> 0 pour tout k, on a ar = 0 pour tout % et

4.21. Valeurs propres d’un opérateur

1. Trouver toutes les fonctions continues f : [0,1] — R telles

que f(z) = Oo f( 2 pour tout x € {0,1].

n~1
. . . +o0 f(a:”)
2. Meéme question avec la condition f(z) = 3 o pour tout
n=1

xre(0,1].
3. Pour 0 < ¢ < 1, déterminer toutes les fonctions Continue&-

£ 100,1] = R telles que, pour tout z € [0,1], f(z) = ¢ E f{$ ).
=1

Traiter également le cas ¢ = 2.
(Ecole normale supérieure, école polytechnique)

> Solution.

1. Soit f continue sur {0,1] vérifiant f{z) =

x € [0,1]. Comme [0, 1] est compact, f est bornée et on a pour0 <z g1,

Z H sl 1 l/guf“m = 5l flle-

11 en résulte que ||fllo < %Hf”oo et donc ||fllcc = 0. La fonction f est
nulle.

2. La démarche précédente ne donne rien ici car la somme de la série

400

géométrique E ﬁlg est égale & 1. I1 en résulte que toutes les fonetions
constantes convlennent On peut aussi noter que 'ensemble des solutions
est un espace vectoriel. Soit f une solution. Quitte & lui retrancher la
constante f(0), on peut supposer que f(0) = 0.

Soit ¢ € ]0,1[. Comme f est continue sur le compact [0,a], il existe

b < [0, a} tel que _f( )= IIlde Par hypothese f{(b) = OO f(b*‘) . Comme
1

pour tout n > b" b < a,ona f(b") < f(b) par déﬁmtmn de b.
On a donc
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) _
fiby < X:jl S =

ct 'inégalité serait stricte 8’il existait un entier n tel que f(B™) < f(b).

On a done pour tout n € N, f(b") = f(b). Comme 0 < b < 1, la suite

(b™) converge vers 0 et lirf F(b™) = f(0) = 0, puisque f est continue.
n—4+o00

Ainsi pour tout = € [0, ¢], f(x) € 0. Comme «a a été choisi arbitrairement
dans [0,1], f(z) €0 pour 0 <z < 1 et par continuité, f < 0 sur [0,1].
Si f est solution, —f est aussi solution, donc on a aussi —f < 0 et
finalement f est nulle.
Conclusion. Les solutions du probléme sont les fonctions constantes.
3. En majorant comme dans la question 1, on a || f|loo € €|l filoc, €t sl
0 < ¢ < 1, cela impose || fl|loc = 0 et f est nulle. Supposons maintenant
¢ =2. On a, aprds simplification, pour tout x € [0, 1]

+00 7
0= 22 J;( 1), clest-a-dire f{a?) = Z 2n 2
On obtient en particulier
S o (U | ) PR N o (C B (O]
foprd n—2 2 = -2 9

et done f(0) = f(1) = 0. Notons pour 0 € z < 1, M(z) = max |_f(t |.
Onapour 0t <z,

T M3
1) < 3 5 = M)
n=3
car sin 2 3, t" < 2" < 23, Il g'ensuit que M{z?) < M(z*). Mais M({z*)

est mfeneur a M(w ), puisque 2 € 2. Onen déduit que M(z?) = M(z?)
Il en résuite que pour 0 <z < tet m 2 1,

M(z) = M(wS/E) = M(m(gﬂ)z) == M(m(3/2)n).

Montrons que M est continue en 0. On a M(0) = 0 = f{0). Soit £ > 0.
Tl existe 17 > 0 tel que pour 0 < < 7, | f(2)| < € puisque f est continue
en 0. 1l g’ensuit que pour 0 < = < 7, [M(z)| < . D’on la continuité de
M en 0.

Comme pour 0 < z < 1, la suite (#0327 converge vers 0, on a
M(z) = M(z3/2") S M(0) = 0. Ainsi M est nulle sur [0,1], et f
aussi.

Conclusion. La seule solution est la fonction nulle. <
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Les deuxr énoncés qui suivent concernent la continusté uniforme, no
tion qui émerge dans les travauzr de Dirichlet (1854) et Welerstross
(1861). Clest Heine gui, en 1870, en donne lo définition que Uon connauil.,
Le céléhre théoréme qui porte son nom affirme qu’une fonefion continae
sur un compact est automatiguement uriformément continue. Le pre
mier exercice, trés classigue, montre qu'une application uniformément
continue sur R est un O(r) en too.

4.22. Domination d'une fonction nniformément continue

Soit f : R — R uniformément continue sur R. Montrer qu'il
existe a et b > 0 tels que pour tout z € R, [f(z)] < a|z| +b. La
réciproque cst-elle vraje?

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Puisque f cst nniformément continue sur R, il existe n > 0 tel que i
| —y| < 7 alors [ f(x) — fy)] < 1. On en déduit que pour x € [0. 7] on
a [flx)] < [f(0) + 1, puis que pour « € [7,27], [f{)] € [fipf+1 <€
|F{0}] + 2. Une récurrence inmédiate montre que pour tout € N on o
|fla)] < [F(0)| +n+1 sar Uintervalle [nn, (n 4+ 1)7. Sur cet intervalle ou
peut. majorer n. par E Omn a done prouvé que pour tout v > 0,

[FGr)

U] +1+ 5

La figure suivante représente Je graphe de |f| et les majorations ef-
fectuées.

1
y— _x+ |[f0)+1
7

[F0) +3
|F(0}] + 2
IF+1

LAY

Y

[} 7] 2n 3'r)
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On peut faire un travail analogue sur B, Sur Pintervalle [, 0] on
a aussi [f(r)] < |F(0)] + 1, et par récurrence on montre gue pour toul
w2z 1, ona lf(x)] <]+ n sur Vintervalle [—ng, (—n + 1)y]. Comme
| |

pour & € [—nn, (—n+ ], on an < + 1. il en résulte que pour tout

£

:
i$\

[fl) < SO +1+ —

On a donc obtenu une majoration de la forme souhaitée.

Bicn cntendu, la réciproque est fausse. Par exemple la fonction hornée
+ — sin{z?) nest pas uniformément continue : cn cffet, lorsqu'nne
[onction f cst uniformément contime sur un intervalle 1, pour toutes
suites (Tnlnew ot (Yn)new de I telle que nli_{%c:c” —yn = 0, on a

hm flan)y— flyn) =0, En prenant o, = v2m et y, = /270 + % on

obtmnt que T +— sin(z?) ne peut étre unifortnément continue. <

4.23. Lemme de Croft

Soit f: Ry — R telle que pour tout @ > 0. la suile f{na) tend
vers 0,
1. Montrer que si f est uniformément continue, oo a

lim fa) =0

L4 00
2. Donner un exemple ol f ne tend pas vers 0 en +o0.
(Ecole polytechnigue)

> Solution.

1. L’hypothése signific que f tend vers 0 selon toute suite arithmne-
tique de la forme (na), 0. Lorsque la fonction est uniformément conti-
nue, on pentt facilement contrdler son comportement entre deux termes
conséoutifs de la suite. Plus préciséinent, soit £ > 0. [a continuité uni-
forme de f permel de choisir 7 > 0 tel que |[f{x) — f(y)| < ¢ lorsque
lx —y| < n. La suite (f(nn) Jnzo tend vers O par hypothe.su. Fixons N tel
que |f(nn)| < e pour n ; N. 81 z est un réel supérienr a Ny, il existc un
entier n = N tel que i s | f ()~ Flnn)| € e de sorte
que |f(x)| € 2e. Cela prouve quc f tend vers 0 en +oo.

2. L’exemple qui suil nous a été proposé par Danicl Kitachewsky,
alors éléve en classe de Matlhématiques Supérieures. On pose f(n™) — 1
pour tout 1 € N ot f(z) = 0 sinon. La fonction f ne tend pas vers 0
on +00, Mais pour tout 2 > 0 la suile f(nz) tend vers 0 ¢ar elle prend
au plus une valeur non nulle : en cffet, ¢'il v on avail denx distinctes, it
oxisterait 0 < & < L et n < m des entiers tels que #™ = kz el 77 — Iz,
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Dans ces conditions, le rationnel £ seralt égal & 7™7™, ce qui est excln
puisque 7 est transcendant. <

Le fait que m est transcendant constitue le théoréme de Lindenann
établi en 1882 : le nombre m n'est pas racine d’un polyndme non nul
coefficients entiers.

Le résultat de lo premidie question reste wrai si la fonction | esl
seulement supposde continue. La démonstration utilise le théoréme dr
Buaire et est un peu plus délicate : on la trouvera deans le chapiire topologir
du troisiéme tome d’analyse.

Les exercices suivants sont consacrés & lo dérivabilité. Le dévelop-
pement des méthodes infinitésimales s'accéléra au XvVII® siécle aver
les problemes de colcul de vitesse instantan€e, de direction de ton-
gentes. de minima et marimo, de longueur de trajectoire... Dans cr
domaine, nous devons beaucoup 4 Pascal, ¢ Fermat qui wtilisait lo no-
tion d’infiniment petit, ¢ Descartes qui critiquait déja ce lungoge (ln
polémigue ne s'éteindra viaiment gqu'an début du XIX® siécle). Main
c'est Newton (1642-1727) et Leibniz (1646-1716) qui, par lewr travaws,
contribuerent 4 donner de solides fondements d ceite nouvelle branche
des mathématigues. Reprenant au début les infiniment petits. Newton,
s'en éloigna dans son exposé de la méthode dites des «fluxionss «of
enfin, dans Quadratura curvarum (1704), i donnae uwne version triy
proche de lactuelle définition de lo dérivée, comme limite du rapport
Flr+h) - f(z)

h
formalisme moderne (avec les notations dx, %, f ), introduisit les
dérivées d’ovdre supérieur et donna bon nombre de régles de dérivation
des quantités composées par sommes, produits...

. De maniére indépendante, Leibniz eréa une partie du

1.24. Ktude d’un taux d’accroissement

Soit f : R — R continue en 0. Déterminer une condition

; . 2z) — -
nécessaire et suffisante pour que &E)Tf@ admette une limite
en 0.

( Ecole polytechnique)

> Solution. .
e La quantité F22) = 1) oot le taux dPaceroissement de f entre z et

%
2z. 1l est facile de 'estimer lorsque la fonction f est dérivable en 0. En

effet, on peut alors écrire f(z) = f(0) + f'(0)z + o(z). Il en résulte que
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F(2z) = F(0) + 2 (®x + o(x) et le rapport @;ﬂl = f{0) + o(1)
lend done vers f/{0}.

admet

f2x) — f(x)
WL

nne limite @ en 0, alors f est dérivable en 0 avec f'(0) = a. Quitte &
vousidérer la fonction g(z) = f(x) — ax, on peut supposer que a = 0.

f(22) — f(=)
On a pour tont entier n = 1,

o-1(2)-5 (1)~ () - £ 3(5)

s On va mentrer réciproquement yue. si le rapport

Posons ¢(r) = prolongée par continuité en § par £(0) = 0.

Comme f ( 3 ) tend vers f(0) par continuité de f en 0, on & en faisant
tendre n vers linfini
400 s Ry
. . £(x/2%)
o)~ 510y = 2y L

h=1

Tia)

Prenons a > O tel que & soit bornée sur [—a, a] {(un tel intervalle existe
puisdue £ tend vers ¢ en ). La série définissant = converge normaletnent

f(@) - F(0)

T
(0} = 0 gquand r tend vers 0, 7.e. f est dérivable en 0 avee f/(0) = 0. <

sur [ex, —|, de sorte que 7 est continue en (1. Ainsi, tend vers

Lo notion de dérivabilité préte a plusieurs généralisations. Pour définir
lo pseundo-dérivée dans Uegercice suivent, von utilise une erpression
symetrique par rapport au point considére.

4.25. Pseudo-dérivée

Soit I un intervalle ouvert non vide de Ret f:1 — R continuﬂ
sur [, et telle que

= . fleR)— flr—h)
x} = lim ———————"————
fla h0 2h
existe pour tont ¢ € 1 (nous dirons que f est pseudo-dérivable sur 1).
Montrer que si f > 0, alors f est croissante (on pourra d'abord
supposer f = o > 0).

(Ecole polytechnique)
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> Solution.

o Supposons f 2 a avec a > 0, Raisonnons par 'absurde et SUPPOSOUH
que f ne soit pas croissante. Dans ces conditions, il existe a < b el
que f{a} > f(b). On va essayer de trouver un point ¢ dans Uintervalio
Ja, b pour lequel il existe des yaleurs de h > 0 aussi petites que I'on
souhaite telles que f{c — A} = flc+ h). Pour une telle valenr & le taux
Jfle+h) — fla—R)
7 2h .
4 la limite fonrnira une contradiction avec le fait que f{c) > 0.

Choisissons [ € 1f(B). f(a)| ¢t cansidérons E = {z € [a,b]. f{z) >}
Comme f est continue, E est un ouvert (relatif) de [a, B} qui contient o,
1l existe donec 53 > 0 tel que [g,a + 5] < E.

d’accroissciments

cst négatif ou nul ce qui cn passant.

fla)

| 0
VAV

f(b)

a c b

Posons ¢ = supE. On a ¢ < ¢ < b, la deuxieme indgalité siricte
étant justifiée par le fait que si ¢ était égal & b, f{b) serait par continuifl¢
supérieur ou égal & {. Par construetion, on a f(x) <1 pour tont z € |c, b|.
On va maintenant montrer qu'a gauche de ¢ il y a des points & aussi
proches de ¢ que I'om veut tels gue f{z) > I {autrement dit des paints
de E). Comme E est ouvert, ¢ ¢ B et comme ¢ = sup E, ¢ cst nn point,
d'accumulation de B : il existe done une suite de réels strictement positifs
(M )nen, tendant vers 0, telle que ¢—hy, € E pour tont 7 € M. On obtiem,
alors la contradiction annoncée plus haut. Pour tout n, on a

Fle+hy) — fle —hy) o [-1
20, = %k,

Jlet ) — fle—ha)
2h,,
pothése. Ou conclut done que si f 2 a > 0, f est croissante,

» Supposons maintenant f > 0. Cousidérons pour tout o > 0. la
fonction g, w € I fz) 4 ax. 11 est clair que gq est psendo-dérivable
et que pour tout « € I, () = f(x)—;—a > a > 0. Daprés ce qui précéde,
o, osl croissante et done pour @ < ¢ dans I, on a g, {2) € ga(y), ce qui

ct donc f (¢) = n]im < 0, ce qui contredit I'hy-
L
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s'éerit fz) 4 o < flz) + ay. Siz,y sont fixés, cette inégalité cst vraie
pour tout a > 0. En faisant tendre o vers 0, on obtient f{x) < f(y).
Done f est bien croissante. <

Il est clair gu'une fonction dérivable en un point est aussi pseudo-
dérivable en ce point. La réciproque est fausse, la fonclion n'étant méme
pas nécessairement continue. Par exemple, la fonetion [ qui est nulle
partout, sauf en O o0 elle vout 1, nest pas continue en 0, mais elle est
pseudo-derivable aver f (0) = 0. Méme si on rujoute une hypothése de
continuité, une fonction peut étre pseudo-dérivable sans étre dérivable :
’est par exemple le cas de 2 — |z| en 0.

Dire que f est une fonction dérivable en un point xo signifie que
f(x) = f{zo) + f(mo){z — zo) + ofw — x0), ¢’est-d-dire qu’en remplacant
[ par Uéguation de sa tangente en gy, on commel une erreur qui est un
olr — x9) : c'est dailleurs la formulation de lo dérivabilite que donne
Weierstrass. Cette simple approximaotion est la clé de bien des exercices
dont le suivant.

4.26. Limite d'une somme

Soit f : R — R dérivable en 0 et vérifiant f(0) = 0. Déterminer
la, limite de la snite de terme général

Sy = é%f (%) .

(f}cole normale supérieure, Ecole polytechnique)

= Solution.

L’idée est de remplacer f par son approximation affinc en 0, qui
conduit & une somme gui se calenle. On a f(x) = [z + ze(z) on
¢ est une fonetion de limite nulle en 0. On a alors

— 5 mJZ Z ()

=Tn

1 . . '
Comime Z k= ani—l le pramicr terme ci-dessus tend vers ! é()) .
E=0

Montrons que 7y, tend vers 0. Soit o > 0. I existe 1 > 0 tel que |e(z)| < a
sur [0,%]. Soit N tel gue i < 5. Alors, poir n > N, toutes les fractions
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3 pour k € [0.n] sont dans Uintervalle [0, ). Ainsi, pour tout n 2 N,
cok n+1 . . ) ‘{0
S Y = %a < o, D'on le résuitat : lim s, = L)) <
iza b

|Ilr!

Llcxercice qui suil posséde des solufions irés varides.

4.27. La fonction sinus n’est pas rationnelle

Montrer que la fonction sinus n’est pas la restriction a Ja, b d"une
fraction rationnelle.
(Ecole normale supérieure)

- Solution.
Cet excrcice est, facile si on pense & utiliser la notion de degré d'ane

fraction rationnelle : le depré de F = a9 est par définition Uentier relatil

deg P —degQ si P # 0 et —x0 s P = 0 (il est immeédiat que cetle
définition ue dépend pas de la représentation choisie pour F).

La fonction sinus cst égale 2 sa dérivée guatriéme. Raisonmons par
I"absurde en supposant que la fraction rationnelle F coincide avec la
fonction sinus sur U'intervalle Ja, b. On a alors FM (2} = F(z) pour tont
@ € Ja,bf, et I est non nulle, puisgue la forction sinns ne saurait 8tre
ualle sur un intervalle ouvest non vide. La fraction rationnelle F4) — |
passéde nne infinité de zéros (puisque Ja. b est infini). Or nne fraction
rationnelle non nulle n'a qn’un nombre fini de #éros. Donc FIY — F est
la fraction rationnelle nulle, autrement it F¢) = F.

Or si I oest de degré n. FY est de degeé € n— 1 comme on le verifie
sans peine, et FOY est de degré € n — 4. Légalitée F™ = F est doue
nnpossible, ce qui fournit la contradictzon attendne. <

Letbniz écriveit déjd ¢ la fin du xv11® sitele que le sinus n'dtasl pas
Jonelion rationnelle de Uangle et done que la quadrature algébrique du
cerele est sans espoir.

La formule des accroissements finis et indgalité gui en découle sont
des ouftls puissanis de UAnalyse. C'est Lagrange gqui en [797 énonce ce
résultat fondamental : si f est une fonction 4 valeurs réelles continue
sur [a. b, dérivable sur o, b, il existe o dans |a.b] tel que

Fiby - flay = f(c)(b — a).

La démonstration utilise le théoréme de Rolle élabli en 1680 (il s agissuit
dr prouver qu'endre deux racines d’un polyndme P, on peut en frowver
wne: de P L La formule des aceroissemcents finis permet de coraclériser
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f. monatonie d'une fonction, sur tout intcrvalle on elle est dérivable, a
Uatde du signe de la deéviede.

Dans Uexercice suivant on wtilise lo structure des oucerts de R © un
vuvert non vide U de B« Cerit de maniére upique comme réunion d une
fumille d imtervalles ouverts nwoa wides devz ¢ denx disjoints (qut sont les
compasantes connexes de Uoveert); cetie famille est au plus dénombrable
{puisque dans chaque intervalle ouvert un peut trowver un rotionnel). Le
lecteur trouvera tous ces résultats dans Uerercice 1.27.

4.28. Un cas simple du lemme de Sard

Une partie A de B est dite négligeable (on de mesure nulle) si
pour tout € > 0, il existe une snite (T,,) d'intervalles ouverts telle
que A < U L,oet > p(l,) < ¢ {p(l) désigne la longueur d'un

neEN nemn
intervalle T).

1. Montrer quune rénnion dénombrable de parties négligeybles
et négligealle.

2. Soit f: R — R de classe CL. Ou note C lensemble des zévos
de . Montrer que f(C) est négligeable.

Ecole polytechnique
P q

> Solution.

1. Soit {Ay)pen une famille dénombrahle de parties négligeables,
U A, et ¢ > (. Pour tout p. on peut trouver une famille
pel -

dévombrable (L p)5,en «Vintervalles ouverts, telle que 3 u(l, 5] < i .
nCN

La famille (I.,L,,,)(n,p)ﬁl.;: est alors nne famille dénombrable d'intervalles

onverts. Le théoreme dassocativité ponr les familles sominables de reels

positifs ascure la sowrabilite de la famille (p(L, ) ), pene et on a

oG oo
Z ,(L Z Z 'u i ,D) Z i = Ze.
(r jp gNz p=0n=0 p=0

Comme A est incluse dans la réunion des 1, 5. lo résnltat esy démontré,

Le résultal de cefte guestion figure aussi dons Uexercice 1.2Y.

2. D'apreés la question précédente. il suffit de prouver que Uensemble
FC N =N, N[} est négligeable pour tout N € N*. Soit £ > 0. Posons
A = {r € [-N.N[, |f{z}] <« <}. Par continnité de [, A est nn
ouvert. Sur toute composante connexe Ja.b| de cet vuvert. f oost o o-
lipsehitzienne par la formnle des accromsements fnis. Done f{la. b)
est un intervalle {par le théoréme des valenrs interméciaires) dont la



254 CHAPITAE 4. FONCTIONS D UNE CARIABLE REBELL

longueur est inférieure & (b— a)s. L’ensewmnble des composantes connexis
de A est au plus dénombrable puisque chacune d’entre elle contirnd
un rationnel. Si on note (U t)161 eette famille de composantes connexcs,

FICN]=N.NJ) € f{A) c | £(U;

el

Donlfu)) € ull) <

i€l 1€l

Justifions la derniére inégalité : les U, étant denx A deux disjoints, pour
toute partie J C L o a Y p(U;) < pf] = N,N[) = 2N car A ¢ [N, N| .
i€l
On en déduit que F{CN]-N, N[) est bien négligeable. <1
Le résultal reste vrai st la fonetion f est seulement supposée derivable,
mais lo preuve est un peu plus compliguée. I se généralise” €galement
auz applicotions de classe C' d’un ouvert de R™ dans R™,

Les fonctions dérivées, gui ne sont en général pas continues, ont towl
de méme des propriétés remarquables. En particulier, elles vérifient v
théoréme des valeurs inlermédiaires, Clesl ce qu’affirme le théoréme
de Darbour qui fait Uobjet de 'ezercice suivant, On en déduwit done
quune fonction qui vérifie le théoréme des valeurs intermédiaires n'est
pas nécessatrement continue (i suffit de prendre la dérivée d’une fonction
dérivable gue plest pas de clusse C', comme par exemple x — z%sin1/.r
prolongée par continuité en ).

4.29. Théoréme de Darboux

Soit T un intervalle et f : I — R une fouction dérivable. Montrer
que f'(1) est un intervalle,

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Liensemble f'(I} est un intervalle 8'il contient [ex, 3] dés que @ et
sont dans f'(I). Soit » < b deux points de T et A un réci compris entre
F{a) et f/(b). On va montrer qu’il existe » € [a,b] tel que f/{x) = A
En vertu de la formule des accroissements finis, il nous suffit de montrer
qu'il existe deux points du graphe de f définissaut un segment de pente
A. On va alors s’intéresser aux peutes des segments issus des deux points

1. Le lecteur pourra trouver le lemne de Sard poar les fanctions a plosiears variablos
sons forme d'exercices dans GONNORD (3.] & TOSEL (N.}, Thémes d&’Analyse ponr
UAgrégation, Colent différenticl. Ellipses 1998,
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Jl

{a, f(a)) et (b, f(b)). On pose douc (t) = M pour ¢ € Ja, b] et

f—
Wity — i(—;—il pour ¢ € [a,b[. En fait, ¢ (ILSp ) se prolonge en a

(resp. en b) par {a) = f'(a) (resp. w(b) = f'(b)) et sont donc continues
sur [a, b]. Les images de l'intervalle [a. b] par les applications ¢ et 4 sont
done deux intervalles qui contiennent respectivement f/{a) et f'(b) et qui
se coupent puisqu’ils contiennent tous les deux le taux d’aceroissement
O I _ g
qui (,ontlcnt lintervalle délimité par f'(a) et f'(b). En particulier, I'un

des deux au moins contient A. La formule des aceroissements finis permet
de conclure.

Voici une seconde solution. Posons T = {{x.y) € [? | y < 2} et soit
T — R définic par

= (). Par conséquent leur réunion est un intervalle

On a -
(1) C f1(I) C4(T).

La preiniére inclusion provient de la formule des accroissements finis,
et la seconde de la définition de la dérivée comme limite dec taux
d'accroissements. Or T est connexe (et méme convexe) et ¢ est continue.
Done ¢(T) est mn intervalle de R et son adhérence §(T) est lintervalle
fermé qui a les mémes cxtrémités. Dans ces conditious f'(I) ne peut étre
qu'unl intervalle. <

Il semble que ce théoréme fut énoncé par Serret en 1868 et prouvé par
Bonnet. Darbowr Uutilise en 1875 pour prouver que si f' est une fonetion

b
mitégrable au sens de Riemann sur |a, b], alo‘r'sfa 7= f(b = fla).

S7 f R — R est dérivable, la formule des accrotssements finis affirme

f w) (ﬂ:)

que tout tauz d'accroissement s'écrit f'(c) pour un point ¢

de |z, y[. L'exercice suivant mam‘wc que les polyndmes de degré < 2 sont
les seules fonctions pour lesquelles le point ¢ peut toujours étre pris au
milive du segment [x.y].
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4.30. Sur la formule des aceroissements finis

Soit a et b denx réels. Trouver les fonctions f : R — R dérivables
telles que, si r # y,

fly) - fle)
T

T

fllax +by) =

(Ecole polytechnique)

&> Solution.

Soit f une fonction dérivable vérifiant la propriété de I'énonce. On va,
commencer par étudier la régnlarité de f et notamment montrer que f
est nécessairement de classe C™. Pour cela, il va suffire d>exprimer [/
en fonction de f. On change de variahle en posant X = axz + by et on
élimine .

Dans le cas particulier ol @ = 0. on obtient, cu fixant y quelconqgue,
f@2) = e+ flony — f'ibydy pour tont 2 € R, Cela montre que f
est affine. Réviproquenent, on peut observer que les fonctions affines
conviennent et cela quelles que soient les valeurs de @ et de b, Dans la
suite on suppose a # {1, On a alors, pour tout X € R et tout y réel tal
que {a+ by — X #£0,

ﬂm—f(il@) ﬂmgf(x—w).

a @

X)) = -7 =a
y- 2

(i

(a+by-X

® Sia+ b # 0, cette relation prouve gue f' est dérivable sur K. Par
suite f est deux fois dérivable, donc par la relation ci-dessus f' aunssi.
Une récurrence immédiate montre que f est de classe C™ sur B.

e Dans le cas o a + b = 0, ou obtient pour tout y € R,

Hy+ =) - fi)

FUX) =«

%imﬂ F{X) = fly). Cela implique gue la fonction f' cst coustaute, el

. ce qui donne, en fajsant tendre X vers 0,

donc que f est affine.

On contimte 'étude dans e cas a +b # 0. Comme f est de classe
C* on peut dériver par rapport & a, puis par vapport a ., 'égalité
(y = 2V lar +by) = f{y) — fx). On obtient

{ —fllox +by) +aly — o) f(ar +by) = —f(x)
fllar +by) + by —x) f'lax + by = f'{y),

En multipliant la premiére relation par —8, 1a secande par a et en laisant
la soamne on tromve (¢ + 0y F'lar 4+ by) = bf () + af'(y). En dérivant
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Jde mouvean cette relation par rapport & z et y. on a alors, pour tout
(r.y) € R,

{a + b)af"{az + by) = bf" (1)

(a +B)bf"(ax + by) = af"(y),

2 9
11 en résulte que f'(y) = %f’"(r) pour tout (r,y) € R2. i 2-2— =1,
a

on en déduit que f” est constante, 7.e. que f est une fonetion polyndme
2
de degré < 2. Si 2-2— # 1, on obtient, en prenant y = x dans la relation
précédente, f7 = 0; donc [ est affine.
11 reste 4 effectuer la synthése de ce travail. On a déja dit plus haut
que les fonctions affines conviennent. Soit f @ x — ax? 4 Bz + une
fonction polynéme de degré < 2. On a

fly) — o)

flar + by) = 2a(azx + by) et o

—alr+y)+ B

On en déduit gue, si (0.6) # (

penvent étre quelconques.

1 . .
5 -;—), il fant o = 0 et que sinon a, 3.4

Conclusion. Si {a,b) # (é, 3 )y les seules fonctions f qui convicutient

1 N
}, on trouve les polynémes doe

sont les fonctions affines. Si (a. b) = (%, 5

degré tnféricur ou égal & 2. <

La dérivation D est wne opplication linduire de CY{[0.1].R) dans
Co([0,1], R) telle que, pour toute fonction f qui admet en un point &y un
mazimum local, on a D{fY(xp) = 0. Lexercive qui suit recherche tous
les opérateurs ayant cette propriété sur Uespace C2([0, 1], R).

4.31. Maximum local

_—

1. Soit T = C2([0, 1}, R) — €°(10,1], R) unc application linéaire
vérifiant ; pour tout f € C2([0.1]. R) et pour tout x4 € |0, 1] tel que
J posséde un maxinuun local en gg, on a T(f){ng) = 0. Montrer
qu’il existe ¢ € C°([0,1].R) telle que powr tout f € C?([0,1].R),
T(f) = @f"

2. On remplace dans la question 1 Pespace C2([0,1],R) par
C°([0,1], R). Montrer que T = 0.

(Ecole normale supérieure)
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> Solution.

1. Tronver 'application o qui va convenir est chose facile : il suftil
de prendre f telle que f' = 1, par exemple f = Idi ;. On pose done
w = T(Idg.q)).

Remarquons que si f est une fonction constante, on a par hypothése
T(f)(xo) = 0 pour tout g € 0, 1] et done T(f) = 0. par continuité. Seil
€ C3{0.1},R) ot ¢ € J0, 1{. Considérons la fonction g & C*({0,1],R)
définie par

g(z) = flx) — f(wo) — (&~ xo)f (ro).

D’aprés la formule de Taylor-Young, on a, au voisinage de g,

) = 3z~ 2ol f"(20) + ol —z0)"

Si f"(mo) < 0, g s’anmule en xy et est négative au voisinage de zg. Elle
posséde en 1o un maximum relatif et on a donc T(g){xp) = 0. Or la
linéarité de T ainsi que la nullicé de T pour les fonctions constantes
conduisent & T{g) = T(f) — f'(xa)e. Légalité T(g)(zn) = 0 s'éerit done
T{f)lxo) = f'ire)e(xrn). En considérant la fonciion —f. ou obtient le
wéme résultat si f{rg) < 0.

Regardons maintenant le cas ot f”(xy) = 0. On distingue deux cas.
Si f” est mulle sur un voisinage [ de g, la fonction g est nulle sur |
done posséde encore un maximum relatif en g et le méme raisonnement
s'applique. Dans le cas i xg h'est pas intéricur & 'enscmble des zéros
de f, on peut trouver une suite {y,) de points de ]0.1| qui converge

vers xp avec f7(yn) # 0 ponr tout n. D'aprés cc qui précéde, on a
T(f){yn) = [ (yn)‘P(yn) pour tout n. La continuité de T{f), f' et ¢
entraine que T(f){zo) = f'{z)p{zo).

On a donc, pour tout @y € 0,1, T(f)(zy) = f'(xuhe(wo). Toutes
les fonctions qni interviennent étant continues sur {0,1]. on en déduit
que T(f) = f'¢. On a donc déterminé ¢ € C{[0, 1], B) tel que T soit
Papplication f = @ f’. On peut remarquer, réciproquement, que toute
application de ce tvpe a la propriété voulue.

2. On démaontre, comme précédemment, que T est nulle pour les
fonctions constantes,

Soit ay € ]0.1{. 8i f € C°([0,1],R) s’annule en z¢, la fonction — f2
posséde un maximum relatif en xg. On a donc T{—f?)(z4) = 0 et
T(f%)(ap) = 0. Si f est une fonction positive qui s’annule en xp, on
obtient T(f){zo) = T((VT)?)(xa) = 0. d’aprés ce gui précéde, puisque
/' F est continue. Enfin, si f est un fonction quelconque s'annulant en g,
TN

2
pasitives, ¢'annulant en x¢. Par linéarité, on obtient T(f)(x0) = 0.

on écrit, 5 ! , différence de deux fonctions continues et
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Si maintenant f est guelconque, on pose g = f—f(xo). L’application T
¢tant nulle pour les fonctions constantes, on a T{f)(rg) = T(g)(xe) = 0,
pnisque g{zq) = 0.

On a donc. powr tout = < ]0,1], T(f)(z) = 0. Par continuité, on en
déduit que T f) = 0. Nous avous démontré que T = 0. <

L erercice sutvant meontre qu'une fonction quelvongue (sans aucune
Iypothése de rigularité) définie sur R ne peut pas weoir beaucoup e
mazima locont distincts,

4,32. Dénombrabilité des inaxima locaux

Soit f: R — R et A Penscible des réels @ tels que f admet un
maximum local en «. Montrer que f({A} est au plus dénombrable.
(Ecole polytechnique)

- Solution,

Soit 2 £ f(A). Comme a est un maximum local, it existe 1, € R
tel que f(7a) = a et a, < 1, < by tels que pour tout z € fa.,. b,
flz) < o = f(xa). (Notous que lexistence de la fonction a — »,
itilise I'axiome du choix, que 'on peut contourner dans lc cas oll f est
continue.) Comme @ est dense dans R, on peut choisir a,, et b, dans 3.
Onaa= sup [flx)desorte que Papplication

T bal

A — @

p: o = (g ba)

st injective. Or Q7 est dénombrable, donc f{A) est an plus dénom-
brable. <1

On en déduil focdement qu'une application continue f - R — R
qui o un eztremum local en tout point est constante. Fn cffef, si B
est Uensemble des points o f o un minimun, f(B) est ausst au plus
dénombrable. Daone f(R) = f(A)U f(B) est ou plus dénombrable. Mais
si f est continue, son émage est un intervalle par le théoréme des valeurs
intermédiatres, done un singleton ou un ensemble indénombrable.

L'énonceé suivant « &€ tiré du volume «Fonctions d'une varioble
réelley du célébre traité de. Nicolas Bowrbaki.
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4.33. Majoration de f2 + f*

Soit f: R — R deux fois dérivable. On suppose que f2(z) < « et
P x)+ F7(x) < b pour tout réel z. Montrer que. pour tout réel .

FAa)+ f ( < max(a. b).

(Beole polytechnique)

> Solution.

Posons g(2) = f(z )+f (x) et supposons, par I'absurde, qu’il existo
xg € R tel que g{xg) > max(a,b). L'idée est de montrer que g admel
alors un maximurmn local strictement supérienr & max (e, b), maximum on
lequel il y aura une contradiction.

Supposons que la fonction g reste supérieure & g(wg) sur tout l'inter-
valle | — o, 29}, On a alors, pour ¢ < g, f’z(ar:) > g(wp) —a > 0. Doue
f/ ne s'annule pas sur | — oo, 2o et vy garde un signe constant. Siello
est positive. f'{z) 2 y/g(rp) —a > 0 pour tout @ < xy, et si elle csl
négative, f'(x) < —/¢(=n) — e < 0 pour tout =z < #g. Les deux cay
sont impossibles puisque f est bornée. 1l existe donc a4y < xg tel que
g(z1) < g(zo). Un raisonnement analogue permet d’établir qu’il existe
zg > xg tel que glxa) < glxg).

La fonction g est continue sur le compact [x;, 2] donc atteint son
maximwm en un point o € loy, rof. En ce point g'{s) = 0, clest-a-dire
[F{a) = ["(a)] (@) = 0.

e Si fla) = 0, on a gla) = f%(a) < a, ce qui est impossible car
gla) 2 g(xzo) > a.

* 8i fla) + f7(a) =0,0n a gla) = f’g(a) f”Z(a) < b : Clest aussi
exclu.

L'hypothese injtiale est absurde et on a donc I'inégalité demandée. <

Voici dewr énoncés qui concernent des questions d’interpolation.

4.34. Interpolation par splines cubiques

Soit {a, b nn segment de Ret o ={zp=a <2y < -+ < 7, = b}
une subdivision de [a, 8]. On considére Pensemble & des applications
de classe €% de [a,b] dans R dont la restriction 4 chaque segment
[2:, miy1] est un polyndéme de degré au plus 3. Un élément de & est
appelé une fonction spline cubigue,
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1.a. Déterminer la nature de § et sa dimension.
b. Pour y = (o, ...y} € R*T', ou pose

T(y) ={p e SVie[0,n], vlz;) = w}

Déterminer la nature de T (y) et sa dimension.
¢. Pour (A p) € %, démontrer 'existence et 'unicité d'nne
fonction ¢ € T (y) telle que ¢'(n) = A et ¢'(b) = 4 (considérer, pour
. b .
w € T(0) telle que ¢'(a) = ¢’ (b) = 0, intégrale f (" (x))? die}.
a
2. Soit f une application C? de la, b] dans R et o I'élément de
S tel que p(z;) = f(x;) powr tout i € [0,n]. ¢'(a) = f'(a) et
b
@' (b) = f'(b). Caleuler f (" —f"?, en fonction d’intégrales portaut
1
sur f, ¢ et leurs dérivées. Interpréter.

R ! .
{Ecole polytechnique)

> Solution.

1.a. S est clairement un sous-espace vectoricl de C3(la, B . R). Si ¢
appartient 4 &, alors, pour tout ¢ € [0, — 1], la restriction ¢; de ¢ &
[£;, 2i41] est un polynome de degré inférienr ou égal & 3. Il existe donc
(a;, i, v, 6i) € RY tel que. pour tont x € ;. 2i41].

(,01(.’13) = (Ei((E - Ii)s + ﬁn((ﬂ - .’Eg‘,)z -+ ’Yi(l' - .1!",1) + 61

La fonction o est de classe C? sur |a, b si, pour tout i € {0, n — 2], @,
@i et o} coincident avec @iy, w1 et @, en x;;. Cette condition
équivaut a
@ilir) = big1
@i(Tia) = 11
©f (Z41) = By,
¢'est-a~dire &
aih? + /Bih;T) + Yifi + 8; = diyq
3aihZ + 28,k + % = Yt
6icr, by + 20; = 2[}1_._[,

ol hi =d41 — &4

Pour définir » on a done 4n degrés de liberté (pour choisir les n
polynomes de degré < 3) et 3(n— 1) contraintes (pour assurer un raccord
de classe C% en n — 1 points). Ces contraintes se traduisent par des
formes linéaires. Si ces formes sont indépendantes, ce qui intuitivement
semble étre le cas, la dimension de S sera égale a 4n ~ 3(n — 1) =
n + 3. Utilisons le langage des systémes linéaires. En posant X =
(€, O 1. B0y Bt Y0s oo Y1y B0 Oy ) € BT les 3(n—1)
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équations ci-dessus se traduisent par un systéme linéaire honwgéne
AX = 0 ol A est une matrice de taille (3(n — 1),4n). L’espace & est
clairement isomorphe au noyau de A et sa dimension est égale 4 dn—rg A.
On vyoait ci-dessus que les inconmues 84 et ;1 et §;, 1 sont parfaite-
ment déterminées si on connalt o, 3,7, ct §;. On peut alors se donner
arbitraircment ay, 5o, vo et dp {cela revient & choisir le polynome sur le
preinier intervalle). Les valeurs de 3),~, et §; sont alors fixées mnais on
peut choisir librement v (ccla signifie que le raccord €2 établi, il 0’y
a plus qu'un degré de liberté sur le second intervalle). Cela détermine
alors uniquement [z, vz et d2. O choisit ay de maniére quelcongue et on
poursuit de proche en proche. Bref, on a ainsi montré qu’on peut choisir
o, B0, 0. 0, 1, . . ., &y cOmme inceunues secondaires ot que le systéme
est alors un systéne de Cramer en les inconnues restantes. I en résulte
done bien que la dimension de & vaut n + 3.
b. On garde les mémes notations et on identific toujours & avee un
sous-espace de R?". Le vecteur X doit vérifier, pour que i appartienne
a T(y), les conditions supplémentaires

pour tout ¢ € [0,n — 1,6, =7, et
anflh’i—l + ;B'n—lh’fa,fl + fynflh”—l + 5'”*1 =¥n-

On rajoute donc n + 1 équations (avec second membre) au systéme
précédent, pour obtenir un systéme de 3(n—1)+n+1 = 4n—2 équations.
On peut déja dire que si T{y) n'est pas vide, il s’agit d'un sous-espace
affine de S dont Pespace vectoriel associé est 7(0).

Cette fois, dg,....d0,_1 sont déterminégs. On clioisit arbitrairement
0, et Fn_:. La deuxiéme équation ci-dessus détermine v,_,. On voit
alors de proche en proche que tous les antres coefficients sont déterminés.
Le systéme posséde done des solutions : T (y) n'est pas vide. Puisque deux
inconnues peuvent étre choisies arbitrairement, on en déduit que T{y)
est 1un espace affine de dimension 2.

Conciusion. Pour tout y € R"*! T(y) ecst un espace affine de
dimension 2.

¢. » Considérons, pour commencer, comme nous y invite 'énoned,
une application ¢ € 7(0) telle que '(a) = ©'(b) = 0 et calculons

b
[= f (p”(:ar-))2 dz. Avec les notations précédentes, on a
@€

Xid1

n—1
1= (o (2))? da.

En intégrant par parties, on obtient, pour tout 7 € [0, n — 1],

Tit1 " " To41 ,
/'(wmrmzmwmumr—[ £ (@) (7).

*y
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La derniere intégrale vaut

6%/' ph(@)da = 6ay(i(2ia1) — il2:)) = O.

k3

Il reste donc

n—1

1= @) (@ = )" () — ¢ (a)"(b) =0

i=0

Puisque I est nulle, la fonction " est nulle. La fonction ¢ est constante
et s'annule cn a : c’est la fonction nulle. De méme, ¢ qui est constante
et Sannule en @ est Ja fonction nulle,

s X doit vérifier par rapport & la question précédente deux conditions
supplémentaires. On a donc affaire 4 un systéme de dn équations 4 4n
meconrmies.

Considérons le systéme homogene associé, C'est le svstéie que doivent
vérilter les coeflicients d’une fonction ¢ qui appartient & T(0) et véritie
de plus @'(a) = @' (b) = 0. D'aprés ce qui précéde, une telle fonction est
la fonetion nulle. Autrement dit, fe systéme homogine n’a pas d'antre
solution que la solution nulle. Le systéme est done de Cramer. 1l a donc,
pour tout y € R™* et tout (A, ) € B2 une solution unique.

Conclusion. Pour tout y € B"H | il existe, pour tout (A, 1) € B? une
unique fonction ¢ € T (y) telle que ' (a) = A et @' (h) = p.

2. Llexistence et I'unicité de o résulie de la question précédente, avec
= flx,) pour tout 1 € J0,n), A = f'(a) et p = f'(b).

e Montrons que ]b( " f? = [:(f”)2 —j:(c,:l”)z.

Le méme raisonnement que dans la question 1.¢ montre gue

[u—ee = X [
= Z([( — ) ”]T’“—f =)

=0
+1

- = s [ ) =0

car f'—¢' s'annule en o et b et f —¢ s'annule en x; pour tout ¢ € [0,7].
b b
On en déduit que ] e = f ((p")z, puis que
a @

[jb(f”ap")z = h(f”)" ff" & [(”)2
= [ [
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o Interprétons ce résultat. On a

[a 5y - f (Y = [ S 2o,

b b b
Liégalité / (f”)2 = f (¢")° est obtenue quand f (f”—;,a”)2 = 0,
a &2 a
Alors 7 — " est nulle; f' — ¢’ est constante et done nulle, car ella
s'annule en a; f — ¢ est constante, done nulle, car elle s’annule en a. Il

b b
'y a donc égalité entre f (f”)2 et f (ga")2 que si f = .
o a
Soit ¥ € R**! et (A, u) € R? fixés et U l'ensemble des applications
de classe C* de [a.b] dans R, vérifiant f(z;) = wi, pour tout i € [0,n] ,
F(a) = Net f/(b) = p. L'ensemble I/ contient une unique fonction spline
cubique . Ce qui précéde démontre que, pour tout f € U, on a

L T ] ",

avec égalité seulement si f = . L'application ¢ réalise le minimum sur

b

U de f (f”)?. On peut dire que c’est la fonction de I qui est la nioins
a

«bosseléer. <

4.35. Interpolation d'Hermite

1. Soit f : [0,1] — R une fonction de classe C*, telle que
FlO) = £(0) = f(1) = f'{1) = 0. Montrer que pour tout = € [0, 1],
il existe £ € ]0, 1] tel que

)
fy = 100 20

2. Soita =1p < x1 < --- < 2, = b une subdivision du segment
{a.b] et f:[a,b] — R une fonction de classe C'. Montrer l'existence
de @ : [a,b] — R de classe C', polynomiale de degré au plus trois sur
chacun des segments (2, 24,1 ] €t telle que, pour tout & € [0,n], on
ait ©(xy) = f(xk) ot D' (zx) = F'(21).

3. Dans les conditions de la question 2, on suppose en outre que
f est de classe C*. Montrer que

@,
M—”— sup  (¥,41 —zi)z.

- Dl €
Hf HC‘ 384 1gign—1

(Ecole polytechnigue)
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> Solution.

1. Six =0 oul, la propriété 4 démontrer est évidente : on prend
& queleongue dans )0,1[. On suppose dans la suite que x £ ]0,1[ et on
s'inspite de ia preuve classique du théoréme de Taylor-Lagrange. On
considére 1a fonction w définie sur [0,1] par @(t) = f(#) — > £2(1 — 1),
A étant choisi pour que ¢(x) = 0. Comme f, la fonction p est de classe
C* et vérifie w(0) = (1) = p(z) = ¢'(0) = ¢'(1) = 0. En appliquant
le théoréme de Rofle &4 ¢ sur les intervailes [0,2] et |r.1], on montre
gue ' s'annule en ¢ € )0, x[ et d € Jr. 1] : ' s'annule donc guatre
fois au moins sur [0, 1]. En appliquant de nouveau le théoréme de Rolle
aux fonctions @', " et ), on montre successivement que ¢ sannule
an moins trois fois, '3 au moins deux fois et »* ay moins une fois
sur 10,1] : soit £ € ]0,1] tel que ™ (£) = 0. Pour tout ¢ € [0,1],
W () = FDE) — A et done A = FM(€). Sachant que p(z) = 0, on

4
obtient f(x) = %xz(l —r) = f—izg—)xz(l — )%

2. Montrons que, pour tout k € {0, 7n—1], il existe ¢4 e R3[X] tel que
Pr(zi) = flaw), Pu(@et1) = flapr), Pulze) = flu) et & (@igr) =
F{mpar). Soit uy - By[X) — R* Papplication linéaire qui & tout polyndime
P e R3[X] associe ug(P) = (Pzx),P(®as1), P/(2x ). P/(@211)). Cette
application wu; est injective car si P € Ker uy, P admet z;, et 24,1 comme
racines avec une muitiplicité 2 2. Comme deg P < 3, cela impose P = 0.
Comme R;3]X] et R* sont de méme dimension, égale 4 4. I'application uy
est un isomorphisme. Cela garantit l'existence, et mémne 'unicité, de &y.

Soit alors ® : [e,b] —— R Tapplication dont la restriction & chaque
segment [zx,Zky1] est ®i. Elle est de classe C' sur chaque intervalle
ok, wp41[. De plus, par construction, pour tout A € JO,n — 1], on
a ®{xy) = Jim. ®(x) = f(z1). donc ® est continue sur [a,b]; enfin,
toujours par construction, ® est dérivable & gauche ey & droite en xy
avec Py(xy) = & (k) = f'(#x). Done ® est dérivable en chaque point
Ty, et on a lim & (x) = f'(z) = ®'(zg). Done ® est de classe C! sur
ja, b).

3. Considérons la restriction fi de f— ® & [wp, ret1]; fr est de classe
C*sur [zg, i) et vérifie filve) = fulmea) = filae) = fileea) = 0.
On va se ramener an segment [0, 1] pour appliquer la question 1. La
fonction g définie sur [0,1] par g (t) = fir{(L — t)xs + tegsr) vérifie les
conditions de ia question 1. Pour wout = € [z, Tk41], il existe ¢ € [0, 1)
tel que fi{z) = gr(l) ev d’apres 1, il existe £ € ]0,1] tel que gx(f) =

g6 o 2 (4) 4 p(a) (g
;@Qj——t (l‘f) . Sachant que g, (f) = (.’.Ek+]*$k;) f )((l—t)$k+f$k+1),

on en déduit que

Sie(z)] < %ﬂh|f(4’|\mt2(l —-t)?%,
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{Thy1 — @g)?
384

puis que | fr(z)| € (£ ™ ]|eo, car Sup t2(1-1)?2= 4—1,, = %
te[0,1] i

(4)
||f ||’XJ sup (mi+1 _ -T”i)2 <

Counclusion.
Hf HOO = 384 1<ign_1

Les exercices gui suivent font appel aus différentes formules de Taylor,
Les développements «tayloriensy gpparaissent dons les travaur de Taylor
sur U'interpolation polynomiale (1715) et ceur de Mac Laurin (1742).
C’est Lagrange qui ctablit en 1797 la célébre formule dite de Taylor-
Lagrange : soit § : |a.b] = R de classe C™ sur [a.b] et n + 1 fois dérivable
sur Ja. b, Il exisie alors ¢ € ]a, b] tel que

*)(a . Y

Z b+ fern (b —a)™t1.

Lagrange pense alors que toute fonction indéfiniment dérvable peut se
développer en série de Taylor. C'est Cauchy qui donnera le premier un.
contre-ezemple, Un exemple classique de fonction f de classe O drm!
lo série de Taylor ne converge pas vers f est fourni par f(z) = 8‘1/‘
prolongée par continuité en (0,

Lorsque [ est de classe C*F sur [a, b), le reste peut s éerire sous forme
exacte & 'aide d’une intégrale :

. 1)
sy =3 06— v [ pen g

k=0

1l est 4 noter que cette formule avec reste intégrnl est valable pour une
SJonetion d valeurs vectorielles (et se démontre par récurrence par unc
simple intégration par parties).

4.36. Dérivées dominées par un polyndme

Soit P € R[X] un polynéme de degré impair et f € C°(R,R)
telle que | f)(z)] < |P(x)] pour tout n € N et tout = € R. Que dire
de f7

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

Comme P est un polyndme de degré impair, on pense tout de suite &
utiliser le fait qu'il aduiet au moins une racine réelle «. Par hypothése,
toutes les dérivées de f en o sont imlles. Pour @ € R, on va estimer f(r)
en utilisant la fonimile de Taylor-Lagrange en o 4 'ordre n. 1l existe ¢,
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cutre ¢ et x tel que

F (ea)(x — o)+
(n+1)! '

flr) =
< IPlen)llz —a™
On a done | f(x)] (n+ 1)

1 tend vers U'intini car P est horné sur le segrent, [a, 2] {ou (2, «]). Alnsi,
f(r) =0 et comme cela vaut pour tout . f est nulle. <

, et le majorant tend vers 0 lorsgne

Le résultat devient faur avee un polyndme de degré puir (prendre par
exemple f(v) =sinz et P(z) = a” + 1).

4.37. Une généralisation du théoréme de Rolle

Soit f: R — R une fonction de classe CF.

1, On suppose quiil existe n € [0,p — 1] tel que f(z) = o(z™)
lorsque tend vers +oo. Montrer que % gannule en un point.

2, Comment modifier la preuve précédente si on suppose sim-
plement que f est p fois dérivable sur R7?

3. Que se passe-t-ilsin=p"

(Ecole polytechnique)

> Solution.

1, Lecas p =1 et n = 0 généralise le théoréme de Rolle @ g1 f tend
vers [} en oo, il existe un réel ¢ tel que /() # 0. En effet, dans le cas
contraire, f' garderait un signe constant sur R {car elle est continue) et
| serait strictement mouotone. Elle ne pourrait donc pas tendve vers 0
4 la fois en —oo et en +x.

Passons maintenant au cas général. Il suffit bien entendu de traiter le
cas ot 1 — p— 1. Supposons par Pabsurde que la fonction £ ne s’annnle
pas sur R. Comimne elle est continue, elle garde un signe constant sur R et,
gnitte & prendre —f, on peut supposer qu'elle est strictement positive.
Soit. ¢ un réel. La formule de Taylor-Lagrange permet d’affiimer que
pour tont réel o, il existe un réel o, tel gue

F(a) f7 1)
1! (p— 1N

On divise cela par P! et on fait tendre x vers 400 et vers —oo. On
obtient

fio) = fa)+ E e —ay i (@ayta T oy

Mz_ - zfPay,)

£
lim ————* =- lim -————‘Ef (az)_
(p - 1)' I—+oc p! I —_00 'pl,
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Mais comme £ {a,) > 0, la premiére limite est positive et la seconde
négative. Il en résulte que fP~Y(a) = 0. Comme cela vant, pour tout,
réel a, P~V est identiquement nulle et cela contredit la stricte positivité
de §i»).

On pouvait également argumenter de lo sorte : i f@) = @, fle=b)
est strictement croissante et @ criste donc a > ) ¢t a € R tels gue
fED(2) 2 a pour tout x > o ou bien fP~D(z) < ~a powr tout = < a.
Supposons gue nous sommes dans le premier cas, f(f”l)(a:) = a pour
z € [o, +20[. Par intégrations successives, on obtient f(x) = P(x) aven

; axP ™!
Ple) o o 1)1

2. Dans la preuve précédente, on a toujours le droit d'écrire la
formule de Taylor-Lagrange, mais on ne dispose plus de 'argument de
continuité pour dire que f® garde nn signe constant sur R. En réalité,
cela reste vrai car une fonction dérivée vérifie le théoréme des valenrs
intermédiaires, C’est un théoréme de Darbonx que l'on rauvera dans
l'exercice 4.29.

Il est possible de contourner Uutilisation du théoréme de Darbour :
comme £ ne s‘annule pas, fP=1 est mjective daprés le théoréme
de Rolle et par conséquent strictement monotone (on se reportera aus
propos précédant Uezercice 4.12). Lo denriéme solution de la premiére
question peut alors éfre reprise.

3. En revanche si p = n le résultat n'est plus vrai. Pour p = 1 il
suffit de prendre une fonction bornée a dérivée strictement positive, par
exemiple £ —— arctany ou x —— thr. On peut alors en déduire des
contre-exemples pour p quelconque, En effet, soit f de classe C' telle
que f{z) = ofx) et f > 0 sur R et g telle que @Y = f. On a done
g® = f" ne s’annule pas sur R. Ponrtant, comme ¢~V (x) = o{z) on
a successivement. g2 = o(z2), g~ (x) = o(2®),..., 9(x) = o(z”)
en +oo eb en —oo (par le théoreme d’intégration des relations de
négligeabilité). <

. dou lg contradiction recherchée.

4.38. Minoration de la dérivée seconde

Soit f € CH([0, 1].R) une fonction denx fois dérivable sur 0, 1]
vérifiant f(0) = £(0) = f/{1) = 0 et f(1) = 1. Montrer gu'il existe
z € ]0,1] tel que [f(xr)] = 4.

(Ecole normale supérieure)

= Solution.

On dispose d'une information sur f en deux points distincts 0 et 1.
Pour utiliser sinmltanément ces denx informations, on va estimer f{ 15)
par la formule de Tavlor-Lagrange a Uordre 2 appliquée en 0 puis en 1.
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Ll existe doue ¢ & }0 [ et d e } x [ tels que

)

F(5) = FO) ¥ 3800+ (76 = 1@
et F(A)= 1) - LIW G = 14 L),
Ainsi on a f"{c) — f"(d) = 8, de sorte que |f(c)| + |f"{d)] = 8 et soit

[F7(e)] = 4 soit [f'{d)| = 4. <

Application pratique : si un candidat ¢ U'X court le 100m en 10
secondes, il y a un moment ot son accélération est supérieure 4 40 ms—>

Une autre solution consiste & raisonner par Uabsurde en supposant
|F'| < 4 et & intégrer cette information en lenant compte des condi-
tions initiales en O et 1. Cette approche permet méme d’améliorer le
résultat car Uhypothése | f'| < 1 suffit pour obtenir la contradiction. Par
conséguent, il existe toujours un point x € |0, 1] tel gue | f7(x)| >

4.39. Zéros des dérivées successives

Soit f:R: — R de classe € avee f{0) > O ct f/(0) > 0. On
suppose que la limite de f en +oc est nulle.
1. Montrer qu'il existe 1 > 0 tel que f/(z() = 0.
2. Montrer qu’il existe nne suite strictement croissante (5, )ns
telle que pour tout » = 1, f%'{a,) = 0.
(Ecole polytechnique}

&> Solution.

1. Si f* ne s'annule pas, elle garde un signe constant {par continuité)
et comme f'(0) > 0, clle est strictement positive. Mais alors f est
stricternent croissante sur Ry ef, comune £(0) > 0. elle ne peut pas
tendre vers 0 en +oc. Il existe donc 3 > 0 tel que f'{r() = 0.

2. On a naturellement 'idée de construire la suite par récurrence
sur n. Supposons m; < Io < -+ < Xy, construits avec f(k)(m) = 0
pour tout & € [1,n]. Supposons par Pabsurde que f™+} ne g’annule
pas sur |z, +oof. Elle y garde alors un signe constant, par cxemple
strictement positif. Donc £1") est strictement croissante sur [z, +oc[ et
donc strictement positive sur |z, +oc[. Appliqiions alors la formule de
Taylor-Lagrange 4 'ordre n en un point @ > z,, pour estimer f{z). Pour
tout x > a. il existe ¢ € Ja, x| tel que

f(ahl)(a)
(n— 1)

R f(”)(r:)

—a :
(v ) + !

flz) = fla)+ (x—a)f'{o)+ -+ (o —ay".

On en déduit que
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nt () (g
o)z flay+(z—a)fa)+---+ j(n—_Jl()a'T)(:1'—(1)"_1 + jT!()(m—u)”.

Or le polyndme qui minore f(x) tend vers 4 lorsque z tend vers +o0.
D’on la contradiction avec Phypothése que f a nne limite nulle. <

4.40. Théoréme de Glaeser pour une variable (1963)

Soit f : B — R une fonction de classe C?, positive sur E.

1. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que +/f
soit dérivable sur K.

2. On suppose que f(0) = f(0) = f”(0) = 0. Soit o > 0

et M{a) = sup [f”(¢)]. En utilisant une formule de Taylor,
|2 20

montrer qie pour & € [~a, a} on a 2 (z) < 2f(z)M(a ).
3. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que
V' f soit de classe C.

(Ecole normale supérieure)

&> Solution.

1. Sixp € R est tel que f{xg) > 0, alors le théoréme de dérivation
des fonctions composées garantit que +/f est dérivable en xg, de dérivée
f'(z0)
23/ flxo)
du fait de la non-dérivabilité de la fonction racine carrée en 0. Par
exemple, si f(x) = 2?, on a /f(x) =
0. Elle est tontefois dérivable a droite et & ganche. On va. voir gue ce fait

est général.

Soit zg un zéro de f. Comme f adinet en zg un minimum local,
on a f'{zg) = 0. On va étudier le taux d’accroissement de +/f entro
J;o et z en utilisant un développement limité de f. On a f(z) =

. En revanche si zg est un zéro de f on pent avoir des problémes

= (.1 - 20)? f"(xo) + o(z — 20)? par la formule de Taylor-Young & ordre
Il en résulte que

ST 5 o) [P o

T — xo T —xo 2

(comme f > 0 on a nécessairement f”(xy) = 0). Il en résulte que +/F
est dérivable & droite et & ganche en xp avec une dérivée & droite gui

f7(za)
2

est dérivable en xg si et seulement si f7(xn) = 0. La dérivée en xq de
+/F est alors nulle.

vaut

r
et nne dérivée a gauche qui vaut —/ ! (‘;U). Ainsi, f
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Conclusion. +/f est dérivable sur R si et seulement si en tout zéro o
de fona f"(xg} =0

2. Soit z € [—a, «v]. Pour |A| < @, on a, d’aprés la formule de Taylor-
Lagrange,

2
flath) = £@) +hf (@) + o170 >0,

avec c entre z et z + h. A fortiori, on a

Pt} = M(0) " +h7'(@) + @) > 0

car |¢| € 2a. Le polynome P est positif sur Iintervalle [, . Or le
—f'(z)
M(ex)
entre 0 et « tel gque f'(z) = f/(0) + «f"(d) = zf"(d), on a

CTRECIP
M(o) M(a) =

et comme il existe d

minimum de ce polyndme est atteint en

Le minimum de P est atteint dans le segment [—a, a]; il est donc
positif. Donc P est positif sur R et son discriminant est négatif :
F(z)? € 2f(x)M{e). C’est linégalité demandée.

3. On va montrer que la condition obtenue dans la question 1 suffit
pour que /F soit de classe C1. Il suffit de prouver que la dérivée de /f
est continue en tout zéro zy de f. A translation prés on peut se placer en
xzo = 0. On est alors ramené aux hypothéses de la quiestion précédente :
f(0) = f{0) = f"{0) = 0. En reprenant les notations ci-dessus, on a
pour tout point x de [ o, a) tel gque f(x) # 0,

() y Ml
I(VF) ()] 2\/* 7

L'inégalité |(+v/F) (2)] < ﬁw demeure pour un point x tel que

f(z) = 0 puisquwen un tel point la dérivée de /f cst mulle. Comme
f" est continue, la quantité M{a) tend vers 0 lorsque o tend vers 0. Cela
prouve la contimiité de (v/f)’ en 0.

Conclusion. +/f est de classe C! si et seulement si en tout zéro wy de
Fona ff'{zg) =0. <

Ce résultal, prouvé par Glueser. sc généralise cux fonctions positives
de classe C? sur un owvert de R™. Le lecteur pourra en rédiger lo
démonstration en gdaptant la solution de ['exercice.
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4.41. Etude du maximum de f — f(0) — Zf(%) + f(D

Soit £ Pensemble des fonctions f: [0, 1] — R continucs, de classe
C? sur |0, 1] telles que. pour tout z € |0, 1[, !f(x)| < 1. Pour f € &,

on note A(f) = £(0) - 2/( 1)+ /(1).
1. Mantrer que A est bornée sur £ ef déterminer sup A(f) = M.

fe€
2. Résoudre A(f) =M dans &.

(Ecole paolytechnique)

> Solution, 1

1. Si on pase g(t) = f(t + 5) — f(t) pour t dans [U, %}, on

a Alf) = g(%) — g(0). En utilisant la formule des accroissements

finis, il existe donc ¢ € ]U, %{ tel que A(f) = %g’(c). On a de pluy
g ey =’ (c+ %} —f'(c). En utilisant unc nonvelle fois les acceroissements
1 SFe+ ).
On eu déduit done que |[A{f)] < 7 pour toute fonction f de &.

finis, on abtient l'existence de ¢ € ]0, % [ tel que A(f) =

1 .
La valeur i est atteinte. En effet, si an prend pour f une fonction

telle que f = 1, c’est-a-dire de la forme ¢ — %tg + at + b, on obtient,

exactement A(f) = 1

4
Conclusion. On a sup A(f) = max A(f) = 1
fee feg 1
1
2. On va prouver que les seules fonctions f € £ telle que A(f) = i

sont les fonctions polynémes ¢ —— étg + af 4+ b. Soit f € £ telle que

Af) = 3—1 On pose taujours g(t) = f(f + -;—} — f(t) pour t € [0, %J
La fonetion g est de classe C? sur l'intervalle ]O, % [ En fait, comme
1] < 1, la fonetion f' admet des limites finies en 0 ef en 1 (f7 est
sommable sur 10,1[ done [ 7 = f(1/2) - J'(z} admet une limite
C = pe) = f/(1/2) quand

1/2
z tend vers 1). Le théaréeme sur la limite de la dérivée” nons assure de
tend 1). Le thi lal te de la d é

la dérivabilité de f en 0 et 1 et méme du caractére ¢! de la fonction f

quand x tend vers 07 et de méme pour

2. Rappelons que &1 f @ [0.8] — R est une fonction continue sur [a,b] et dérivable
sur [a, bf et tolle que [ admette une limite finie £ en b, alors | est dérivable en b et
F'() = £ : c’est une conséquence immédiate du théoréme des accroissements [inis.
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sur [0,1]. Ainsi, g est donc de classe C' sur [0, %] On va alors ntiliser

cdes expressions intégrales. On a, pour tout ¢ & ]0, % [,
1 t+3
' gt T Y — #
g = (t+3)—re = o
. . 1 /2 1
On sait par ailleurs que A(f) = g(i) —g{0} = fu g'({t)dt = Yh La
(t)

L\DI»—'

derniére égalité impose que g L 5 pour tout £ € {0, %} et cela donne

que f”(u) = 1 pour tout u € ]0, Il en résulte I'existence de a et b réels
tels que, sif €0, 1], f{t) = %

et 1 puisque f est continue.

1.
t2 + at + b. Cette formule reste vraie en 0

sont donc les fonctions du

| -

Conclusion. Les solutions de A(f) =

2
type t € [0,1] — % + at + b avee {a,b) € R? quelconque. <

4.42, Puissances entiéres

Soit B = C*(R%,R). Pour f € E on note Af € E T'application
définie pour tout = > 0 par Af{z) = f(z + 1) — f(z).

1. Soit f € E. Montrer que pour tout > 0 et tout n € N*, il
existe 8 € 10, 1], tel que A™f(z) = f{"){z + né).

2. En déduire 'ensemble des réels c tels que nc soit entier pour
tout n =2 1.

{Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. Soit x > 0. On procéde par récurrence sur n, le cas n = 1 étant
une application directe de la formule des accroissements finis. Supposons
le résultat vrai au rang n. On applique 'hypotheése de récurrence & la
fonction ¢ — Af. Soit z > 0. 11 existe 9 € ]0,1] tel que {A"g}(z) =

"z + nd). Cela s'éerit A" f(z) = F™ (2 + nd+1) — F7 (= + nb).
On applique alors 1'égalité des aCCr()ISHelll(E‘Iltb finis

FOUz 4 nf+ 1) — fz+nb) = F @ 1 nd 1),

olt # €]0,1{, et on conclut en remarquant que 0 < nf + 8 < n+ 1 douc
qu’il existe 87 € ]0,1] tel que nf +8' = (n+ 1}8".

Cela ne se passe pas aussi bien si on éerit A"V = A(A"f) (ci-
dessus on utilise la relation A"T1f = A™(Af)). En effet, pour x >0 on
trouve 8 10, 1] tel que A™f(x) = %) {x 4+ nf). Mais par malheur ce 8
dépend de x. Done A(A™f)(z) = fM(z+ 1+ n8) — f(z + nb). Bt
ici, c’est ennugeur cor 'écart entre les deur points n'est pas de 1.
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2. Notons §2 Yensemble des réels ¢ tels que, pour tout n = 1. n® € N.
R cst clair que N € ©2. On va prouver par V'absurde qu'il y a égalité en
supposant qu'il existe e € 0, v & N. La fonetion f(x) = 2% est dans E
et ne prend que des valeurs entiéres sur N*, 1l en est donc de méme de
AP pour tout p ¢ N. Appliquons le résultat de la question précédente
a f avec n = E(a) + 1, Comme f™(z) = ale — 1).. (@~ n 4+ 1)z*™,
on a pour tout x € N”,

A"f(z) = ala—~1).. (@ —n+ 1)z +n0)" ",

avec 8 € 10, 1],

Pour tout entier z cette quantité est non nulle (car o ¢ N) et entiére
d’aprés la remarque qui précéde. De plus elle tend vers 0 lorsque z tend
vers infini (puisque @ — n < 0). C'est absurde, car une suite d’entiers
non nuls ne peut converger vers 0. <

L énonecé suivant est un théme trés classique des sujets de concours.

4.43. Inégalités de Kolmogorov

L. Soit f € C*(R,C). On suppose que f et f" sont bornées sur
R et on pose Mg = sup |f(x)|, My = sup|f"(z)|. Montrer que
z€eR zcR

My =sup | f/(2)] € v/2MMo.
el

2. Soit f € C"(R,C). Pour tout & € [0,n], on pose M) =
sup | f*}(x)|. On suppose que My et M, sont finis. Montrer que
cCk

pour tout &k € [0, n], My, est fini et

kin—k) 1_k &
Mp €27 My "Ms.

(ENS Ulm)

£ Solution.
1. Une idée naturelle consiste & utiliser 'inégalité de Taylor-Lagran-
ge. Soit z un réel et h > 0. On peut écrire

F o0y = (=)~ ()| < k2.
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th

Grdce & U'inégalité triangulaire, on en déduit que Al f/'{x)] < 2My+

M
ou encore |f'{x)] < 21\;0 + h22

. Cela étant valable pour tout b > D,

on va cholsir A de maniére & minimiser le majorant. On peut étudier
la fonction h —— 2—1\}110 + fiMa
entre la moyenne géométrique ot la moyenne arithmétique : le produit
de %9 et % est constaut et vaut MyMs. La somme sera minimale

ou plus simplement invoquer l'inégalité

lorsque les deux termes sont égaux et valent donc chacun /MgMj. On

en deéduit que
|f L‘H Q\JBIQMQ,

ce qui st plus faible que 'inégalité demandée par 1'énoncé. Pour aboutir
A la constante de 1’énoncé, on raffine le travail précédent en écrivant aussi
Pinégalité de Taylor-Lagrange entre z et & — h :

h2M,

|J(@ = h) = f) + hf ()] < ==

En la combinant avec l'inégalité utilisée précédemment, on obtient,
toujours grice & l'inégalité triangulaire,

|f(z + h) — flz — h) = 2hf"(z)| < h®M;

puis
20| /() < B*Ma + |f(r+ h) — flz — B)| < W*Ma + 2My.

hgﬁ + % En prenant la valeur
s . . 1

de h qui minimise le majorant (& savoir h = 21;\,;2
0

If ()] € v2MpM;. Comme cela vaut pour tout réel z, f' est bornée
et My € v2MgM,, Cela reste hien entendu vrai si Mg = 0, puisqu’alors
£ est nulle.

2. Montrons pour commencer que les My, sont finis. Soit 2 un réel et
h > 0. L'inégalité de Tavlor-Lagrange entre r et x -+ A conduit a

Ainsi, pour tout A > 0, [f'(z)] <

), on obtient

A" M
. — _hH — - gin-l) < i
soit, par inégalité triangulaire, a
I - hﬂM
R+ )ﬂ Y(@)| < 2Mo +

Ecrivons cette inégalité pour n — 1 valeurs distinctes de h, 0 < hy <
ho < -+ < hp_1. Sion note X le vecteur eolonne { f'(x), ..., f U (2)).
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les inégalités précédentes signifient que [[AX|{o < K = 2Mp + EE“J‘—M“,

ou A est la matrice

oM i
! 20 7 m-1)!
A= z ;
e, oy
e N I

Or A est clairement inversible (en sortant les factorielles et en mettant,
en facteur les fig, on se raméne 4 une matrice de Vandermonde). On a
done | X|loo < JATH|K. Comme cette inégalité vaut ponur tout réel z, les
quantités M sont bien finies.

On va maintenant prouver les inégalités proposées par récurrence sur
7. On observe que pour k = 0 et & = n l'inégalité est triviale.

s Pourn =2 et k=1, on obtient M; € /2MyMoa, ce qui a été prouvé
dans la premiére question.

¢ Supposons que le résultat est vrai jusqu’au rang n et considérons
une fonction f de classe "1, Fixons k entre 1 et n. En appliquant lo
cas i = 2 & la fonction fF—1) (ce qui est possible d’aprés ce gu'on vient
de voir) on a l'inégalité

MZ < 2My, 1 Mg, q.

On va maintenant majorer Myx_; et Mp41 en utilisant 'hypothése de
récurrence. Pour le premier, on utilise I'hypothése de récurrence an rang
k. 11 vient

Mg, < < 2% MFMT
Pour le second terme, on utilise 'hypothése de récurrence an rang n+1—k

pour la fonction f&). 1 vient

n—k n+1kk n+1 R
Mk+1 €27z Mk: NITL-H .

En utilisant ces deux majorations, on aboutit 3

M2 < 2°F MEM,T TR M.
N . -k .
En élevant cela & la puissance M—RR—E——I—}, on obtient le résultat
southaité
klndl_k
My < 27 M, ’TM;;;

ce qui termine la récurrence. <

Les exercices suivants concernent les fonctions de classe C™°.
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4.44. Théoréme de division

i Seit f 1R — R de classe £ telle que f{() =0 ]
flz)
X

1. Montrer que application ¢ : x — se prolonge en une
application de classe C™ sur R.

2. On suppose de plus que f7(0) # 0 et f{z) > 0 pour = # 0.
Montrer qu'il existe g € C(R, R) telle que g% = f.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. On va donner deux preuves différentes de ce résultat.

e La fonction ¢ est continue sur R™ et tend vers f/{0) en 0. On pose
donc g(0) = f'(0) de sorte que g est continue sur R. La fonction g est bien
entendn de classe C™ syr B*, On va montrer qui’elle est anssi dérivable
A tout ordre en 0.

Pour z #(,0on a

o apa)—f@) PO B 0) 3 p(0) — Sa? (0 +olat)
g (‘T) = 2 l = 2 )

1
ce qui tend vers 5 F7(0). Donc, par le théoréme sur la limite de la

dérivée, g est de classe C' sur R avec ¢'(0) = %lf”((’))k Montrons

alors par récurrence sur n = 1 que g ecst de classe C” sur R avec
(n+1}

g™ (0) = iﬂ@ Le cas m = 1 vient d'&tre traité. Supposons le

résultat établi au rang n — 1. » = 2. Pour simplifier on va se ramener au
cas oll les n + 1 premiéres dérivées en 0 de f sont nulles. Considérons
pour cela la fonction

e 1

(m+ 1)

Cette fonction est de classe C™ et ses n+1 premiéres dérivées sont nulles

Fz)
&

2
flor = @)~ ef )~ Z 170~ - F0(0).

est de classe ™! avec

T

en 0. Par hypothése de récurrence, j(z) =
§(0) = g'(0) = -~ = §"»~1(0) = 0. En dérivant la relation §{z) =

A laide de la formule de Leibniz, il vient, pour tout x non nul :

6(n)($) f(n)(‘l’ + Z Cﬁc ru k k’)' f[k)(‘r) R

pn—~k+l

On effectue un DL,_g41(0) de f “‘“)(:B); Comme les dérivées de f en 0
jusqu’a lordre n + 1 sont nnlles, on a f(k)(:c) = o(z"*+1_ 1l en résulte
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que 3™ (z) = o(1) tend vers 0 en 0 et le théoréme sur la limite de la
dérivée permet de conclure que § est de classe ¢ sur R avec 5 (0) = 0.
La relation

— WL — " L (n+1)
g9(r) = =g(x) + f'(0) + f () +-- * +1)!f (0)
FTY ()
montre que g est aussi de classe {7 sur R et que g(”)([}) = Tar

Cela termine la récurrence.
Couclusion. La fonetion g se prolonge en une fonction de classe £
f(n+1)(0)

n+1
Le résultat que ['on vient de démontrer est évident si la fonction f est

développable en série entiére en Q.

e Voici une seconde solution, nettement plus rapide, qui utilise le
théoréme de dérivation sous le signe intégral. La fonction f étant de
classe C!, on peut écrire pour x 1éel

sur R avec pour tout n > 0, g0 (0) =

f@ =10+ [ f0a =z [

en fajsant le changement de varjables ¢t = ux. Ainsi, pour r non nul,
1
= / f{ur)du.
0

1
Si on pose g(0} = f/(0), on voit que g est la fonetion z — fo fr{ux)du
qui est de classe ¢*° sur R puisque f’ lest.
2
2. Notons gqu’an voisinage de 0, on a f(z) = 2 f'(0)+ % F{0)+o{z?).
Pour que f garde un signe constant, il faut f/(0) = 0. Posons alors

Rz} = > HCd) pour r non nul. La fonction A se prolonge par continuité en

0 par A(0} = —rg(—l . Le théoréme de divisi‘on de la question précédente,
appligué deux fois, montre que h est de classe C*° sur R. Par ailleurs,
h est strictement positive sur R, donc la fonction v est également de
classe C>°, 1l nous suffit alors de poser g(z) = z+/h(x) pour obtenir une
fonction répondant au probléme posé. <

On sait gu’une fonction développable en série entiére sur R est por-
faitement déterminde par lo suite de ses dérivées en 0. Il n'en est pas de
méme pour une fonction de classe C™.
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4.45. Le théoréme de réalisation de Borel

Soit E l'ensemble des fonctions réelles de clagse C* & support
compact.

1. Soit p € N. On pose N, (f) = max [|f@{o. Montrer que N,,
oggsp

est une norme sur E,

2. Soit ¢ une fonction €, nulle en dehors de [~1,1], et telle
que p(0) = 1 et {0} = 0 si p = 1. Comment construire une telle
fonction 7 N

. : .l 2 B T

3. Montrer gque, pour tout n € N, 6141}1614r N, (cp (5 ) x ) =0.

4. On se donne une suite (a,) de réels. Construire une suite
décroissante de réels strictement positifs {¢5), telle que

N, (cp (ai) x”“) < min (l, —la 1+1|) .
T 7L

= x anx”
On pose g(x) —an+ > ¢ . Montrer que g est de

n—I En_1 nl
classe C | et vérifie ¢™{0) = a, pour tout n € N.
) p ;
(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. Remarquons que si f € E, f et toutes ses dérivées sont continues
et & support compact, donc bornées, ce qui assure l'existence de N, (f).
La vérification que Ny est une nolne est aisée. En utilisant la linarité
de la dérivation et 'inégalité triangulaire, on montre que si {f,g) € E?
et A € R, alors

Np(f +9) < Np(f) + Np(g) et Np(Af) = [AIN,(f).

De plus Np(f) = 0 implique ||f||oc =0 et donc f = 0.
2. On va construire une fonction de classe ¢°° dont le graphe res-
semble & ce qui suit :

Y
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Pour simplifier on va la choisir paire. La partie difficile de la construc-
tion est bien entendu d’avoir les dérivées d'ordre = 1 nulle en 0, et lew
toutes les dérivées & gauche en 1 également nulles afin d’avoir un raccord
de classe ™.

On va partir d’'une fonction nulle sur R_ et strictement positive sur
RY qui est de classe C*°. On peut vérifier que }a fonction f définie par

fley=0s8i2<0
Hz)=e Vesig >0

convient. En effet, f est ¢ sur | —o00,0[ et |0, +o¢[ et il suffit d’étudier
les dérivées en 0. Pour cela, on montre par récurrence que, pour tout

n € N, il existe un polynéme P,, € R[X] tel que f™(x) = %5(:—)671/31|
pour tout & > 0. Cela établi, on montre par récuirence sur n que f

est de classe " sur R, pour tout n. On a lim e /% =0, donc
p 5 ,

T —
est continue. Supposons gue f est de classe ¢". Alors, par croissance
comparée, IE,EI fintl) = lli)xp F+ =0 Du théoréme sur la limite de la

dérivée, on déduit que f{™ est dérivable en 0 et que f (n+1) et continue
en 0. La fonction f est donc C™*1 sur R et cela termine la récurrence.

On consideére alors Ya fonction fy définie par fi{x) = f(1+z) f(L—z).
Elle est de classe %, paire, nulle en dehors du segment [-1,1] et. par
la. formule de Leibniz, toutes ses dérivées en —1 et 1 sont nulles. Elle ne
répond pas encore & la question posée car ses dérivées en 0 ne conviennent
pas. Considérons alors fz définie par

A A
f
i ez
-1 0 1 > —1 0 1 >
R
fz(m:f—‘fL.
| At

La fonction fz est toujours de classe C* et & support dans [—1,1]. On a
fg(")(—l) =0 pour tout n, fz{1) =1 et f™(1) = 0 pour tout 7 > 1. Le



4.45. LE THEOREME DE REALISATION DE BOREL 281

graphe de fy sur [—1, 1] est exactement ce qu’on souhaite obtenir pour
@ sur [—1,0].

On termine donc en posant ¢(z) = ¢(—1) = f2(22 -+ 1) pour tout
z € 0. La fonction ainsi construite répond a la question posée.

On dit que p est une fonction plategu.

3. Soite >0, neNet g, :cl—up( ) n+l La fonction e, est
¢ et nulle en dehors de [—¢,¢]. Soit p € IID n]. La formule de Leibniz
donne, pour tout x € {—£,£],

n
=D Cin+1m.. (n+2-k)zrH-hpl=h (E) g~ Pk,

!
On en déduit que Hggg”,{”m < Nplg)ent1-» Z k (n+1)! y
k=D Il+1 k:)

tnontre que, pour 0 < p < n, lim ||c,o5,n|\c,0 = 0 et done que
>0

Ceci

lll]% Nn((f;’e,n) = 0.

50

4. & On construit la suite (£,,) par récurrence. On a 11115(1‘ No(pe0} = 0.
g >0

11 existe donc =, > D tel que No(ipep0) € min (1, I«';—J Les réels
1

€0s-..,En~1 étant choisis, de lir% Np(9e.n) = 0 on déduit l'existence de
-,
e=0

1
gp >0 tel que g, < £p_1 &b Nn(cpsn:n) < min (1, F——‘)
41

» Posons, pour tout réel a, go{z) = ag et gn(2) = @, _, n-1(2) % sl

7 2 1. On a, par le choix de la suite (£,), No_1(gn) < Rll On en déduit
que, pour tout pe N, on a, sin >p, '
1

1937 < e

It en résulte que la série 3 gtP (la sommation portant sur n) cst
normalement convergente, pour tout p. Le théoréme de dérivation des
séries de fonctions permet de conclure que g est C™ et que, pour tout
pEN, g® = 5 g,
n=0
e Calculons ¢P(0). pour tout p, par la formule de Leibniz. Si p < n,

alors on peut mettre en facteur z" P dans I'expression de g(m(r); on a

done g (O) = 0.8ip>n, g7 )( 0) est une combinaison linéaire de '*!(0)
avec k > p—n > 1. On aencore g’ (0) = 0. Enfin g%")(l)) = 2(0)an = a,.
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+oo
On en déduit que, ponr tout p € N, g (0) = 3° gﬁlp)({)) = Gp.

n=0_
Conclusion. Nous avons démontré le théoréme de Borel : pour toute
suite de réels (a,), il existe une fonction g de classe C™ telle que, pour
tout n & N, g (0) = a,. <

Llexercice suivant s’intéresse o Uensemble des zéros d'une fonction de
classe C™.

4.46. Théoréme de Whitney

Montrer que tout fermé de R est Uensemble des zéros d’une
fonction C* de R dans R.

(Ecole polytechnigque)

> Solution.

Soit F un fermé non vide de R. On suppose que F # R, sinon la
fonction nulle convient. D’aprés 1'excrcice 1.27, I'ouvert non vide R\ F
est une réunion au plus dénombrable d’intervalles ouverts non vides
disjoints.

Pour tout intervalle ouvert non vide I de R, on construit une fonction
Jr: R — [0,1] de classe C*° positive ou nulle telle que, pour tout réel z,
fi{z) = 0 soit équivalent & z ¢ [. On sait (voir la solution de Pexercice
4.45) que la fonction f @z —-s {0 siws0 est de classe C™. Elle

e=r s z>0
est & valeurs dans [0, 1].

Sil=]a,b[, avec a et b réels la fonction fi : & s f(—(z — a)(z — b))
convient : elle est C*° comine composée de fonctions C*° et fi(z) = 0
équivaut & (z — a)(x —b) 2 0, i.e. & 2 ¢a,b]. De méme si [ = |a, +o0]
avec o réel, on prend fi iz +—— f{z —a) et si ] =]—o0, b] avec b réel, on
prend fi : x> f(b—z).

Si R\ F est une réunion d’un nombre fini d’intervalles ouverts on écrit
RA\F = | J I La fonction ¢ = ¥ fi, est C*°. Comme chacune des

i=1 k=1
fonctions est positive, on a pour tout réel z,

plr)=0= Ve [l,n], fi,(z)=0<=Vke[ln], c¢lz <=z cF.

Si R\ F est une réunion d'un nombre dénombrable d’intervalles
+oo

ouverts, | = U L., ¢’est un peu plus compliqué. On pose o = 3 anf1,,,
n=1

neEN*
ol les @, seront strictement positifs et choisis de telle fagon que ¢ soit
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définie sur R et £*. Chaque fonction fi_ cst de classe C* et pour tout

kN, fl(f) est bornée. En effet si I, est horne, I(f) est & support

compact et sinon elle tend vers (0 en too (cela résulte de la croissance

comparée d'un polyndme et d'une exponentielle). Pour tout n € N*,
1

.Pourtout k € M, on a,

0SODE Ly, =
e o N oo 17 o)
+ et done an“_fl(k) oo < L Lasérie 3 aﬁf](k)
g Ty " " )
est donc normalement convergentc pour tout & € N, En appliquant de
maniére réitérée le théordme de dérivation des séries de fonctions, on
prouve que ¢ est de classe C*°. On montre comme dans le cas fini que
I’cnsernble des zéros de ¢ est F. <

pourn =k, a, <

La série d’ezercices qui suit porte sur la convexité. Rappelons gqu’une
fonction f d’un intervalle 1 dans R est dite convexe lorsque son graphe
est en dessous de toutes ses cordes, ¢'est-g-dire st

V(z,y) € ?, vee[0,1], f((1-z+iy) < (1-t)flz)+tf(y)

57 Pinégalité est stricte chague fois que v £ y et 0 < t < 1, la fonction
est dite strictement convere,

A

Y

On déduit facilement de cette définition le théoréme des pentes crovs-
santes : f est convere sur | si et seulement si pour tout triplet (z,y, 2)
de points del tel que z < y < 2 on @

Iy =) [ - fe) - fy)

y— z—xz . z-y

A partir de cela on montre facilement gu’une fonction convere f 11—
R admet en tout point intérieur & 1 unc dérivée o droite et une dérivée é
gauche : en effet, sia est un point intérieur, la fonction qui & & associe la
pente de la sécanie enire 6 et T est croissante et bornde sur un voisinage
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pointé de x ;) eette fonction admet donc des limites finies 4 droite et 4
gauche en x.

En particulier f est continue sur Pintérieur de 1.

Lorsque f est dérivable sur L, elle est convere si et seulement si f' esl
croissante. Dans le cas ot [ est deuz fois dérivable, elle est donc conveze
st et seulement si f'' = (.

4.47. Convexité

Soit I un intervalle de RZ et f: 1 — R. Moutrer gue la fonction
. . . 1
& — mf(x) est convexe si et seulement si x — f(}) est convexe,

( Ecole polytechnique)

o Solution.
Posons pour z > 0, glx) = z f(x) et h(z) = f(%)
e On peut déja vérifier le résultat ]Ol‘bque [ oest deux fois dérivable.

On a ¢"(x) = 2f'{x) + xf"{z) et h'(z) = (2f ( ) +1 fff(' )) _

;1‘3— g (%) pour z > 0. Il apparait alors que ¢ = 0 équivaut & b = 0,

ce qui permet de conclure pour la convexité, Traitons maintenant le cas
général en revenant a la définition de la convexité.

e Supposons g convexe et montrous que h est convexe. Considérons
des récls strictement positifs x < z < y. Il 8’agit d’établir que

GGG

t .
Comme 1 < — & i et ¢ cst convexe, on peut écrire
y <

11 11

1,71 = oy l,/1 r 21,71

(2 <5 A )i ))

zf(z>‘1_lsrf(a:)+l lyfy
£ y T Yy

ce qui donne, aprés simplification, 'inégalité voulue.

P 1 1
e Supposons A convexe. On peut écrire h(x) = a:;f ( ;—_) = zF{x),
. 1 . .
o Foxe R —r ij (; . D'aprés ce gue nous venons de faire, la

fonction z — F (%) est convexe. Or, siz > 0, F ( ) =xf(z) = glu)

La fonction g est bien convexe, <
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Si f est une fonction convere sur un intervalle 1, on montre facilement
par récurrence Sur n que St Ty,...,1T, sont des points de l, ef ty,.. . i,
des réels positifs de somme 1, on a

fltry + - +dprn) St fla) 4+ +taf(zn)

Cela offre un outil puissant pour établir des inégalités. Le lecteur pourra
par exemple retrouver 1'inégalité arithmético-géoméirique en uftlisant la
convezité de la fonction x — —Inx. Les exercices ci-aprés proposent
d’qutres exemples.

4.48. Inégalité de convexité (1)

Soit a,b = 0 tels que a + b = 1. Montrer que pour tous récls
positifs x et ¥, on a 1+ 2% < (1 4+ 2)%(1 + )"
(Ecole polytechnique)

> Solution.
Cest trivial si z — 0 ou iy = 0. Supposons z > 0 ¢t y > 0. Ou pose
X =In=z Y =1ny. Il s’agit de prouver quc

In (14 e*X*Y) Caln(1 4+ ) +bIn(l +&).

Omn reconnalt 14 une inégalité de convexité. Soit f:u € R — In{14e*).
La fonction f est de classe C* et un petit caleul montre que

eﬂ.

———= =10
(l —'—8“‘)2

£w) =

Done f est convexe et f(oX+bY) < af(X) +bf(Y), ce qui est I'inégalité
espérée. <

4.49. Inégalité de convexité (2)

Soit A € M, (R) nne matrice bistochastique (c'est-a-dire telle
que ay; = 0 pour tout couple (i,j) € [1,n]? et que la somme des
coefficients de chaque ligne et de chague colonne de A soit égale A 1).

Soit X = (1,.--,Tr) un vu,teul de R” 4 coordonnées positives. On
pose Y = AX. Montrer que H Yy 2 H x4
=1 =L

(Ecole normale supérieure)
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> Solution.
Si I'un des x; est nul Vinégalité est évidente, On supposera donc les
e

z; strictement positifs. On a pour tout @ € [L.n], i = > azr;. 1l

s'agit d'une combinaison convexe des ;. Par concavité de la fonction
logarithme sur R on a

n

n
Yie[1,n], Iny =In Zaijmj z Za.,-j Inz;.

i=1
En additionnant ces inégalités il vient

Zm% Syt =3 (Z) In; = ij

i=1 j=1 j=1 \i=l1
=1

Le résultat est donc établi en passant & I'exponentielle. <

4.50. Condition suffisante de convexité

Soit f: R — R une fonction continue telle que, pour z, y réels,
&+ z)+
f( zy)sf{ 2f{y)_

Montrer gque f est convexe.
(Ecole polytechnique)

> Solution.

On raisonne par absurde en supposant gue f n'est pas convexe. On
peut donc trouver @ < b et ¢ € Ja,b[ tel que le point (¢, f{c)) soit au-
dessus de la corde entre (o, f(a)) et (b, £(b)).

A

Y
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f(&) — f(a)
h—a (
on peut supposer f{a) = f(b) = 0. (Le dessin est fait daus le cas général.)
On a alors f{e) > 0. L'idée du raisonnement apparait alors clajirement :
on va obtenir une coniradiction avec 'hypotbése en prenant les deux
zéros de f de part et d’autre de ¢ qui sont les plus proches de c. Précisons
cela. L’ensemble {u € [a,¢|, f(u) = 0} est non vide (car il contient a),
majoré par définition et fermé car f est contimie. Il admet donc un plus
grand élément x. On a x < ¢ car f(c) > 0 et f est strictement positive
sur l'intervalle Jx,¢] par le théordéme des valenrs intermédiaires. De la
méme maniére on justifie Uexistence de y > ctel que f(y) = Oet f >0

sur [¢,y[. On a alors f ("T ; ¥ S -;- f(w)

la contradiction annoncée. <
Lo solution ci-dessus montre, plus généralement, qu'une fonclion
continue f v€rifiant

(Quitte & retrancher & f la fonction affine x — f(a)+ T—a),

) > 0 alors que = {0 ce qui est

Vie,u) € B, Heo1] F((1- 0z +y) < (- 5F @)+ (),

est convexe (Iexercice est le cas particulier ot on peut toujours prendre
t=1/2)

Le résultat de Uexercice ne reste pas vrai sons Uhypothése de conti-
nuité. Il suffit de prendre pour { un morphisme discontinu du groupe
(R, +) dans lui-méme. Le lecteur pourra en revanche monfrer, mais ¢’est
plus difficile, qu'ovec Uhypothése [ majorde sur un intervalle ouvert |
donné, on peut encore conclure que f est convexe.

4.51. Minimum d’une fonction convexe

Soit f : R — R nne fonction convexe.

1. Montrer que si f admet un minimum local, il s’agit d'un
minimum global. Que peut-on dire de Pensemble des points ol ce
minimum est atteint ?

2. On suppose que f est dérivable et qu'il existe un réel o tel
que f'{a) = 0. Montrer que f admet en ¢ un minimum global.

3. On suppose maintenant que f est deux fois dérivable et qu’il
existe o € R tel que f7 = o > 0. Monirer que f posséde un minimum
unique. A-t-on encore ce résultat avec 'hypothése f7 > 07

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. Soit @ € R un point o1 f admet un minimum local. On peut done
trouver 1 > 0 tel que f(a) < f(z) pour tout x € [a — 7,0 + 7. Prenons
x> a+n Daprés linégalité des pentes croissantes, on a
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0< flatm) — fla) _ flz) - fla)

<
7 T—a

I en résulte en particulier que f(a) < f(z). On montre de méme quo
pour tout x < a—n, fla) < f(z) de sorte que f admet en @ un minimum
global.

Supposons que b soit un autre point ol ce minimum est atteint :
fla) = f(b). Par convexité de f on a f(x) < f(a) pour tout = € [a,b).
Maijs comme f atieint son minimum en @, on a nécessairement égalivé. Il
en résulte que f est constante sur tout le segment [a, b]. Cela prouve que
I'ensemble des points ol f atteint son minimum est une partie convexe
de R, donc uu intervalle.

2. Comme f est convexe, la fonction f* est croissante. Elle est done
négative sur | — 00, @[ et positive sur }a, +ool. La fonction f est donc
deécroissante sur | — 0o, a et croissante sur |a, +oo[. Elle posséde done un
minimum global en 4.

3. Lafonction z — f'(x)—ax est de dérivée positive, donc crojssante
sur R. Ainsi, pour z 2 0, f/(z)—ax 2 f(0) et donc f'(x) 2 ax+f'(0). On
en déduit que ligf’ = +00. On a de méme, f'(z) < az + f(0)siz < 0.

On en déduit que lim f' = —oo. Comme f7 est strictement croissante sur
— 00

R, elle s'annule en un unigue point a. D’aprés la question précédente |
admet en a un minimum global. I est nécessairement unique, car en un
mitimurn local de f la deérivée 7 doit s'annuler.

L’existence d’un minimum n'est plus assurée avec la seule hypothése
f > 0 comme le montre l'exemple de la fonction exponentielle. <)

Bien entendu, pour une fonction dériveble gquelcongue f : I — R
(1 ouvert), ln condition f'(a) = 0 n'est pas suffisante pour que f admette
un extremum {méme local) en a. Toutefois, si f est de classe C? avee
F'lay =0 et f"(a) > 0, alors f admet un minimum local en a (elle est
convexe sur un intervalle ouvert contenant a ).

4.52. Intervalle de monotonie d’une fonction strictement convexe

Soit f une fonction strictement convexe de [o,b] dans R (avee
a < ). Montrer qu'il existe un sous-intervalle J non vide de [a, B,
non réduit & un point, tel que la restriction de f & J soit strictement
monotonc.

(Ecole polytechnique)

&> Solution.
Considérons o’ < b* dans |a, b[. Comme f est convexe sur [a,b], f est
continue sur [a, ¥] et il existe o € [¢/, V] tel que f(a) = min f(2). Par

E[Ibn‘
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stricte convexité, pour & # a dans [a,b], f(z) > f(a). D’autre part,
f v’admet pas de minimum local sur [a’, b'] autre que o.. En effet, par
convexité, tont minimum local est automatiquement global.

Supposons « # . Alors f est injective sur [a, b’} : en effet, si on
suppose que f(z) = f{y) avec = < y dans [a, V'], f admet par compacité
un minimum sur [z,y] en un point z. Or, par stricte convexité, z est
dans 'intervalle ouvert |z, y[ et f admet done en z un minimum local,
ce qui est exclu. Comme une fonction continue injective sur un intervalle
est strictement monotone (cf. les propos précédant Pexercice 4.12), f est
bien strictement monotone sur [, ¥].

Si o = ¥, on montre de méme que f est strictement monotone sur
.ol =[a,b]. <

4.53. Etude asymptotique d’une fonction convexe

Seit f: RY — R une application convexe.

f(=)

1. Montrer que admet une limite [ dans RiuJ{+oc} guand

x tend vers +o00.

2. Moutrer que il < 0, alors f est décroissante.

3. Montrer que si [ est fini, alors f(z) — [z admet une limite
dans R guand z tend vers +oo.

(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. Par le théoréme des pentes croissantes, la fonction ¢(z) =

%—(—1—) est croissante, donc admet une limite ! dans R U {+oc}

quand @ tend vers +oc. Comme -fﬂ(g—? = %w(m) + f%, % tend

également vers [ en +o0.

2. Si f n'est pas décroissante, il existe @ < b tels que f{a)
fib). Toujours en vertu du thécréme des pentes croissantes, on aurait
ey fla) - ) - fl@)

x—a = b—a
car lc terme de gauche de ’'inégalité tend vers [ < 0 en + oc.

> 0 pour tout z 2 b, ce qui est impossible

3. La fonction g{z) = f(z) — Iz est également convexe et ! ( ) tend
vers 0 en 4+oc. D'apres la question précédente, elle est decrolsSante sur
R . Elle admet done une limite dans R U {~oc} lorsque = tend vers
+00. <

U'ne combinaison lindatre 4 coefficients positifs (en particulier une
combinaison convexe) de fonctions convexes est encore convexe. L'exer-
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cice sutvant donne une condition nécessaire et suffisante pour que en-
veloppe convere de n fonctions converes contienne une fonction positive.

4.54, Combinaison convexe positive

Soit fi,..., fu n fonctions convexes et continues sur [0, 1] telles
que sup{fi,...,fn) = 0. Montrer qu'il existe n réels positifs
QL. .., 0n de somme 1 tels que s fy + -+ anfn =20

»

(Ecole normale supérieure)

> Solution,

On va commencer par regarder le cas n = 2 avant d’envisager une
récurrence sur n. Notons & la fonction sup{fi, f2). Si f1 on fa est positive,
le résultat est trivial puisqu'il suffit de prendre oy — 1 et a3 = 0 on
I'inverse. On suppose done dans la suite que minf; < 0 et min fo < 0.
La fonction A est continue et convexe sur [0,1] et atteint son minimum
en un point zo € [0,1]. Par hypothése A(zp) > 0. On a alors les faits
suivants.

e On a néeessairement f1(zg) = f2(%o) = h(zo). En effet, si par
exemple fi{zo) < fa{wo) = h(zo), alors par continnité, h coincide avec
fa sur un petit voisinage de zo. Si zg € ]0,1], f2 admet un minimum
local en z, mais comme elle est convexe, il s’agit d’un minimum global
{voir exercice 4.51) et cela contredit 'hypotheése min f2 < 0. On obtient
la méme contradiction si zg =0 ou g = 1.

¢ La fonction ~ w’atteint son minimum qu’en zo. En effet, si A(z)) =
h{zo), avec par exemple zg < ), alors h est covstante sur le segment
[0, 2. Mais d’aprés le point précédent, f, et f, seraient égales sur ce
segment et par convexité positives sur [0, 1], ce qu’on a exclu.

On se retrouve donc avec une situation du type suivant :

A
f2
f1

0 %o 1

On suppose dans la suite zq € ]0,1[, les cas ol #p est au bord se
traitant de la méme manidre.
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e Montrons que les nombres dérivés & gauche en xg de fi et f3 sont
de signes opposés (au sens large). En effet, si (f1);(zo) et (f2),(x0)
sont strictement positifs, fy et f> prennent toutes les deux des valeurs
strictement inférieures & h(zo) & gauche de o, contredisant le fait que
fi(zg) = minh. Si (fi)y(zo) et {fa);(0) sont strictement négatifs, fi et
fa prenment des valeurs supérieures & h{irp) & gauche de zg. Considérons
ce qui se passe 4 droite de zo. Les deux nombres (f, )/, (o) et (f2); (o) ne
peuvent pas étre tous les deux strictement négatifs. Si on a par exemple
(f1)y(xo) = 0, alors f; prend des valeurs supérieures & h(zo) & droite de
zp. La fonction fi a wn minimum A(xg) positif, contrairement & notre
hypothése. On peut done trouver deux réels positifs a; et ey de somme
1 tels que g = oy f1 + agfo ait une dérivée & gauche en zp nulle. Le
g(z) — glio)

X — Zg
signe de x — ¢, ¢'est-a-dire que g atteint son minimum en x. Comme

g(zo) = h(xp) = 0 (car fi(zo) = fa(wo)), g est positive sur [0, 1].

¢ On peut maintenant traiter le cas général par récurrence sur n 2 2.
Supposons le résultat prouvé avec n — 1 fonetions ol # 2> 3 et prenons
n fonctions fy,..., fu vérifiant les hypothéses. On a

théoréme des pentes croissantes montre alors que ast du

h=sup(fi,.-.. fo) =sup(fi...., fa—2,50p(fn_1, fn)) = 0.

Comme sup(fn-1.fa) est convexe et continue, on peut appliquer I’hy-
pothése de récurrence. Il existe donc ey, . - ., 1 réels positifs de somme
1 tels que

o fi + O’.zfg i ol & | Sup(fn—]afn) = 0.
On pose alors f = a1 fi + - -t op_efn 2+ anc1fnr et g = o f) +
-t @q—2 frn—2 + On_1 fn. Ce sont deux fonctions convexes continues qui

vérifient sup(f, g) 2 0. D’apres le cas n = 2, on peut trouver o € [0, 1]
tel que aof + (1 — a)g = 0, ce qui donne

Of1f1 +-+ (Infzfn—z + aanflfn—1 + (1 - a)an—lfn =0.

Cela termine la récurrence.
On notera que la réciproque du résultat de exercice est évidente. <

Lezercice suivant étudie les fonctions d variation bornée.
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4.55. Fonctions i variation bornée

Soit une application f : [a, b — R. A toute subdivision ¢ =
(a=x9g <21 < - < zq = b) de [a,b], on associe la variation

w1

totale de. f sur o : V(f,0) = > |[f(zr+2) — f(zx)|. On pose
k=0

VE(f) = supV(f. o) € [0,+00], que l'on appelle la variation de

£ osur [a,b]. Si VB(f) est fini, on dit que f est & variation bornée sur
[a. B].

1. Montrer que si f est C' sur [a, b]. f est a variation bornée sur
(@, b]. et calculer sa variation. Examinet le cas ol f est lipschitzienne
ou monotone.,

2. Comparer VA( +g) & V5() = V4(g).

3. Pour ¢ € |a. b], comparer la variation de f sur (a, b] & la sonume
de ses variations sur {a, c| et [c, b].

4. Montrer que f est 4 variation bornée sur [a, b] si et seulement
si f est somme de deux fonctions monotones sur {a, ].

(Ecole poiytechnique)

—

> Solution.
1. Pour toute subdivision 6 = (a = 2o < 21 < -+ < z, = b) de [a, }]

ethe0,n—1].ona
Tl 1 Lkt
[ rod < [T irea,

ke k

[f{zrq1) — flaw)| =

b
et donc V(f,0) < j |f/{t)|d¢. La fonction f est donc & variation
a
b
bornée sur [a, b] et V&(f) < f [£'(£)|d¢. Montrons, qu'en fait V3(f) est

b
égal a f |f/(¢)ldt. Si o est une subdivision de [a,b] alors, pour tout
@

k € [o,n — 1], il existe, d’aprés la formule des accroissements finis,
&k € |tr. Trs1] tel que flzwe1) — Fzr) = (@ra1 — Ze) f(&k). On obtient

n—1
V(f,0) =3 (zre1 —zk)| f'(E)]- On reconnait une somme de Riemann.
k=0

Lorsque le pas de la subdivision tend vers 0, V(. 7} tend vers [ "IN,
puisque | f’| est continue. Pour tout € > 0, il existe une subdivision & telle
que V(f,0) = f: | f'(£)|dé—e. On peut conclure que Vi(f) = f: |f(¢)dz.

Si f est a-lipschitzienne, on a, avec les notations précédentes, pour
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n—1

toute subdivision ¢ de [a,bl, V{f.0) £ 3 olzrs: — x%) = a(b — o).
E=0

Ainsi f est & variation bornée sur [a,b] et VE(f) < (b — a).

Si f est croissante sur [a,b], on obtient, pour toute subdivision o
n—1

de [(J’J b]7 V(fa 0) = Z (f($k+l) _f(mk)) = f(b) - _f(ﬂ) AiIlSi f est

4 variation bornée sur (a,b] et VE(f) = f(b) - f(¢). On démontre,
de méme gu'une fonction décroissante est & variation bornée et que
VA (f) = fla) = F(b).

2. Montrons que si f et g sont deux fonctions définies sur [a, b], on a
VE(f + 9) € VE(f) + Vi(g). L'inégalité est évidente si V2(f) on Vi(g)
est infini. Supposons donc f et g & variation bornée. Alors, pour toute
subdivision ¢ de [a, b],

n-—1
V(f+g.0)= > _|(f+ @) (rre1) = (f +9)(zx)]
k=0

n—1 n—1
<D (@her) = Fl@e)| + D l9(@esr — glaw)]
k=90

k=0
< V(f,0) +V(g,0) <VL(f) + Vi(g).

On en déduit que f + g est A variation bornée et que VE(f + g) <
Vi(£) +V(g).

3. Soit ¢ une subdivision de [0, b], 0’ = ([a =2 <3} <+ < 2p =h)
la subdivision de [a,b] obtenue en rajoutant & o le point ¢ s'il n'y est
pas. Notons p Uentier tel que 2, = ¢y oy = (o =29 <21 < --- < 2p =€)
est une subdivision de [a,c] et 0y = (2 < - < 2 = b) une subdivision
de [¢,b]. On a V(f,0) € V(f,0') : on rajoute au plus un point dans la
subdivision et I'inégalité résulte de 'inégalité triangulaire. D’autre part,
V(f,o') =V(f,01) + V(f,02). On en déduit

Vif,0) S V{f,01) + V{f,02) VL (£) +VIUS)

On adonc VO(f) € VE(£)+VE(f). Montrons qu'il y a égalité. Supposons
que f est a variation bornée sur [, ] et sur [b,cl. Soit € > 0. On peut
trouver des subdivisions o1 et oz de [0, ¢] et [c, b] respectivement telle

que : V{f,o0) = Vi(f) — % et V(f,02) = VE(f) —~ % Considérons la

subdivision ¢ de [g,b] obtenue en fajsant la réunion de oy et 0. On a
alors V(f.o) = V{f,o1) + V(f.02) = VS(f) + VI(f) — . On obtient
finalement V() = VS(f) + Va(£).

Si VE(f) ou V() est infini, alors VE(f) est infini, car si o, est une
subdivision quelconque de [a,c|, o2 une subdivision quelcongue de [b, ¢|
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et ¢ la réunion des deux, alors V{f,0) = V(f, 1) + V(f,02), quantité
qui n’est pas bornée.

4. D’aprés ce qui précéde upe fonction monotone est & variation
bornée et la somme de deux fonctions & variation bornée est une fonction
3 variation bornée : la somime de deux fonctions monotones est done une
fonction & variation bornée.

Réciproquement, supposons que f est 3 variation bornée sur [a,b].
Alors pour tout = € [a,b], f est & variation bornée sur |a, m} Soit ¢ la
fonction définie sur [a, 8] par g{z) = VI(f). Sia <2 < 2’ <b, alors
glz’) = g(z) + VE(f) = g(z); g est donc croissante. 1’autre part avee
les mémes notations, VI (f) = |f(z’) — f(z)| (on prend la subdivision
o= (z <z). Onen deduit g(z") = g(z) + f(z’') — f(z), cest-a~dire
flz’) — g(2") < f(z) — g(z). La fonction k = f — g est décroissante. La
fonction f = g+ k est somme d une fonction croissante et d’une fonction
décroissante. <

La notion de fonction 4 variation bornée intervient notamment dans
Uétude des arcs rectifiables. Si au lieu de prendre f & valeurs réelles, on
prend f & valeurs dans R? ou R®, et si on remplace la valeur absolue par
la norme euclidienne, la quaniité Vg( ) nlest autre que la longueur de
Uarc défini par f. Cet arc est dit rectifiable si VO (f) est fini.

Le dernier théme de ce chapitre est celui des estimations asympto-
tiques. On peut y faire appel & différentes notions déja mentionnées.

4.56. Un développement asymptotique

Pour A € ]0,1], on pose f(A)= sup (e“”’ —-(1- )\:c)%).
wE[O,%]

Déterminer un développement asymptotique 4 deux termes de la
fonction f en 0. )

(Ecole polytechnique)

> Solution. .
La fonction f est définie sur ]0,1], car g, : e~ — (1 — Az) > est

continue sur {0? %} . Ftudions les variations de gy. On a, pour = € [O, l] ,

A
gi(z) = —e™% + (1 — Az)> L. La fonction g5 a méme signe que ha, Ol
_ 1 _ 1 Al —=)
h;\(x)fx—l-(X 1) In(1—-Az). Pour z € [0 )\[ onahi(z) = et

La fonction k) s’annule en 1 et hy croft sur [0,1] et déeroit sur [1, 1 [
Comme on a de plus, k(0) =0 et lim £y (z) = —o0, on conclut que hy
r— >
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" . 1 .
est positive sur [0, 1] et s’annule une fois sur [l, 3 [, en o la fonction

g% s'annule en @, est positive sur [0, af et négative sur |a, %[ On a done

F(A) = ga{a). Sachant que g} (a) = —e~%+ (1 — Aa)3~! = 0, on obtient
F =e ™~ (1-2a)% = (1-20)F 1= (1-2a)% = (1 ra)¥ " (Aa).

En posant u = Aq, on peut écrire f(A) = u(l —u)il= = yel3-1)in(-w),

Pour commencer, on détermine un développement asymptotique de u.
L'équation ky{e) = 0 équivaut & 2o + (1 — A) In{l — Aa) = 0, soit

#+ (1 = A)In(1 — u) = 0. Le réel u vérifie donc les conditions u € |, 1]

et IL(Il-_i) = )\_IT On étudie les variations de ¢ : & — l_r%—w)
" _

sur |0, 1{. On trouve ¢'(z) = u’)w_(;cl
! _ —I
Wia) = (1—x)?
négative. La fonction ¢ est donc strictement décroissante. Elle réalise
une bijection de |0, 1] sur ] — oo, —1[. On a donc u = ¢~* (—1—) On

- In{1 — x), puis
< 0. Sachant que 11[1;11 i =0, on en déduit que 1) est

A—1
en déduit que hm o = hm ¢~1 = 0. On écrit le développement limité de
@) en 0 alordre?.
In{l —u) u
plu) = . = 1—27 +o(u)
et dong,
2
olu)+1 = —g - % +o(u?) = -)ﬁ\%l

On en déduit que ”; o - X et donc u ~ 2A. Ceci signifie que «

Al
tend vers 2 quand X tend vers 0. Pour obtenir le terme suivant dans le
développement de u, on écrit = 2A{1 + v), avec v = o(1) et on reporte
dans ’égalité précédente. qui devient

Finalement, on a le développement de u
u=2x{1~ A o{A)) = 2A — 32 + o(A7).
Compte tenu de ce qui précéde, on peut simplifier 'expression de f{).

{1 v £ys
Onaeneﬁ'et( fl)ln(l— (X 1)_)\,1* A.Onendedult
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que
“ : 2
FOA) = e Sy = g 2HRAoiay A Ha(n)
2 2
= AeTA (L4 S A+ 0(A)(2 = 32+ o(N)),

et finalement,

2,
FN =2"2x+ ge‘z)\2 +o(A%).] «

4.57. Estimation du maximum d'une fonction polyndme

K

Soit fr 1 & € [0,n] — J](x — i) € R. Trouver un équivalent
=0

simple de || frl|oo lorsque n tend vers +oo.

.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

La fonction |f,| est continue sur [0, n]. Elle s’annule pour des valeurs
entiéres. Sur chaque intervalle [i,7 + 1], elle atteint son maximum sur
Vintervalle |1, i +1[. De plus, f,, est dérivable sur [0, n] et, pour = € [0, nf,
r non entjer, on a

M = Z ! ; :gn(a'}-

falz) fmr—i

La fonction g, est strictement décroissante sur chagque intervalle J7, 74 1]
(0 <7< n~1)et de plus, ]:IJ}l g, = +o0 et (i}_’i_rg_ gn, = —00. Elle s’annule
et change de signe une fois sur |4, + 1[. La fonction f, gardant un signe
constant sur cet intervalle, il en est de méme pour f),. On en déduit ¢ue
|f| atteint son maximum sur [¢,i+ 1] en 'unique valeur qui anmle g,,. 11
nous faut maintenant, déterminer sur guel intervalle 7,4+ 1], le maximum
de | fr| est atteint, Puisqu’on a, pour tout « € [0, 7], {fn(n—2)| = |fa(z)|,
on peut supposer i < g Le tracé des courbes représentatives de quelques

fonctions fp, indique clairement que le maximum de |f,| est atteint sur
[0.1] (et aussi sur [n — 1,n]).

Pour le mmontrer, commengons par majorer |f,| sur [{,4 + 1], pour
1<i< .

-
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n=2 n =23

-

L |

0 N
1\/ \/

n=4 n==a

On a, pour tout = € [, + 1],

|[folz)|=z(z —1).. (s —i+ o -+l —-2)i+2—-x). ..
con=1-ux){n-2a)
S+ 2 - i+ 1 —2)2, . {n—1)

< %L(-A + 1)l — ),

puisque { € #{l—x) < i si v est dans [0, 1]. Posons u; — %(i-}—l)!(n—i}!,

pour 1 < 4 < %L Montrons que la suite {u;) est décroissante. Pour

. R i i+ 2 P
1§'f5<z+1<E,onau"tj :z+_<1.0nendedu1tque
2 ’r T —1
—1)
t KU = L)— On obtient finalement, pour tout z € {1, n — 1].
C(n~1)!
i) < 2

Voyons maintenant ce qui se passe sur [0, 1]. La fonction | f.| y atteint
son maximum en «,, I'unique zéro de g, dans [0.1]. Cherchons un
n

1 . P
- = (), ce quon écrit

Uy — |

équivalent de a,, puis de |f, (¢} On a 3
1=0



298 CHAPITRE 4. FONCTIONS D'UNE VARIABLE REELLE

. On en déduit, par décroissance de la fonction

1 1 i n=1
— < _g1+f —dt< 14+ In(n—-1) et
+ 2 3 n(n-1) e

1 1 21 ntl ]
— =z - = ~di =1 1) —1n2.
s EDIEEY AL LS CRE

On obtient 'encadrement

1 1
Inn+1) - ln2< — + <1+ 1n(n~1).
An  An —
, 1 1 1 1
On en déduit que — + ~ Inn et donc hm - 4 =
Un an — 1 n—oo — 400 On an — 1

I . 1
+o0. Puisque a, — 1 est négatif, on a ¢ fortiori lim — = 400, Cest-
n—-+4+oo Ay

a-dire lilJrrl an = 0. On conclut finalement que
— 100

1
An ~ —.
n—oo Inn

11 faut maintenant déterminer un équivalent de |f.,(¢,)|. On écrit
n n a
. o
folan) = on T ) = aurt T2 - 0.
g=1 i=1

On sait que an o lnl Il faut s’occuper du produit. On passe an

logarithme et on considére s, = z In (1 - ) Chaque terme O’T” est

inférieur & a,, et donc tend vers 0. Au voisinage de Oonaln(l-z) Rt 2
Si on se donne & > 0, il existe 7 > 0 tel que [In(1 — z) + 2| < g]z], pour
lz| < n. On en déduit que, pour n assez grand (tel que |a,| < 7), o
aura, pour tout i € [1, n[,

n . an “ ay,
111(1—T)+—~ <E'T et done s,L+§\_‘1 ; £ Z:T
L | 1
Ceci montre que 3, WO TOm ﬂ; 7 Nous savons que ey, Y Ton
% ~ Inn. On en déduit que hm $n = —1, et done que

liin
N—00 =1

et que ‘:::
1(1-

) - . On obtient finalement
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n!

f (@)

Nous avons démontré précédemment que sup |fa(2)] < %(n - 1L
®E€[l,n—1]

Ce terme est négligeable devant | f.(a,)|. On en déduit que pour n assez

grand, on a || fnllec = | fn(@s)| et done que

n!

<]

[lfrlloo

~ -
n—oo elnn

Notre magoration de |fr| sur [1,n— 1] a été trés grossiére. En fait, on
peut démontrer que || falloo est towjours égal & | fn(an)|.

De maniére générale, il est interdit de dériver des équivalents. Toute-
fois, avec une hypothése de monotonie en plus, on obfient tout de méme
des résultats.

4.58. Dérivation d’équivalents

Soit f : R — R continue et croissante. On pose F(z f Fla)de.
1. On suppose qu'il existe o > 0 tel que F(z) ~ % en 400.
Montrer que f(z) ~ z*71.
2
2. On suppose, toujours en +o0, que F(z) = % ~+o(z). Montrer

que f(z) =z + o(\/x).

(Ecole normale supérieure)

> Solution.
1. Remarquons qu'il s’agit de démontrer, avec une hypothése supplé-
mentaire de monotonie, la réciproque dun résultat connu. En effet,

si on suppose simplement f continue et f(z) ~ z* 1, alors la
T+ 400

fonction f est positive au voisinage de +oc et nr'est pas intégrable
sur R,. Le théoréme d’intégration des relations d’équivalence permet

1

' ~ T ia—1 — ﬁ : z
d’affirmer que F(x) oo fo toide = —- La réciproque serait fausse

sans ’hypothése supplémentaire «f croissante» (considérer par exemple
fiz) =1+sinz).

Revenons & la question posée. 1.’idée de la démonstration est d’intégrer
f sur un intervalle ol elle prend des valeurs proches de f(z) et d'utiliser
la croissance de f. Soit k € ]0, 1, que I'on choisira plus tard. On a, par
croigsance de f, pour z > 0.
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z(14+-h)
plr) =F(e(l+ )~ F(@) = [ j(tiat > whf(a) et

W) =F(a) ~Fla(l—n) = [ ()i < ahf(a),

z(1—k)

d’onr l'on tire l'encadrement (z) £ fo) < LP(I). Comme par
o ﬂ':"h, zrrfl $°h
hypothése Flz) ~ £ en 4oc. on déduit
(87
* 1 —(1—h)~
e SO QAR (@) 1= R
s—too xTh ah z—toe ph ah
Notons ensuite que
k) —1 —{1—h)*
lim (1+h) = lim 1=t S 1.
h—D ah h—0 ol
Soit € > 0. Fixons b € ]0.1] tel que %:—1 et L“(;;h)
4
appartiennent & [1 — £,1 + ¢]. Puisqu’alors lim (@) et lim (=)

x—too ¥ z—too &

appartiennent & [1 —£,1+<], on aura, pour £ assez grand, LPEB ) et ¥ix)

et done L1 ) dans (1 — 2e. 1 4 2¢|. Ceci démontre que lim f@) _
reT g—+oo g1

2. La méthode précédente ne conduit pas au résultat. Remplag,onb

(1l + h) et (1 — h} par = + nix) et £ — n(z), ol 1 est une fonction
positive a choisir telle que n(r) = o(z) en +oo. On obtient, comme
précédemment

T+n(z)
w(z) = Flz + n{z)) - Flr) = fI ftyde = n(z)f(z),
w(@) = F(e) = Flz — n{z)) = f;(m) flB)at < n(z) f(z)

et lencadrement j‘;)((i)) < f(;'c) < % Par hypothése, il existe une
fonction ¢ telle que, F(z) = % +ze(x) et lim ¢(x) = 0. On en déduit
que R e
A s (G ) =) 4 (o et () ae(e)
ni@ )

—at B oo o) + s el b)) —ole)),

On obtient, de méme,

% =x— %LE)- +elz —nla)) + 2 (elz) — slx —nlz))).

()
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Nous voulons que chacun de ces termes s'écrive x + o(y/z). Pour ccla
1L faut que nfe) = o(vE), X5 (e(a+n(@) ~=(z) = o) et que

JE

M (e(z) — e(z —n(x))) = o(1). Posons m(z) = sup le(®)] et
2 (elo) el —n(@)) = o{1) @= % O
montrons que n(xz) = {/zm(z) convient. En effet, onaljgm = 0, puisque

Ligs = 0. On en déduit que n(x) = o(y/z),

Y o+ ke o) € I <oifnia) - o)
X2 eto) = ela (o) < YD < 2] = o),

car pour z asses grand, on a , = + 7(z) et = — 7(z) dans [z — \/z, +oo[.
Puisque f(z) est encadré par deux termes de la forme z + o(y/z), on
peut conclure que

fl@) z+0(Vz).

@00

4.59. Intégration d'équivalents

1. Soit f: Ry — Ry de classe C1, £ > 0 et P un polyndme de
degré n. On suppose que f'(z)P(f(x)) tend vers £ quand z tend vers
+00. Donner un équivalent de f en +oo.

2. Soit b : R — Ry continue, £ > 0, » un entier naturel. On
suppose que h(z) [: h™(t)dt tend vers £ lorsque z tend vers +00.
Donner un équivalent de i en +oo.

(Ecole polytechnique)

&> Selution.
1. Soit Q une primitive de P. Lhypothése s'énonce lim(Qe f)' = ¢
oo
Montrons que si g est une fonction de classe C' sur R, telle que

g = € R, alors lim 9(;):&
So:te>0eczoce1que€—asg() {+cesia 2 zo. Daprés le

théoreme des accroissements finis, on en déduit que, si z > g, on a

e 9(z) — g(zo)

T -z

<lte

et donc
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€T — Iy x T — T X
t—e 0+9( )\g()<(e+) o g(@o)
x x
Puisque
lim (- T 98 _,
z—+o0 x x
et
i (04 o) ZoTe 1 900
2! P =
flexiste 2y > zotel que, pour 7 > 71, om ait (#-2) T2 4 9(’”") > -2
(l+s) g(z") < £+ 2¢. On en déduit que, pour >z, on a

-2 < g(z_z) <L+ 25, ce qui démontre le résultat voulu.
On a, daprés ce qui précide, lim (Q"Zw = /> 0.Onen dédult
oo
que l+imQ o f = +oco. Montrons que limf = +00. Soit A > 0. La fonction
50 o0
Q étant continue, est bornée sur le compact [0, 4]; il existe C > 0 tel
que Q(f(x)) < Csi 0 < f(x) < A D'autre part, il existe zg > 0 tel
que Q(f(x)) > Csi & > xo. On en déduit, puisque f est positive, que
f(z) > A si x> z0, ce qui démontre le résultat annoncé.
Le polynéme Q est de degré n + 1; si a est le coefficient dominant
de P L
e Boona Q@) ST

Q(f(l))Nﬂ%?)Tmrwlz. On en déduit que

. On a donc, quand z tend vers +oo,

1
o4 1)\
™ G

2. On se raméne a la question précédente en posant, f(z) =
/ h™(t)dt, pour & > 0. L’application f va de R, dans R, et est

1 N - ;i n_

de classe C'. L’hypothése entraine que IET& R™(x) (_/: h(t)dt) =",
c'est-a-dire que zlirfm f(@)(f(z))™ = £". La fonction f vérifie les mémes
hypothéses que dans la question 1, avec P = X" / étant remplacé par
£ 1 résulte de Ja quesmon 1 que f(z) (E"(n + La) ™1 1 . Sachant

que h(z) oo Tit)’ on obtient ﬁna.lement
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