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Introduction

Cet, ouvrage est le troisiéme tome d’algébre d’un recusil d'exercices de
mathématiques destiné a la préparation des oraux des concours d entrée
aux Eeoles normales supérieures et 3 VEcole polytechnique. Trois vo-
lumes sont consacrés & I'algebre et trois & analyse.

La vocation premiere des Ecoles normales est de former des cher-
cheurs ou des enseignants-chercheurs. Le coucours d’entrée vise done
a détecter les qualités scientifiques du candidat, son aptitude A la re-
cherche. A 'oral, on jugera avant tout la capacité de prendre des ini-
tiatives, d'utiliser une indication, de mener a bien une démarche. On ne
scra pas surpris que les exercices posés aient un contemi mathématique
riche, qu'ils soient trés éloignés du simple exercice technique, d'appli-
cation du cours, quils soient souvent difficiles. [ls visent la plupart du
temps & la démonstration d’'un résultat mathématique significatif. Ils
pourraient apparaitre excessivernent difficiles. st on perdait de vue le
déroulement concret de I’épreuve. L'oral des ENS est un long dialogue
(Pépreuve dure environ cinquante minutes, comme d'ailleurs & I'Ecole
polvtechnique) entre le candidat et Pexaminateur, qui tout au long de
Péprevve fournit des indications, quand c’est. nécessaire, pour relancer la
réflexion du candidat et tester ses réactions. Il est d’ailleurs impossible
de rendre pleinement compte dans un recueil d’exercices du caractére
oral de 1'épreuve.

1 Ecole polytechnique, quant 4 elle. est plus généraliste. Les exercices
pusés au concours sont de facture plus classique et, en régle générale,
I'cxaminateur intervient moins. C'est au candidat de montrer sa maitrise
du programme dans la résolution d'un exercice dont la difficulté est ce-
pendant trés variable. Certaing sont proches des exercices d'ENS. Les
¢noneés circulent d'ailleurs d'un concours & l'autre, ou peuvent méme
¢lre repris d'exercices d’Olympiades.

Les énoncés qui figurent dans ce recueil, ont été donnés entre 1996
1. 2006, Tls sont extraits pour 'essentiel des listes publides chaque année
par la RMS {Revue des mathématigues de Uenseignement supérieur
anx éditions Vuibert jusqu'en 2003 et désormais Rerue de lo filidre
Muothématigues aux éditions e.net} dont nous remercions les auteurs
pour l'aide précieuse qu'ils apportent ainsi aux éléves et amx profes-
scurs des clagses préparatoires. [ s’agit de versions communiquées par
les dtudiants, reflétant la compréhension que ceux-ci ont eue de l'exer-
cice et le déroulement conjoncturel de leur oral, comme le montrent les
varialions d’une année & I'autre pour un méme exercice. Nous n’avons
pas hésité A les modifier, pour rectifier des erreurs, compléter un énoncé



2 INTRODUCTION

quand rnanifestement l'exercice s'est arrété avant que le résultat que
I'examinateur avait en vue ne scit atteint, ou ajouter des indications.

Nous avons choisi de laisser quelgues énoncés ¢brnts», ceux pour les-
quels nous estimens qu'une démarche naturelle (qui peut etre longue et
ardue) permet de conduire & la solution. Pour d’autres exercices, nous
avons ptis la liberté de rajouter des questions intermédiaires, qui auraient
pu étre celles posées par I'examinateur. Quitte 4 perdre en concision,
nous avons temn a rédiger les solutions les plus pédagogiques possible,
essayant d’exposer clairement les idées et démarches de raisonnement,
sans escamoter les détails ou caleuls qui peuvent paraitre évidents. On
évite autant que possible l'introduction d'une astuce ou d’un objet ad hoc
permettant d’atteindre rapidement la solution. 8’il n’y a pas moyen d’ex-
pliquer lorigine de cette astuce, c’est que l'exercice est pen intéressant
et que 'étudiaut en tirera peu de profit.

A Dintérieur de chague chapitre, les exercices ont été regroupés
thématiquement et 4 l'intérieur de chaque théme, souvent par ordre de
difficulté croissante. Ainsi regroupés, ils apparaitront plus accessibles, car
plongés dans leur contexte mathématique, éclairés par d’autres exercices
voising. Les introductions historiques qui ouvrent chaque chapitre, outre
leur intérét propre, visent au méme but. Enfin, nous avons agrémenté
les énoncés de quelques remarques préliminaires. Sans faire de rappels
de cours systématiques, nous avons énoncé. voire redémontré, certains
résyltats : lermmes classiques, intervenant dans la résolution d'un grand
nombre d’exercices, ou résultats au contraire a la lisiere du progrannne,
mais utiles, pour lesquels des éclaircissements étaient nécessaires. Om
trouvera aussi des remarques de synthése ou des généralisations qui,
nous l'espérons, pourront amener le candidat curieux 4 approfondir ses
connaissances. Les quelques indications bibliographiques ont le méme
objectif.

Le lecteur ne tirera profit de ce livre que g'il cherche des solutions per-
sonnelles des exercices avant d'en étudier les corrigés. Une bonne connais-
sance du cours est indispensable. En effet, les théorémes du programme
fournissent bon nombre de schémas de démonstration. Rappelons aussi
quelques démarches générales qui peuvent faciliter 'appréhension des
exercices difficiles :

> I’étude de cas particuliers permet souvent d’entrevoir les idées qu’il
fandra mettre en ceuvre dans la résolution du cas général. Ce peut étre
I'étude du probléme pour les petites dimensions, dans un exercice de
géométrie euclidienne, ...

> le renforcement des hypothéses peut aboutir 4 un probléme plus
simple : pour un exercice sur les matrices svmétriques positives on peut
commencer par le ras oh la matrice est définie positive et chercher &
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prolonger ensuite au cas général, par exemple 4 Paide d'un passage 4 la
limite.

r dans ’éinde des problemes géométriques on attachera une grande
importance au choix des coordonnées (cartésiennes ou barycentrigues)
et on préservera le plus possible les symétries du probléme.

Au-dela des étudjants en classe préparatoire, ces ouvrages intéresse-
ront aussi les candidats au CAPES et a ' Agrégation, qui y trouveront
matiere A4 réviser les principales notions du programme. ainsi que des
cxemples pour nourrir un développement, pour leur oral,

Ce troisiéme tome est consacré a la géométrie. Le premier chapitre
voncerne les aspects géométriques des espaces euclidiens et il pourra étre
abordé en grande partie dés la premiére année en classe préparatoire. Le
second est consacré aux endomorphismes symétriques, théme trés riche
comme le montre le nombre d’exercices. Ces deux premiers chapityes se
lerminent a chaque fols par quelques exercices plus anciens consacrés
aux espaces hermitiens. En effet, le programme des classes préparatoires
a eté nettement allégé sur ce point lors de la derniere réforme. Nous
avons toutefois tenu & garder ces énoicés pour nos nomhreux lecteurs
ngrégatifs et en espérant peut-étre un retour en grace futur des espaces
hermitiens (cela est souvent souhaité dans les rapports de concours des
I%eoles normales supérieures). Le chapitre trois est consacré aux forines
(madratiques, une section également assez réduite dans les programmes
actiels, Nous avons rédigé les solutions en tenant compte des conuais-
sances an programme (par éxemple en ce qui concerne la signature) et
indiqué clairement les quelques exercices qui dépassent les résultats exi-
vibles des candidats. Enfin le dernier chapitre est dédié a la géométrie
alline euclidienne dans toute sa richesse (géométrie du triangle, coniques,
problémes d'extrema, isométries, convexité. ...), Nous avons mis un grand
uombre de figures pour éclairer les solutions. Les énoncés sont tous for-
nmilés dans un espace réel, voire dans R”, ce qui n’améne pas vraiment
une perte de généralité et simplifie souvent la rédaction des solutions.
Nos lectenrs connaissant la théorie des espaces affines n'auront ancun
mal 4 placer chaque énoncé dans le contexte naturel qui est le sien.

Si vous souhaitez nous conmtacter pour nous faire part de vos re-
HELIICS, vous pouvez envoyer un courriel a Uadresse fon. cassini@free. fr.



Chapitre 1

Espaces euclidiens. Espaces hermitiens

Nous ne pourrions commencer ce chapifre sans y €voguer ['impor-
tant héritage que constitue la géoméirie élémentaire. Développée depuis
les Grees, elle o laissé dans ce domaine des Mathématigues des notions
Jondamentales telles que distance. orthogonulité. angle... et le vocabu-
luire associ€ gui dépasse le cadre des espuces de dimension 2 et 3 pour
s appliquer & des espaces de dimension n, et méme de dimension infinie
dans le cas des espaces fonctionnels. On retiendra que lo traduction d'un
nrobléme abstrait sur les espuces euclidiens en termes de géométrie clas-
sique, d L'aide d’une figure par ezemple. est souvent une source puissante
dinspiration.

Bien évidemment, la conscience du produtt scalaire sous-jacent & la
spructure euclidienne de R™ est trés réecente puisqu’elle s’appuie sur le
concept de vecteurs appary véritablement 4 la fin du X1xX%siécle. Clest
plutot a travers 'étude des formes quadratiques, vues pendant des gifcles
comme polynémes homogénes de degré 2, que vont se faire les plus
qrandes avancées, fagomnant les outils de Ualgébre linéaire moderne :
déterminant, valeurs propres, rung, forme bilinéaire... Le point de vue
anulytique s’appuyant sur un systéme de coordonnées fut dominant de-
purs Descartes et Fermat jusqu’a ce que la théorie des espuces de Hilbert
at XX siecle fosse faire un pas de plus dans Uabstraction. nous donnant
i notion génédrale de forme sesquilindaire sur un espace de dimension
qucleongue.

La premiére série d’exercices porte sur des caleuls algebriques de base
wvce lu norme et le produdt scalaire. Ce dernier seva presque tougours notd

(e, 9) — ().

1.1. Bornes d'une fonction oh intervient le produit scalaire

Soit E un espace euclidien et {a, ) € E2. Déterminer les bornes
supdrieures et inférieures sur E\{0} de

(m,a){z, b}

]2

fixr—

{Ecole normale supérieure)
. |
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> Solution.
Sia ou b est unl, f est identiquement nulle et les hornes valeng 0.
Supposons g et. b non nuls et considérons un plan P contenant a et b. On

aflz)= f(“ H) et done

sup f(z) = sup f(2)

wEEN (0} lz|=1
et il en va de méme pour la borne inférieure. On note p la projection

orthogonale sur P. On a {z,a) = (p(x),a} et l'égalité analogue pour b
Ainsi, pour x vecteur wnitaive. on a f(.r) (p(x), a){p(a), b} et done

sup fle)= sup {e,a){e,h),
reEN{0} ecP
D<ffelf<l

puisque [jp(x)]| < ||zfl et que chague ¢ € P non nul de norme plus petite
gue 1 est I'image par p d'un vecteur unitaire. 11 en va de méme pour la
borne inférieure.

Munissons P d’une orientation quelconque et notons 8 l'angle orienté
entre a et b. Pour € non nul dans P, ot a donc en notant ¢ Vangle orienté
enfre a et ¢,

(e.a){e, ) = lallljel cos b | cos( — »)

MM (cos 8 + cos(2¢ ~ ).

Lorsque e parcourt le disque unité de P privé de 0. la quantité e[| déerit
10, 1] et @ déerit tous les réels modulo 27, On en déduit que

sup (o) — elllblicos®+ 1) _ (0.5) + fallb]
a€E\(0) 2 5

fallifblicos 6 ~ 1) _ {a,b) — tallilb]
Lﬁf{u}ﬂ 7) = 2 2

et

RS

Lénoncé sutvant peut s'inierpréter de la maniére swivante : étant
donné n boules ouvertes de rayon 1 deuz ¢ deuz disjoinies dans un espace
euclidien, que dire du reyon 'une boule qur les contient toutes ¢
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1.2. Boule contenant n points & distances mutuelles supérieures & 2

Soit E un espace euclidien et (z1....,2.) € E7, vérifiant :
Vi 5y e [1,0), i #= |z x5 = 2.

Soit B une bowle fermée de rayon R contenant tous les ;. Montrer

que
R > M .
V' n

(Ecole polytechnique)

1~ Solution.

Fa— Zo, ol Lo €5t le centre de la boule B, on peut supposer que celui-ci
st 0. On a alors |zl € Ropour tout 1 <4 < n.

Pour minorer R, il nous faut tenir compte de toutes les conditions
('écarteinent entre les ;. La quantité la plus simple qui tienne compte
il tous les écarts est

S = Z [E

1€i,j €n

Nows prenons les normes au carré sinon il serait inpossible de simplifier
In somme. Développons les carrés scalaires de S :

S= Yl + haslf® - 2

1<i, jgn

ce qui donne

S=2n) llwf* -2
i=1

T
>e
=1

On o done S £ 2n°R2. Mais par hypothése, on a

2 n
<oy el
i=1

S>3 d=4(n*-n)=4dnn-1)
oy

On e dédnit que 2nR? 2 4n(n — 1) ce qui conduit bien &
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Regardons st la minoration obtenve est optimale. Pour placer n points
veriflant ||z, — x| 2 2 {pour i # j) dans une boule dv centre O et de
rayon R, = \/-)(”—R—L) il est nécessaire, d'aprés la solution de ['exercice,
que tous les z; aient pour norme Ry, et que ||z; —x;| = 2 pour tout couple
{i,7) aveci# J. Les vecteurs oy, ..., 2, forment alors ce que Uon appelle
wn n-simplere régulier. Clest un objet qui wexiste que si lo dimension de
E est supérieure ou €gale ¢ n—1 {on pourra notamment se veporter aux
exercives 1.20 et 1.27). Par exemple pour forraer un triangle dguilatéral
(cas n = 3} il faut arw moins que dimE 2 2, fnversement, si pur exemple
dimE = 2, et si les vecteurs xy, %2, ra forment un triangle équilatéral
de coté 2, il est facile de ’Ué"r-iﬁpr que e rayon du cercle eirconscrit a ce

triangle éguilatéral est Ry = — .

V3

Le lecteur pourra montrer plus généralement que le ragon de la sphére
circonscrite 4 un n-simplece régulier de cété 2 est bien R, . Autrement
dit, o minoration de ['exercice est optimale dés que la dimension de
{’espace evclidien dépasse n — 1.

Lénonce suivant est irés classique et prouve que {'on peut construire
en dimension n des familles de vecteurs de cordinal n <4+ 1 faisant entre
ewr un angle cbtus.

1.3. Familles obtusangles

Soit {ui....,up) une famille de vectenrs de R™ vérifiant
{15, u5) <0 pour i # 7.

1. Montrer que p — 1 vecteurs parmi eux forment toujours nne
famille libre de B™.

2. Montrer que 'on ne pent trouver plus de n + 1 vecteurs
réunissant ces conditions.
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3. Montrer que 'on peut en trouver n + 1,
{Ecole polytechnique)

I Solution,
1. Par symétrie on peut sc contenter de montrer que la famille
p—1
(tr, .o 1) est libre. Soit (Ar,..., Ap—1) € BRP7L tel que 3 Nuy = 0.

i=1
O sépare dans cette somme les coefficients positifs et négatifs. On pose
I liel,p—-1], A >0} et J=]1,p—~ 1]\ 1, ces ensembles pouvant
clre vides. On a alors 3 Ay = — 3 Aju; et done

el 3]
2
[y e j&d el jed

On en déduit que 3 Au; = 3 Aju; = 0. On obtient ensnite, en multi-
icl 3ed
plisnt scalairement par wp,

= <Z A@u;.up> = Z)\i(ui.up).

il iel

Oy tans les termes de la somme sont négatifs. On en déduit que. pour
ol i e I Ag{uy, up) = 0 et done X; = 0, puisque {u;, up) < 0. On montre
diemiéme que A; = 0 pour tout j € J. La famille {1, ... . up—1) est donc
Nl

2. 5il'on peut trouver p vecteurs réunissant ces conditions, la gues-
iion | montre que p — 1 d’entre enx forment une famille libre et ainsi
i U<, soit p € n+ 1. On ne pent pas trouver plus de n 4+ 1 vecteurs
PeuniEsant ces conditions.

3. Soit {er,...,e,) une base orthonormée de R™ et A un réel. On

n
e tiy, 4 = — ¥ ;. Les produits scalaires {e, u, 1) valent tous —1 et
=1
pour i = 7 les produits scalaires (e;, e;) sont nuls. On va un peu déformer
fes vecteurs ey en leur ajoutant un multiple de u, 1 pour obtenir des
prodnits strictement négatifs (voir la figure ci-aprés en dirnension 2),
Ponr tout ¢ € [1,n], on pose u; = e; + Aunpq olt A est un réel &
clvisiv. On a, pour 1 € < 5 < n.

(i) = Xt a [P+ A2, €6) + Maimg 1, €5 = 7% =21 = A(nA-2)
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et
(thiy Unt1) = )\||u.n+1\|2 +leg g1y = An— 1.

11 suffit donc de prendre 0 < A < % pour que la famille {v;)icigns1

convienne, <

Lexercice suivant, qui regroupe des gquestions posées o plusieurs
oraur, donne différentes coractérisations des normes euclidiennes. L une
des plus importantes est Uidentité du paralliélograrmme : 51 z,y soni deuz
vecteurs d'un espace euclidien E on a facilement

e+ wll? + llz — ylI® = 202 )1® + l[y)1*)

en développant les careés scalaires de gauche.

1.4. Caractérisation des normes euclidiennes

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé réel. Montrer I'équivalence
des propriétés suivantes :
(7) la norme || || est euclidienne #e. provient dun produit
scalaire ;
(i) Yz, y) € B Iz + )P + lz — ull® = 2021 + lyl*) ;
(#41) pour tout (z,y) € E2, Vapplication ¢ — [iz + ty|? est
un polynéme de degré inférieur ou égal & 2;
(iv) la restriction de || || & tout plan P inclus dans E est
euclidienne:
(v) ¥ € E H(z) = {y € E, 2 +y)2 = ) + |y
ensemble stable par homathétie.
(Ecole polytechnique, Ecole normale supérieure)

2) est un

e Solution.

Notons tout d’abord que le point (i) implique facilement tous les
autres. Le point (#1) est I'identité du parallélogranime vérifiée par toute
norme euclidienne. L'implication (¢) == (i7) découle du tait que si || |
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provient du produit scalaire {, ), alors la quantité ||z +ty||? se développe
en |zl + 26z, o) + #2|yl|%. L'implication (i) = {(iv) est triviale. Enfin
(1) = (v) resulte du fait que H(z) n'est autre que le sous-espace z+.
O s'intéresse done surtout anx réciproques,

e Montrons tout d’abord que (i) = (7). On va voir que c’est 'im-
plication la plus importante, car il est assez facile d’obtenir 'identité du
parnllélogrameme & partir des conditions {i4), (iv) et (u).

Si la norme | || provient d’un produit scalaire, celui-ci est nécessaire-
ment défing par

r—1y e

2

R )

Ou définit done {, ) par I'expression ci-dessus et nous allons montrer
(il s’agit d’un produit scalaire sur E. On se donne . ', y des vecteurs
e I,

- 1 est déja clair que {x,y) = {y, z).

- On va montrer que {, ) est bilinéaire. La symétrie permet de se
liniter & la linéarité A gauche. On va commencer par regarder (2w, y).
itar définition on a

2 2
y y
Qe ) = 21 = 2
{2, 1) T+ 5 T3
Che, avec Ihypothése (i4), on peut éerire
2 2 2 2 2
Y w4y z L4y Y
E | — 9= 9 |2
Ty H 2 7 9 2 T2 H 9
ol 2 2 2 2
\Ify ] Y ot S et 0 N
2 2 2 2 2 2
e sonstrayant les deux expressions, il vient {2z.y) = 2(x, y).
- Calenlons maintenant {(xz,y) + {x'.4) :
2 2 / 2 ' 2
' Tty r—y 4y r —y
e qui donne avec I'hvpothese,
e+ + 2412 z— 12 x4+ —2? r—x|?
2 2 2 2 2 ’

el par conséquent {z,y) + (', y) = ;1)—(1 + ', 2yy = {(r+ 2',y), le point
précédent étant utilisé dans la derniére égalité.

- PPosons alors f(¢) = {tz,y} — t{w. y) pour tout réel {, D’aprés ce qui
pricide on a pour tout (¢, ) € R?, f(E+6) = f(t) + f(#) et f(0) =
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f(1} = f(2) = 0. De plus, f est continue (la norme est continue). Il est
alors classique de montrer que f est une homothétie. Comme f(1) =10
on a done f = 0.

Ainsi, {, ) est une forme bilinéaire symétrique. Comme (z, ) = ||z||?,
il s’agit bien d'un produit scalaire dont la norme associée est || ||.

Les assertions (1) et (i) sont donc équivalentes : les normes vérifiant
lidentité du parallélogramme sont les normes euclidiennes (ce résultat
constitue le théoréme de Fréchel-Von Neumann-Jordan).

¢ Montrons que (141) = {if). Soit (x,y) € E? avec y non nul. Par
hypothese, on sait que Q(t) = ||z + ty||* + ||z — #y||? est un polyndme
de degré inférieur & 2. Son terme constant est Q(0) = 2[[z[?. Comme
Q) est pair, il n'a pas de terme en ¢{. Enfin, comme y est non nul on
a Q(t) ~ 2)ly*? en +oo et le coefficient dominant de Q vaut 2||y|?.
Ainsi, on a Q(#) = 2||z||* + 2¢*||y|* pour tout réel £. On obtient I'identité
du paralidlogramme pour 2 et y en prenant £ = 1. Bien entendu, cette
identité reste trivialement vérifiée lorsque y est nul.

o Il est tout & fait évident que (fv) = (4).

e Pour finir, montrons que (v) == (i#). Considérons & nouveau deux
vectewrs ¢ et ¥ de E. On peut supposer la famille (x, y) libre, car sinon
l'identité du parallélogramme est évidente. Notons P le plan Vect(x, y).
Observons que si y € H(z) alors & € H(y). Si cela est réalisé, on dira (en
anticipant le résultat!) que les deux vecteurs z et y sont orthogonaux.
Par hypothese, on a dans ce cas,

Az + gl = 22|l + p® |||

pour tout couple de réels (A, ). Autrement dit, Az et py sont aussi
orthogonaux. Pour avoir le résultat, il suffit en fait d’avoir une hase
(e1,e3) de P formée de deux vecteurs orthogonaux {que I'on peut sup-
poser unitaires quitte & les diviser par leur norme). En effet, si 'on pose
T =T161 + Taez €t ¥y = y181 + yaes on a alors

I+ yl1* = ll(es + w1 er + (w2 +w2)eal® = (1 + w1 ) + (22 + 12)°

o — ylI* = (21 — m)er + (@2 — wa)eal? = (2 — 1) + (22 — 1a)?

ot aussi [|z||? = 2% +23 et |jy]|? = oF +43. L'identité du paraliéiogramme
découle de ce que (z; + 1) + (z; — w)? = 2(2? + 42) pour ¢ = 1, 2.
Notons B I'ensemble des bases de P et f la fonction qui & (4.j) € B
associe f(4,7) = ||i+7|I* —léll* —||7]|*. Il nous faut démontrer que f s’an-
nule en un couple (4,7} de B. On pense & un argument de type théoréme
des valeurs intermédiaires. L'ensemble B g’identifie & GLo(R) dés lors
que l'on choisit une base particuliere de P. Mais cet ensemble n’est pas
connexe. Cest en revanche le cas de BT, 'ensemble des bases directes (la
plan P étant orienté par le choix de la base particulitre), qui s'identifie
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Ini an sous-groupe de GLo(R) formé des matrices de déterminant > 0,
Comme f(j,7) = f(i,7), on peut se restreindre & B* sans probléme. La
fietion f est bien continue. Supposons quelle ne s’annule pas sur BT,
Iilie y garde donc un signe constant, par exemple strictement positif.
I'onr toute base (4, 1), on a alors f{i,7) = i +4[% — |lil|* — [l7]|* > 0 et
asst f08, —3)y = [ — 51* — |li]]® = 17]]* > 0. En sommant les deux, on a

9t g) = lli + 3%+ i = 1" = 2{Jl° + 14*) > 0.
() il est impossible d’avoir cela pour toute base : en effet, si I'on prend

I hase (I;J , A

2
M
2 : \
j \‘\
i
i voit gque
i3 g 122 t+7 HJ—" Lo .
— - _92 = —— R < (.
o' ) = I+l ({ [ i J0i-9)

IYoi Pexistence d'une base orthogonale et le résultat. <

Iin constatant qu’une norme donnée ne vérifie pas Uidentité du pa-
radiclogramme, on prouve que cefte norme ne dérive pas dun produil
senlaire @ ¢est le cas pour la norme de la convergence uniforme sur I'es-
prce C([0,1], R). Lidentité du parallélogramme tombe en défaut avec les
Jopclions c— x etz —1—1x.

1. 'exercice sutvant utilise une identité de polarisation.

1.5, Norme d’un endomorphisme symétrigue

Soit H un espace préhilbertien réel muni d’'un produit scalaire et
I" im endomorphisme continu de H vérifiant

YeeH, vycH, {Tz,y) = (z,Ty).

Montrer que ||T|| = sup [{Tz,z}|.

ll=ll=1

(f}cole polytechnicgue)
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> Solution.
D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz et la définition de ||T}, on a
pour tout vecteur x de norme 1

(T, x)| < [Tzl < |-
On en déduit, en notant K = sup |[{Tz,z}|, que K < || T}
fl=ll=1
Si z et y sont des vecteurs de norme 1, on peut écrirve

(Tx+y),7+y —{Te-y)hz -y = 2Tz,y + 2(Ty,z) = {Tx,y),

car T est symétrique. On en déduit que

1
(Tz,y) = (T + ),z +y) — Tz —y)w -y
1 1
< MKl 1+ K — y)?) < Kl + u]?) < K.
Si Tz # 0, on obtient, en prenant y = me, ITz| € K, inégalité
qui reste vérifiée si T = 0. On cn déduit que ||T|| = sup |[|Tz| < K,

x||=1
puis 1'égalité voulue. <
La propriéte est en particulier vraie st H est un espace euclidien et T
un endomorphisme syméirique. Dans ce cas ||T| est €gal au rayon spec-

tral p(T} = Jmax |Al. Bn effet, si{e1,... . en) est une base orthonormée
€5p
T
de H formée de vecteurs propres de T on a, pour x = Y @6, unitaire,
i=1
i1 n
i=1 i=1

ot A; est lo valeur propre associée a e;. On conclut en observant qu'il y
a €égalité pour x = e; avec |A;| = p(T).

Dans un espace muni d’un produit scalaire, le célébre théoréme de
Pythagore affirme que les vecteurs ©,y sont orthogoneux si, et seulement
si |z +yl|* = ||=|* + [|gl®. On relie ainsi métrique et orthogonalité.
Lo version géométrique élémentaire élail connue des Babyloniens. Les
Grecs en avait lo démonstration et de nombreuses conséquences (Livre T
des Eléments d’Euclide).

Lerercice suivant se propose de déterminer toutes les fonctions f du
plan euclidien R? & valeurs réelles qui vérifient flz +y) = f(z) + f(y)
lorsque v L y, avec une hypothése de régularité en plus.
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1.6. Fonctions additives sur deux vecteurs orthogonaux

On munit B? de sa structure euclidiennc canonique.

1. Trouver toutes les applications f : R? — R telles que pour
tous vectenrs u ¢t v orthogonanx, f{u+v) = f{u)+ f{v). On pourra
supposer, pour commencer, que f est paire.

2. Trouver toutes les applications [ : R? — E continues telles
que pour tous vecteurs u et v orthogonaux, f(u+v) = f(u)+ f(v).

(Ecole normale supérieure, Ecole polytechnique)

| - Solution.
1. o Comme le conseille énoncé, on suppose d’abord que f est paire.
+y
et

i P xX
S et y sont denx vectenrs de méme norme on constate que 5

S
2_y sont orthogonaux et on a done

fo = 1(52) + 1(52)

=155+ r(Y57)

On en déduit, puisque f est paire, que f{z) = f(y). Ainsi, f{x) ne dépend
que de la norme de x. On choisit un vectenr quelconque e de norme 1 et
on pose, pour tout A € Ry, o{\) = f(Ae). On a, pour tout = € B2,

fz) = f(|zlie) = olz]])-

On va traduire 'hypothése en une équation fonctionnelle vérifiée par
'application . Solt A et g deux réels positifs, u et v deux vecteurs
orthogonaux de R?, de norme respective A et . Comme uw L v, on a
|t + v|| = /A2 + p?. L’hypotheése f{u + v) = f(u) + f(v), c’est-a-dire
w4+ o[l) = ellull) + @[]}, se traduit par

eV A+ %) = @A) + w{p).

151 posant ¥(A) = ap(\/X) pour A € Ry, onadonc @ (A+p) = 0(A)+(p)
pour tout (A, p) € Ri. En étendant ¢ & R par imparité, on obtient un
¢ndomorphisme du groupe (R, +). Il est bien connu qu'un tel morphisme
st de la forme o — ax (@ € R) pour pen que l'on ajoute I'hypothese ¢
continue ou ¢ croissante’. Montrons que @ est croissante ; on en déduira
[ croissance de 1. Soit (A, @) € Rﬁ_, avec A 2 i. On a alors

1. Si v est un morphisme de groupes de R dans R supposé croissant, on a pour tout
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e(A) = w(p) +¢ (\//\2 - #2) 2 w(u).

car o, tout comme f, est & valeurs dans By, Ainsi ¢ est croissante et 1
existe a € R tel que, pour tout A € B, (A) = aA. On obtiemt, pour
tout u € B?, flu) = ¢(||u|) = ¥(|lu)*) = a/lu||?>. On note que a = 0, car
f prend des valeurs positives.

¢ Si f n'est plus supposée paire, on décompose f en somme de sa
partie paire g et de sa partie impaire k. Elles sont définies pour u € R?

par

Si w et v sont deux vecteyrs orthogonaux, on a

et h{u) = f0) - fzu) —2f(—u).

glu+v) = S(flu+v)+ f-u—0))

(£ + F(0)+ Fl=u)+ f(-0))
— y(u) + g(c).

B3| = B =

car —u et —v sont orthogonaux. On peut faire la méme démonstration
pour k. Aipsl g et h vérifient la méme hypothese que f. De plus g, tout
comme f, est & valeurs positives. D'aprés ce qui précede, il existe o 2 0
tel que, pour tout w € B?, g(u) = afjul®
Etudions maintenant h. Si « et ¢ sont deux vecteurs orthogonaux et
de méme norme. au a h{u4+v) = h(u) +hv). hlu—v) = h(u) +h{—v) =
() = h{v) et Alu+ o)+ h{u —v) = h{2u), car (u+v) L (u —7). Onen
dedult que h(2u) = 2k(u) puis que, pour tout n € N, h(u) = 2"h ( ;)
Sachant que h = f —g et que f > 0. on en déduit que, pour tout n € N,

afiul?

, L
(u)—gl,»,,(%), e (zn u) > agllulit = -0

En faisant tendre n vers +oc, oh obtient h{w) = 0. La fonction h est
impaire et ne prend que des valeurs positives : c’est la fonction nuile.
Ainsi, ona f=g.

On vérifie véciproquement que toute fonction u — aljul|? avec @ 3 0
a les propriétés voulues.

2. On reprend le cheminement de la premiére question en suppo-
sant d’abord f paire. Les fonctions ¢ et 1¢ définies de maniére analngne

ncZetz el ¢lne) =ni(x). SipEZ et g €L", comme gy (Em) = (qu) =
q g

Y{pw) = pr(z), on obtient pour tout rationnel r, Y(rz) = rp{x). Notons o = (1). En
Prenant {gn Jnali (resp. {g, Jacn) Uns suite croissante (resp. décroissanie) de rationnels
convergeant vers z, Vinégalité ¢ign) = ag. < () € wlg,) = ag, donne, en passant
4 la limite, ¥(x) = ax.
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hevibent de la continuité de f. Comme ¢ ; & — R est additive, clest
e application linéaire de la forme » — azx avec a un réel donné” et
hnalement, on a f 2 ~— allz|*.

Ponr f quelcongue, on décompese f en somme de g fonction paire et
i lonelion impaire. De méme que précédemment, g et h sont additives
v les vecteurs orthogonaux. D'autre part. g et h sont contirmes et g est
done (e la forme x —- al|z)? avec a réel.

Montrons que fi est une forme linéaire. Comme précédemment, pre-
nous woet v denx vecteurs orthegonaux et de méme nerme. On a
I v vy = h{u) + h(v), hlu —v) = hlu) + h(—v) = h{u) — h(v) et
hin v w) + h{u —v) = h(2u), car (u+v) L (u~—v). On en déduit

que h{20) = 2h(u) puis que, pour tout n € N, hlu) = 2"}7,(2%) ef;

f ( " ) _ ) Montrons par récurrence sur k 2 0 que h(ku) = kh(u)

Y] (.

ol l:{ﬂ'u) = kh{v). Clest vu pour £ = 1 ou 2. Supposons & > 3. Alors
b Du+wvetu—(k—1)v sont orthogonaux. Il s’ensuit par hypothése
i réenrrence et par imparité de h

hi(k — 1w+ ) =h((k—1}u)+ h{v) = (k — 1)h{u) + hlv),
il — (k= 1) = hlu} + h{—(k — D) = h{uw) — (k — 1)h{v).
vl en sommant ces denx égalités, on tronve
hiku — (k — 2)v) = kh(u) — (k — 2)h(v).

[Viikee part, comme kuw et (k — 2)v sont orthogenaux, il vient avec
'hypolhise de récurrence

h{hsw — (k= 2)v) = h(ku) — h((k — 2)v) = hlku) — (k — 2)r(v).

then déduit que h{ku) = kh(u) et en échangeant les rdles de u et v,
fikoy - kh(v). La récurrence est achevée. Par imparité, ces relations
tealent valables pour k € Z.

Clompte-tenu de ee qui préeede, on a pour tout vecteur u, tout re 2 0

vljou ke E,
k _ h(ku) K .
Connne lus nombres dyadiques ?ﬁn sent denses dans R, la continuité de h

dunsne e pour tout vecteur u et tout A € R, h{Au) = Ah(u). Il ’ensuit

1 Conne (dans Ja note précédente, on montre ¢ue pour tout x € R et tout ¢ € Q,
Blye) geb(e), On a alors pour tout © € R, ¥ix) = ax avec a = (1), 11 suffit de
fern e nne snite de rationnels convergente vers w ot passer a la limite en utilisant la
vo bl de e,



1¥ CHAPITRE 1. ESPACES EUCLIDIENS. FSPACES HERMITIENS

que h est linéaire puisqu'en prenant u et v orthogonaux de norme 1, h
coincide avec la forme lindaire qui & un vecteur = = Au + pv associe
AR(2) + ph(v).

Réciproquement, toute fonction de la forme x — alj2)]* + h{z) ol
a est un réel quelconque et A une forme linéaire sur R? est continuc et
additive sur les vecteurs orthogonaux. <

Si l'on remplace R? pur BR™ avec n = 2. on obtient les mémes résultats
avec o méme démonstration, 4 ceci prés gue dans la derniére partie, on
verifie que h est une forme linfaire sur tout plan Vect(u,v) de R™, ce
qui permet de dire ensuite gu'il s'agit 4 une forme linealire sur B™,

L’énoncé suivant étudie le méme probléme, mois sur Z2 et sans ou-
cune hypothése de régularité sur la fonction.

1.7. Applications de Z? dans R additives sur les vecteurs orthogonaux

On munit le plan R? de sa structure enclidienne canonique. Trou-
ver toutes les applications f: Z? — R telles que

ulv= flu+uv)=fu)+ flv).

{Ecole normale supérieure)

> Solution.

Notons pour commencer gue U'enseinble E des applications vérifiant
la propriété est clairement stahle par combinaison linéaire : c¢’est done un
sous-espace vectoriel de F(Z? R). L'ensemble Z* est un groupe additif
engendré par ¢; = {1,0) et ez = {0, 1). On ne peut pas espérer qu'une ap-
plication f de E soit déterminée par les images de ces deux seuls points,
car on ne peut utiliser I'additivité qu’avec des couples de vecteurs ortho-
gonaux. On va en fait montrer qu'une application f de E est parfaitement
déterminée par les images des quatre points e, ez, —ey et —es. Autre-
ment dit, on va prouver que l'application linéaire 1/ : E — R* qui & f
associe (f(e1). flez), f{—e1). f{—ea)) est injective. Cela permettra done
de majorer la dimension de E par 4.

Soit f € Ier v». On montre que f est nulle. En prenant v = v = (0, 0)
ona f(0,0) =0. On a (1,1) = e + €3 et la somme est orthogonale,
donc f(1,1) = 0. On voit de méme que f est nulle en (—1,1), (—1,-1)
et (1,—1). Regardons maintenant f sur le carré max{|z|,|y!) = 2. On a
(2.0) = (1,1)+{1. -1} et la somme est orthogonale, done f(2.0) = 0. Par
suite F(2,1) = £(2,0) + £{0,1) =0 et f(2. -1) = f(2.0} + f(0,—1) =0.
On a de méme f(0,2) = f(0, -2) = 0 puis f{2,2) = f(2.-2) = 0. Ainsi,
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f(2. 2} = 0 pour tout x € [—2,2]. Par symétrie, f est nulle sur les trois
nutres coiés du carré,

Ccla nous invite & poursuivre par récurrence. Supposons f nulle en
ol (2, y) € Z* avec max(|z), |y)) < » et montrons que f s’annule alors
i le carré max(|r|. |y|) = n+ 1. On commence par ubtenir un point de
cirearrd en lequel f s'annule @ par exemple, (n+1,n—1) = {n, —1)+(1,n)
s deux vecteurs étant orthogonaux, Comme (n+1,n—1) = (n +1.0)+
(0.1 ~1) on a, avec 'hypothése de récurrence

O=f{n+1n-—1=fn+1,00+ f(0n—-1)=f(n+1,0).

Ainsi, fin +1,0) est nul. On en déduit de suite que f(n + 1. &) = 0
pour tout & € [—n,n]. Par symétrie, on a f{—n ~1,k) = f{k,n+1) =
Jik, i —1) = 0 pour tout k € [—n.n]. On termine enfin pour les coins
v careé en éerivant (n+ Lon4+1) = (n +1,0) + (0.7 + 1). Cela termine
[ réenerence. Ainsi f est nulle et ¢ est injective.

lissayons maintenant de trouver des fonctions linéairement indépen-
danles dans E. I1 v a bien entendu les deux formes linéaires coordonnées
e (roy) ez et €] : (z,y) vV y qui sont additives pour tout couple
e #2. On a aussi la norme euclidienne au carré, N : {z,y) — 2° + ¢2,
fr le théoréme de Pythagore. On a done 3 € dimE < 4.

I'cut-on exhiber une quatrigme fonction de E qui forme une fa-
mille libre avec les trois ei-dessus? Le commentaire qui suit 'exercice
prociedent montre que 'on ne peut pas espérer que celle-ei provienne de
It restriction & Z2 d'une solution continue sur R?. Cela pourrait laisser
(wenser que la dinlension de E est 3 mais si Fon se donne f sur seule-
ment trois des points utilisés ci-dessus, par exemple +e; et ez on ne
i déterminer f que sur trés peun de points. Nous allons prouver que
I cliniension de B est bien égale a 4. L’image par 1 de la solution €]
(resp. o] et NY est le vecteur (1,0, ~1,0) (resp. {0,1.0, -1} et (1. 1.1, 1)).
Poanr préserver au plus la symétrie en 2 et en y nous allons chercher un
anceddent par v au vecteur {1, —1,1, —1) qui compléte les trois vecteurs
procidents en une base de R

Stupposons qu'un tel antécédent f existe (f est alors unique d’aprés
o (i préeede). En caleulant les images par f des points (z,y) pour des
jretites valeurs de @ et i, on constate gque f(z,y) = 0 lorsque x et y ont
v menie parité, que f(z,y) = 1 lorsque z est impair et y pair et que
[{r. ) = —1 lorsque 7 cst pair et y impair. Autrement dit, on conjecture
ane flry) = %((—1)@r — (=1)%) pour tout couple {x,y) € Z*. Vérifions
g rette forction est bien dans E.

Soit (x,y) et {(2', ") deux points de Z* avee zz' + yy' = 0. En par-
Lieulior, les entiers xa’ et yy' out la méme parité. Distinguons cuatre
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e Supposons x pair et ¢ pair. Alors f(x,y) =0et z+a' (resp. y+y')
a la méme parité que 2’ (resp. ). Alnsi, f(z + 2",y +¢') = flz',¢) =
f& v+ f= )

e Supposons x pair et y impair. Alors f(z,y) = —~1. La relation
xz’ 4+ yy' = 0 implique que yy' est pair et done ¢ est pair. Alors 2 + 2/
a la parité de 2’ et y 4 ¥ est Impair. Que ' soit pair ou impair, on a
toujours fz + 2’y + ') = fla',y) — L.

¢ On traite de méme les cas oll ¢ est impair.

Ainsi, la fonction f est dans E et fournit un antécédent par ¢ du
vecteur (1,—1,1,—1).

Conclusion. L’espace vectoriel E est de dimension 4. C'est l'ensemble
des fonctions de la forme (2, ) v— A(z? + 42) + Bz + Cy + D((=1)¥ —
(=1)") avec (A,B,C,D) e R*. <

Dans un espace euclidien B, une forme lindaire { s’écrit de maniére
unique £ x > {a,z) ot a est un vecteur de E : c'est le théoréme
de représentation de Riesz. Lapplication qui & a € E associe la forme
x — {a,x) établit un isomorphisme entre E el son dual. I'exercice
suivant montre comment s'écrivent les formes linéaires sur Uespace L(E)
& Daide du produit scalaire.

1.8. Forme linéaire sur un sous-espace de £(E)

Soit E un espace euclidien de dimension n, F un sous-espace de
L(E) et ¢ une forme linéaire sur F.

1. On suppose qu’il existe © € E tel que f{z) # 0 pour tout
f € F\{0}. Montrer I'existence de y € E tel que, pour tout f e F,

o(f) = (flz), ).

2. Soit (e1,...,e,) une base dc E. Montrer Iexistence de
(Y1,-...9n) € E® tel que, pour tout f € F, o(f) = S (f(es), wi).
i=1

(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. L’application linéaire ¢ : f € F — f(x) € E est injective, car par
hypothése, son noyau est réduit 4 0. Eile réalise done un isomorphisme de
F sur Vespace B = Im g. Cansidérons 'application lindaire ¢ : E — F*
qui & y € I associe (y) - f € F — (f(z),y). L'application ¢ se révéle
injective sur I'espace E' =T g, car si f € F\ {0}, alors g(f) = f(z) #0
et donc P (g(F)(F) = |F(z)||* # 0 et ¥(g(f)) # 0. Il s’ensuit que son
image est de dimension supérieure ou égale a dim E' = dim F. Comme
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hiny C F* et dim F* = dim F, Papplication ¢ est surjective. Le résultat
ent dlémaontré.

Le vecteur y nest pas Uunique solution dons E : on peut évidemment
M ajouter niimporte guel vecteur de Uorthegonal de E'. On pounait
cyalement constater qu’en notant gt E — F [lisomorphisme
reciproque, Uapplication ¢ o 71 est une forme linéaire sur lespace
vactidien B . Par suite, il existe un vecteur y de E' (unigue) tel gue
{,og Y (t) = (t,y) pour tout t € B, En appliguant cela avec t = g(f) =
Jie) pour f€F on a done o(f) = (f(x),y) pour tout f € F.

2. L’application linéaire k : f € F —— (fle1)...., flen)) € E™ est
hnjeclive, car si une application linéaire est nulle sur la base (€1, €n),
el st identiquement nulle. Done h réalise un isomorphisme de F sur
I b C E™. Introduisons ¥ : E* — F*, I"application linéaire qui au

™
iuplet (y1,.- ., ¥-) assacie la forme linéaire [ —— > {f(e:). ys)- L'ap-

i=1
lication ¥ est m]ectlve sur Im h : en effet, si f cst un élément non nul

sle 77, TR = Z(f es), fle)) > 0 et W(h([f)) # 0. Ainsi, I'image

e ost de dunenmon au moins égale & dimlmh = dim F = dimF™~.

Il s’cusuit que W est surjective. 1l existe done (y1,..., %) € E™ tel que
Uy = Z(f(\%)%) <l
=1
Pay exemple. si F = L(E) et (e1,...,en) est une base orthonormale,

powr o =Tr, le n-uplet (41, ..., Un) est égal 6 (er,....en).

(. aborde maintenant quelques exercices sur les projecteurs orthogo-
wnie. Roppelons que sip est un projecteur d’un espace euclidien E alors
poest orthogonal si, et seulement si, il est auto-adjoint. Le premier eper-
ciee donne une outre caractérisation utile des projecteurs orthogonouz :
co sont les seuls qui diminuent les longueurs, qutrement dit, qui ont une
novine triple inféricure ou égale 4 1.

1.9. Caractérisation des projecteurs orthogonaux (1)

Suit B un espace euclidien et p un projecteur de E. Montrer que
pr el orthogonal si, et seulement si, pour tout z € B, ||p(z)|| < [|z].
(Ecole polytechnique)}

I - Solution.
e Sip est un projecteur orthogonal, on a p(x) L (z - p(x)) pour tout
£ o I8 Du théoreme de Pythagore, on déduit que

2% = llp() 1 + ll= = p(=)]* = llp(=)]*-
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On a done bien [|p(z)] < |«

» Montrons la réciproque. On suppose donce ||p|| < 1. Soit z € Kerp
et ¥ € Im p. On va montrer que r L y. Appliquons 'hypothese au vectenur
T+ Ay pour A € R. On a ||p{z + Ay)|> < ||z + Ay|? et done

Xy < X3yl + Il 2 + 22{z, ).

La fonction affine A — |jz|| ? + 2X\{z,y} étant positive sur B, elle est
foreément constante et (z,7) = 0. Done Kerp L Im p et p est un projec-
teur orthogonal. <

Une autre maniere de montrer lo réciproque consiste ¢ prouver lo
contraposée : si p n'est pas orthogonal i est facile de voir, 4 {"aide du
théoréme de Pythagore, que si z est un vecteur de (Kerp) 't qui n'est pas
dans Imp (et il en existe) alors ||p(x)]| > |lz||.

Kergp

pit) Imp

1.10. Caractérisation des projecteurs orthogonaux (2)

Soit £ une partie de R™ et A un endomorphisme de R"™ euclidien
tels que,
VoeR®, Avefetv—Ave £t

Que dire de A et de £7 .
(Ecole polytechnigue)

&= Solution.
La premiere hypothése signifie gue Im A C £. On va montrer qu’il ¥
a égalité. Soit r € £. On a

|o—Az|]? = (z,2 — Az) — (Az, 2 — Az) =0 -0 =0

d’aprés la seconde hypothése, Donc » = Az € ImA,
On a done montré que £ = Im A et que tout vecteur de & est fixe
par A. Par suite, £ est un sous-espace vectoriel de E et A est une pro-
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jertion sur £. Or, comme & — Az € £ pour tout z, la projection A est
orlhogonale,

Conclusion. £ est un sous-espace vectoriel de R™ et A est la projec-
Lion orthogonale sur £. <

1.11. Norme des projetés d’une base orthonormale

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n et F' un sous-
vspace vectoriel de E de dimension m. On note p la projection or-
Lhogeonale de E sur F.

T
1. Calculer 3 |[p(e;)]|? lorsque (&;);<i<n une base orthonormale

i=1
de B,

2. Soit (a;)1<ign une fainille de réels compris entre G et 1 dont la
sotnme est m. Montrer 'existence d'une base orthonormale (e;)1¢icn
e E telle que, pour tout i € [1,n], H;g;'(ei)]]2 =a,.

(Ecole normale supérieure)

| Solution.
L. On a, pour tout i € f1,n],

Iplesl|® = (ples), ples)) = (ples), e}

ehr ple;) est orthogonal &4 e; — ple;). On en déduit, puisque la base est

orthonormale,
n

> llptes)|® = Tr(p) = m,

i=1
enr la trace d un projecteur est égale & son rang. On note que par ailleurs
on a0 < [lpled)||* < les]® <1 pour tout ¢ € [1,n].

2. On observe que si m = n, tous les a; sont nécessairement égaux
n | el p=1Idg : dans ce cas toute base orthonormale de E convient. 11
cn st de méme lorsque 1 = 0 (tous les a; sont égaux a 0 et p = 0).

On raisonne par récurrence st n. Pourn =1 m=0¢oum = 1 et la
remargie précédente pertiet de conclure.

)il suppose que la propriété est vérifiée pour un espace vectoriel de
dimension n— 1 {n 2 2) et on la démontre pour un espace de dimension
i On peut supposer que 0 < m < n. Soit e un vecteur unitaire de F+
ot B = et L'espace vectoriel E' est de dimension n — 1 et contient
I On veut appliquer I'hypothése de récurrence & la restriction p’ de
p i 17 Pour cela, il faudrait avoir n — 1 coeflicients de somme m, ce
1t pent s’obtenir en regroupant deux coetficients o;. On souhaite donc
onver @ et j dang [1.n] distinets tels que @, + a5 € 1. Si une telle
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paire n’existe pas, on a ¥ (a; + a;) > C2 = M, mais par ailleurs
i
ke
Y (a; +a;) = (n—1) > a; = (n — 1)m. On obtient donc m > g
i<i i=1

Distinguons deux cas.

e Sionams g, on peut trouver deux indices ¢ et j distincts tels
que a; +a; < 1. On peut supposer que a,—1+a, < 1, car la propriété ne
dépend pas de l'ordre des a;. Par hypothése de récurrence, il existe une

base orthonormale B = (ey,...,e,—2,€') de E telle que, pour tout ¢ de
[ 2], lp(elP = [ (ell2 = a et [p(e = [/ ()] = ano +a.
Par ailleurs p(e) = 0, puisque e € F+.Sia, = 0, la base (e1,..., en_2,

¢’,e) convient. Sinon, on cherche e, | et e, dans Vect(e’,e) tels que
lp(e)l|? = a; pour n — 1 € i < n. Pour 6 € R posons e,_, = cosfe’ +
sinfe et e, = —sinfe’ + cosfe. On a fait tourner la base (¢/,e) d'un
angle 8. Ces vecteurs sont de norme 1 et orthogonaux et on a

[p(en—1)]* = cos? Bllp(e)|? = cos® B(an—1 +an)

et
Hp(en)l\2 = sin® 01 + Gn)-
Il suffit de choisir 6 tel que cos?f = ai% pour que la base
n—1 T
(e1,...,en) convienne.

e S1m> g, on a n — m < g .. On considere la projection orthogo-
hale ¢ sur le SOHS—ESpa.CB Fl de E. Les coefficients 1 — a; appartlenneut a
[0, 1] et vérifient Z (1 —a;) =n—m. Comme dimF' < § le raisonne-
ment precédent szaéplique a g et on peut trouver une base orthonormale

Bley, ..., e,) de E telle que, pour tout i € [L1,n], [lg{e;)]}* =1 — a;. On
a pour tout i € [1,n], [p(e)l2 = llecll? — (e |2 = L= (1 - a:) = as,
ce qui termine la démonstration par récurrence.

Nous avons donc démontré qu’étant donné un projecteur orthogo-
nal p de rang m, il existe une base orthonormale {e;,...,e,) telle que
lp(e)||* = a; pour tout i € [1,n] si, et seulement si, les nombres a;
appartiennent & [0, 1] et ont pour somme m. <

Comme il a été montré dans la question I de Uexercice, les coefficients
lp(ei}||? sont les coefficients diagonaur de la mairice A de p dans la base
B. Dans une base orthonormale de ¥ formée d’une base de F el d'une
base de FL, la matrice de p est J,, = Diag(1,...,1, 0,...,0 ). Comme

e ey et

m termes n—m termes
A =UJ, UL, le probléme posé se traduit matriciellement : il existe une
matrice orthogonaie U telle que UJ,, U™t ait pour diagonale (ay, . .., an)
si, et seulement si, les nombres a; appartiennent & [0,1] et ont pour
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somme m. La récurrence de la question 2 peut étre faite en raisonnant
nealriciellement.

Lerercice sutvant est 4 rapprocher de Pexercice 6.11 du tome 1
il ulgebre.

1.12. Pseudo-inverse

Soit E et E’ deux espaces euclidiens, o € £L(E,E'). Moentrer qu'il
cxigte une unigue application linéaire b € L(E'. E) telle que :
(i) aob et boa sont symétriques;
(tiyaoboa=aet boacb="0

(]:]cole polytechnique)

I+ Solution.

Pour alléger la rédaction nous noterons la composée de deux appli-
enlions linéajres par simple juxtaposition en omettant le symbole o.

» Analyse. Supposons que b soit une solution du probléme. On a alors
ihah = qb et baba = ba, donc ab et ba sont des projecteurs. Comme ce
donl des endomorphismes symétriques, il s’agit de projecteurs orthogo-
nnux, On va préciser les images de ces projecteurs.

Ponr tout z € Kerba, on a a{z) = aba(r) = 0, done Kerbg C Kera.
{ 'nnnne Tinclusion inverse est toujours vérifiée, on en déduit que Ker ba =
Kera. Done ba est la projection orthogonale sur (Kera)t. On a, pour
tont. 22 € E, ab(a(x)) = a(r). On en déduit que Ima C Imabd. Comme on
n loujours Uinclusion inverse, on en déduit que Imab = lIin g, puis que
Kerah = (Ima)t.

I'ssayons maintenant de caractériser b. Comine Im ba = (Kera)- ona
pour tout © € (Kera)t) bla{z)) = z. Or la restriction a’ de @ & (Kera)t
elablit mm isomorphisme entre (Kera)* et Iine. On en déduit que, pour
lout @ € Imea,

bz)=a " (z).
Sron prend @ € (Ima)*, on a {ab)(x) = 0 et done b(x) = (bab){z) =0.

{‘olte analyse montre donc que si b existe il est unique et caractérisé
par e = o et b‘(ImG)L =0.

s Synthése, Il existe évidemment une application linéaire b de E' dans
I lont. Ja restriction & Im a soit @'~ et la restriction a (Im a}* soit nulle.
Mondrons qu’elle a bien les propriétés voulues. On a ba = @' 'a, done ba
il ki projection orthogonale sur (Ker a)t. De méme, abmm ar = Oet
I aa’ t = Idy o, done ab est la projection orthogonale sur lma.
O en déduit que (4) est vérifié, puisqu’une projection orthogonale est
i endomorphisme symétrique.
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L’égalité aba = a résulte du fait que ab est la projection orthogonale
sur Ima; de méme, on a bab = b, car ba est la projection orthogonale
sur (Kera)® et Tmb = (Kera)t. Ainsi (#4) est vérifié. <

Donnons une description géoméirigue de ce pseudo-inverse b. L’ap-
plication linéaire a est quelconque et q priovi ni injective ni surjective,
Une équation a(w) = y dinconnue x € E n'a donc pas forcément de
solution et si elle en «, il 0’y a pas forcément unicité. Siy € B est fizé,
l'idée est chercher Pélément de Ima le plus proche de y & savoir le projeté
orthogonal de y sur Im a. Notons-le z. Parmi tous les antécédents de z,
il y en a un unique dans Uorthogonal de Ker . C'est cet antécédent qui
est image de y par b. Ce choiz a le mérite de préserver la symétrie :
st b est le pseudo-inverse de a, alors a est le pseudo-inverse de b. Voir
ausst ’exercice 2.24 pour une expression du pseudo-inverse.

Cette notion intervient dans de nombreur domaines : analyse fonc-
tionnelle, traitement du signal, résequa de neurones...

Dans Uexercice suivant on pourra utiliser la caractérisation des pro-
Jecteurs orthogonaux vue en 1.4

1.13. Condition pour que deux projecteurs orthogonaux commutent

Soit E un espace euclidien, p et ¢ dewx projecteurs orthogonaux
de E. Montrer I'équivalence entre
() pog=qop;
(2) p o g est un projecteur ;
(#41) p et g possédent une base commune de diagonalisation.
(Ecole polytechnique)

> Solution.

¢ On a (i) = (4i7). Cest un résultat général : denx endomorphismes
diagonalisables qui comnmutent peuvent se diagonaliser dans une méme
base (voir I'exercice 2.19 du tome 2 d’algébre). Notons que () implique
aussi trivialement (i7), puisque si (i) est vérifié, on a

(pog)’ =pogopog=p’og’=pogq.



14|, COMPOSITION DE PROJECTEURS ORTHOGONAUX 27

Colie implication est d’ailleurs vraie pour des projecteurs quelconques.

e On a (#i) = (¢). Si p et ¢ se diagonalisent dans une méme base,
i commutent forcément.

o Il reste donc & prouver que (i) == (2). Le fait que 'on travaille avec
il projecteurs orthogonaux est ici fondamental. On verra plus loin que
lir 1ewnltat est fanx avec des projecteurs quelconques. L7idée est d’utiliser
Jivcarnctérisation de Uexercice 1.9, En effet, si z € E, on a, puisque p et
i onl orthogonaux,

[ o gl = llp{g(z)l < llglz)]l < =

Ainsi, p e g est orthogonal et donc auto-adjoint. Il vient alors
pog=(pog) =g ep"=qop.

Vo le résultat, <
Siles projecteurs p et g ne sont pas orthogonaux, po g peut éire un
projccteur sans que p el g commutent, comme on le voil en considérant
. . . 1
les progecteurs p et g de R? de matrices respectives (U 8) et ((1) (1))
thwis o base canonique. On peut en effet vérifier que pog = (b et gop £ 0.

Le foit gu'un projecteur orthogonal diminue les longueurs intervient
vovore dans Dexercice suivant. Attirons également otftention sur une
propricté reliont wnage et noyau d’une application linéaire e de son
lperiend 2 8w E — ¥ est une application lindaire entre deuz espaces
cucltidiens, on o Imu® = (Keru)t et Keru* = (Tmu)*.

1.14. Composition de projecteurs orthogonaux

Soit E un espace euclidien, Ny, . .., N des sous-espaces vectoriels
de 15 et pr,...,pr les projecteurs orthogonaux sur Np,...,Ng. On
k

[wwit g =pp o --0p et Ng = mNi.

i=1
L. Montrer que pour tout € E, [|g(z)|| = ||z|| == = € No.
2. Montrer que Ker(g — Id) = Nj.
o déduire que Ker(g* — Id) = Np.

L
3. Montrer que E = Ny & Im(g —TId).
4. Soit (n}nen une suite de E telle que pour tout n, [jz,| <1
ol |ir+n |g(xn)|| = 1. Moutrer que lilil (g — Id){z,)|| = 0.
oo oo fi—+00

(Ecole polytechnique)
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> Solution.

1. Il est clair qu'un vecteur = de Ny est laisse fixe par ¢, puisqu’il
I'est par tous les projecteurs p;. En particulier, on a ||¢{z)| = |||
Réciproquement, soit « un vecteur qui n'est pas dans Ng. Notons ¢ le plus
petit indice tel que x ¢ N;. On a pi{z) = --- = p;1 (z) mais p;(x) # z.
On a alors ||p;(x)|| < |lz|| ¢ cela découle simplement du théorgme de
Pythagore, puisque ||z|* = ||p:(2)||* + ||# — pi(2)|%. Les projecteurs
Dit1,-. ., i e pouvant pas augmenter la normne, on a done ||g{z)| < [|zi.

On a done ||g(z)|| < ||z]] pour tout vecteur x de E et il y a égalité si
et seulement si z € Ny.

2. L’égalité Ker(qg—1d) = Ny découle directement de ce qui précede.
Onag =pio---opf = pro---opg il sagit de la composée
des rnémes projecteurs mais dans un ordre différent. En appliquant le
résultat précédent, on a donc aussi

Ker(¢" — Id) =

D:s—

=1

3. OnaNg= Ker(¢"—1d) = Ker(g—1d)* = Im(g—1d)*. Donc Ny est

le supplémentaire orthogonal de Im{g—Id). On a bien E = Noﬁ}glm(q—ld).

4. Lasuite {|{(¢g—Id)(z,)]|]) est bornée par 2. Supposons par I'absurde
qu’elle ne converge pas vers 0. Elle admet alors une valeur d’adhérence
a > 0. Soit ¢ : N — N une extraction telle que ||{g — Id)(x,(,)|| tende
vers o QQuitte 4 encore prendre une sous-suite de celle-ci, on peut trés
bien supposer que la suite (z,(ny) converge aussl vers un vecteur ¢ avec
]l < 1. Alors, la suite | g{z, ) )| converge vers |[g{a)|| et donc ||g(a)]| =
1. Et, toujours en passant & la limite, on a aussi. ||¢(a) — ¢|| = «. Or,
onal=/lgla)| <|al <1desorte qu'il y a égalité |lg{a)|| = ||| = 1.
Dot la contradiction, car d’aprés la question 1, g(a) — a doit alors étre
nul et ne peut donc avoir une norme égale & a. <

La situation de lexercice précédent est un cas particulier du suivant.

1.15, Contraction d’un espace euclidien

Soit E un espace euchd1en et u € L{F) tel que |uf] < 1. Montrer
P
que E — Ker(u — Id) @ Im(u — Id) et que la suite v, = % uF
k=0
converge vers le projecteur orthogonal sur Ker(u — 1d).

(Ecole polytechnique)
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i - Solation.

¢ Lo fait que Ker(u — Id) et Im{u — Td) sont en somme directe est
frew gpénéral et reste valable pour une contraction d'un espace vectoricl
noring quelcongue. En effet; soit @ dans Pintersection des deux espaces.
Ow aow{r) = x et @ s'éerit @ = u{y) — y pour un certain vecteur y. On a
done aussi ¢ = w(z) = w?{y) — w{y) puis @ = v¥(y) — w*{y) et ainsi de
mile @ = u*F{y) — u¥{y) pour tout entier k > 0. Sommons ces égalités
ponr & variang entre 0 et un entier p — 1. On obtient pr = wP(y) —y. On
e déduit que

P {y) — uP + 2
”w“:H Wyl (y)i\al lvl Ilpyll.

It faisant tendre p vers 'infini, on a done ¢ = 0. La somme de Ker(u—1Id)
o iy —Id) est donc directe et, comme I est de dimengion finie, on a
bien E = Ker{u — Id) @ Im{u — Id) par le théoréme du rang.

e On va montrer maintenant que la suite (v,) converge vers la pro-
Jretion sur Ker{y — Id) parallélement & Im{u — Td}. Notons tout d’abord
e si € Ker(u — Id), on a u(x) = x et donc vp(x) = & pour tout
p. P'renons maintenant = dans Im{u — Id) que l'on écrit comme avant
v oufy) —y On a w*{x) = v+ (y) — v*(y) pour tout k > 0 de sorte

ey, () = ] {uP T {y)—y) et cela tend vers O comme précédemment.

Ainsi, (v} converge bien vers p, le projectewr sur Ker{u — Id) pa-
tiflelement & Tm{w — Id).

[*vur finir, prouvons que ce projecteur est orthogonal. On a, pour
tonl &, Jle*) < lufl® < 1 (par sous-mulsiplicativité de la norme triple)
el tlone, par inégalité triangulaire, on a |Jv,|| € 1 pour tout entier p. En
prssient & la limite, on a done |lp]] € 1. 11 est classique {voir 'exercice
[0} (e cela permet de dire que p est un projecteur erthogonal et donc
que Kor{w — Id) 1 Im(u — Id). <]

(I peut donner une autre solution pour Uorthogonalité de Uimage et
du noyau & Uaide de Uadjoint. En effet, comme

lull = sup (ulz),y) = sup (z,u*{y)) = [lu"],

=)< [l
lyllst llyll<t
o lot || = Y| € 1. Soit alors o € Ker{u —1d). On o

Py el = [l () 2~ 202, (@) + ) = o (@17 -2 el 2) + )

of o |Jut(z) — z||* £ [l@]? = 2l|=)|® + |z]|® = 0 et done ut{x) = x.
P symiéirie, on a done Ker(u — Id) = Ker(u* — Id) = Im(u — Id)™*.
tetle approche 6 €t€ proposée dans un autre exercice d’oral posé a UEcole
pobiptechnique.




30 CIAPITRE 1. ESPACES EUCLIDIENS, ESPACES HERMITIENS

Lorsqu’on dispose d’un sous-espace de dimension finie F dans un

espace réel B muni d'un produit scolaire, nous sevons que E =T ﬁ%—\ Ft.
Il en résulte notamment que pour tout x € E, on peut écrire t =xp +y
wec zp € F et y € F+. Par définition, zy est le projeté orthogonal de r
sur F. On vérifie facilement & oide du théoréme de Pythagore gue

x—rpl =d{z,F} = inf ||z -

o = wel = da.F) = inf 1« - fI

ef que xp est lunique point de F pour lequel la distance & F est alteinte.
Un caleul de borne inférieure peut souvent s interpréter en termes de

distance & un sous-espace de dimension finie dans un espace préhilber-
tien. Fn voici un exemple,

1.16. Distance & un sous-espace de R[X]

Evaluer

oo
inf / It amr+- o+ an$")2 dz.
(a,l,,.,,a,n)EF“ 0

(Ecole polytechnique)

> Solution.

On définit un produit scalaire sur R[X], en posant pour P et Q dans
R(X],

+o
P,Q) = /D e "P(x)Q(x) da.

L'expression que l'on cherche & minimiser est égale a ||1 + P[|? ou

™
P = ¥ a;X' : c’est le carré de la distance entre P et —1. Quand les
i=1
a; varient dans R, P décrit le sous-espace B = Vect(X, X?,...,X"?) de
R[X] qui est de dimension finie. 11 en résulte que la distance entre P et —1
posséde un minimuam, atteint pour un unique polvnome, & savoir le pro-
jeté orthogonal de —1 sur E. Ce projeté, que nous appellerons toujours
P, est caractérisé par le fait que, (P + 1,X*) = 0 pour tout & € {1.n].
Calculons ces produits scalaires

(P+1 Xk) :/+mex(mk+ia,xk+i)dm
H o T .
i=1

+oc ,
On veérifie aisément que, pour tout entier 7, /0 e "z dx = n! (en uti-
lisant ses connaissances sur la fonction Gamma, ou plus prosaiquement,
par récurrence 4 I’aide d'une intégration par parties). On a donc. pour
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e
loni & € [1,n], &+ 3 a;(k+§)! = 0, ce qui peut s'écrire en divisant

i=1
[Hu Al

n

14> ai(k+1)(k+2) ... (k+1i) =0,

i=1
O va voir qu'il n'est pas indispensable d’expliciter P, c’est-a-dire de
renondre ce systéme linéaire, pour trouver la distance de P &4 —1. En
ellel, le minimum cherché vaut

IP+1P=(P+1,P+1)=(P+1,1)
+oo n
=[ e {l1+taxt  +ax™)de = 1—0—2@7&!,
0 i=1

rir I 41 est orthogonal & P.
Cousidérons alors le polynéme Q = 14+ Y a;(X +1)... (X +4).

Il st de degré inférieur oun égal & n, le coefﬁciént de X™ étant a,. Il
Wil de ealeuler Q(0). Or les relations d’orthogonalité qui définissent P
Weerivent Q(1) =++- =Q(n) =0. Onadonc Q=a,(X —1)... (X —n)
el L) = a,(—1)"n!l. On remarque de plus que Q(—1) = 1, c’est-a-

e que ax{(—1"%n + 1! = 1. Ainsi (—1)"a,, = b et finalement
(n+ 1)1

7! . 1
iy - _ 1 Le minimum cherché vaut
(n+ 1) n+1 n+1

- <

I est important de retensr gue le produit scalaire cancnique de My (R)
pend s'derire @ atde de lo trace -

(M,N) = 3 myny = Tr ("MN)

15i,5<n
panr M = (M) igiggn et N = (nij)igij<n. Lo norme euclidienne as-
wintee o8t
Ml = [ 3 my =/ Tr(*MM).
lgigsn

Pireereioe gqui vient comstitue une présemtation générale de ce produtt
watesre of le swivant s’inscrit dans le théme des caleuls des distances.

1.17. Norme euclidienne canonique sar M,,(R)

On pose N(A) = /Tr(*AA) pour A € M,(R).

I. Montrer que N est une norme.
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Montrer que | Tr(A)| < +/nN(A).
Montrer que si O € O, (R}, on a N{AO) = N{OA) = N{A}.
Montrer que N(AB) < N{A)N(B).
Comparer N avec d’autres normes de M, (R).
(Ecole polytechnique)

A U

> Solution.

1. 11 suffit d’observer que 'application @ : (A,B) — Tr{'AB) est
un produit scalaire sur M, (R) (N est tout simplement la, norme eucli-
dienne associée & ce produit scalaire). En effet, la bilinéarité de @ est
une conséquence de la linéarité de la trace et de la transposition. Si A
et B sont dans M,(R), on a

®(A,B) = Tr(*AB) = Tr(*(*AB)) = Tr(*B*(*A)) = Tr(*BA) = ®(B. A).

Quant au caractére défini positif, il provient du fait que si A = (a4 )1, 5.

alors (A, A) = <Z< a7; qui est strictemnent positif pour A non nulle.
154,5%n

2. On utilise Pinégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire
ci-dessus :

| Tr(A)] = | Tr(IA)| < N(N{A) = v/n N(A).

Comme il y a égalité pour A =1, on en déduit gue la triple norme
de lo forme lindaire Tr + M, (R) — R est égale 4 /n.
3. Pour O € O,(R) et A € M,(R),on a

Tr(*(OA)(OA)) = Tr(*A'O0A) = Tr{*AA),
et done N(OA) = N(A}. De méme, on a
Tr(*(AO)(AO)) = Tr(*O*AAD) = Tr(PAAQ'O) = Tr('AA)

et donc N{AQ) = N{A).
4. Posons A = {a't’j)1<ij<n- B = (bij)1<'i‘j<n et C = AB avec C =

(€ijl1giggn- Ona ¢y = Z aiby; pour tout 1 <4, § < n et il vient
k=1

> o3 (S

1<i,i<n i,

< > (Z alkme) (inégalité de Cauchy-Schwarz)
k=1

1<1,7<n
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<| X dh )| X 8] = NAYNBE

l1giksin 1€4,i€n

La norme N est donc une norme d’algébre.

h. Pour A = (aiy)igij<n, = Y |ay| ainsi que
l€i,i€n
[Allw = max |ai|. On définit ainsi deux normes sur M, (C). On a
L, j&n

[Afloe < N(A) < 0| Alloo
nl los constantes sont optimales. On a anssi
N{A) < [|IA]lL € nN(A)

e dos constantes également optimales. <

1.18. Distance d’une matrice & ’'espace des matrices symétrigques

Soit & l'espace des matrices symétriques réelles de taille n et
A lai hggen € Mp(R). Déterminer

- o . 2
u{:(ﬂifj)es 2 (o —my).

1€8,5€n

(Ecole polytechnique)

{ - Solution.
Il sagit de déterminer Nllréfs |A — M|? pour la structure euclidienne

crmonigue de M, (R), autrement dit le carré de la distance de la matrice
A i sons-espace 8. Nous savons que si H désigne le projeté orthogonal
il A sur 8, alors on a

A~ H|[* = inf ||A — M|
McS

Crtle borne inférieure, que nous noterons d(A, §), est atteinte en H (et
¢ vl dailleurs le seul point ol elle est atteinte).

Noug savons que si A désigne le sous-espace des matrices anti-
mvinclrigques réelles de taille n, alors § & A = M, (R). En fait, § et
A nont, des supplémentaires orthogonaux, carsi M e Set N€ A . on a

(M, Ny = Te(“MN} = Te(MN) = Te(M(— *N)) = — Tr(M*N)
= ~Te(*NM) = —(N, M) = —(M, N}
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i t
d’olt (M, N} = 0. Ainsi, on a bien M, (R) = §&.A et donc H = At A,
_t
et A-H= A- A Il en résulte que
a2 _ L 2
d(A,é) = — Z (Ctj_? *(Iji) . <3
1€i.jgn

Notons qu’il est possible de résoudre cet exrercice trés élémentairement
sans introdudre le formalisme ci-dessus puisqu’on se raméne simplement
@ minimiser le trinéme (z — a;;)° + (v — ;) pour i # j.

On retrouve le produit scalaire canonique sur un espace de matrices
dans Uezercice suivant, mais il s'agit cetie fois de matrices rectangulaires.
Le probléme consiste encore & calculer des distances mais cette fois & des
sous-espuces affines.

1.19. Problémes de minimisation dans M, ;(R)

Soit & : My, ,(R)? — R définie par (A, B) = Tr('AB).

1. Etablir que ® est un produit scalaire. On notera | || la norme
associée,

2. Soit a € R%. a # 0 et A € M,y 4(R) fixés dans la suite. Pour
b€ RP, on note Q(h) = {Y € M, o(R). (A + Y)a = b}. Montrer que
Q2(b) est non vide et qu'il contient un élément de norme minimum.
Cet élément sera not¢ f(b). Expliciter f(b).

3. Soit c € R” et

R — Mp.g+1(R)
¢ z — (flc+ ), &)

Trouver z qui minimise ||¢{z}].

(]*f}cole polytechnique)

> Solution.
1. @ est bien définie et bilinéaire, car la trace est linéaire: elle est
syniétrique car pour (A, B) € M, ,(R)?,

®(A, B) = Tr{*AB) = Tr(*(*AB)) = Tr(*BA) = $(B, A),
étant donné qu'une matrice carrée et sa transposée ont la méme trace.

Enfin, si A = (ai)15ixp € My 4(R), on a
lgs<y
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B(A,A)=Tr('AA) = > o} >

1<ip
igisg

nver inégalité stricte pour A non nulle, ce qui montre que ® est définie
juositive.

Ainsi, ® est un produit scalaire. On note que sur BP, que nous iden-
lilicrons & My, 1(R), il coincide avec le produit scalaire canonique.

2. Les éléments g € R\ {0} et A € M, (R) élant fixés, considérons
Fapplication linéaire

w:Y € My o(R)— Ya e RP,

{h observe que
Y € Qb) <= ¢(Y) =b— Aa.

"o démontrer que £2(b) n'est pas vide, il suffit de démontrer que  est
nirjective. L'ensemble £2(b) sera alors un sous-espace affine de M, ;(R)
elirip par Ker .

moit 2 € BP. Puisque 4 est non nul, il est évident qu’il existe une
npiplication linéaire I € L(RY, RP) telle que {{a) = = {pour en définir une
Il suillit par exemple de compléter ¢ en une base de RY). Si on note Y la
munlrice de | dans les bases canoniques de B9 et BR?, on a bien Ya = z.
C'vli démontre que ¢ est surjective et que Q(b) est non vide,

Il est alors clair que () admet un élément de norme minimale :
«'vsil tout simplement le projeté orthogonal de la matrice nulle sur ((b)
(ni réalise la distance de cette matrice nulle au sous-espace affine Q(b).
Nutons-le f(B). Clest le seul élément de Q(b) qui se trouve dans (Ker )"
(el ce dernier point qui va nous permettre d’expliciter f{b).

Nons savons que {Kerg)l = Imp*, ot ¢* : R? — M, (R) est
"mljoint de . Déterminons ¢*. On notera comme d’habitude ( , } le
prowdnit. scalaire canonique sur R? identifié & M, (R). Pour (Y,Z) €
Ay x My, ona

Y, " (Z)) = {@(Y), Z) = {Ya,Z} = *(Ya)Z
=Te(*a*YZ) = Te("YZ%) = B(Y, % a).
Oneen déduit que ¢* est définie par ¢*(Z) = Z%a pour tout Z € R? et

que (Iser )t est 'ensemble des matrices de la forme Z a, avec Z € R?,
{‘herchons alors Z € R? tel que f(b) = Z%a. On a, par définition,

(f(b)) = f(b)a = Z'aa = ||a|*Z.

Azt (f(b)) est égal & b— Aq si, et seulement si, Z = ‘2 (b—Aa), c

qui rous donne

f(b) H |i2(b AC"’)
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3. Par définition du produit scalaire, on a pour tout z € R?,
lp(@)I* = | flz + o)|* + =]

Calculons || f(x 4+ ¢)||?, c'est-a-dire Tr(*f{z + ¢) f(2z + ¢)). On obtient

I+l = T oot —An)

= Tr H_lllz t(c-&—I—AG,)(C—}—Jl—AKL)tC&a)

= . “2 Tr(*(c+ x — Aa)(c+x — Aa)).

On a finalement, pour tout z € R”,

= (c+ 2 — Aa) ta-)

llall®

I (2 + e} |* = e+ ~ Ad|?

fa ||2'

et. done,

2
lo@@)® = ”|

Un simple développement du premiier carré nous donne

gzl e = Aall® + .
d|

@I = (14 Jall) ] + 26(c — Aa.x) + e — Aal?)
T
o L4 2 o Adf?
2
b = — A _—
19" =15 T e A9+ T

Cela moutre que |[@(z)| est minimal pour [z = — (c—An}| <«

1+ Jlafi®

Les exercices swivants abordent le procédé d orthonormuolisation de
Gram-Schmidt qui, 4 partir d'une suite libre, propose la construction
d’une suite de vecteurs orthonormée. Précisons cela dans le cas d'une
famille finie. On considére un espoce réel E muni dun produii scaluire
et (ay,....ap) une fami.ile libre de E. Il existe alors un unique systéme
orthonormé {ey, ..., ¢p) de E vértfiant les conditions suivantes :

(i) Yk € [1, 7], Vect(al ..... Lox) = Vect(ey,. ... ex);

(#1) Vk € ]1,p], {ak, ex) > 0.

On démontre que le vecteur e est nécessairement égal & ”E—k avee

gk = g~ pr(ok) = ap — {8k, Ch1)8k—1 — -+ — {8, 21)€1,

o pr désiyne la projection orthogonale sur le sous-espace Vect{ay, .
ap-1) = Vect{er, ..., ex_1}. Ces formules permettent le colcul effectif des
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mclewrs ey par récurrence. Il est bon de garder ¢ Uesprit que lorsqu’on
vaprime ag en fonction des e; par une combinaison linéasre, ag = Agep+
| Arey, le coefficient M\, = {ay, er) est strictement positif. De méme, si
. . . 1
Powpose e = ppog + - -+ paay (les o étant réels), on a pg = iV > 0.
k

1.20. Simplexes réguliers

Soit E un espace euclidien de dimension n > 1.
Une famille {v;)1¢i<pn est dite réguliére si les v; sont de norme 1
cbsipour 1 €4 <j<nonally
1. Montrer que toute famille réguliere est libre et qu’il existe des
Tnnilles régulieres.
2. Soit (e1,e2,...,en) Ia base obtenue par orthonormalisation
tle Schmidt & partir d’'une famille réguliére {v;)1<i<n-
Montrer qu’il existe des réels ay,asz,...,an,by,b2,... by tels
i—1
(e pour tout ¢ € [1,n], v; = aig; + 3 bje;.
j=1
Calculer a; pour 1 € ¢ < net b pour 1 <i<n— L
(Ecole normale supérieure)

- Solution.

I. Notons qu'une famille réguliére correspond tout simplement 4 un
rnplexe régulier dont 'un des sommets est Porigine en regardant E
ronne un espace affine. Par exemple dans le plan, deux vecteurs (v, v2)
tornent une fainitle régulitre si, et seulement si, le triangle (0, v, v9) est
copilateral {on parle de 3-simplexe). Cet exercice démontrera en particu-
lier I'existence de {n + 1)-simplexes dans un espace de dimension n (voir
msi 'exercice 1.27).

Alpéhriquement, une famille (vi)1gicn est réguliere si, et seulement
hil,

(%) H’Uz” =1 pour 1<i€n
(%) (U.:w'UJ) o pour 1< <j‘ <n.

e Montrons pour commencer que toute famille réguliere est libre.
Si(r).. .., on) est une famille réguliére et si (a)....,a,) appartient
wol ) alors

u 4 ZOFH‘U%H +2 Z ey {wg, v5) Zae + Z 0032

' =1 1< i€n 1gi<ign

vl oo
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Zaivi 222(}?_‘_5(2&2‘)
i=1 i=1 i=1

On en déduit que Z a;v; = O implique Z a? = 0 et donc @; = 0 pour
i=1 =1
1<¢<n:lafamille (v1,...,9,) est llbre On remarque que espace E

étant supposé de dimension n, la famille {v|,...,vs) est une base de E.

e Montrons qu’il existe des familles réguliéres. Plusieurs approches
sont possibles. On pourrait prouver I'existence d’une famille (vy, ..., v,)
ayant pour matrice de Gram la matrice contenant des 1 sur la diagonale
ot dont les autres coefficients valent, tous % Cette approche est suivie
dans 'exercice 1.27. Nous allons ici donner une construction géométrique
en ralsonnant par récurrence sur la dimension n de E.

5i n = 1, un vecteur quelconque de norme 1 fait ’affaire. Supposons
la. propriété vérifiée pour un espace de dimension » — 1. Soit E un es-
pace euclidien de dimension n, Cousidérons un sous-espace E' de E, de
dimension n — 1 et (v1,...,v,—1) une famille réguliére de E’. Soit f un
vecteur de (E’)J' de norme 1. Cherchons w, tel que {(vi,....¥n—1,%n)
soit une famille réguliere de E sous la forme

=1
U = Z Avy + af,

i=1
ol Aq, ..., Ap_1, @ sont & déterminer. On a, pour 1 < j < n—1,
(vp, v5) = Z Mi(vs vy = Ay +Z*
iFEj
On veut, pour 1 € j < n—1, {vn,v;) = %, c’est-a-dire
A+Z———
i#]
n—I1
soit encore > A; +A; =1
i=1
Ce systéme linéaire admet une solution unique Ay = --- = A,_1 = %
et on a alors
w2 = tol=

Sachant que la famille (v1,...,v,_1) est régulidre, on obtient
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ni—1
>
i=1

1<i<ign—1

2 n—1
= D> NwllP+2 0 >0 vy
i=1

(n-1Hn -1 _ nln-1)
=n-14+2 5= '
n + 2 2 9
Lin condition ||va] = 1 équivaut donc & o? = n;’_’tl .
Jyﬂfll’un)

On peut done déterminer Ay, ..., An_1 et e tels que (vg, ...
noil e famille réguligre, ce qui termine la récurrence. On remarque que
(.. .., Up—q1) €tant domné, A;,...,A,: sont uniques et o est unique
i wigne pres. Géométriquement, il y a seulement deux maniéres de
connpléter un n-simplexe régulier en un (n + 1)-simplexe régulier (penser

mix deux tétragdres réguliers de BR? qu’on peut constriire sur un triangle

fnnilatéral donné du plan R?).

2. Soit (er,...,en) la base obtenue en appliquant le procédé d’or-
thonormalisation de Schmidt & (v, ..., vp).
» ar définition, il existe, pour tout ¢ compris entre 1 et n, une famille
i
dercels (t-ij)lgjgi telle que vy — Z t@jej et fii >0.11 S’&git de démontrer
i=1

qne f,; A fixé ne dépend pas de { > j.
Rotent ¢ et 4' deux indices entre 1 et n, et k tel que 1 < k < 4,7
PP ) . T 1
On n, par définition d'une famille réguliere, (v;,vx) = {(vy,vx) = 3
ol done {0y — vy, vey = 0. On en déduit que pour 1 £ j < 4,4, v — vy
. ,vj)l-. Or, par construction, Vect(vy, ..., uj)J- =

apparlient & Vect(wvy, ..
Veeliey, .., ep) . On a done (v — vy, e5) = 0, (1, e5) = (vy, e;), clest-

i e Li; = tyrg, 811> 7 et i > .
Aidrement dit, 45, pour § < 4, est indépendant de 1, on peut le noter

hyni 1 =l § < n. En notant a; = ¢ pour 1 < 1 < n, on obtient 2n — 1

i—1
revhieey, oo 0y, by, By telsquepour 1 < Kn, 0y = a5 bie;.
i=1
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e Calculons maintenant les a; (1 <i<n)etles b (1 <i<n—1).
i—1
Pour 1 < i Z bje; appartient & Vect(vy,...,vi_1) et €; &
=1
Vect(v, ... ,'U@,l) . Si 'on reprend la construction par récurrence de
la question 1, on voit que a; est égal au signe prés au réel qui s’appelait
@ (en supposant ici que la dimension de E est 1). On a donc a? = Z——ZEE
et finalement, comme a; > 0, .
i+ 1
VT
Pourl1€i€<n—1,0ona
i1
(U, Vig1) Zb + a;b; =3 et ||U1-||2:Zb?+a§=1.
i=1
On en déduit que a;b; — a? = —% et donc
1 +1 1
2
a; — = = 1
bg — K 2 — 2’5 2 — s
Qy i1 2i¢+ 1)
2

Une interprétation matricielle du procédé de Gram-Schmidt méne
directement & lo décomposition QR d'une mairice inversible. Comme
application directe, on obtient Uinégalité d’Hadamard qui majore le
déterminant d’une matrice réelle. Tout cela est au programme de Uexer-
cice suivant.

1.21. Décomposition QR et inégalité d’'Hadamard

1. Décomposition QR. Soit A € GL,(R). Montrer qu'il existe nn
unique couple (Q,R) avec Q € O, (R) et R triangulaire supérieure &
coefficients diagonaux strictement positifs tel que A = QR.

2. Soit A = (aij)lgingn = MH(R) dont on note Cl,A..,Cn les
colonnes. Montrer que

|det A} < ||Cy ... 1Cn]|

olt || || est la norme euclidienne de R™. Etudier le cas d'égalité.
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3. Endéduire, sil’'on pose ||A||- = max |a;;], une constante ¢,
1sijgn
. -, LY .
indépendante de n. telle que | det A| < ¢f|Af|Z nz pour toute matrice

A e ML (R).

(Ecole polytechnique)

| - Solution,
1. Notons By = (e1....,e,) la hase canonique de B™ et (Cq,...,Cy)
les colonnes de A, qui forment une base de B™ puisque A est inver-

sible. Orthonormalisons la base (Cy,....C,) au sens de Gram-Schmidt
cnoune base orthonormale (Dq. ..., Dy). Notons R la matrice de passage
e (Dy, ... Dy) & {Cq, ..., Cy). Par définition, cette matrice R est trian-

pitliire supérieure, car Vect(Cq, ... Cg) = Vect(Dy, ... . Dy) pour tout &
vl e plus ses coefficients diagonaux sont strictement positifs, puisque le
coclficient (k, k) vaut (Cy, Dy). Notons enfin Q) la matrice de passage de
By a(Dq,...,Dy.). Comme ces deux derniéres bases sont orthonormales,
o a € Op(R). Enfin A est simplement la matrice de passage de la base
cimonique By & la base (Cy,...,C,) et on a donc la forntule de chan-
posont de base A = QR Crest le résultat voulu. L'unicité provient de
I'nnicité dans l'orthonormalisation de Gram-Schmidt, car si A = Q'R’
il une autre décomposition, il est facile de voir que les colonnes de
Y lorment une base orthonormée de B™ qui est 'orthonormalisée de
(Cro...,Ch). Done QF = Q puis R/ = R.

Le lecteur trowvera dans le chapitre 2 une autre maoniére d’obtenir
celle décomposition (cf. exercice 2.29). L'unicité peut aussi s’obtenir
matriciellement : elle découle du fait que la seule matrice triangulaire
wapcrieure aree des coefficients diagonoeur positifs qui est orthogonale
vsl Didentite.

2. L’inégalité est triviale si A n'est pas inversible. Supposons A inver-
sible et considérons la décomposition de la question précédente A = QR.

T
O o |det A| = |det R| = [T #i (les t;; désignant les coefficients de R).
i=1

thr. ¢n reprenant les notations de la question 1, t; = (Ci.D,) < |Gyl
pev Pinégalité de Cauchy-Schwarz. Le résultat en découle.

Istudions le cas d’égalité. Si A n'est pas inversible il v a égalité si, et
sonfloment, i, I'une des colonnes de A est nulle. Sinon, il y a égalité si,
el seulement si, C; est colinéaire a D; pour tout 4. Cela signifie que la
(tunille des colonnes de A est orthogonale.

(dométriqguement, |det A| représente le volume dans R™ du pa-
tallélotope défing por les vecteurs colonnes de A. L’inégalité de Hoda-
mard sigrifie que ce volume est plus petit que le produit des longueurs
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des cotés et que, dans le cas ot le parallélofope n'est pas aplati, il y a
égqalité si. et seulement st, le parallélotope est droit.

3. Clest une application directe de la gnestion précédente. On a
([Ckll € vnllAljoo powr tout & et done [det A] € n™/2[|A[l%,. Clest le
résultat avec la constante ¢ = 1.

En se placant dans CF muni de sa structure hermitienne canonique,
on montre par une argumentation tout @ fait analogue que les majora-
tions des questions 2 et 3 restent vraies pour les matrices de M, (C).

Dans Uexercice swivant on appligue Vorthonormalisation de Gram-
Schmidt & une suite infinie @ lu base canonique de R[X].

1.22, Base orthonormale dans R{X]

Soit (6n )nen une suite de réels. Pour P et Q dans R{X], on pose

+20

{P,Q) = > P (a.)QM an).

n=0

1. Moentrer que l'on définit ainsi un produit scalaire. On note
(Py)aen la base obtenue par orthonormalisation de Graro-Schmidt
a partir de la base (X™)nen.

2. Calculer Péj)(a,) pour tout couple (¢, j) € N2,

3. Montrer que pour r € R et n € N*|

b 131 tn—1
Pn(m):/ dtlf dtz---/ dt,.
Lriv) g1 el

n—1
4. Calculer P, lorsque 0, = ner pour tout n € N ol @ € R est

fixé. )
{Ecole polytechnique}

> Solution,
1. Notons d'abord que si (P,Q) € R[X]?, (P, Q) est bien défini

+oc
puisque dans la série } P‘")(an)Q(”J(an), il n'y a quun nombre fini
n=0
de termes non nuls (car pour n assez grand, P™ = Q(*} = 0). La bi-
linéarité est une conséquence de la linéarité de la dérivation et la symétrie
est claire. Enfin, si P € R[X], on a

+oc
(P,P) =3 PM(a, > 20
n—0
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De plus, si P # 0 et p = deg P, en notant a son coefficient dominant on
uhlient

(P, Py = PP (a,)? = o?(p})* > 0.

[l wagit donc d'un produit scalaire.

2. Comme pour ¢ € N, Vect(Pg,...,P;) = Vect(1,X,...,X%) =
,1X] et Vect{Po,...,P—1) = R;1[X], le degré de P; vaut nécessaire-
ment 4. Ainsi, Py est une constante ¢; on doit avoir {Pg, Po) = & =1let
(I'y, 1) = ¢ > 0, donc Py = 1. Soit maintenant 1 € N*.

e Sij > i ona, pour des raisons de degré, PV =0 et PV (q;) = 0.

e Montrons par récurrence sur j € J0,7 — 1} que ng )(aj) =0

On a (P, 1y =0 de Pilag) x 1 = 0. Cest vérifié pour 7 = 0. Sup-
[erong le résultat vral jusqu'au rang § —lavec 1 < 7 < i — 1. On a par
hypothese de récurrence

i 4 . .
i k J: ~k .
0= (P X) =30 Plow) ol = P e

nul si k < 7
On obtient done bien ng)(aj) =10.

e Calculons enfin Pgi) (a;). Compte-tenu de ce qui précéde, on a d’une
el 0 < (P, X8y = P ()il et dautre part

1= (P;,P;) = P{(a;)%

Comme Pgi)(aﬂg) >0, il en résulte que Pgi)(a@) =1
O conclut que pour tout (4,5} € N2, ng)(aj} =1si¢=jet0sinon.
3. Posons pour z € Retn = 1,

T 11 1
Qn<a:):f dt, dtzm/ db,.

a ay n—1

Il exid, clair que Q, est une fonction polynomiale de degré n (il s°’agit d'une
itlérration successive de fonctions polynémes}. Montrons par récurrence
s = 1 que, pour toute suite (a;);ew, et pour tout cntier j € N,
00 (a;) = 8ny. Pour des raisons de degré, c’est déja vrai pour tout n
lerene 5 > . On se préoccupera donc seulement des indices j < n dans
[u récnrrence. On a Q @z — f; dt; =z —ap. On a bien Q(ag) =10
ol 63 (a) = 1. Cest valable pour n = 1.

Supposons 7 2z 2 et le résultat vrai aurang n—1. On a déja Qy(ao) =
il iy dérivant Q,, on obtient

T tn—1
QL(@:/G dtz.--fa dtn.

m—1
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En appliquant Uhypothése de récurrence a @7, avec la suite (a;41)jen,
il vient

Q) = Qlaa) = = Q" Nam 1) =0 et Q" V(an) =1,
ce qui s'éerit
) =Qhlog) == Q,(,nfl)(‘an_l) =0 et ng(a.ﬂ) = 1.
La récurrence est achevée. Comme pour tout §7 € N, Qﬁ:” (a;) =
+oo .
pY (a;), it ’ensuit que (P, — Qpn, Pr —Qn} = > (Pn — Q) a)? =0
§=0

et done P, = Q.
4. Retenons de la question précédente quun polynéme P £ R[X]

est parfaitement déterminé par la suite P(m(a,,). Il g’agit de trouver P,

de degré n vérifiant P,,(0) = Pl (a) = - = g:"fl)((n — D) = (et

Pszﬂ‘j(na') = 1.
Soit n € N. Notons Q = P, (X + «). Dans ces conditions, on a
Q(0) = Pr(a) = 0, Q'(e) = P}(20) = 0,...
QP {(n — 2)a) = PPV ((n — 1)a) =0,
Q™ Hin — Da) = PM(na) = 1.
ctsik = n, Q{k)(ka) =0, car deg Q = n — 1. Par conséquent. on obtient
Q=P,(X+a)="P,_1, ouencore P, (X) = P, (X — a}.

Cette relation permet un calcul rapide des premiers termes (P; = X,

. -~ . 2
P, = ﬂfi) et Py = ﬁ}f?ga—)) qui nous invite & prouver par
récurrence gue
p X(X — na)y"-t
R
. n—1
On a bien Py = X. Supposons n = 2. Notons P = &%L
On a, '
bl X(X - na)"2 N (X —nop )1
T n(n-2) n!
(X - na)” 2 .
= B2~ )X+ (X o)
nX-—a)X-ny"?  (X-a)X-na)"?
a n! B (n—1)!
- _ n—2
Donc, on a P'(X +a) = AX 7(_5?_ 1.1)1)0() = P,_; par hypothésc de

récurrence. On en dédnit P/ = P, (X —a) = P/,. Comme P,(0) =0 =
X(X —na)" 4

P{0), on conclut que P,, = P = ]
: nl
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La notion de polynémes orthogonaiws: apparcit a Uoccasion de cer-
lwing probléemes d’analyse fonctionnelle {équations intégroles, probléme
e Sturm-Liouville, équations our dérivées partielles...). s constituent
souvent des boses adaptées & Uétude d’opérateurs symétriques (ou hermi-
Liens). La termiaologie est réservée G une suite orthogonale de polynémes
U e avee deg Py = n, R[X] éftant vu comme partie d’un espoce de
Jonelions € muni d'un produit scalaire pour leguel la multiplication par
X esi un opératewr symétrique. Clest notemment le cas pour les produits
seilaives du type

(7.9)— (F9) = [ FOg((t)d

it w @ I — B est une fonction positive continue non nulle appelée
o pendls ». Bien évidemment, la suite (Ph ) ner dépend die produit scalaire.
Powr 1 =[=1,1] et w = 1, on trouve les polynémes de Legendre présentés

duns Uexercice 1.21 du tome 2 d’anolyse. En prenant I = ]-1,1] et w :
1 -
fo» ﬁ on refrouve les polyndmes de Tchebychev T, vus dans

liaereice 5.80 du premier tome d’algébre. En effet, sin # m. on a

-1 : T
/ Zmﬁi)_rlﬂdt :/ Tonlcos )Ty (codr)de
—1 1 —1¢2 ]

u
= / cos(ma) cos(nz)dr = 0,
0
vie ayont effectué le chongement de variables t = cosz. Les deur exercices
smitints développent Ueremple des polyncmes de Loguerre (1 = R+ et

ol —s et puis les polyndmes d'Hermite T =R etw:t — et ).

1.23. Polynémes de Laguerre

Soit. £ Pespace des fonctions continues f : By — R telles que
v — flz)%e™* soit intégrable sur By. On munit £ du produit
vealatre

{(f.g) = /R Flz)gixle ™ de pour fig< €.

1. Montrer P'existence d’une base (L, }nen de R[X] orthonormée
pour () telle que pour tout n, Ly, cst de degré = et de coeflicient
dominant strictement positif.

2. Soit n € H*. Montrer Vexistence de u,, by, ¢, dans R tels que

XLH (X) - anLn+1 (X) + b:an(_X) + CnLn—l (X)
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3. Montrer que si (z,y) € R? ct n € N,

() S La(e)Lelt) = 0n{Lnss (2)La(t) — Lusr (0)Lnie)).
=0

Clest la formule de Darboux-Christoffel.

4. Calculer  inf (2% — ax? — bx — c)?e"dz.
(e.beye®? S

(Ecole polytechnique)

&> Solution.

Lors de Voral, le candidat justifiera rapidement que £ est un espace
vectoriel et que I'on a bien défini un produit scalaire. En effet, pour
f.g € &, lapplication z — f(z)g(x)e™™ est intégrable sur R, puisque
siz =0,

1 2 2
— - —z/2 A& 2

f@teie # < 5 (7@ ) + (g =2)")

L 2, —x 2, -

< E(f(x) e+ glz)e )

Comme (f(z) +g(z))2e™™ = f(z)2e ™ +2f(z)g(z)e™" + g(z)?e =, Lap-
plication f + g cst dans £. Puisqu’il en va de méme pour Af et Pappli-
cation nulle, £ est un sous-espace de C{R,., R). D’apres ce qui précede,
{, } est bien définie. C’est clairement une forme bilinéaire symétrique
(par linéarité de I'intégrale). Comme pour f non nulle continue, on a

fu& f(z)2e~*dz > 0, nous avons bien défini un produit scalaire. No-
N

tons enfin que £ contient les fonctions polynomiales car si P € R[X],
P(z)?e = = o{e /%) pour = tendant vers 400 par croissance comparée
et le théoréme de comparaison des fonctions positives intégrables assure
lintégrabilité de z — P(z)%e™ sur R,

1. Considérons I'orthonormalisé au sens de Gram-Schmidt de la base
(1,X,...,X",...). On obtient alors un systéme orthonormé (Lo, Ly, ...,
Ly, ...} qui vérifie pour n € N*

Vect(Lo,L1,...,Ln_1) = Veet(1,X,..., X"™') =R, [X]

et Vect(Lg,L1,...,L,) = R,[X]. Nécessairement, lc polynéme L, est
de degré n. D’aprés les commentaires flgurant page 37, le coefficient
dominant de L, est strictement positif. Comme L, est de degré n, il est
classique de conclure que la famille (L, ).en st une base de E[X].

2. Comme XL, € B, 1[X], il existe des réels Ap, A, ..., Anyy tels
que
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XL, =XLo+XMLi+--+ Ant+1Llnt1-
I'enons k& € [0, 7 — 2]. On a {XL,,Lg) = Ap d’une part et d'autre part,

(XL L) = [ oLa(e)Lafe)e"de = (Lo XLy =0,

cnr XLy € Rp—1[X] = Vect{Lg,...,L,_1) et L,, est orthogonal & chaque
lip avec b < n. Ainsi, A\g = A1 = -+ = Ap_2 = 0 et le résultat cst
dimontré.

Notons que la relation peut s'éerire pourn = 0 en posant L, = 0 et
ty quelcongue. Retenons également gue le fait que XL, s0it combinaison
Iucaire de Lp 1, Ly et Lnyy, est une propriété tout 4 fait générale dés
e {XP, QY = (P, XQ}, ¢’est-d-dire lorsque la multiplication par X est
wir cndomorphisme symétrique de R[X].

n

3 Seitn 2 letz,yeR Posons A, = (z—y) ¥ Li{x)Li(y). On

i=0

viv. essayer de trouver une relation de récurrence. D’apres la question
privodente, la différence A, — Ap_y = 2L, (2)La{y) — yL. (@)L, (y) vaut

(o Loy 41 (@} b L (@) +enLon 1 (2)) L () — (@n L 1 () 50 Lo (y )+ 0n L3 () )om (2)
re i se simplifie en

Wt b1 () hn y) = Lnpr (1)L ()} — en(Ln(#)hn1(y) — Ln—1(2)Ln(y).

Hie, = an_1, il sera facile de conclure puisqu’on a une somme télesco-
plyne. Vérifions cette conjecture. Considérons (XL, L, _1). D’une part
[RTRRrIA

<XLns Ln—l) = <anLn+1 + byl +enLinor, Ln—l) = Cn;
iz on a aussi (XL, Lp_1) = (Lp, XLpq), ce qui donne,
(XLan—l> = (Ln;an—an +bp—1 L1+ Cn—anm2> = fdn—1-

{1 ublient bien ce qu'on voulait : a,_, = ¢,. La formule est donc
temontrée par récurrence dés lors qu’elle est valable pour n = 0. 11
n'npil alors de montrer que

(z —y)Lo()Lo(y) = ao(La(z)lo(y) — L (y)ho(z))

v cneore gue (32— Lo = ao(Ly (&) — Ly (). puisque Lg est un polyndme
conzitant non nul. Comme 1y est affine et XLo = agli; + gLy, la relation
el eileelivement vérifiée @ si o est le coefficient dominant de L,, on a
atiy Ly et on a bien (x — )L = aga(z — ).
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4. Notons f : & — z°. La borne inférieure I & caleuler n’est autre
que le carré de la distance de f & Ry[X]. Nous savons que (Lo, L, Lg)
étant une base orthonormale de Ra[X], on a

L= IfI1 = (f,Lo)* = (f,L1)? — (£, L)%,

et ce, en vertu du théoréme de Pythagore, puisque {f, Lo)Lo+{f, L1}L1 +
{f,L2)La est le projeté orthogonal de f sur Ry[X].
Sachant que, pour tout n € N, [[a z"e *dx = n!, calculons Ly, Ly et
+
Ls.
On a et si I'on écrit L; = oX + 4, la relation (Lo, L) =0
entralne o + 3 = 0. On a L; = a(X — 1} de norme 1 :

[T ])” = o [R (@ — 1)%e™"de = o?(2 — 211 4+ 1.01) = o?.
" +

Commea>0,a:10tona.

On écrit cnsuite Le = aX? + bL1 + cLg et on éerit les relations d'or-
thogonalité :

{L2, Lo)
{Lz,L1)

(L(XZ,LU>+C:2&+C:0,
XL LY +b={(6—2a+b=4a+b=0.

Ainsi, ¢ = —2q et b= —4a. Enfin,

[aX?]? = 240® = 1 + % + % = 1 + 166” + 40

1
donne a = % car ¢ > 0. Ainsi, on a | Ly = §X2 —2X — 1} On a enfin

2
I=6!— (%.5! — 2.4l - 3!) — {41 =317 -3 =324,

Les polyndémes qui portent le nom d’Hermite ont surtout été étudiés
par Laplace lors de travaws en Probobilités. Hermite en a essenticllement
donné une généralisation o plusieurs variables.

1.24. Polynémes d’Hermite

On pose pour z réel et n € N,
.2 dne—mz

Hafe) = (1) =
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Montrer que H,; est une fonction polynomiale de degré n.
Montrer que H,, 1, = 2XH, 1, — 2(n + 1)H,.

Montrer que H) — 2XH, + 2nH, = 0.

On pose ¢, (z) = Hn(z)e ® /2 pour & € R. Montrer que

[l

@'+ (2n+1-2%g, = 0.

5. Calculer [qu ()¢ (£)dt pour m,n € N.
(Ecole polytechnique)

i - Solution.
I. Vérifions cela par récurrence sur n € N. Pourn =0, ona Hy = 1.
o 2 1 et x réel, on peut écrire

Ld fdv ey
He(z) = (—1) P (W) €
d

(~1)" - (1" g (m)e™ ) o

=— (H;.hl(;i:)e_z2 - QmHn_l(m)e_z2) e
= 2eM, 1 () — I, (z}.

2

i

Si 11, _1 est polynomiale de degré n — 1 et de coefficient dominant 277t,
[ relation que nous venons d’établir nous assure que H,, est polynomiale
il degré n et de coefficient dominant 2". Cela termine la récurrence.

2. Nous avons obtenu la relation H,,, = 2XH,, — H, pour n entier
unturel. 11 s’agit de montrer que pour n = 1, Hyyy = 2XH,, — 2nH,,_,
antrement dit que 0, = 2nH,_;. Vérifions cela par récurrence. Pour
" [, comme Hy = 1 et H; = 2X, I'identité est vérifiée. Supposons
n - 2 et le résultat vrai au rang n — 1. Comme H,, = 2XH,,_, - II},_,,
i nhtient en dérivant,

H, =2XH, _,+2H,,—H,_,|

= 4X(n — )Hp—2 + 2H,, ; — 2(n — 1)H,_,,

r nyant utilisé ’hypothése de réeurrence H,,_, = 2(n - 1)H,_, qui
donme HY . = 2{n — 1}H] _,. Ensuite, on écrit

H! = 2(n— 1}(2XH,_5 — H/,_,} + 2H,,_;
= (2n — 2}Hp—y + 2H,1 = 2nH, |

O conelut done que pour tout n = 1,

(1], = 20| et [H,., = 2XH, - 2nH, ]
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3. Soit n 2 2. D’apres ce qui précede, on a
T — oXIT, + 2nH, = 2nll, | — 4Xnil,_; + 2nll,
=2n(2(n — 1)Hp_2) — 4nXH,_1 + 2nH,
= 2n(H,, — 2XH,—y — 2(n — 1)Hn_2) = 0.
Comme la relation est vraie pour n = 0 et n = 1, on a bien pour tout
neN,

I - 2XH, + 20l = 0]
4, SoitneMetzeR Ona
g/(w) = Hy(2)e™ /2 - 20e™ /*H, () + Hp(w)(2? — L)e /7
= —Qan(m)e_w2/2 + H(z)(z® — 1)6‘””2/2
= (27 — 1= 2n)gn(x).
C’est ce qu'on voulait.
- 2
5. Il sagit de caleuler 1,,, = jm e ¥ H(H)H, (+)dt. Remarguons
avant toute chose que cette intégrale est bien définie, car la fonction
t— eftzH,,,(t)Hﬂ(t) est intégrable sur R, puisque négligeable en toc
~t/2, Supposons n < m. La fonction ¢ — e_t‘sz{t)
" dm—le—t2

dgm—1

devant + — e

admet comme primitive £ —> (—1) = —Hm,l(t)e“tz. Par
intégration par parties, il en résulte
f e P H (O H,, (£)dt = {7}1,,‘_1(_@6—*1-[,1“)}” +f

-r

e~ Hy, o (O, (DdE,

ce qui donne en faisant tendre r vers +oc,

f e Hpy g (OHL (1)1
R

En intégrant par parties m fois au total, il restera
I = [ e U Ho(HH™ (#)dtf = / HU™ (£)e = dt.
Jr JR

St m > n, Ja dérivée d'ordre m de Hy, est nulle et 1, , = 0. Sim = n,
HY (8) = 2701 et T = 2701/, <

St on considére £ l'ensemble des fonctions f continues de R dans R
telles que © +— f(x)2e™" est intégrable sur B, on reconnaft la encore
une suite de polyndmes orthogonaux pour le produit sculaire défini pour
f. g dans £ par

(f=9>:fpf(a‘)g(:t‘)e_xzctx.

Lg relation de récurrence linduire de ln deuziéme question est & rappro-
cher du commentaire de la solutron de lo seconde question de evercice
1.23.



1. METHODE DE GAUSS g1

1.25. Méthode de Gauss

On considére le produit scalaire sur R[X]

(P,Q) — (P, = fo P(£)Q(t)dt.

1. Montrer qu'il existe une suite orthonormée (P, )nen
I'¢léments de R[X] telle que deg P, = n pour tout n.

2. Montrer que P, posseéde n racines simples situées toutes
dans 10,11

3. On fixe n € N*, Soit a1,...,a, les racines de P,,. Montrer
il existe des réels A, ..., A, tels que, pour tout P € Ba,—1[X], on

ni,
/ P(t)dt = 3 AP(a).

Donner une expression de ces scalaires et leur signe.
(Ecole polytechnique)

| - Solution.

1. Cette question classique se traite comme la premiére question de
Pexercice 1.23.

2. Comme Vect(Py,Py.....P, 1) = R, 1[X]. P,, est orthogonal &
toul polyndme Q de degré inférieur ou égal & n—1. Notons a; < -+ < ap
les racines distinctes de Py, se situant dans 0, 1[. Tl s’agit de montrer que
pn. On note n; Vordre de ¢y comme racine de P, et on considere

A= H (X—(I.i).

1igp
74 impair

Alurs, le polynome AP, garde un signe constant au sens large sur [0, 1] et

cotnne il est continu et non nul, fol A(1)P,,(£)dt est non nulle. Tl s'ensuit
que deg A 2 n et néeessairement p = n. Done, P, est scindé a racines
riniples, toutes dans J0, 1],

Il s’agit d'une propriété générale des polynémes orthogonaur. Cela
esl fuit pour les polynémes de Legendre dans 'exercice 1.21 du tome 2
d'unplyse. On peul aller plus loin et démontrer qu’entre deuz racines de
I’ 11, on trouve une racine de P,. Dégageons les étapes de Uargumen-
tation : comme cela a €8¢ fait @ Pexercice 1.23, on montre gue Pon peut
vevire XPp, = @ Pre1 + 0,Pn + e Pr_1 avec ay, by, ¢, dans B, puis par
recurrence que pour tout (z,y) € R?,
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n
~ ) > Pil@)Pu(y) = an(Pasr (£)Paly) — Prsr(y)Pula)).
i=0

En prenant y = x + h avec h non nul, et en faisant tendre h vers 0 dans
la relotion

ZZ:;]P"L(:‘B)Pi{w 4 h) = a, (Pn+1 {‘,’L + h) ( ) - T’H-l( Pn($ + h)),
on obtient
Z = On P;1+].( )P, (x) = Prpr (x)PiL{x)) :

Soil o < 8 deux racines conséeutives de Ppy. Comme o et J sont
simples, les dérivées de Py en o ef 3 sont non nulles, nécessairement
de signes contraires. En testant en o et 3 la relation trouvée, comme Py
est une constante non nulle, <l vient

0 < i Pi()? = anPhp{0)Pala) et 0 <> Pi{)* = anPp, (B)P2(6),
i= i=0

st tien que Pr{a)Po(8) < 0 : le théoréme des valeurs intermédiaires
assure alors que Py, posséde une racine dans Uintervalle o, [[.

3. Opérons la division euclidienne de P € Rgn—1[X] par P,. On
écrit done P = QP + R avec degQ < n et degR < n. Pour tout
i. on a R(o) = P(a;). Le polynéme P, est orthogonal 4 Q et donc

1 N . . 1 1 .
fo Q)P (t)dt = 0. 1l s'ensuit que ]0 P(t)dt = ]0 R(t)d¢. Le polyndme
R peut s’écrire 4 'aide des polyndémes interpolateurs de Lagrange as-

. X—n; .
sociés 4 (oq,...,0m), Ly = ]] i) pour 1 € i <€ ». Plus
i N T
1 n
précisément, on a R = 3. R(a;)L, = ¥ P{a;)L;. Finalement, on ob-
= i=1
tient

fol P(t)dt:fol R(t)dt—?i:]P(oz,;)j: Lq(t)dt

11 suffit done de poser

t f—a_',‘
= dt .
A= H_(ai_aj) t

En testant en L? (qui est de degré 2n — 2 < 2n — 1), on constate que
A= |IL:][* > 0. <
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Cette derniére question peut étre traii€e par des arguments de dua-
lité comme on peut le lire dans Uexercice 1.21 du tome 2 d Analyse.
Flle fonde le principe du coleal approché des intégrales par la méthode

n
dee Gauss, lo quantité . N\ f{w;) fournissant une valeur approchée de
i=1

1
‘/” F(t)dt (qui se trouve étre caacte si f € Ron_1[X]).

Les matrices de Gram constituent la matiére du théme suivani. Elles
interviennent dans le calcul de la distance d’'un vecteur & un sous-espace.

1.26. Matrices de Gram

1. Soit z),....r, des vecteurs d'un espace préhilbertien réel.
a. Montrer que la matrice A = ({4, T5) )1<;,j<n €5t symétrique
positive de méme rang que la famille (z,,...,%,). On dit gue
A est la matrice de Grom de lo famille (2y,...,2,). On lo note
G(;L’h SN \:L‘n)-
On suppose (1, ..., ) libre et on pose F = Vect(z1, ..., £a).
h. Soit x € E. Démontrer que d, la distance de z a F, vérifie

P2 = det G{z,z1, 22,..., )
- det G{zy,. ... Ts)

¢. On suppose F orienté. Montrer que
det Gy, voitn) = [, ,a:n]z.

2. Soit M = {my;) € M,{R) une matrice symétrique positive.
Montrer ¢qu’il existe une famille (21, ..., v,) de n vecteurs de R™ telle
(que

V(g,_}) S H13n]27 My = (Ui&vj>'

(Ecole polytechnique)

|- Solution.

I.a. La matrice A est symétrique réelle et, pour tout (Ay,..., A,) € R”
1HE &,

k

2
>0,

Z (Tay )Ny =

1<ig<n

n
E Aixi
i=1

diwe A est positive,
(nnete F = Vect{r, ..., @q). Introduisons Uapplication v qui & tout
+ o 1" agsocie le n-uplet ((x, @1}, ..., {x, zn)) € R, Cette application est

vlirement lindajre. Elle est également injective : un vecteur du nayan
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est orthogonal & tous les ; et il est donc dans F N FL = {0}. 11 est
nécessairement nul.
On a done rg{zy,....xn) = rglu{z),. .., u{r,)) = 1g A
b. On éerit o = y+havecy € Fet h € FL. Onad = |h|,
{z,x) = d® + (y,y) et {z,v;) = (y,2;) pour tout ¢. La premidre colonne
de G(x,2q,...2n) s'éorit

lj72]|? ()
0 <ﬂ?1,y>
. + i ?
0 (T, 1)

et la premiere ligne {||2]|* + (. v}, (w,@1). ..., {y,&,)) sl bien que par
multilinéarité du déterminant, on obtient

[RiZ % e x
G ° G )
det G(z. z1,....20n) = det + det yT1y-v-,En).
( 1 'n) ((mh “LJ)) (y 1 n
0
Comme la famille {y, %1,....2n) est liée, d’aprés la premiére question, le
rang de G{y,Z1....,@n} est n et son déterminant est nul. En développant

le premier déterminani selon la. premiére colonne, il vient
det G{z,x1,....2n) = d” det Glri... . &n)

Comme G(z1,...,2n} est de rang n, son déterminant est non nul et la
relation est démontrée.

Cette formule présente Uintérét de pouvoir calculer la distance d un
sous-espace sans connaifre une base orthonormée de ce sous-espace.

Elle prouve également par récurrence que /G(zy,...,2,) correspond
au volume dons F du parallélotope de cotés ®y....,x, (il s’agit de
0,1z + -+ 4+ [0, 1]z,) sur lequel on applique le principe que le volume
raut la mesure de la base multiplice par la hauteur,

c. Pour cetie question, prenons {e1, ..., e,) une base orthonormale
directe de F et notons P = ({e;, ©4))1g4,j<n 18 matrice des x; dans cette
base. Comme pour tout 1 < 4,7 < n,

n
{xg, sy = Z(mz‘aekf(-rjsek)u
k=1
on en déduit que G{z1,...,z,) = PP et en passant au déterminant

det G{xy,...,2,) = det "PdetP = (det P)? = [y, ..., 70"
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Le produit mizte apparait alors eomme la mesure orientée du volume
i parallélotope de cotés xq1,...,x,.

2. La matrice symétrique réelle M se diagonalise dans une base
orthonormée de R™. On peut donc trouver P orthogonale et D =
Diag{dy,...,dy) A coefficients diagonaux positifs, telles que M = *PDP.,
Posons A = Diag{+/d1,...,v/d,) et B = AP. On a alors M = 'BB. Si
"'on appelle #4,..., %, les vecteurs colonnes de la matrice B, on obtient
rxactement m;; = {v;,v,;} pour tout couple (i, 7). <

Notons qu'il est facile de voir {en rajoutant des 0) que M est la matrice
de Gram d’une fomille de vecteurs de R™ pour tout m = n. En fait, si
M cst symétrique positive de taille n et de rang v, on peut s’intéresser
i o dimension mintmale p telle que M soit la matrice de Gram d’une
frmille de n veeteurs de RP. Llexercice o montré que v < p € n. En
fwil, on a Uégalité p — r. BEn effet, ayant trowé la famille (v1, ..., v,),
vlle engendre un sous-espace ¥ de dimension r de R™, il suffit ensuize
de prendre (eq1, ..., ex) une base orthonormale de F et st U'on considére
les colonnes Xq. ..., X, € R™ contenant les coordonnées des vecteurs w;
duns cette base, il est clair que (X, Xj)nr = (v;, v5}mn = myy.

Clela est a la base de Uerercice suivant dans lequel on recherche des
Junilles de vecteurs unitaires ayant deuz & deua: toujours le méme produit
sealaire.

1.27. Familles équiangulaires

Soit m > 2. On considére R™ muni de son produit scalaire ca-
nonique et A € R. Pour quelles valeurs de 7, existe-t-il (z1,..., %)
dans R™ tel que les @, solent unitaires et {x;,z;} = A pour i # 47

{Ecole normale supérieure)

t- Solution.

Notons A la matrice de M,,,(R) dont les coefficients diagonaux valent
I, ls antres valant A. On cherche en fait 4 savoir pour quelles valeurs de
i, A est la matrice de Gram d'une famille de m vecteurs de R*. Commme
nons venons de le mentionner, il faut et suffit que A soit positive et que
i - rg A, Cherchons done les valeurs propres de A,

SiA=0, A=1, et la famille (&, ...,z ) convient si, et seulement
di, elle est orthonormée. On peut trouver une famille orthonormée de m
veelenrs dans BR™ si, et seulement si, i > m. On suppose damns la suite
\

Il est clair que A — {1 — A)L,,, est de rang 1. Donc 1 — A est dans le
npeclbire de A et Uespace propre associé est de dimension m— 1. Comme la
traer de A est égale & mi, la valeur propre restante de A est 14 {m—1)A.
I1 vt alors facile de mener la discussion suivante :
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. -1 .. o
eSiA>»loui< preg A n’est pas positive et il n'y a donc aucune

solution, quel que soit .

® 51 A =1, A est positive de rang 1. Une famille (z1,..., %) existe
dans R™ dés que n 2 1 : il suffit de prendre tous les x; égaux & un méme
vecteur ulii%airei

* Si < A < 1, alors A est définie positive, done de rang m.

o
Une famille (z1,...,2m) avant A pour matrice de Gram existe si, et
seulement si, n 2 m.

-1
» Enfin lorsque A = ]

(z1,...,Tm) ayant A pour matrice de Gram existe si, et seulement si,
nzm—1.<

Dans le dernier cas étudié, les familles solutions sont les m-simplexes :
cet exercice prouve donc gue cet objet existe ¢ partir de la dimension m—1
(voir aussi les exercices et 1.2 et 1.20).

, A est positive et de rang m—1, Une famiile

1.28. Familles isométriques

Soit E un espace euclidien de dimension » et {uy....,up),
(w1,...,vp) deux familles de p vecteurs de E.
Montrer que Gram(u;, ..., up) = Gram{vy,... v, si. et seule-

ment si, il existe f € O(E) tel que vy = f(ux) pour tout & € [1,p].
{Ecole polytechnique)

> Solution.

L'une des implications est triviale : en effet, s'il existe f € O(E) tel que
v = J{ux) pour tout k € [1.p]. om a {(us,uz) = (Flun), f{u))) = (03, 5)
pour tout couple (4, ), car f conserve le produit scalaire. Les matrices
ade Grain des deux familles sont donc les mémes.

Supposons réciproguement gue les deux familles alent ta méme matrice
de Gram G € My(R). Nous pouvons démontrer que rgluy. ..., up) =
rg G = rg(vy, ..., vp) comme nous Y'avons fait a I'exercice 1.26. Notons r
ce rang. Le cas r = 0 étant trivial nous supposerons r = 1.

Supposons que la famille (u1,...,ur) soit libre, afin d’alléger la
rédaction, et notons Fy, = Vect(uy,...,up) = Vect{u,...,u;) le sous-
espace de dimension r engendré par les u;. Comme Gram(ug, ..., ) =
Gram(vy, ..., %), la famille {#,... v.) est aussi de rang r et engendre
done Ie sous-espace F,, = Vect (w1, ... ,vp). Considérons I'unique applica-
tion lindaire f de F,, dans F, délinie par f(ug) = vx pour 1 £ k < 7.
Comme f conserve le produit scalaire sur une base de F,. f est une
isométrie de F,, swr F,, ces sous-espaces étant munis de la structure
euclidienne induite par celle de E. On a alors f{uy) = v pour tout
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I~ v : en effet 'hypothése implique que le vectenr f(ug) — vp € F,, ost
orthogonal & vy, ..., v, puisquesi L<i<r, ona

M) — v, vg) = (flue), flua)) ~ (op,vi) = (i) — (up, ug) = 0.

cive foest une dsométrie sur Fy. Ainsi. le vecteur fluz) — vp est dans
1. (1 FL et il est done nul. On a fluy) = vg. Il ne reste phis qua
promver que f ose prolonge en un endomorphisme orthogonal de E. Pour
el il suffit de choisir une base orthonormale (). ,....,u}) de Fif et
nne base orthonormale (v, (.....v}) de Fii et de poser flul) = v}
ponr tout k. Il est clair que f conserve le produit scalaire sur la hase
(iU, .., un) de B et done conserve le produit scalaire par
hilincarité. Dot le résultat. <

Donnons une vision matricielle de ce résultat : soit A, B deuxr matrices
de M, o(R). On a *AA = *BB si. et seulement si, il existe P € On(R)
felle que B = PA.

Le vésultal gue nous venons de prouver est au ceur de [ezercice sui-
il

1.29. Image d’une base orthonormée par un projectewr orthogonal

Suit E un espace euclidien de dimensionr n et (u1,...,u,) une
[amille de E. On congidére la matrice de Gram

G = ({(ui; v} )15 n € Ma(R).

Moutrer I'équivalence des denx conditions suivantes :
(£} il existe un projectenr orthogonal p et une base orthonor-
male {eq, ..., 6, tels que pour tout i, ple,) = 1wy ;
(#4) Sp G C {0,1}.
(Ecole polytechnique)

(- Solution,
e Supposons d'abord (). Soit B = (e, ..., e, ) une base orthonormale
ol nn projecteur orthogonal tels que p(e;) = wu; pour tout 4. Notons

A lu natrice de p dans la base B : ¢’est aussi la matrice de la famille
{y....,1uy) dans la base B. Comme cette base cst orthonormale, on a
ti 'AA. Or, p étant un projecteur orthogonal, il est auto-adjoint et sa
matrice A dans la base orthonormale /B est. svmétrique. Ainsi, G = A~ =

A ¢l le spectre de G est bien inclus dans {0, 1}.
» Nupposons réciproguement que SpG < {0,1}. La matrice G est
rvinclrigue réelle done diagonalisable ¢t Uhypothése impligue que G? =
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G. Choisissons B = (e1,...,e,) une base orthonormale quelconque de
E. Notons v, .. ., v, les vecteurs de E dont les coordonnées dans B sont
les colonnes successives de G et notons p Uendomorphisme de E ayant
G pour matrice dans la base B. Comme G? = G, p est un projecteur et
comme ‘G = G, p est un projecteur orthogonal. De plus, on a p(eg) =
vp pour tout k. Or, la matrice de Gram de la famille (21,...,v,) est
'GG = G. D'apres I'exercice précédent, il existe donc f € O(E) tel que
Jlvr) =2y pour tout k. Posons alors e}, = f(ex) pour tout k. La famille
B' = (e]....,¢€},) est une base orthonormale de E et on a pour tout ,
ug = (fopo f~1){e,). Bt il est aisé de constater que f = fopo f~! est
encore un projecteur orthogonal de E. D'oll le résultat. <

Les exercices suivants concerneni plus spécifiguement les endomor-
phismes orthogonaus . ce sont les opdruteurs linéuires qui conservent le
produtt sceloire ou, ce qui revient an méme, qui conservent lo norme
euclidienne.

1.30. Une matrice orthogonale

1

Soit U= | i | € Ma1(R) tel que 3 u? = 1.
i=1
tn

Montrer que la matrice A =1, — 2U'U de M, (R) est orthogo-
nale, Identifier I'automorphisme de E™ qu’elle définit.
(Ecole polytechnique)

> Solution.
Lhypotheése g'écrit *UU = 1. La matrice A est symétrique donc

AA=A*=1, +4U'UU'U —U'U =1, +4U('U'U - 4U U = 1,,.

d’aprés la remarque initiale. Ainsi, A est orthogonale. Comme A? =1,
c’est la matrice d'une symétrie orthogonale. 8i X appartient & M, 1(R)
et est orthogonal a4 U, alors *UX = 0 et il vient AX = X; d’autre part,
ona AU = U —2U('UU) = —U. La malrice A est done la matrice de la
symétrie orthogonale par rapport & 'hyperplan orthogonal & U. <

Notans que — A = 2U —1,, est la matrice de la symétrie arthogonale
par rapport ¢ la droite RU. Quant ¢ UU, c’est la matrice du projecteur
orthogonal sur lo droite RU.

Lexercice suivant est un cas particulier de Uexercice 1,15,
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1.31. Convergence en moyenne des puissances d’une matrice
orthogonale

Soit M € Op(R) une matrice orthogonale réelle. Déterminer

1 n—1 .
lim = M¥.
n—-+00 1} kz:%)
(Ecole polytechnique)
I - Solution,
1 n—1
PPosons A, = - Y M*, pour tout entier naturel non nul n. Re-

T
E=0
morquons qu'un point fixe de M est encore fixe pour A,. Ainsi, si

X Ker(M — 1), alors MX = X et, pour tout n € N, A, X = X.
[ snite (A, X) converge vers X,
1
Minitrons que R? = Ker(M —1,) & Iin(M - 1,). 1l suffit de démontrer
e les denx sous-espaces sont orthogonaux, Pour X € Ker{(M — 1) et
Y MZ-Z,ona

'XY = 'XMZ — 'XZ = "{(MX)MZ — 'XZ = 'X'MMZ — *XZ = 0.

Repardous ce qui se passe sur Im(M — 1}, Si X € Im(M — 1), il existe
Voo 87 tel que X = MY — Y. Alors, pour tout entier n 2z 1.

1 n—1L 1 n—1 1
ApX = = Y MFX = = ST (MFHY - MFY) = (M"Y - ).
- ;) - ,;f )= )

e eie déduit que [|ALX] < %(HM”YH + 1Y) < —SHYH car M est
mihoponale. La snite (A,X) converge vers 0.

Por tout X € RP qui s’écrit Y 4 Z, avec Y € Ker(M ~ L)) et Z €
(M —1,), la suite (A, Z) converge vers Y. Ainsi la suite (A, ) converge
vers I matrice de la projection orthogonale sur Ker(M —1,). <

Lo fuit d’avoir comme hypothése M orthogonale permet de démonirer

1 .
arnplement que RP = KeriM — 1) @ Im(M — 1,,). C'est plus délicat avec
walement M| € 1 comme hypothése (voir exercice 1.15).
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1.32. Orbites sous 'action d'un endomorphisme orthogonal

Soit E un espace euclidien et (z,)nez une famille génératrice
de E.
Montrer U'équivalence des conditions suivantes :
{1} il existe u € O(E) tel que pour tout n € Z, &1 = u{zp);
(11} il existe une suite (ax)rez de R telle que pour tout n € Z
et tout k € Z, {&n, Tnyr) = G-

(Ecole polytechnique)

> Solution.
e Montrons que (i} == (it). On a pour tout n € Z, z, = u"{xo).
Ainsi, 81 n et k sont des entiers,

($na$n+k‘> = (un(xo),un-s-k(x(}» - (mﬂﬂuk(IU»J

car u” € O(E) conserve le produit scalaire. Il suffit done de poser ap =
{zo,u"(xo)) pour tout k.

Notons gue a_, = ay pour tout k € 7 - le produit scalaire entre deug
vecteurs de l'orbite ne dépend que de Uécart en valeur absolue entre les
indices de ces vecteurs.

e Montrons que (i1} == (1). La suite {I,)ncz étant génératrice de
E, on peut en extraire une base {xy,,...,%%,) ou p = dimE et & <
ky < -+ < kp. Considérons 'unique endomorphisme u de E défini par
w(Tk, ) = T, w1 pour tout ¢ € [1,p]. On va montrer que u est dans O(E}
puis que u{z,} = x,41 pour tout entier n € Z.

Le premier point provient de ce que u conserve le produit scalaire
pour deux vecteurs quelconques de la base choisie. En effet, pour é,j
dans [1,p],

(u(mki)’lu(xkj)> = (xkiJr]*J"k;nLl) = Oky—ky = (mki’$k3>'

11 en découle par bilinéarité que u conserve le produit scalaire de E. Clest
done bien un élément de O(I%).
Soit n un entier quelconque. On décompose x,, dans la base choisie :

p )
Tp = 3. AiTk,. On a alors u{xy) = Y Asg,41. Pour tout entier m, on

i=1 i=1
a donc
14 P
(?.L(.’,Un}, mm) = Z )\'i (-T.'c,--;-]_, Im) = Z Ai(mki ) :I:m-1>
g1 i=1

= (o, Zm—1) = (Trp1, Tom).

Comme cela vaut en particulier en prenamt pour m les entiers &, on a
forcément u(y) = &pp1. <
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(n peut enlever Uhypothése (i, )ncz génératrice : dans la réciproque,
i suffit de se placer sur le sous-espace T engendré par la suite puis
e prolonger enswite Uendomorphisme orthogonael de F construil en un
eidomorphisme orthogonal de B, ce qui est facile.

1.33. Génératewrs de O(E)

Soit E un espace cuclidien.

1. Montrer que tout v € O(E) peut s'écrire comme produit d'an
s réflexions oft v = rg(uw — Idg ). En déduire que les réflexions
engendrent O(E).

2. Montrer que les retournements cngendrent SO{E) lorsque
dim 2 = 3.

(Ecole polytechnique)

I+ Solution.
1. Procédons par récurrence sur le rang v de v — Idg.
Rir=10,u=Idg : il n’y arien & vérifier.
Supposons 2 1 et le résultat vral pour vg{e — Idg) < r. Alors
non'est pas PVidentité et il existe e de norme 1 tel que ule) # e. De

Jute)ll = |le]l, on déduit (u(e) —e) L (u(e) + e). Ainsi la réflexion s
g rapport & Porthogonal de u(e) — e vérifie s(u(e) + ¢) = u(e) + e et
sin{ey —e) = —(ule) — e), donc échange e et ule).

De plus, Ker{u — Idg) est contenu dans Ker(s c u — Idg). En effet,
menons ¢ € Ker(u - Idg). Montrons que {sou){z) = ¢ 4.e s(z) =z
o celay il suffis de vérifier que 2 est orthogonal & ule) — e, Comme
il.r) - x et comme u est orthogonal, on a

(z,uie) —e) = (u{z),ule)} — (z,e) = (x.e) — {x,e} = 0.

A, Ker{u—Idg) € Ker(sou—Idg) et cette inclusion est stricte, puisque
o of Ker{a —1dg) et s(u(e)) = e. On peut done appliquer I'hypothése de

—_

P

recnrrence & s ou, car rg(sou — Idg) < rglu — Idg). 1l existe done des
eilexions sy, ..., 8, telles que sou = $10-- 08, avec p < rg(sou—Idp).
Frinalement, on a Iéeriture w = so s, 0- - 04, ol figurent p+ 1 réflexions
et p+ 1K

foe Juit, v = rglu —1) est le nombre minimal de réflexions s, que l'on
dort wooir dans une décomposition w = sy 0-- 0 s,. En effet, st u s'éerit
HooN 0. 08, 00 8 est la réflexion par rapport 4 Uhyperplan H;, il est
el e
HimHyM---NHy C Ker(u — 1dg)

t i la dimension de Iy O He O - - M H, est supérieure ¢ dimE —p,
Iy de w — Idg est inférieur ou égal & p.
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2. Supposons dim E = 3. Soit v une rotation de E que 'on suppose
distincte de Didentité. D’aprés le cours on a rg{u — Idg) = 2 puisque
Ker{y ~ Idg) est une droite (I’axe dc ). I)’aprés la question précédente
u peut s'éerire comme un produit de denx réflexions @ u = s o 53. Or,
si H est un plan de E et s la réflexion par rapport & H, alors —s est le
retournement par rapport a la droite D = Ht. La relation © = (—s1) o
(—s2) montre que u est la composée de denx retournements. On a prouvé
que les retournements engendrent SO(E). <

Le vésultal de celte seconde question reste vrai pour foute dimension
n z= 3.

Le théoréme de Maschke, élément fondamental de la théorie des
représentations des groupes finis o déja €t€ rencontré dans le tome 1
d’alyebre (ewercice 22 du chapitre 6). La preuve différente qui inspire
l'énoncé suivant est valable lorsque le corps de base est R (ou C avec un
produit hermitien) et consiste & réaliser le groupe fini étudié comme un
sous-groupe du groupe orthogonal relatif ¢ un produit scalaire ad hoc.

1.34. Théoréme de Maschke {1898)

Soit E un espace euclidien et G un sous-groupe fini de GL(E).
1. Soit f € O(E). Montrer que tout sous-espace stable par [
adtnet un supplémentaire stable par f.
2. Montrer que (z,4) —— {z|ly) = 3 (g(x). g{y)} définit un
geG
produit scalaire sur E.

3. Soit F un sous-espace stable par tous les éléments de G.
Démontrer que F possede un supplémentaire stable par tous les
éléments de G.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. Soit F un sous-espace stable par f. Montrons que F est stable
par f. Soit 2 € F'. Montrons que pour tout y € F, {f(x),y) = 0. Soit
y € F. Comme f est bijective, f(F) =F. Il existe { € F avec y = f(f) et

(Flx),y) = {f@), f(8)) = (z, 1) = 0.

Ainsi f(z) appartient & FL.

2. Notons déja que (z.y) — (z|y) est bien défini et symétrique.
Comme les éléments g de G sont linéajres et { . } est bilindajre, on
vérifie sans difficulté que cette application est linéaire en x. Soit z €
nen mul. On a (zlz) = Y |lg(a)]|* > 0, car chaque g{zx) est non nul, g

gcG
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ehinel un isomorphisme. On conelut que U'on a bien affaire & un nouveau
pradnit scalaire sur E.

3. Lintérét de ce nouveau produit scalaire est qu’il fait des éléments
1l G des isomorphismes orthogonaux. En effet, soit f € G et z € E.
e G est un groupe, quand g déerit G, go f décrit G également, si
hben eue

(@) f)) =D (g(f @) glf (@) =D g0 flz).go F(2))
g€G gz

= > {h@), hz)) = (xl2).

heG

HI S o Glocomme Foest siable par f, Porthogonal de F pour ( | ) est aussi
winhle par f. <

Lo premiére question de Uexercice précédent traduit la semi-simplicité
des endpmorphismes orthogoneur. Les endomorphismes diagonalisables
0 polyndme coractéristique scindé vérifient également cette propriété
{ron dans le tome 2 d’algébre, exercice 37 du second chapitre). A partir
e fu serpi-simplicitd, ["énoncé suivant élucide complétement lo structure
tea edifments du groupe orthogonal en toule dimension. Matriciellement,
rela vevient a donmer un représentant simple de chaque closse de congju-
nitson du groupe On (R).

1.35. Réduction des matrices orthogonales

Noit I un cspace vectoriel euclidien de dimession n = 1 et f un
clement de O(E).

I. Montrer que tout sous-espace vectoriel stable par f admet un
suppliémentaire stable par f.

2. Que dire des valeurs propres réelles de f7 Montrer que si f
napas de valeur propre réelle, alors il existe un plan stable par f
nns lequel finduit une rotation.

3. En déduire qu’il existe unc base orthonormde dans laguelle
I matrice de f est diagonale par blocs avec pour blecs 1, —Ig,

M), ..., M(8,) ot p,g,r sont des entiers naturels, ot M(f) =
1 0 — , N .

(‘.h 81119 pour tout réel § et ol les #; sont des réels non
dinfl cosé

wls inedulo 7. A quelle condition f est-ello une rotation ?
4. En déduire que SO,,(R) est connexe par arcs.
(Ecole polytechnique)
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> Selution.
1. Cela a été fait dans la premiere question de 'exercice précédent.
2. Comme f conserve la norme, les seules valeurs propres réelles pos-
sibles sont 1 et —1. Notons par ailleurs, ce qui nous servira plos loin, que
les espaces propres associés & ces deux valeurs propres sont orthogonaux :
si u{z) = = et uly) = —y. ou peut éerire

(i, y) = <“(‘:C)=u(y)> = (x,—-y) = —{x, Yy,

ce qui donne (&, y) =

Supposons maintenant que f n’ait pas de valeur propre réelle. Voici
denx fagons. toutes les deux intéressantes, ponr obtenir un plan P stable
par f.

Premiére solution. L'endomorphisme ¢ = u 4+ u* est symétrique done
diagonalisable, Soit A € R une valeur propre de v et  un vecteuwr propre
associé. Comme u(x) n'est pas colinéaire & » (car v n'a pas de valcur
propre réelle), P = Vect(x, u{x)) est un plan vectoricl. Montrons qu’il
cst stable par 4. Pour cela. il suffit de prouver que w2(z) € P. Or on a
w(z) + u ' {x) = u(z) + v*{x) = Az donc v?(z) = Mu(z) —x € P. D'ou
le résulvat.

Seconde solution. Suit z une racine cowuplexe de xy. Alors = est aussi
racitie de x ¢ et le polynorue A coefficients réels Q = (X—2)(X—2) divisc le
polyndme minimal pf de f, Si Q(f) était inversible, le quotient BY serait

un polyndme annulateur de f, ce qui est impossible par définition de gy,
Il existe done € Ker Q(f). non nul. La famille (x, f(x}) est foreénient
libre et en posant Q = X* +aX 4 b, on obtient f*(z) = —af(x) - ba, ce
qui moutre que le plan P = Vect{z, f(2)) est stable par f.

Remurguons que cette seconde solution n'utilise pus le fait que [ esi
wn endomorphisne orthogonal,

Pour conclure notre question, on note que la restriction de f au plan
stable P est un endomorphisme orthogonal du plan sans valeur propre
réelle, ¢’est-a-dire une rotation plane.

3. On raisonme par récurrence sur n. Le cas # = 1 est trivial, le cas
n = 2 est éudié dans le cours. Supposons n 2 3 et le résultat prouvé
pour les dirnensions stricternent inféricures & n, On distingue deux cas :

e Si 1 ou —1 est valeur propre de f, ou pose F' = Ker(f — Id) é
Ker(f+1d) (I'un des deux espaces pouvant étre nul). On choisit une base
orthonormale B, de F obtenue en juxtaposant des bases orthonormales
de chacun des deux espaces propres (qui rappelons-le, sont orthogonaux).
51 F = E on a terminé : f est diagonalisable et dans la base B sa
matrice est diagonale. Sinon. on note g la restriction de f 4 F+, On
applique I'hypothése de récumrence & g gni est dans O{F 1), 1l cxiste une
hase orthonornale Ba de FL dans laquelle la matrice de g a la forme
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indiquée. En fait, comme g n’a aucunc valeur propte réelle, il n'y a que
rles oes (2, 2) contenant des matrices M{#). Dans la base orthonormale
IV (By,B2), la matrice de f a la forme souhaitée.

» 5i f n'a aucune valeur propre réelle, on a vu en 2 qu'il existe un
plaie Postable par £ dans lequel f induit une rotation. La matrice de la
reslriction de f & P est une matrice M(#,) avec ¢; non nul modulo 7.
P'onr conelure, on applique comme avant I'hypothése de récurrence A la
mlriction g de f A PL.

Ion prenant le déterminant de la matrice obtenue, il est clair que f
el me rotation si, et seulement si, la dimension du sous-cspace propre
telabif & la valeur propre —1 est paire.

1. Matriciellement, on vient de prouver que pour toute matrice A de
HO, (R), il existe P e O, (R) telle que

P='AP = Diag{I,, M(%1),..., M(4,))

nir les 5 sont non nuls moedulo 27 (on a regroupé les —1 éventuels deux
puir dleux pour former des matrices M(7)}. 51 'on pose pour ¢ € [0, 1]

A; = P Diag(T,, M(#8,), ..., M(8.))P~ ",

nlors £ — A, est un chemin continu joignant Ag = I, & A1 = A. Cela
pronve que SO, (R) est connexe par arcs. <1

Le complémentatre de SOL(R) dans O, (R) est dgalement connexe par
ies car, étont donné une matrice de réflezion S de R™, c'est limage
de SO, (R) par Uapplication continue M +—— SM. Ainsi, O,(R) posséde
dewr composantes connezes por arcs (cette notion est développée au début
e Uewercice 1.37) qui sont SO, (R) et son complémentaire.

Nonnons maintenant une application de ce théoréme de réduction des
malvices orthogonales.

1.36. Exponentielle de matrices antisymétriques réelles

On note A, (R) I'ensemble des matrices réelles antisymétriques
de taille n. Montrer que exp : Ap(R) — SO, (R) est surjective.
(Ecole normale supérienre)

1 - Solation.
s SiAc A, (R),ona

"exp(A) = exp(“A) = exp(—A) = (exp(A))”"

noesp{A) € O,(R). Calculons le déterminant :
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det{exp(A)) = exp(Tr(A)) = exp(0) =1

et on conclnt exp(A) € SO, (R). Ainsi exp est une application de A, {R)
dans SO, (R},

e Montrons que cette application est surjective. Soit U une matrice
orthogonale. Alorg il existe une matrice orthogonale P telle que U =
PMP~L on M est de la forme

1

M =

Ry

-

cosfl; —siné; g s
(sini‘)j cosh, ) Si U € SO,(R) les —1 sout en nombre

: —1
pair, on peut les regrouper par deux. Puisque ( 0 01) = R, on

peut écrire

Re

&

On détermine d’abord B € AL(R) telle qne M = expB. On pose

1 0
entier n, J2* — (—=1)"Iy et J***! = (~1)"], puis que

J = (0 -1 . On obtient J? = —I3, d’on Pon déduit que. pour tout

+oo ( )n92n ) 92n4»1
exp(8d) = 2n Iy + Z n + = cos Oy +sindJ = Re.
n=0
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0

Cousidérons la matrice B = 6.]
g

g.J
' calcul précédent, on déduit que exp B = M, puis que

exp(PBP 1} = Pexp(B}P~! = PMP~' = U.

I"ar construction, B est antisymétrique. On pose A = PBP~1. On a
lors A = 'PTUIBYP = —PBP™! = —A, car P est orthogonale. Ainsi
Ao A (R) et vérifie exp A = U. «

Voici maintenant la preuve d'un résultat clgébrique abstrait sur le
wroiipe des rotations de RY qui s'inscrit dans la classification des groupes
vliessiques : le groupe SOz est simple i.e. il ne posséde gue deur sous-
mronpes distingués, & savoir lui-méme et le sous-groupe réduit 4 Uidentité.
L nalure géométrique des éléments y joue un réle central.

1.37. Simplicité de SO3

Soit G un sous-groupe de 503, le groupe des rotations de 'espace
enclidien canonigne R, et Gg la composante conmexe par arcs de 1d
iling G.

1. Montrer que Gy est un sous-groupe de G.

2. Montrer que si G est distingué dans SOz (ce qui signifie que
powr tout i € 803 et tout ¢ € G, on a hgh™! € G), il en est de
e de Gg.

3. On suppose ici gque G est connexe par arcs, distingué et non
réduit & {Id}. Montrer que G contient une rotation d’angle =. En
divInire que G = 503.

4. On suppose que G est distingué. Montrer que G = {Id} ou
ti  S0;.

(Ecole normale supérieure)

| Solution.

Cimnmengons par quelques précisions sur les notions ahordées dans
vl exercice. On notera sous forme multiplicative la composée de deux
ements de G. Le groupe SOz est une partie de 'espace vectoriel L(R?)
i de sa topologie d’espace normé. On rappelle qu'un chemin de G est



68 CHAPITRE 1. ESPACES EUCLIDIENS. ESPACES HERMITIENS

unc application «y : [0,1] — G, continue: ({0} est Vorigine du chemin
et (1) son extrémité.

On considére sur G la relation R définie par : gRA s'il existe un
chemin de G d’origine g et d’extrémité h. Cette relation est unc relation
d’équivalence. En effet, si g € G, ¢Rg, comme on le voit en considérant
vt g8 gRh et si v est un chemin de G d'origine g et d’extrémité
h. application »" : ¢ —— ~(1—t) est un chemin d’origine h et d’extrémité
g; enfin si gRA et KRE et si ~ (resp. +') est un chemin de G d'origine
g et d’extrémité h (resp. d’origine h et d'extrémité k) Papplication ~" :

[0,1] — G définic par ~"(t) = ~(2¢) si ¢ € [0, —;—] et () = ~'(2t — 1)

. 1 . . oy
sit e [§ ,1| est un chemin d’origine g et d’extrémité k. Les classes

d’équivalence pour cette relation sont les composantes connexes par arcs
de G.

1. Par définition, Gg contient Id. Soit g et h deux éléments de Gg, ~
et ' des cheming de Gg reliant Id & g et A respectivement. Considérons
Vapplication v : ¢ —— v (£){(7/(£))~". Pour tout ¢ € [0, 1], v() et +/(¢)
appartiennent & G donc v(£)(v'(¢))~" apparlient & G, car G est un sous-
groupe de SO3. Enfin Vapplication g — ¢~ est continue sur SO3, car
si Von identifie un élément de S03 & sa matrice dans la base canonique,
les cocfficients de g~ ! dépendent polynomialement des coefficients de g.
Enfin 4" (0) = 1d-Id = Id et 4""(1) = gh~!. Ainsi, v’ est un cheniin de Id
4 gh~ et gh~! appartient & Gp. On a montré que Gq est un sous-groupe
de G.

2. Soit g € Gy, v un chemin de G de Id & g et £ € 503. Considérons
I'application v : £ € [0,1] — h~y(t)h~? € SO3. Pour tout ¢ € [0.1],
() € G et G étant distingué, hy()h " € G. L’application -y est continue
de méme que la multiplication & droite ou & gauche par un élément
de SOz, donc +' est continue. Enfin, on a v/ (0) = hIdh™! = Id et
v'(1) = hgh~!. L'application v est un chemin de Id & hgh™" et hgh™!
appartient & Gg : Gp est distingué dans SO3.

3. Si 0 est Pangle d’une rotation g de R® (notons que 8 est défini an
signe pres, puisque si on change Porientation de 'axe de la rotation,
Pangle est changé en son opposé), nous savons qu’il existe une base
orthonormale dans laquelle sa matrice est

cosf —singd 0
sind  cosd 0
0 0 1

si bien que Trg = 2¢c0s8 + 1 et donce Vapplication g € 8O3 — cos @ =
Trg -1

est une application continue. Il suffit de montrer que cette ap-
plication prend la valcur —1 pour avoir une rotation g € G d’angle .
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Miis, grice a 'argument de connexité, il va s’avérer plus facile de trou-
ver un élément de G d’angle @ avec cos @ = 0, autrement dit, nous allons

. . 4 ki
pronver que (G contient une rotation r d’angle iE' Alors r? sera un

eliment de G d’angle . Montrons pour commencer que G posséde un
clénient s tel que cosé < 0. On appliquera ensuite le théoréme des va-
hirs intermédiaires. Par hypothése, G possede un élément g différent de
lel, Quitte & considérer ¢g—', on peut supposer qu'une mesure § de son
wnple appartient & 10, 7). 8i cos < 0, on prend s = g, sinon on pose
N E(%) Onm%lor596]02{etN9 v<(N+1)9<2 gN+t

vl une rotation d’angle (N + 1) [2 L [ on pose s = gNt,

PPnisque G est connexe par arcs, il existe un chemin ~+ de Id a s.
I application ¢ @ ¢ & [0, 1] —— %(Tz(fy(t)) — 1) est continue, puisque Tr

¢l v le sont. Puisque (0) = cosQ = 1 et (1) = %(’H‘s —-1) <0, i
existe d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, £9 € [0, 1] tel que
p{ta) = 0. La rotation r = +({p) a un angle de j:g et R = r? un angle
il R oest un retournement.

Pour tout g € SOz, gRg™! appartient & G et Tr{gRg ') = Tx(R)
(Inn( gRg~! est aussi d’angle 7. S8i le vecteur u appartient & laxe A
de R, on a alors (gRg 1){g(uw)) = g{u), ce qui montre que gRg™! est
I r-('l.ournement d’axe g(A). Or, étant donné une droite D de R?, il est
lnnjours possible de trouver une rotation g de R? telle que D = g{A),
en prenant un axe orthogonal & D et A et un angle ad hoc®. Ainsi, G
conlicnt tous les retournements.

{)r, toute rotation s'éerit comme produit de deux retournements (voir
I'exercice 1.33 pour la preuve de ce résultat du cours). On conclut que
(i contient toutes les rotations 4.e. G = 803,

4. On suppose simplement gue G est distingué. Considérong Go la
vinnposante connexe par arcs de Id. D’apres la question 2, Gy est un sous-
pronpe distingué et, par définition, connexe par arcs de SO3, D'apres la
(estion 3, si Go est différent de {Id}, Go = SOs, auquel cas G = SOs.

Snupposons Go = {Id} et montrons que G = {Id}. Remarquons que
ilnns ces conditions, toutes les composantes connexes par arcs de G sont
diw: singletons. En effet, si ¢’ est dans la composante de g, relié par le
vhemin 7y, alors £ — g~ 14(¢) est un chemin de G reliant Id & g~ 'g".
Asi, g ' € Go = {Id} et il en résulte ¢’ = g.

Raisonnens par I'absurde et supposons que G contienne un élément
¢ (Wérent de Id. Scit A une rotation quelconque, différente de Id, &
nhe nesure de Pangle de h. Pour tout £ € [0,1], on note h; la rotation
die mome axe et d’angle t8, L'application ¢ — h; est continue, car,

4 O dlit gue SOs agit transitivement sur les droites de R®.
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matriciellement, elle se traduit dans une certaine base orthonormale par
cos(td) —sin(t8) 0O
t— | sin(t6)  cos(td) O ]. L'application ¢ € [0.1] —— h;gh, ' est
0 ¢ 1
un chemin de G, car G est distingué, d'origine g et d’extrémité hgh=!.
Ainsi hgh~! appartient & la composante connexe par arcs de g.

Cette dernidre étant réduite & un singleton, on obtient hgh~! = g. Or,
si ¢ est une rotation d’axe A, hgh~! est une rotation d’axe h(A}, donc
h(A) = A, Clest impossible : une droite ne peut pas étre invariante par
toutes les rotations de l'espace. On conclut que G = {Id}.

Conclusion. Les seuls sous-groupes distingués de 503 sont SO3 et
{1d}. «

Un polynome réel de quatre variables peut étre vu comme une applica-
tion définic pour un couple de vecteurs de R?. Il s'agit ici de prouver que
de tels polyndmes invariants lorsqu’on fast agir une rotation guelcongue
sur un couple de vecteurs {x,y) s'écrivent cormme fonction polynomiale
des normes et du produit scalaire de x et y.

1.38. Polynémes de gquatre variables invariants sous Paction de O2(IR)

Soit G = Oz(R) le groupe des matrices orthogonales de Mo (R}
Soit F € Rlzy.w0,y1.y2). Si 2 = (21,22} et ¥ = {y1.42), on hote
F(z.y} an lien de F{xy..ro. y1- y2 - On fait agiv G sur R[r;. 12. 41, 1a)
par gF(z,y) = F{gx. gy). On suppese enfin que, pour tout g € G.
onagk =F.

1. Soit K{a. k. ¢) = Fla, 0, 8, c}. Montrer que I est un polynéme
en a?, b2, ¢ et ab.

2. Montrer quil existe N € Rlu, v, w] et a € N tels que, pour
tous x et y de R”, x non nul

N({z, ), g 9), (=, 9))
(i, 2}

Fle,y) =

3. Soit R € R[u,v.w| tel que, pour tous x et y de R?, on ait
Ri{z,z), {y, ). (x.y}) = 0. Montrer que R = 0.

4, En déduire que F est de la forme H({z. 2}, (y, y). {x.y}). oh
He Rlu.w, w).

{Ecole normale supérieure)
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| - Solution.

0
nhiient K{a, b, c) = K(a,b, —¢), done K ne contient que des puissances

L {1)) couduit & K{—a, —b, ¢) = K(a, b, ¢).

. 10
1. K est un polyndme en a.b.¢. En considérant g = ( 1 ) on

0

On en déduit que si le coefficient du monome a*h¢?* est non mul alors
i | j cst pair et les entiers i et j sont de méme parité. Si i = 2i’ et j = 25’
ront pairs, atbe?* = (a2)" (b°) (®)* ; §'ils sont tous les deux impairs,
P20+ let =24 +1, @b e = (0®) (1) (A ab. Ainsi K est un
polynome en a?, b2, ¢* et ab.

2, On suppose que & = (x1,22) ¥ (0,0) et on considére une ma-
Lricie de rotation telle que g(z.22) = (y#f +23,0) = (||z.0) afin
d'utiliser K. On note @ = ||z]] et gy = (b,¢) et F{z,y) = K(a,h.c). Il
eviste d’apres la question précédente L € Rlu, v, w, f] tel que K(a,b,¢) =
[(a. 07, %, ab). Comme g conserve la norme et le produit scalaire, on a

paires de ¢. De méme, g =

0® = (ma), ab=(w,y) et B+ =yl

i hien gue
. 2

B (3
{z, )

Atisi. on a done

. o (‘Ta y>2 . (‘F' y>2
R :

Ou nole o le degré total de Leen (v, w). En multipliant F(z, 3) par (&, 2},
nhohtiont un polyndme en {x, ), {r,y} et {y,y} que l'on note N.

3. Soit A et p deux réels strictement positifs, # € R, x = (ﬁ; D)-.
i (Vpcost, /ising). On a alors (z,0) = X, (y,4) = p et (@,y) =
VVieeos 8, On a done R (A, g, Aprcos @) = 0. Pour tout A et g stricte-
nienl positifs, le polyndme d'une variable R(A, y, w) est nul, car il posséde
e infnité de racines. On en déduit gue. pour tout A > 0, v € R, le
polynome d'une variable R{A, v, ) est nul. car il posseéde une infinité
the vwines pais que, pour tous réels u ot v le polynéme d’'une variable
[t(re . 1) est nul. On a done R(A, i, v} = 0 pour tous réels A, 4, v, done
oo

1. I5n échangeant le role de @ et de y, la question 2 nous donne lexis-
lenee d'un polyndme Pe Riw, v, w] et de 3 € W tels que pour tout conple
1) avee ¢ 3£ 0, on ait

Pl{@,z), gy} (=, u))

Fley) = (v )7 '
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Si I'on mote R = o'N(u,v,w) — u*P(u,v,w) € Rlu,v,w], on a
R{{x. z), (y, ), {x,y)) = 0 pour et y non nuls dans R?. Cela reste encore
vral pour z on ¥ nnl par continuité. La question précédente nous assure
que le polynome formel R est nul. L'égalité v7N(u, v, w) = v*P{u, v, w)
implique que si le coefficient du monéme u'v7w" dans N(u, v, w) est non

i, alors ¢ = o. Ainsi u® se factorise dans N et il existe H € R[u, v, w]

(u, v, w)
u()‘

N
tel que H{u, v, w) = et finalement pour x non nul,

Fla,y) = H{{z,z), (v v), (=.0)),

formule qui reste valable pour z = 0 par continuité. <

Le commnutant du groupe orthogonal O(E) dans L(E) est réduit aux
homothéties - en effet, considérons un endomorphisme u commutant avec
tout élément du groupe orthogonal de E. 5i x est un vecteur non nul de E
et si u commute avee la réflexion s d'hyperplan 2%, alors u laisse stable
le sous-espace propre Ker(s + Idg) = Rx. Autrement dit, foul vecteur
nion nul est un vecteur propre pour u, qui est donc nécessairement une
homothétie. Dans Uexercice suivant, on refrouve ces idées pour résoudre
une équation fonctionnelle portant sur le groupe orthogonal.

1.39. Equation fonctionnelle faisant intervenir le groupe orthogonal

Déterminer les applications f : R® — M, (R) telles que :

vX € BY, VO € 0,(B), f(OX)= 0f(X)*O.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

Analyse. Soit X un vecteur non nut de R™, Pour obtenir des infor-
mations sur la matrice f{X), il est naturel de considérer les matrices
orthogonales O telles que OX = X. On identifie les matrices et les
endomorphismes de R™ qu'elles représentent dans la base canonique.
Considérons O; la symétrie orthogonale par rapport & la droite RX.
On a f(O1X) = f(X) = O1f(X)*0y et f(X)O, = O f(X) : les en-
domorphismes f(X) et 07 commutent et donc les sous-espaces propres
Ker(O7 — I,) et Ker(Og + 1,) sont stables par f(X). Il en résulte que X
est un vecteur propre de f(X) et que I'hyperplan H = X est stable par
F(X).

Prcnons maintenant Y € H non nul et notons Og la réflexion par
rapport a l'orthogonal de Y. Comme X est orthogonal 2 Y, ona 0, X =X
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el done f{X) = O2f(X)*0s et finalement f(X)Os = O f(X). Comme
pricédemment, f(X) laisse stabie Ker(Os4+1,) = RY. Ainsi, les vectcurs
non nuls de H sont tous vecteurs propres de endomorphisme induit par
J(X) sur H. 11 est classique d’en déduire que f(X) restreinte & I est unc
[lumothétie.

Ainsi, on peut éerire f(X) sous la forme f(X) = a(X)px + b(X)I, on
py désigne la matrice du projecteur orthogonal sur la droite RX et on
n(X), B(X) sont deux réels dépendant 4 priori de X.

Pour le vecteur nul, on voit comme ci-dessus que la matrice f{0) com-
mile avee Op(R) @ c'est done une homothétie et écriture précédente
resle correcte.

Symthése. Regardons maintenant 8i cos applications conviennent. Soit
Nie R et O€ On(R). Ona

F(OX) = a(OX)pox + b(OX)I,
ol
Of(X)07" = a(X)0pxO™" + b(X) L.

On a bien Opx O™ = pox. St X est nul, Uégalité est vérifiée. Supposons
X non nul. Alers la famille (pox,I.) cst libre et il y a égalité si, et
senlement si, a{OX) = a(X) et b(OX) = b(X). Si X est un vecteur fixé,
I'ensemnble {OX, 0 € 0,(R)} est la sphere de centre 0 et de rayon [|X].
IFen résulte que f convient si, et seulement si, ¢ ct b sont des fonctions

qii ne dépendent que de la norme euclidienne de X.
Conclusion, Les solutions sont les applications de la forme

X — A(IXIDex A+ #(IX )T,

in A, piosont des applications quelconques de R, dans R. <

Les exercices suivants sont consacrés g la dimension 3 el nofamment
v produit vectoriel.

1.40. Endomorphismes conservant le produit vectoriel

Soit E un espace cuclidien orienté de dimension 3 et f € L(E)
non nulle. Montrer que f est une rotation si, et seulement s,

Y(u,v) €E* flu) A f{v) = fluAv).

(Ecole normale supérieure}
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> Solution.
Soit B une base orthonormale directe de E. On a alors, par définition
du produit vectoriel, pour tout (u, v, w) € E3, detg(u, v, w) = {uA v, w).
e Supposons que f soit une rotation. On a alors, pour {(u, v,w) € B3

(fluy A Fo), flw)) = dee(f(u), f(o), flw)) = det(u, v,w)
= {u /\ﬂu,m) = (f(u/\'u),f(w)),

car f est de déterminant 1 et conserve le produit, scalaire. Puisque f est
bijective, le vecteur f{uAv)— f{u) A f(v) est orthonormal & tout vecteur
de E done, pour tout u et v de E,

flunv) = fu) A fo).

¢ Supposons réciproquement que cette condition soit, réalisée.

Considérons (4, j, k) uue base orthonormale directe. Comme ¢ A § =
E, on a f(i) A f(4) = f(k) et donc f(k) est orthogonal & f(i) et
F(5). Comme kAL = j, on a f(k) A f(i) = f(4) et on obtient fi-
nalement que (f(4). f(j) f(k)) forme un systeme orthogonal. D’autre
part, on a | FOIIFD] = 1K) o IFRNFGN = 1£G)]. Do
ORI = 11 £ )|| Le cas | £ = 0 est b esclure 2o sors o
aurait (i) = f(j) = f(k =0 (car f(i) = f{H)A f(k), puisque i = § Ak},
et f serait nulle. Il s'ensuit que ||f{ ) | =1 et il en va de méme pour
fii) et f(k) par permutation circulaire. Ainsi, {f{7}, f{7), f{(k)) est une
base orthonormale et elle est méme directe puisque f(k) = f(i) A f(7)
L’endomorphismce f transformant une base orthonormale directe en une
autre base orthonormale directe, il 8’agit d'une rotation. <

Dans Uexercice suivant on donne une construction abstraite du corps
non commutatif des quaternjons de Hamilton.

1.41. Le groupe des guaternions

Soit V un espace euclidien de dimension 3, E = R x V muni de
Ia structure euclidienne produit. On note (py, _ﬁ) un élément de E.
On pose, pour p et ¢ dans E,

pg=(podo — (P, ¢)pod +a0pP + P AT)

On admet que cette loi est associative et que ||pg] = ||p|l|lgll.
1. On note U la sphére unité de E. Montrer que U est un groupe
(appelé le groupe des quaternions).
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2. On pose, pour p € U et z € E, ay{x) = pzp~'. Montrer que
Papplication p — a, est un morphisme de U dans le groupe des
rotations de {0} x V.

(Ecole polytechnique)

| - Solution.

|.’associativité et la relation sur la norme, qui sont admises dans
'énoncé peuvent, se vérifier & Uaide d’un logiciel de calcul formel.

t. Le produit de deux éléments de U est un élément de U car

o - all = llellllall
(hy vérifie que 1y = (1, Tf) € Uest élément neutre pour la multiplication.
I'our tout élément p = (pg, p) de E. on note § = (pg,—“ﬁ). Sip=
(po, PYE U, ona

pp= (g + | F1% ~po? +poP -~ FAT) = lg,

e pi I = |l(po, 7)) = 1. On montre de méme que - p = lg.
Done p est Uinverse de p et U est un groupe multiplicatif.

2. Notons P == {0} x V. Il faut démontrer que, si p appartient & U
el @ & P, alors ap(z) est dans P. On utilise la caractérisation suivante :
nioa € B, alors z € P si, et senlement si, T = ~z. Pour p = (pg, P) et
4 (go, ¢) dans E, on a

7= {pogo —{P.q),—1od —goP — P A
= (qopo — (T, ) —qP —pod +q A

Ou on déduit que, pour p € Uet i € P,

ap(z) = prp = pETP = —prD = —ap(x).

tloci montre que a,(x) appartient & P. D’autre part, lapplication ap est
clairement linéaire. Enfin, pour tout 2 € P,

lag(z) = lpllzilz] = ll=|

1

v p et psont dans U. L’application a, est un endomorphisme orthogonal
e 12

Cherchons les éléments de P invariants par a,. On a, pour = € P,
apli) = @ s, et senlement si, pz = xp. Sip = (po, P) et & = (0, 7), on

nbtient
pr={—{P.,qhpod +FAT)
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On a donc

—

gp=pr<= pAg =07 < Vect{p).

Sip # H, I'application a, est une rotation de P, d’axe Vect(?). 51
V= H, et donc p = +1g, ap est Uidentité. L'application ¢ : p —— ayp
va de U dans SO(P).

On a d’antre part, a, 0 ay(z) = pp'ap'D = pp'zpp’ = apw(z). L'ap-
plication ¢ : p — a, est donc un morphisme de groupes de U dans
SO(P). «

On peut remarguer que st p = (0. TIEPNU, ona

P =p(-p)=—1g ct ap=1Idp.

Ainsi, a, est le retowrnement d’age Vect(p'). Le groupe o(U) contient
done tous les retournements de P et comme les retournemoents en-
gendrent SO(P), Uapplication » est surjective.

D’autre part, i résulte de [ctude de a, que le noyau de p est
{lg, -1g}. Le groupe SO(P) est donc isomorphe & U/{-1g,1g}. L'es-
pace vectoriel euclidien P est isomorphe & V et donc & R®. On obtient
done que SO3(R) est isomorphe ¢ U/{-1,1}.

On peut montrer que (E, 4, x) est un corps non commutatif appelé
corps des quaternions. Cest aussi une R-algébre de dimension 4.

Voici une équation fonctionnelle portant sur B2 muni de sa structure
cuclidienne canonique.

1.42. Une équation fonctionnelle

Trouver toutes les applications V de (R?\ {0}) x B? vers R telles
que, pour tout A € SLa(R), pour tout X et Y de B2, avec X # 0,
pour tout réel @ et b, avec a 7 0, on ait (la norme étant la norme
euclidienne usuclle de R™)

V(aAX, a”AY + bAX) = HEEM!]V(X Y).

(Ecole normale supérieure)

r> Solution.

Ou note (e1,ey) 1a base canonigue de R? et det lc déterniinant dans
cette base.

e Analyse. Supposons que (X, Y) soit une famille libre de R2. Montrons
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(ue l'on peut trouver A € SLo(R). o € B* et b € R tels que alde; = X et
' Neg ++ bAey =Y. Ceci dquivant & Aey = éX ot Aes = a% (Y — f—:X)
(i & alors
det A = det (EX, i(Y - éX)) L det{X.Y).
o a? a a’
Comine det(X, Y) # 0, on peut choisir a pour que det A = 1 : ¢ doit étre

la racine cubique de det(X,Y), Pour un tel choix de a, bet A (en fait, b
il queleonque), on obtient
o]

V(X,Y) = V(eAey, a®Aes + bAey) = leall Vieg,e2) = ——=V(e1, ¢2)
[ Aey]] 1X]|

Tet(X. V)|
= “—(J“i\/(el,r:z).

Montrons que cette fortnule reste valable 81 (X, Y) est lide, ¢'est-a-dire
v on obtient alors V(XL Y) = (.

Supposons d*abord que Y = (1. En choisissant A € SLao(R) telle que
AX - 2X (¢lest possible), a = 1,6 = 0, onarrive & V(2X, 0) = %V(X, Y,
(nis avec AX =X, a = 2et b =0, on obtient V(2X,0) = V(X,Y). On
e leduit que VX, Y3 = 0.

HY = AX, on obtient avec A =ly,a=1et b=-A VXY - 2X)=
VIX.Y)} et done V(X,Y) = V(X.0) = 0.

I posant k = V(ry, e3), on obtient. pour tout X ot Y dans B2,

|det(X.Y)|?

VIiX. Y =k
(X.Y) IXi

» Synthése. On montre, réciproquenient que tonte application de cetze
lornne convient, Pour A € SLa(R), e € R et b € R, on a en effet

2 3
V(aAX,a®AY + bAX) =k |det{aAX, a”AY + bAX)|

laAX]|
_ P det(AX AY)IE | der(X, V)3
[l AX]| IAX]]
X
AN VX, Y) <

News termmons la sérte derercices sur les espaces euclidiens par le
theoidane de projection sur wn convere fermé (et quelques applications)
fi disbance dun point d'un espace euchidien {ou plus généralement d’urn
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espace de Hilbert) d un conveze fermé non vide est atteinte en un unique
pomt. En cela, il prolonge le théoréme de projection orthogonale sur
un sous-espace (de dimension finie). C'est un résultat essentiel pour
la théorie des espuces de Hulbert et l'étude des opératenrs en analyse
fonctionnelle. 51 la vision géométriguc de cette propriété simpose, des
arguments d’analyse (compacité ow complétude) sont requis pour prouver
Uexistence du projeté.

1.43. Projection sur un convexe fermé

Soit E un espace euclidien et € un convexe fermé non vide de E,
a € Eetd=daC).

1. Etablir le lemme de la médiane : pour trois points A, B et C
de E, et I le milien de [B,C] on a

— — — . 1 — .
IAB|* + [|AC|* = 2{AT)* + S |BC]”.

2, Moutrer qu'il existe A € C tel que [|h — a| = d Vériller
l'unicité de h. Le point h est le projefé orthogonal de a sur C.

3. Soit x € C. Démontrer que (h —a.h— ) < 0.

4. En déduire lorsque o € C. I'existence dun demi-espace lermé
qui contiert C mais pas a.

(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. 1l s’agit d’une réécriture de 'identité du parallélogramme : on a

2|AB|? 4 2||AC|* = [ AC + AB|? + | AC - AB|?
—
= 4|| AT} + |BCy?

car AB + AC = 241, T étant le milieu de [B, C]. En divisant par 2, on
obtient le résultat.

2. Euristence. 1l existe une suite (hylnen de C telle que ||h, — alf
converge vers d. Cette suite est bornée, puisque |[h,]] < [k, — ol + ||a||-
Elle admet donec une sous-suite convergente d’aprés le théoréme de
Bolzano-Weierstrass {F est de dimension Anic). Cette sous-suite converge
vers un point h qui est done dans Padhérence de C. Le convexe C étant
ferme, h est dans C et par passage & la limite. ||h — all = d.

Unicité. La convexité intervient ici, Considérons deux points ket b’

h+h

de C tels que [[A —a| = ||’ — a| = d. Tntroduisens m = qui

correspond au milieu de b et k' et qui est un point de C par convexité,
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[Vapres le lemnie de la médiane portant sur les points o, h et /', on
bt ot

UthF+ﬂNfaW:2Wn—dP+%WH—MH

s ces conditions, 2||m—alf? = 2d° — % |\h' —h|i? et come ||m—al| 2 d,

o a2 < 2)lm — a|? et néeessairement || — Al = 0 les points h et B
noni confondus.

3. Puur utiliser la convexité, on va écrire que pour tout y < [h.x]
i all = |k —e|l. Plus précisément, si ¢ € [0,1], y = {1 —t)h + Lr déerit
i..#| = C et on a donc l'inégalité

lh—all <HQ - thttae—a|®> = || —1(h =)+ h—al?
< h—2|? —2h —x h—a) + [}h —a?

v donne O € £2||h— || - 28(h—2, h—a}. Sion avait (h—r, h—a) > 0,
In quantité 2|k — x| — 2t{(h — 2z, h — a) ~  —2t{h —a.h - a) serait
i—(

nlriclement négative au voisinage de 07, ce qui est exclu. Par conséquent,
ni o prouve que (b —x, b —a) 0.

1. Comme o n'est pas dans C, a # ket (h—x, h—a) < 0est 'équation
i'vin demi-espace fermé dans lequel on retrouve ¢ d’aprés la question
nivédente, Sa frontiere est Phyperplan? passant par ki, de direction or-
Lhogonal de i —a. Il ne contient pas a, puisque (ii—a, h—a) = ||} —al? >
-

Dans le tome 7 d ' Analyse, nous verrons que pour prouver !'eristence
e B nous pouvons utidiser des orguments de complétude (plutit que
de sappuyer sur lo compacité comme nous Uovons fait ici d travers le
thee oréme de Bolzano- Weierstrass). Ainsi, les résultats de cet erercice
vestent valables 3i C est un convere fermé d'un espace de Hilbert (de
duncnsion fide ou pes).

Nous proposons maintenant deur exercices ou le thévréme de projec-
froe sur un convexe fermé se révéle incontournable.

i 1 tel hyperplan est appelé hyperplan d’appui au convexe C en f.
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1.44. Lemme de Farkas

Soit Jy, ..., Jy des points de B™ muni de sa structure canonique

14
d’espace euclidien. On note C l'ensernble des vecteurs 3 A;J; ol les
i=1
A; sont des réels positifs ou nuls quelcongues.
1. Montrer que C est un cone convexe fermé. On note

¢ ={XeR"¥Y € C,{X,Y) <0}

¢ = {XeR" VY e V. {X,Y) € 0}.

2. Justifier Uinelnsion C < C”. On veut démontrer que C =
C"”. Soit X € " et P le projeté orthegonal de X sur le convexe
fertue C (voir 1'exercice précédent). Démoutrer que P et X — P sount
orthogonaux. Démontrer que X — P € (V. Conclure.

3. Soit B £ R™. On suppose que pour tout X € R™ vérifiaut
pour chaque 1 <i < p, (J;, X} 2 0, on a (B, X} > 0. Montrer qu'il
existe Ay, ..., A, dans R telr que

B= zp: Al
=1

(Ecole polytechnigque)

> Solution.

1. Un harycentre & coefficients positifs de deux éléments de C est
claircitent une combinaison lindaire & coeflicients positifs des J;, done
un élment de C @ 'eusemble C est convexe. 11 g’agit bien d'un coue,
puisque C est stable par wmultiplication par un réel positif.

I reste & vérifier que C est fermé et pour cela, nous allons procéder
par récurrence sur p = 0. Pour p = 0, C = {0} est bien fermé. Supposons
maintenant p = 1 et le résultat vrai au rang p—1. Penchons-nous d’abord
sur le cas particulier ot pour chaque &, —J; est dans C. Comme C est
gtable par homaothétie de rapport positif et par addition, C est clairement
le sous-cspace engendré par les J;. Fu particulier, C est fermé, puisqu’il
est de dimension finje.

Supposons désormais que 'in des opposés des [y, disons —J,, pour

p—1

fixer les idées, ne soit pas dans C. Notons Co = Y R, J; Venscrmble des
i=1

combinaisons linéaires a coefficients positifs de J,. ..., J, 1. Soit {(Xg)gen

wie suite de C convergente vers un vecteur X. 1 s’agit de moutrer gue
X & C. Ecrivons pour tout k. X = Y + Apdp avec Y, € Co et Ay € Ry
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2]

1

Hipposons que Ay tende vers 40 lorsque k tend vers +x. Pour k assez
praaied, Az est non nul et

Yo X
_'L‘ + o= __k — (),
Ak Ak k—oo
. . , ) Yy
pmisine {Xglgzo est bornée. Tl s’ensuit que —J, = hm T ct —J,, en
k—oo k

it que limite de points de Cg, est aussi un point de Cp, puisque cet
vissetnible est fermé par hypothese de récurrence. Or ce cas a été exclu.
U en déduit gue A ne peut diverger vers +oc, et par conséquent. elle
el une sous-suite majorée, done bornée, et d’aprés le théorgme de
Holzano-Weierstrass, clle admet une sous-suite (A )ren (9 1 N — N
nrivlement croissante} convergente vers A 2 (. Dans ces conditions,
'y flant fermé par hypothése de récurrence, Y, ;) converge vers Y =
X AJ, qui est done un point de Co. Au final, X =Y -+ AJ, est bien un
vliinent de C.

2. Soit X € C. Pour tont Y € (V) on a par définition de ¢/, (X.Y) < 0.
e X appartient & CY par définition de C”. Done, on a C C 7.

soit X g €, Considérons le projeté orthogoval P de X sur le convexe
foené C.

+ Montrons que P et X — P sont orthogonanx. Cest trivial si P = 0.
Hupposons dene P non nul. Nous allons utiliser le fait que C est un céne
vn forivant que pour tout A 2 0, AP € C et done

IX = P|I* < IIX = AP|?,
e i donne en développant
0 < A|P|* - 2P, X) + 2P, X) — | PI|*.

Il 5'agit 1 d'un trindme du second degré admettant 1 comume racine.
(r cette racine est aussi un minimum, antrement dit, A = 1 est une
mwine double, également racine de la dérivée du trindme : 1 est racine
e 2| P2 —2 X, P). On en déduit que ||[P|*> = (X, P) et (X P,P)=0.

s Comme P est le projeté orthogonal de X sur C, d aprés la question 3
(e 'exercice précédent, pour tout ¥ £ C, (Y —P,X—P} £ 0. Or, colnme
It X — P sont orthogonaux, cela donne (Y, X —P) £ 0, autrement dit
N P e (voir figure ci-apres),

e Comme X € C" par hypothese, on obtient (X, X — P} € 0 qui
entraine (X — P, X —P) € 0, puisque P et X — P sont orthogonaux. On
eoneint que X = P € C, et finalement C = C".
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3. Il s’agit de montrer que B € C. Notons Cp = R4 B et comme
précédemment

L= {X e R" VY € Cg, (X, Y) < 0}
et Cf = {X e R, vY € Cg, (X, Y) < 0}.

Remarquons que Ch = {X € R?, (B, X} < 0}. Traduisons I'hypothése
sur ces ensembles : nous avons C' C C;. En effet, prenons X € C'. Alors
—X a un produit scalaire positif ou nul avec chaque Jy, et par hypothése,
il en va de méme avec B. Ainsi, (B, X} < 0 et on a bien X € Cf.

Comme nous avons ¢ C Ch, il est clair que Cf < C” et d’apres la
question précédente, Cp € C. On conclut que B€ C. g

L’intérét de ce résultat apparait en programmation linéaire, lorsqu’il
s’agit d’obtenir des solutions «optimales » pour un systéme linéaire avec
contrainte. On peut d’aillewrs tradutre en termes de systémes ce lemme !
soit A une matrice réelle an lignes et p colonnes de colonnes J1,. ..,y
et le systéeme AX — B d’'inconnue X € RP. Pour que ce systéme posséde
une solution & composantes positives, il suffit que pour tout ¥ ¢ R”
vérifiant 'YJ]; 20 (1<i<p), on ait *YB 2 0.

Lezercice sujvant vient également de la programmation linéaire.

1.45. Eléments de R™ & composantes positives

Soit E = R™ muni de sa structure euclidienne canonique,
A* ={(xy,...,2z,) € EN{O}, Vie[l,n] z 20}

et 5 un sous-espace de E.




¢ . ELEMENTS DE R™ A COMPOSANTES POSITIVES 83

1. Soit C = {(a?1,...,mn) (R D mi = 1} et p la projec-
i=1
lion orthogonale sur S. Démontrer que K = p(C) est un convexe
compact non vide.
2. En déduire que SN A* # 0 ou ST NA* £,

(Ecole polytechnique)

|- Solution.

I. Silon cousidére une suite de points de C convergente vers X € R™,
eonine les composantes des vecteurs de cette suite sont positives ou
mitlles, de sornme égale 4 1, il en va de méme des composantes de X
i passage a la limite. Donc X est dans C et C est fermé. De plus, C
sl borné done C est compact. Comme p est continne, K = p(C) est un
ronnpact.

l'cnsemble C étant Iintersection du convexe (R.)"” et de l’hyperplan
wiling oy + -+ + 2, = 1 (qui est convexe), il est lui-méme convexe.
limage d'un convexe par une application linéaire étant un convexe, K
rel i convexe. Il est non vide, puisque C contient les vecteurs de la base
canonique et K leurs images.

(n conclut que K est un couvexe compact non vide contenu dans S.

2. Considérons le projeté orthogonal P du vecteur nul sur le convexe
I comme il a été introduit dans Uexercice 1.43. Par définition de K, il
rxiste Q € C tel que P = p(Q). Si P = 0, le point Q € S* répond a la
nestion puisqu’il est non nul & cornposantes positives.

Ok

Dans le cas ot P est non nul, c'est P qui convient : il est dans S et
a composantes positives. En effet, toujours d’aprés exercice 1.43, on a
po tont X € K, {0 — P, X —P) €0, ou encore ||Pfj2 < (P, X). Cest en
[ bienlier vral pour X = p(eg) ol ; € C désigne le i-iéme vecteur de la
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base canonique. Cela donne ||P||2 < (P, p(e;)} = (P, e;). puisque P € S
et p est la projection orthogonale sur S. Autrement dit, les composantes
de P sont positives. <

Les énoncés survants s inscrivent dans le theme des espaces hermitiens
(théme désormais ¢ la limite du programme des classes préparatoires
mats qui intéressera les condidats aur concours de recrutement de pro-
fesseurs). L étude des formes hermitiennes trouve son origine dans l'una-
lyse fonctionnelle, plus précisément dans lo théorie des espaces de Hil-
bert. illustrée notamment par les séries de Fourier. Etant donné un es-
pace vectoriel complexe B, une forme sesquilinéuire est une application
¢+ E2 —— C semi-linéaire & gauche et linéaire @ droite (si A € C,
2,y € B, on a oAz, y) = Mo(a, ) et oz, ) = Apla.y)). Elle est dite
hermatienne st o(z,y) = @y, ). La forme quadratigue hermitienne as-
sociée est alors g 1 x— (z,z) € R. Sig(z) > 0 pour 2 non nul, on dit
que ¢ est définie positive : ¢'est un produit scalaive hermitien. La norme
hermiticnne associée ast r—s \/m .

Le produit hermitien canonique de C" est donné par

WX Y) =Ty + Ty + -+ Tuln,

avee X = (1, .., ®0)s Y = (y1,....4n) € C". Dans Uespuce des fonc-
lions continues 2m-périodiques & valeurs complexes, Uapplication

(figi— (f,g) = % [0 ng(t)df

définit un produit scolaire hermigtien. Un espace de dimension finie muni
d’un produit scalaire hermitien est un espace hermitien.

On le voit, le paralidle avec les espaces euclidiens est tout fracé © on
fntroduit de meéme les notions dorfhoyonalité, Uinégalité de Cuuchy-
Schwarz est verifice dans les mémes conditions... St bon nombre de
résullals géométrigues sur les espaces cuclidiens lrouvent une troduc-
tion sur les espaces hermatiens, nous mettrons ict plutdt en avant les
diffeérences.

1.46. Inégalités

1. Soit E hermitien, %, v, w trois vecteurs de norme 1 de E.
Montrer que

VI w2 < T — (w2 + /1= [(v.w)]2
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2. Soit A et B deux matrices mmitaires de M, (C). Montrer que

VAT ~TTR(ABIE < \/uf ~T(AJE + /o = [TR(BIF.

(Ecole normale supérieure)

|- Solution.

L. Les trois produits scalaires sont de module inférieur 4 1 d’aprés
I'indgalité de Cauchy-Schwarz. St w et w sont colinéaires, on a «w = Au
ivee JA = 1 et le premier membre de 1'inégalité est nul: il n’y a rien
u démontrer. On suppose donc que la famille {u,10) est libre; on note
I' - Vect{u,w}. Soit (A u) € C* ct t € P+ tel que v = \u+ pw + t;
an pose ¢ = {1, w) qui est de module inférieur ou égal 4 1. On a alors
(1) = A+ pa et (v,10) = Ae + I Par ailleurs, on obtient en écrivant
que v est unitaire, 1= [A]7 + [p)2 + 2 Re(Apa) + [|t]|2. On en dédnit que

- {u,v)*=1—|A+pa®*=1—|AF — |ua|® — 2Re(Apa)
= |uf* = lpal + 1 = |2~ lal®y + |12,

ol de méme 1—{{v, wh|? = |A|*(1—|a|?)+{|#[|*. 1! ¢’agit donc de démontrer

IR

VI e < VPO = ey + 12 + VAR = Jal?) + i)

A

Iin notant A le second membre de 'inégalité précédente, on a
2 P :

A 2 [P (1 Jaf?) + I = Jaf®) + 201t + 20 /(1 = |of*)
2 (N + P = ol + 200 2 ((AL+ L) + 20— Jal),

Conmie 1 = [A? + g + 2Re(Xpa) + |7 < (A + |2))? + 212, on a
hien A? 21— |al?.

2. L'application (A,B) — Tr{A*B) est une forme hermitienne sur
A1, (C). Elle est définie positive. En effet, on apour A = {a; ;) € M, (C),
TATA) = % ag,[® 2 0 et Te(A*A) = 0 si, et seulement si. A = 0.

1<iysn
Il 5’apit 14 du produit hermitien canonique de M., (C).

. o o1
Ponr une matrice unitaire, on a Tr{A*A) = n. Ainsi TA est de
b

norne 1. Le résultat demandé résulte alors directement de la premidre
. . N 1 1
quesiion appliguée A = —=A*, v = —J, et w= LB g
1 ke T

Le produit hermiticn canonigue de M, (C) vérifie des propriétés ana-
fpecs @ celles du produit scalaire canonique de My (R) (voir exercice
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1.17). En particulier, si l'on note N(A) = /Tr(A*A) la norme de A, on
obtient en appliguant Uinégalité de Cuuchy-Schwarz une majoration du
module de la trace en fonction de la norme :

| Te(A)] = [TH{(IAY € N(N(A) = VaN(A).

Diautre part. N est une norme d’algébre, autrement dit on a toujours
N(AB) \<\ B(A)N(B) En eﬁ'et. pLosOTS A= {aij)ls:i,jsgn- B= (bij)]-_:\:{_jén
n

et C= AB avec C = (cij)l-{-_i,jén- Comme Cif — E C‘.t"i"-bk;jj on a

k=1
n 2
NABY = 3 ey = 3 Y andy;
1S g5n 1<, 0 k=)
" n
< Z (ZaikZZibng) (inégalité de Cauchy-Schwarz)
1<6,5€n \b=1 =1
<2 dead ) D i) = NN
154, k<n 1<glgn

Voici maintenant une inégalité propre avr espuces hermitiens.

1.47. Etude de normes sur £(E) oit E est hermitien

Soit B un espace hermitien de dimensionn 2 1. 5i w € L(E), on
note N(u) = sup [(u(z), 2)].

l=li=1
1. Montrer que N est une norme sur £(E).
2, Onpose ||ul| = sup |uiz)]. Montrer que
lall=1

%n“n < N(fl} € H[LH

(Ecole normale supérieure)

> Solution.
1. N cst bien & valewrs réelles positives on nulles. L’homogénéite est
vérifidc 11 ACC, u e L{E),ona
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NOw) = sup [tz a)| = sup Wi(u(e).a)] =M sup Yu(o),a)

I'ronvons 1'inégalité friangulaire : si w et v sont dans £(E), pour tout
+ o Edenorme 1, on a

{4+ v){z). 2}| = [{u(z),z) + (v(z), )] < [{ulz), 2)] + [{v{z), 2)]
< N(u) + N{v),

ce qui entraine N{u +v) < N{u) + N(v).

Il reste & montrer I'axiome de séparation & savoir que pour « € L(E),
g N(u) = 0, alors » = 0. Bien que l'on souligne la plupart du femps
b winilitudes entre la théorie des espaces euclidiens et celle des espaces
fiermiticns, 1'analogue de ce résultat dans un espace euclidien est in-
exact ; par exemple dans un plan euclidien une rotation d’angle 7/2
correspondrait & une borne supérieure nulle.

Dans un espace euclidien denx forines bilinéaires différentes ¢ et '
penvent donner la méme forme quadratigue g(x) = (v, z) = ¢'{x, ).
I%u exemple, dans un plan cuclidien, si « désigne la rotation d’angle 7/2,
o 0et g s (zy) — {wz),y), ¢ ot ¢ déterminent la méme forme
iadratique ¢ = 0. Bien siir, si l'on suppose que ¢ et ¢’ sont symétriques
ol ¢p’elles donnent la méme forme quadratique, ¢ = ' d’aprés identité
il polarisation :

p(r,y) = % {g(z +y) —q(z) —qly)).

lin revanche, dans un espace hermitien, si 'on dispose de deux formes
rmesciilinéaires (c'est-a-dire semi-linéaires a gauche, lindaires a droite)
v el g’ que I'on ne suppose pas hermitiennes, telles que pour tout x,
wlw, ) = (2, 2), alors @ = . Cest une conséquence de identité de
polarisation suivante.

Lemme, Soit ¢ ¢ (z,y) € E2 — p(z.y) € C sesquilinéaire, q : x €
b — (x, ). Alors, pour tout (z,y) € E2, on a

oz, y) = %1 (gl +y) —g(r — y) —ilg(z +dy) —glw —iy))).

émonstration.
Il suftit de développor les termes suivants :

qlz +y) = q(z) + ¢{y) + @(z, ¥} + (v, )

g(z —y) = q{z) + q(y) — w(z,y) — ¢ly, z)
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gz +iy) = q(x) - q(y) +ip(z, ) — ip{y.2)
gl —iy) = g(z) — q(y) — sple,y) + iy, ).

La relation est alors immédiate. $

Soit u € L{E) tel que N{u) = 0. On a done {u{zx),z) = 0 pour tout
@ € B Posons (e, y) = (ulx), i) pour tout (r.y) € E? et g{z) = ¢(z, 1).
Alors o verifie les hypotheses du lemme. Comme ¢ = 0, Faprés l'identité
de polarisation ¢ = 0. En particulier, si z € E ¢t y = u(z), on obtient
u(a)oy) = |lulx)]|* = 0. It s’ensuit que w(z) = 0 et que u est nul. On
conclut que N est une norme sur L(E).

2. Soit u € L{E). On peut supposer u non nul. Si 2z € E, ||z| = 1, on
a, en vertu de I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

[(u(@), z)| < lJu(@) ] = [[u@)] < ]l

Par conséquent, N{u) < [lu|.
Passons & l'autre inégalité : comme w 3 0, on peut poser v —

= Tl ||
i = 1. Par homogénéité, il suffit de prouver que N(v) = E-

Conmderonb la forme sesquilinéaire définie par w(z,y) = {v(x),y) pour
tout (z.y) € E? et posons ¢(z) = {r.+). Pour xr € E non nul, on a

(o) 1 T o/l < et N

cette inégalité restant valable si z = 0. Par conséquent, si (z,y) € E?,
d’aprds le lernme, on a la majoration

la(z)| = |(w(z). )| = =]

oz )l < 4 (lalz + o) + lalz — ) + la(= + iy)| + |a(z — i)

N(o) (lo + ylf* + lz = il 2 + [|o + iyl + ||z — iy]*)

s

\»—wll\n—wll\»—t

< (v) (4H$H + 4]y ) aprées développement,

Si Pon prend & de norme 1 et y = v(z), il vient

: 1.
etz 1)l = o)) < IN(e) (4 + Hle(@))?) < 2N(w)
puisque ||2|| = 1. En passant & la borne supérieure sur les vecteurs @ de
norme 1, on obtient |ef = 1 < 2N{v) et finaloment indgalité voulue,

On conclut

1
Sl < NG < Jlu | <




bR CONDITION SUFFISANTE POUR QUL DEUX MATRICES UNITATRES COMMUTENT &g

Dans DUexercice swvant, on utilise le fuil gu’une matree unituire est
dhingonalisable dans une bose orthonormée ef gue ses valeurs propres sont
i module 1.

1.4%. Condition suffisante pour que deux matrices unitaires commutent

On munit M, (T} delanorme |[Al] = /Tr{A*A)}. On notc U, (C)
le groupe unitaire d’ordre n.
1. Montrer ¢ue

YU € Un(C), VA € Mo (T). [UA]| = [|AU] =[iA].

On considére dans la suite A, B deux matrices de U, (C) et on
pose C = ABA™IB~!. On suppose que AC = CA, que ||I-B|| <2
ol on veut montrer que AB = BA.

2. Montrer que A et BAB™! commutent.

3. Montrer qu'il existe U € U,(C). des complexes Ap... .. An
e modnle 1 et wne permutation o de [1,¢] tels que UTAU =
D et U'BABIU = D' ot D = Diag(M,.... ) et D' =
|)iiLg(};a(1), e ’\a'(n))‘

4. Couclure.

(Ecole normale supérieure)

| Solution,
Notons pour commencer que Papplication (A, By — Tr(A*B) est un
(roduit sealaire hermitien sur M., (C) et que || || est tout simplement la

norine associde & ce produit hermitien (voir page 85).
. Pour Ue U,(C) et A € My (C),ona

Te((UA)*(UA)) = Te(A*UTUA) = Tr{A*A)

done || UA| = et de méme,

| A

Ter((AU)"{AU)) = Tr(U"A* AU) = Tr(A*AUU*) = Tr{A*A)

done |AUH = |}\|.
2. 1l s'agit de montrer que ABAB~' = BAB!A on encore en pas-
sotl aux inverses que BAT'BTTATT = ATIBATIBTY ce qui s'éerit

A LCAT = ATTAC Or cette dernitre relation est vraie, car CA =
AC entraine A7C = CA—L ¢ les matrices A ct BAB™! commutent.

3. Les matrices A et BAB~! sont unitaires done diagonalisables en
base orthonormée. Comme elles commmutent, elles sont codiagonalisables
on hase ortllonormée, Considérons en effet les endomorphismes a ot b ca-
noniquement associés i A et BAB™!, Les sous-espaces propres de a sont
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deux 4 deux orthogonaux et stables par b. La restriction de b a 'un de ces
sous-espaces propres F est un endomorphisme nnitaire, diagonalisable en
base orthonormale, On peut donc trouver une base orthonormale de F
constituée de vecteurs propres pour b (et pour a). La réunion de ces
buses orthonormales donne une base orthonormale de C" coustituée de
vecteurs propres pour ¢ et b,

ITexiste donc U € U, (C), des complexes Ay, .. -\ An demodule 1, et des
complexes A ..., AL de module 1 tels que U*AU = Diag(Ay,.... M) =D
et U'BAB™*U = Diag(){,...,A,) = D’. Mais comme A et BAB™! sout
semblables, il existc une permutatiou o de [1.n] telle que X, = A,
paur tout ¢ € [1,n].

4. [l ne reste plus qu’a faire intervenir la derniére hypothésc qui n'a
pas eucare servi, i savoir que jI — Bl < v2. Supposons qu'il existe 4
tel gue Ay ¢ # Ap S I'un note ¢; le d-ieme vecteur de la base canonique
de T et f; = Ue; ona: Afi = A fi et BAB™1f; = Az i ou encore,
ABT'fi = ApB7 i, Done B! f; est orthogonal a fi, car Jes sous-
espaces propres de A sont deux & deux orthogonaux. Aingi, Bf; L f; eten
vertu du théoréme de Pythagore.ona [|(B—Df[|? = B2+ filI? =2
{ f, est unitaire). Cela contredit le fait que |1 — B|l < v2.

Conclusion. A = BAB™! j.e. A et B commutent. <

Le lecteur trouvern beaucoup plus d’erercices sur les espaces herniitiens
a fu fin du chapitre susvant.



Chapitre 2

Réduction des endomorphismes auto-adjoints

Lo théoreme speciral est le résultat central de la théorie des endo-
inorphismes auto-adjoints. Il affirme gue si w est un endomorphisme
wymdtrigue d'un espace euclidien E, alors w est diagonalisable dans une
base orthonormée de B. En fermes matriciels, celo signifie que pour
wne matrice symétrique réelle A, Il existe une matrice orthogonale P
telle que PTLAP soit diagonale. Connne il y a une correspondance bijec-
Line enitre [es endomorphismes symdétriques de E et les formes bilinéaires
agnictrigues’, on peut le traduire aussi dans le langage des forines qua-
iutigues @ pour toufe forme o bilinéaire symdéirique de Uespace cuclidien
Ih, +l existe une base orthonormée pour le produit scalaire de E et orthogo-
wnde pour . Matriciellement, Uéeriture P~TAP =D avec P orthogonale
jind aussi se lire "PAP = D . les mairices A et D sont non seulement
svinblables mais aussi congruentes.

(¢ deuxiéme aspect du théoréme sera surtout développé dans le cha-
plve 8. Méme si une forme quadratique peut apparattre o ['occasion
i exercice (notamment pour cewr qui font intervenir des mafrices
mpndlyigues positives), nous avons regroupé ici les énoncés gqui portent
platdt sur des propriétés spectrales @ diagonalisation el applications di-
nevies, décompositions matricielles (QR, décomposition polaire, décom-
wesition de Cheleski, ...} principes varialionnels ef inégolités concernurnt
s nuleurs propres des matrices symétriques, réduction des matrices an-
bsymétrigues. La fin du chapitre regroupe des énoncés posés dans un
vuee hermitien. La richesse des points de vue se retrouvera dans les
vrercices | nous verrons yu 'l y ¢ souvent plusieurs solutions possibles @
wi éme nonce,

Hour conclure cette introduction, notons gue les variantes du théoréme
specteal en dimension infinte dons les cspaces de Hilbert sont des ou-
hils puissants de Vanalyse forctionnelle, adaptés aux éyuations sur des
vpcrateurs intégraus oy au coleul des variations.

Loes premiers ezercices correspondent a des applications directes de la
imgonalisation des endomorphisines symétrigues.

il associant & u la forme bilindaire symétrique (i, y) w— {u(x), y).
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2.1. Codiagonalisation

Soit E un espace vectoriel cuclidien, f, g, b des éléments de £(E)
tela que fg=h. gh= f,hf =g, f = f*, det f £ 0. Prouver que |,
g et h sont disgonalisables dans nue méme base,

(Ecole polytechnique)

> Solution.

L’endomorphisme f est bijectif et, puisqu'il est symétrique, diagona-
lisable dans une base orthonormée avec des valeurs propres réelles, On
af=gh=gfget f2=(ghf =glhf) = g% On en déduit que

f=afg=glgfag =o*f* = f°

et done f* = Id. Si A est une valenr propre de f, on a A* = 1 et done
A? = 1. L'endomorphisiie f2 est diagonalisable et a pour seule valeur
propre 1 : c’est I'identité. On a donc f% = g° = Idg. Amsi g, qui est
une symétrie, est également diagonalisable. Enfin, 'égalit¢ f = gfy peut
s'écrire fg = gfg® = gf. Les endomorphismes f et g sont diagonalisables
et commutent. Il est classigue alors de vérifier qu'ils sont diagonalisables
dans la méme bage (voir 'exercice 2.19 du tome 2 d’algtbre). La matrice
dans cette base de b = fg est aussi diagonale. <

Il est bien connu que le calcul des puissances d’une matrice est relots-
vement simple lorsque celle-ci est diagonalisable.

2.2. Puissances d’une matrice symétrique

P g r
Soit A= 1q r p| € M;z(R). Déterminer, lorsqu'eclle existe,
rop g

la limite de la snite (A™),30.
(Ecole polytechnique)

> Solution.

La matrice A est symeétrique réelle donc diagonalisable dans une base
orthonormale. Le vecteur (1,1, 1) est vecteur propre pour la valeur propre
&y = p+q+r. On montre facilement que le polyndme caractéristigue de
A est

(X = o) (X? —p® —¢" —+* +pg+ qr +vp) = (X — 01){X* — o] + 302),

o ¢y = pg + qr + rp. Les valeurs propres de A sont donc &y et
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/7% — 302 (il n'est pas utile de vérifier que o — 30o est positif,
v uous le savons o priom). 1l existe P € O3(R) tel que A = PD'P,

1
o 1) = Diagloy. /o — 302, —+y/ot — 3a2). On peut choisir % 1
AR

conime premigre celonne de P. La suite (A" )0 posséde une lhnite si,
ol senlement si, les trois valeurs propres appartiennent a |—1, 1], ¢ ost-a-
dire wi oy € ]—1,1] et O'% — 302 < 1.
o Sioy €]-1,1] et o} — 309 < 1, la suite (A™ )0 converge clairement,
virs ().
e Siap =1 et af — 30z < 1, alors la suite (D), converge vers
1 0 0
i 0 0 0| et (A™)pzo converge vers PJP. La matrice JP est
000

a b ¢
epalea |00 0], ol (@,b.c) est la premigre ligne de 'P, c’est-a-dire
0 0 0

). Connaissant la premiére colonne de P, on obtient

K'

(4L
NERRVERAN G

L[l 11
PJ"P:g 11 1]. «
1 1 1

(hn notera gue, dans le second cas, la limite est lo malrice de lo pro-
Jeelion, arthogonale sur Uespace propre de A velatif & la valeur propre L.

L vrercice suivant s’interesse a la convergence d'une suite arithmético-
peonicirigue de matrices. Lo technigue est usuelle : on retranche le point
jiee pour se ramener & une suite géométrigue ef c’est alors le rayon
wpeetral de la matrice qui gouverne le comportement de la suite. Le lecteur
a reporters aur exercices 2.58 et 2.60 du tomne algébre £ pour des énoncés
HOTCTOT,

2.3. Méthode itérative pour une équation linéaire

Soit A € M, (R) une matrice symétrique Jéfinje positive, b € RP,
=AYb, 1y € BP et a > 0. On considére la suite définie par

YrneMN, z,4 =2, +ald—Azn,).

1. Trouver une condifion nécessaire et suffisante sur o > 0 pour
(que la suite (#y,)nen converge powr tout choix de zq.
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2. On pose e, = a — &n. Détermuiner le plus petit réel K{a) tel
gue, tout choix de ¢ et pour tout n &€ N, on ait Jlepp1] € K{a)|len|
(1] s’agit de la norme euclidienne canonigue).

(Ecole polytechnique)

> Sohtion.
1. Sila suite (2 )pew converge, sa limite £ vérifie a(b — Af) = 0 et
done £ = A~1p = g. On pose donc e, = a — o,,. On », pour tout n € N,

ent1 = en —alb — AXy) =€, — ade, = (I, — al)e,.

On en déduit. pour tout 2. e, = {1, —aA}"eq. La suite (& )nen converge
pour tout choix de xq si, et seulement si, la suite {I, — aA)™ tend vers 0.

La matrice A étant symétrique réelle, il existe P € O,(R} et D =
Diag{Ai...., Ap) tels que A = *PDP. On a alors [, — «A = *PAP, oll
A = Diag{l—ad....,1-al,) et. pour tout n € N, (I,—aA)" = *PA"P.
La suite (I, — A)™ converge vers () si, et seulement si, A" couverge vers
0. ¢’est-a-dire si. et seulement si, pour 1 €1 < p, ona |1 —aX| < L
Corame « et les A, sont positifs (car A est détinie positive), cela équivaut
4 ce que pour tout §, ad; < 2. fe amax(A.. .., Ay) < 2

Conclusion. La suite (. },en converge (vers a) pour tout choix de xq
si, £t sculement si,

2 2

@< - = —
max{Ay, ..., Ap)  PlA)

2. On cherche le plus petit réel K(o) tel que |eat1]] < Kiajllea|l.
pour tout xo. Comme ¢, .7 = (I, — al)e, pour tout ». il est clair que
IK{o) = |1, — oA convient. C’est la plus petite valenr possible, car on
souhaite qu’clle soit valable pour toute condition initiale eg. Daprés le
cours, comrme I, — oA est symétrigue, on a

K{a)=p(I, —aA) =max(]1 — o l....,{1 —a))). «

Le lecteur se reportera ¢ la note qui suit Uexercice 1.5 pour lo preuve
du fuit que [|All = p(A) pour une matrice symétrique.

Nous mettons ici quelgues etercices supplémentwires sur les projec-
teurs orthogonuus. Ce sont des endomorphisines symétrgues, et dong
redevables du théoréme spectral.
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2.4. Décomposition en somme de droites et plans stables

Soit p et ¢ deux projecteurs orthogonaux d'un espace vectoriel
cnclidien E. Montrer gue E est somme directe orthogonale de sous-
espaces vertoriels de dimension 1 ou 2 stables par p ot g.

(Ecole normale supérieure)

Solution.

[l serble clair qu'il fant raisonner par récurrence sur fa dimension de
I La propriété cst évidente pour n =1 ¢t n = 2. 5i U'on suppose qu’elle
sl véritiée pour un espace de dimension inférieure ou égale a n — 1 et
e Uon considere un espace euclidien E de dimension n. il suffit alors de
iléimontrer Pexistence d'un sous-espace F de dimension 1 ou 2 stable par
»oto . En effet, les endomorphismes p et ¢ étant symétriques (puisgue
e sont des projecteurs orthogonanx), FL est également stable par p et
q:pour v € Fety e FL (p(y)z) = (yp(zl) = 0. car pla} € F:
Jone piy) € FE et FLoest stable par p et i} en ext de méme pour q. La
dimension de FL oest inférieure ou égale & n — 1 et il ost stable par p
rlog. On peut tui appliquer Vhvpothése de récurrence. (On obtient nne
decommposition de FL en sous-espaces stables par p et ¢ de dimension 1
on 2. & laguelle on ajonte F pour obtenir la décomposition cherchée de E.

Il reste & démontrer Vexistence de F. Un scus-espace stable par p et g
(i vonticnt . contient avssi p(a) et g(w) © ¢ sa dimension est inférienre
on égale & 2001 ¥ a done une relation de haison entre . pla) et g(z).
t'cla suggere de considérer V'endomorphisme p + ¢ il est svnétrique,
doue ses valeurs propres sont véelles. Soit A € Sp(p + g) et 3 un vecteur
propre associe. On a p{x) + g(r) = Az. Considérons F = Vect (z, p{z)).
(Yest un sous-espace de dimension 1 ou 2. Comme p(p{z)) = p(x), F est
mable par p. Les deux relations g{z) = Az — p(a) et g{p{z)) = Ag{z) —
() = (A — 1ig{x) montrent que I est stable par ¢, ce qui acheve la
domonstration. <

ihien entendu au liew de p + g on peut prendre niimporte quelle com-
Irnison liméaire de p et g a coefficients non nuls.

2.5. Spectre de la différence de deux projecteurs orthogonaux

Soit E un espace euclidiern de dimension 2n. F et ¥ deux
suts-espaces supplémentaires de E qui sont de dimension n. On
note 7 {resp. w') le projecteur orthogonal sur F o (resp. F),
{my..... .0, .0 () les valeurs propres de # — wa'm. Montrer que
lox valeurs propres de m — 1’ sont les £.,/0;.

.

{Ecole polytechnique)
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> Solution.

Remarquons que 7 — 7 et m — 71w sont auto-adjoints ef donce diago-
nalisables en basc vrthonormée. En particulier, le specire de ces endo-
morphismes est réel. Comme Ker{m — 77'1) contient FL = Ker, il est
de dimension supérieure ou égale & dim F+ = n. Cela explique que 0 est
valeur propre de 7 — rr’w avec e multiplicité supérieure on égale a n.

Soit B = (B, B;) une base de E obtenue en réunissant une base B
de F et une base By de F'. On nate P {resp. P') ia matrice de = (resp.
') dans la base B. Elles s'écrivent par blocs de la maniére suivante

(L. A . (00
P‘(oo) "'“P“(Bln)

Dans ces conditions, la matrice dans 8 de m# — mn'7 est

p_ ppip — (r,} —ABA—ABA)

0 0
et son polyndme caractéristigue 08t X = X7 det((X — 111, + AB).
i1

Par hypothése, on a donc H(\ —o,) = det((X — DI, + AB).

i=1

. . I. A .
uant & 7w — 7', sa matrice dans B est i et son polynome
3 ¥

ﬁB 7.[?'
caractéristique est, d’aprés un résultat classique (gue le lecteur trouvera
dans 'exercice 1.27 du tome 2 d’algébre),

Yrom = det((X — 1)(X + 1)I% + AB) = det{{X* — 1)I,, + AB).
( ( )

n
Ainsi. on a Pidentité x, . = [[(X? — ;). Les racines de y,_ . sont
. “:1 - -
réelles connme nous 'avons dit en introduction. donce les ¢; sont tous
positifs et les racines de xr_, sont les +,/5;. <

L énoneé suivant est un cas particulier de Uerercice 2.13, un pew plus
simple ¢ traiter.

2.6. Produit de deux projectenrs orthogonaux

Soit E un espace euclidien et p, ¢ deux projecteurs orthogonaux
de F.. Montrer que pg est diagonalisable et que son spectre est inclus
dans [0, 1].

(Ecole polytechnique)
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| - Solution.

On peut noter que le résultat est évident lorsque p et ¢ cornmutent,
vy ¢lans ce cas pg est aussi un projecteur.

Soit A une valeur propre non nulle de pg et r un vecteur propre associd.
Ona plg(x)) = Az donc @ € Im p. Par suite, comme p = p*,

Mlzll* = palz), 7) = (g(r).p(x)) = (a{x),2) = flaCe)f®

cequi prouve que A est positif et aussi que A < 1, puisque lig(z)) < ||zl
On o done Sppg C [0, 1].

P’onr la diagonalisabilité on va travailler matriciellement. En prenant
v« base orthonormale adaptée & la décomposition E = Im g & Ker g on
I

pent supposer que ¢ a ponr matrice B = ( 6 O) avec r = rgq et on note

t v
A (il :2 ) la matrice de p dans la méme base {on laisse de coté les
2 A3

A
ens friviaux r =0 et r = T") Alors pg a pour matrice AB = Al g) '
2

Im matrice A; est symétrique done diagonalisable et le spectre de AB
il la réunion de {0} et du spectre de Ay. 1l est clair que pour toutes les
wnlears propres non nulles de Ay la dimension du sous-espace propre de
Al st égale & la multiplicité de cette valeur propre. 11 nous faut donc
Juste prouver que rg AB = rg A, . Cela revient a montrer que si A1 X =0
nlors AgX = 0 (pour X vecteur colonne de taille r). Ici ¢’est facile car
In propriété A? = A donne A%+ *ApA, = Aq. Donesi AyX =0 on a
"AyALX = 0 puis |[AsX||?2 = 0 soit AsX = 0 en nulsipliant par *X &
ponche. <7

1 exercice 2.13 mantrere que si f.g sont des endomorphismes auto-
wiljignts positifs, alors f o g est toujours diagonalisable avec des valeurs
propres positives.

Lo sujet de Dexercice swivant a €té développé dans la seconde éprevve
corite du coneours Polytechwique MP en 2002.

2.7, Frame d’un espace euclidien

Soit E un espace euclidien, (y;);e1 une famille de vecteurs de E
Ielle qu'il existe A et B strictement positify vérifiant

Ve e B AlT2 <Y (ot < Blla)?.
jel

1. Montrer gue la famille (y;);er engendre E.
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“ o 3 .
2. Avec E = R*, mountrer que y, = (1,0}, 3o = (_ _\% “7% )
Y3 = yo conviennent.
3. SiA=DB="Lletsi|y;|| =1 pour tout j. montrer que (y;);e1
est une base orthonormale de E,

T l
4. Si A = B montrer que .r = — 3 {r.y,)y, pour tout x € E.

A iT1

(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. Posons F = Vect(y;);e3. Pour montrer que F = E on va prouver
que son orthogonal est nul. Clest ici naturel, car notre hypothése porte
sur les produits scalaires {z, y,). Effectivement, si x € FL on a pour tout
Jed {z,y) =0 et donc Alz||* = 0. Par suite 2] =0 et & = 0. Ainsi,
Ft ={0} et F =E: la famille {y,};c1 st génératrice.

2, Sia = (a,b)€R? ona

()a\/ﬁm b

2
5 5) = %(Sa2+b2 + 2abv/3).

3
S = Z(.r.yj}? —u? 42
1=1

On en dédut gue

- 2
3 s 1. 1 ‘
((b\ + ‘30) +0° Ebz 2 gl]anz

a?+b

De linégalité ab < , Ol1 tire

543
2

S < (502 + B+ V3R + b)) < .

o=

5+
L 2
3. On a. pour tout & € E, [|z||* = ¥ (z,y;}>. En particulier, pour
ged

Is

On a donc les inégalités voulues, avec A = % et B =

x = y;, on abtient
1= Z(yz,yj}Q =1+ Z(?h«y;)“"‘
i€l i

On en ddduit que (y;,y,) = 0 pour ¢ # j. La famille (y;};e5 ost done
orthonormale. Cette famille est donce libre et comme elle cst également
génératrice. il s'agit d'une base orthonormale de E.
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A. Soit f lendomorphisme de E défini par f{z) = ¥ {x,y;)y; pour

jed
i1 K. On a, pour (z,2') € E2,

(Fla).a) = D {w oy lys, @) = (2, (2 ydys) = (=, F(2).

ied i€l

I’'endomorphisme f est symétrique donc diagonalisable. Si x est un vec-
lenr propre relatif & la valeur propre A, on a

Mz = a, 2y = (f@),2) = > {,u)° = Allz|®,
jed

[ hypothése. On a done A = A. L’endomorphisite f est diagonalisable
ol o pour seule valeur propre A. C'est donc 'homothétie de rapport A.
1 ’
On a, pour tout & € E, flz} = Az et done r = X Yor . <
J€J
Des familles de vecteurs {y;);e1 dun espace de Hilbert vérifiant lo
condition de [’énoncé sont appelées des frames (d’'ot le titre donné d
nolre exercice). Elles jouent un réle important dans la théorie des onde-
fettes,

{ “est un exervice classique que de montrer gu’une matrice de trace
wille & coefficients dans un corps de caractéristique nulle est semblable
& wne matrice o diogonale nulle (le lecteur trouvera celo dans ['erer-
vie 711 du tome 1 d’algébre). Dons Uexercice sutvant, on monire gue
pon une matrice réelle on peut méme imposer une matrice de pessage
atlhogonale.

2.8. Matrices 4 termes diagonaux égaux

Soit A € M,,(R}). Montrer qu'il existe P € O, (R) telle que "PAP
ail tous ses termes diagonaux égaux.
(Ecole polytechnique)

|+ Solution.

Notons qu’il suffit de prouver le résultat dans le cas d'une matrice
symdétrigue. En effet, si on écrit A = A + Aa, avec Ay symétrique et Ay
anlisymétrique on a, pour toute matrice P € O, (R),

'PAP = ‘PAIP + *PASP.

{lomme *PA;P est antisymétrique, les termes de sa diagonale sont nuls :
b termes diagonairx de TPAP sont ceux de ‘PA P On supposera donc
desormals A symétrique. Quitte a retrancher 4 A la matrice scalaire
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Tr A . s
—%— I,, on peut aussi supposer que Tr A = 0. On cherche done & montrer

que A est orthogonalement semblable a4 une matrice de diagonale nulle.

Pour cela, on va raisonner par récurrence sur n, le cas n = 1 étant
évident. Supposons le résultat vrai au rang n — 1 et soit A € S,(R)
de trace nulle. On note f 'endomorphisme de R™ euclidien canonique-
ment associé & A. On va commencer par chercher une base orthonormale
(e1,€2,...,€,) de R™ telle que le coefficient (1, 1) de la matrice de f dans
cette base soit nul. Or, ce coefficient vaut (f(e1), e1). 1l nous suffit donc
de trouver un vecteur unitaire e; qui est orthogonal & son image par
f puis de le compléter n’importe comment en une base orthonormale.
Comme [ est symétrique, il est diagonalisable dans une base orthonor-
male (€1, ...,&,). Notons A1, A2, ..., A, les valeurs propres associées. On

va chercher notre vecteur ey dans cette base de vecteurs propres. Si
n

er =Y. a;&; ona
i=1

Gler)er) =3 N,
i=1

n
Comme Tr f = TrA = ¥ A; = 0 il suffit de prendre les a; tous égaux a

i=1 E

1 . s .
7 (afin que le vecteur e; soit unitaire). La matrice de f dans une base

orthonormale dont le premier vecteur est e, est de la forme

0x -+ x
x

B=
: A
X
ou A’ est une matrice symétrique d’ordre n — 1 telle que Tr A’ = TrB =
TrA = 0. Dit matriciellement, A est orthogonalement semblable & B
et il suffit donc de prouver le résultat pour B. On applique pour cela
Phypotheése de récurrence & la matrice A’ Il existe Q € O,—1(R) et A”

de diagonale nulle telles que *QA’Q = A”. Posons alors P = ( é g) Ii

est clair que P € O,,(R) et un calcul par blocs prouve que

le e X

‘PBP =
A"

X

C’est une matrice de diagonale nulle. Cela termine la récurrence. <
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Voici la formulation en termes de formes quadratiques du résultat
gu’on vient de montrer : si u est un endomorphisme auto-adjoint et de
trace nulle d’un espace euclidien E, et si ¢ : x — (u(x),z) est la forme
quadratique associée o u, alors on peut trowver une base orthonormale de
I formée de vecteurs g-isotropes. Le lecteur est invité ¢ étudier Uexercice
3.3 sur Uexistence de bases formées de vecteurs isotropes.

Dans les exercices suivants, on s’intéresse aux matrices symétrigues
réelles positives (resp. définies positives). Ce sont les matrices A de
M, (R) symétrigues telles que la forme quadratique associée sur R™,
& savoir qa = X v— 'XAX, est une forme quadratique positive ('resp
définie positive). A Uaide des valeurs propres, on dispose de la ca-
ractérisation suivante : la matrice symétrique réelle A est positive (resp.
définie positive) si, et seulement si, son spectre est contenu dans R,
(resp. R% ). Dans ces conditions, on retiendra que les coefficients dia-
gonauzr de A sont positifs ou nuls (resp. strictement positifs), puisqu’il
s’agit des réels ga(e;) = "e;Ae; ot (e, ..., e,) désigne la base canonique
de R™.

2.9. Caractérisation des matrices positives avec la trace

Soit A € M, (R) une matrice symétrique. Montrer que A est po-
sitive, si et seulement si Tr(AB) > 0 pour toute matrice symétrique
positive B de M, (R).

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Il existe P € O, (R) et D = Diag(A1,...,\), ot les \; sont réels, tel
que A =PDP~! = PD*P.

e Supposons A positive. Alors, les A; sont dans R, et si B est une
matrice symétrique positive, on a

Tr(AB) = Tr(PD *PB) = Tr(D( *PBP)) = Tr(DB'),

avec B’ = ‘PBP congruente & B. Il s’ensuit que la matrice B’ est positive
puisqu’elle représente la méme forme quadratique que B. Si on écrit

= (bij)1<ij<n, 1 vient Tr(DB') = Z Aibi; = 0, puisque chaque by;
=1
est positif ou nul. On conclut que Tr(AB) > 0.
¢ Réciproquement, supposons que A n’est pas positive. Une des valeurs
propres de A est strictement négative, disons Ay pour fixer les idées. On
pose B” = Diag(1,0,...,0) et B = PB/*P. La matrice B est positive et
symétrique et Tr(AB) = Tr(DB') = A < 0. L’équivalence est prouvée. <
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Lexercice 2.13 éclairera ce résultat puisqu’il montrera que la produit
AB de deur matrices syméirigues positives est diagonalisable avec des
valeurs propres dans R, . Nous verrons ausst dans 'evercice 2.45 une
magoration fine de Tr(AB) towjours pour A, B symétrigues positives.

2.10. Etude d’un sons-ensemble convexe de R™ x M., (R)

Soit & (resp. &.) lensemble des matrices symétriques (resp.
symétriques positives} de M, {R). On considére

C={(X,S)eR"x S8, S-X'Xes§}

1. Montrer que C est convexe.
1o

2. Soit X = | © |. ke [l,n], Ay, .., Ap des réels non nuls et

In

S = Diag(A%,...,A%2,0,...,0). Montrer que

k
(X,SyeCe=Viclk+1ln] ;=0 et Z

>’|(‘%
Tl

3. Montrer que tout, élément de C est barycentre & coefficients
positifs d’éléments de {(X,8) € R” x &, S = X'X}. On étudiera
d’abord le cas n = 1.

(Ecole polytechnique)

> Solution.
x1
1. Notons quesi X=| ! [, alors XX = (z;x;)1<,,,<n €3t symétrique.
Tn
Pour X et Y dans R™, on a *YX'XY = (*XY)? = 0. La matrice XX
est donc symétrique positive. Pour (X,8), (X,8) dans C et X € [0,1],
on pose (Z, Ty = A(X,8) + {1 — A}(X',S). On obtient
T—Z'Z = AS + (1 — NS — (AX + {1 — MXVHAX + (L — A)X)
SAS 41— NS - ATXEX — (1 - M)XK — AL — NI+ X EX)
=MS X'+ (1 - N(E XX
+ AL — A XK - XX - XX
= A(S = XUX) 4 {1 — ANE ~ XX + AL — A)(X - XX = X,
Cette matrice est symétrique positive, car somume de matrices svmsé-
triques positives. Ainsi A(X,8) + {1 — A)(X',8") appartient & C, donc C
est convexe.
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2. On a, pour tout Y = *(y1,...,4n),

(S - XPX)Y = FYSY - (TXY)? Z N — (i )
=1

=1

k n ,
*Si(X,8) €Coua} /\fyf“(z $a%) 2 0 pour tont Y. En prenant
- 1:’1: il

> :Czyz) < 0etdone 3 a3y =0,
AN =kt
pour (ot (a1, -« gn) € B?~F. Ceci impligue clairement x5, = - =

= =y = 0, on obtient (

k k 2
r, = 0. L'hypothése devient donc Y My? — (E x.,-yf) 2 0 pour tont

i=1 i=1
i . .
(.-, un) € RE. En prenant y; = —)\% pour 1 < ¢ < k. on obtient.
ko2 k2%~
x T
s L
Z A2 (Z /\:}) =0
1=1" i1 13
K 3-2 k l_?
Si ¥ %% > 0, on simplifie et on obtient 3 A_: < 1, inégalité qui reste
t=1 T i=1 "
vrale sl la somme est nulle. .
"}
o Réciproquement. si les conditions z; = 0 pour 1 > ket 3 ’2 <1

AZ

i=1
wont, Téalisées, on a, par l'inégalité de Canchy-Schwarz,

7 2 k 2 k s 2
(Zl'lyz‘) = (inya) = ( ‘)\i)\iyi)
i=1 =1 =1

(E9) ) e

i=1

O en déduit que (X, 8) ¢ C.
3. Notons F = {{X.S) € R* x &, S = X'X}. Commencons par
Lraiter le cas n = 1. Soit {x,5) € R? tel que s —2® 2 0. Six # 0, on a
2
< <leton peut. écrire
s

(x.5) = 12—2 (; ;) + (1 - 3’;) (0,0).

Sir={.,onas>=0et

0.5 = 3 ((V.8) + (-5 9)).
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Pour traiter le cas général, on se raméne au cas d'une matrice S dia-
gonale. Il existe P € O, (R) et D diagonale telles que § = PDP. On
peut écrire

S—X*X =P(D - ‘PX*XPY'P=P(D-2'Z)'P

ot Z = 'PX. La matrice D—Z'Z est symétrique positive, car congruente
& S—X*X. 1l suffit de démontrer le résultat pour (Z, D). En effet, si (Z, D}
est baryeentre 4 coefficients positifs d’éléments de F, il existe un entier

r, des réels positifs «q, ..., @, de somme 1 et des vecteurs Xq,..., X, tels
T
que (2, D) = 37 a;(X;, X, 'X;). On a alors
i=1

=1 i=1

ks
= 3 (PXe, (PX0) (X)),
i=1
ce qui est le résultat cherché pour (S, X).
Oun suppase dorénavant que S est diagonale, Si S = (0, alors X*X = (et
donc X = 0. Tl n’y a rien 4 démontrer. Sinon. on peut supposer qu'il existe

k€ [1.n], Aj...., Ak non mils tels que S = Diag{}},.. ., /\%,D...,D).
kg2
D’aprés la question 2, ona z; =0sii € [k -+ 1.n] et z /\2

derniere relation incite a prendre comine coefficients de la combinaison,
2

x;
linéaire les = .

< 1. Cette

Y]
5 2 A2 A
Si z; # 0, on peut écrire (z,, A7) = /\—’2 (—5—, p ) On note X; le
7 o e
2
vecteur ont la seule la cuordonnée non nulle est, la i-ieme qui vaut = .
T4

La matrice X;*X; est diagonale, le seul terme non nul de la diagonale
Al

étant le /i-iéme qui vaut T On en déduit que si x, # 0 pour tout

ie L&,

kxz

ko2
xi,x.fx,)_z)\z(x X, ‘()+(1—Zig)(0 0).

Si les #; ne sont pas tous non nuls (pour ¢ < &). on peut supposer qu’il
existe j € [2,k] tel que z; Z0si 1 < jet x; = 054> 7. En raisonnant
comme précédemment, on obtient

-

=23

i=1

G’I’\J

2

) } o I r? I 52
(X Diag(Xf,.., X5,0....00) = D (K. X, 'X0) + ( Zﬁ) (0,0)

i=1""
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el done
Jog2 T2 )
(X,S) (xj, Zf; N, X TXG) + ng 0.0y (1),
=2 2 i=1 1
A1
oit 81 = Diag(ps, ..., u2), avec py; = " sii=louj+lxKigket
i3]

jti = O sinon,

Il suffit de démontrer que (X;,S;} peut s'écrire comme barycentre
i coefficients positifs d'éléments de F. Considérons les 2577 vecteurs-
rolonnes de [a forme

¢
(11,0, 08 et s Erfins 0,0, 0),
ol les g; sont égaux & +£1. On les note Y ,..., Yy —«. On obtient
gn—k
| ® . . , . .
o 2 Y, = Xy, car hormis le premicr, les cocficients s'annulent
~ i=1

._)n—k
Y Y'Y = 8. En effet les coefficients diago-
=1
woux de Y;'Y; sont égaux A ceux de Sp et les antres sont deux & doux

N 1
e & deux ot .
jri—h

—
N \ 1 . - . v, .
opposés. Ainsi, (X,,8;) = = S {Ys, Y. 'Y,) et (X.S) peut s'¢erire
i=1

commue barveentre & coefficients positifs d'éléments de F comme on le
voit en remplacant (X1, 8y) par son expression dans Végalité (1). <

Dang les exercices suivants, il est souvent demaendé de vérifier que st
i est un endomorphisme dun espace euclidien {resp. A une matrice de
M, (R)), alors u* o u (resp. *AA) est un endomorphisme symétrique
positif (resp. une matrice symélrigue positive). De plus, st u est un iso-
maorphisme (resp. A dnversible), u* o w (resp. *AA) est défini positif
(resp. définie positive). Nous détaillerons la prewve de ce fait important
les premiéres fois ef nous y ferons référence par la suite.

2.11. Caractérisation des symétries orthogonales

Soit E un espace cuclidien de dimension n, s une symétrie de E.
1. Quedire de s"os?
2. Montrer que P(X) = det(XIdg +s* o s) est un polynome

réciproque. clest-a-dive vérifle P(X) = X"P ( ) (n=degP).

3. Montrer que P(1) = 2™, A quelle condition y a-t-i} égalité ?
(Ecole polytechnique)
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> Solution.
1. L’endomorphisme s* o 5 est symétrique. Pour z € E\ {0}, on a

(5" o s(2),2) = s(@)I” > C,

done s* o s est défini positif. Ainsi s* o s est diagonalisable dans une
base orthonormale et ses valeurs propres sont strictement positives. On
peut noter de plus que det(s* o ) = det s det s = (det 5) = 1, puisque
=Idg.
2. Si P est réciproque et si z est une racine non nuile de P alors 1

est aussi racine de P. Or les racines de P sont les opposés des va-leu;s
propres de s*os. Un va done commencer par regarder si 'ensemble de ces
valeurs propres {qui sont non nulles} est stable par passage & Uinverse.

Soit A une valeur propre de s* o s et @ un vecteur propre. On pose
v =s(z). On a alors s*(y) = Az = As(y). On en déduit que

1 1
(5" 0s)(y) = L ("2 s"){y) = 1.

Autrement dit, ; est aussi valeur propre de s70s. SiA ¥ 1. on a % # A
et s(Iy) C E,;( . ol I'on note Ey Vespace propre relatif 4 la valeur propre
A. Mais le méme résultat appliqué & % montre qu'en fait s(Ey) = E% .8
réalise un isomorphisme entre ces deux sous-espaces propres et les valeurs
propres A et 1 ont méme ordre de multiplicité. Outre 1, dont on note
m Vordre de multiplicité. les valeurs propres distinctes de s* o s peuvent
% U )\1 les valeurs propres A, et l;-’ pourl<igr

avant méme muihph(:ltc 1,. On a alors

se noter A,

Q=det(s*os — Xldg) = (- 1)"(X — 1) ﬁ ((X =) (X a %))m

=1 4

et

P = Q(-X) = (X + 1jm I;I(XJH\ (x+5)"

=X+ X2+ e+ ATX + 1)

i=1

ny

Il est alors clair sur cette expression gue X7P (%) =P(X).
3. OnaP(l)=2" H (2+ A; + A7 ™. On vérifie aisément que pour
=1
tout t > 0, on a t + t~! > 2, avec galité si, et seulement si, ¢t = 1. On
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-
e déduit que P(1) = 2m4 T %7 Comme 2 3 n; +m = n. cela donne
i=1

exactement Vinégalité P(1) = 27, Tl y a égalité si, et seulement si. 1 est
I seule valeur propre de s* o s. Comme s" o 5 est diagonalisable, on a
alors s* 0 s = ldg, c'est-a-dire s* = s.

Conclusion. On a P(1) = 2" si, et seulement @i, s est une symétrie
arthogonale, <

Le résultat de lerercice suivant est classique et trés important.

2.12. Racine carrée d'un endomorphisme anto-adjoint positif

Soit E un espace euclidien et « un endomorphisme auto-adjoint
positif. Montrer qu’il existe un unique endomorphisme auto-adjoint
positif h tel que u = h%. Montrer que h est un polyndme en .

(Ecole polytechnique)

|- Solution.

Soit B = (ey....,¢eq) une base orthonormale de vecteurs propres de wu,
A; € Ry étant la valeur propre associée A e;. On définit A dans la base
B3, on posant h{e;) = v/A;e;. L’endomorphisme A est auto-adjoint, car
dingonalisable dans une hase orthonormale, positif et vérifie clajrement
I =u.

Si k est un endomorphisme auto-adjoint positif tel que k%2 = u, k
commute avece u, donc laisse invariants les sous-espaces propres de u. La
restriction de & & Ey. espace propre de w relatif & la valeur propre A, est
nn endomorphisme auto-adjoint positif done le carré est Aldg, . Sa seule
wleur propre (positive) possible est vA. Comme il est diagonalisable.
o'est v’XIdE'\. Ainsi, pour tout i, k(&) = Ve, = h(e;) ot on a donc
k= h.

[l est facile dexhiber un polynéme P tel que P(A} = /X pour tout
M€ Spu (par interpolation de Lagrange). La construction de h montre
que pour un tel Pon a b= Pu). «

Le résultat admet bien entendu une traduction matricielle immédiate :
st A &€ My(R) est une matrice symétrique pasitive, il existe une unigue
matrice B symdtrigue positive telle gue A = B2, De plus B est vn po-
lredme en A. On généralise sans peine aux racines k-iémes pour fout
Iz 2.

Voici une premiére application de Ueristence de la racine carrée.



108 CHAFITRE 2. REDUCTION DES EXDOMORFHISMES AUTO- ALIGINTS

2.13. Produit de deux matrices symétriques positives

Seit A, B € M, (R) avec A ot B symétriques positives.
1. On supposc de plus que A est définle positive. Montrer que
AB est diagonalisable et que son spectre est contenu dans R,
2. Montrer que le résultat de la premitre question reste vral si
on ne suppose plus A définie positive, mais seulenient positive.
(]i‘.cole polytechnique)

—

e Solution.

1. On peut écrire A = 82 avec 8 svmétrique définie positive, Dans
ces conditions. le produit AB s’écrit AB = S?B = S(SB&)S™! et AB
est semblable & la matrice SBS qui est symétrique et positive. En effet.
SBS = ‘SBS est congruente & B (elles représentent la ménie forme qua-
dratique). En particulier, AB est diagonalisable et ses valeurs propres
sont positives.

Notons que la réciproque est vraie. Si M est disgonalisable & valeurs
propres positives, on peut ['€erire M = PTIDP avec D diagonale et P
inversible. Il suffit alors d’écrire M = PP~ tPDPet de constater que
la matrice A = PV P! est symétrique définie positive ef que la matrice
B = 'PDP est symétrique positive.

On peut donner un autre écluirage du fait que AB est diogonali-
sable. Comme A7 est définic positive, la forme bilinéaire symétrique
(X,Y) r— (X.A7YY) est un produit seelaire. On observe alors que AB
définit un endomorphisme auto-cadjoint pour ce produit scalaire, pumisque

(ABX,A'Y) = (BX,Y) = (X,BY) = (X. A '(ABY)).

2. Om peut encore écrite A = 57, mais S est seulement symétrique
positive. On utilise encore la matrice SBS qui est symétrique positive,
car congruente & B. On note » le rang de SBS et on considére des vee-
teurs propres X, ..., X, associés aux valeurs propres strictement posi-
tives A1, .... A, de SBS. Pour tout k & [1,r], on a SBSX;, = A Xg et
donc AB(SXA‘,) = )\kSXk.

Comine Vect(Xy,...,X;) N Ker(SBS) = {0}, on a a fortiori Vect(X,.
o X N KerS = {0} On en déduit que la famille (SX;.....5X,) cst
libre, car Ia restriction de S A un supplémentaire de Ker S est injective.
On a donc utie famille libre de - vectewrs propres de AB associés & des
valeurs propres strictement positives.

Pour conclure que AB est diagomnalisable et que ses valeurs propres
sont positives, il suffit de montrer que 'espace propre relatif & Ia valeur
propre 0 est de dimension n —r, vest-a-dire que tg(ADB) = » = rg(SBS).
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I'ar construction (voir exercice 2.12), on a Ker A = Ker 5. On en déduit
ipie Ker(AB) = Ker{SB) et done rg{AB) = rg{5B).

Soit 1" une matrice symétrique positive telle que B = T2 On a, si
X € Ker(SBS),

0 = *XSBSX = "XST?SX = ||TSX|%

Ou en déduit TSX = 0 et done BSX = 0. On a done Ker(SBS) < Ker(BS)
ol comme 'inclusion inverse est évidente, Ker(SBS) = Ker{BS). On en
diuit que

1g(SBS) = rg(BS) = g "(BS) = rg(SB) = rg(AB). «

On peut aussi se placer dans une base orthonormale qui diagonalise
A isoler le noyau, et raisonner par blocs comme dans Uexercice 2.6.

Présenté comme un critére original de diagonalisabilite pour une ma-
Ivice réclle, Vezercice swivant n'est guune autre deriture de la premiere
question de celui qui préeéde.

2.14. Condition de diagonalisabilité d’ume matrice réelle

1. Soit P € GL,(R). Montrer que ‘PP est une matrice
symétrique définje positive.

2. Montrer que toute mairice S symétrique définie positive
$'écrit 8 = ‘PP avec P inversible.

3. Soit A € M,[R). Montrer que A est diagonalisable si. et
seulement s, il existe une mairice 8 symétrigue définic positive telle
que "A — 8TTAS,

{ Ecole polytechnique) J

|- Solution.

1. La matrice ‘PP cst clairement symétrique et vérific, pour tout
X € B*, 'X'PPX = ||PX]|® = 0. De plus, P ¢tant inversible, si X # 0.
I'X west pas nul et | PX|2 > 0. Donc ‘PP est symétrique définie positive.

2. La forme quadratique gg associée a S est définie positive et on peut
done trouver une base orthonormée de B™ pour gy. Si P € GL, (B) est
[ matrice de passage de cette base &4 la base canonigue, on a en vertu
Je la formule de changement de base. § = 'P1,P = PP

On peut également utiliser la racine carrée de S {(voir erercice 2.18) :
lu matrice S sécrit 8 = P? avee P symétrigne positive. En particulier,
on a S = *PP. On se reportera aussi & Pezercice 2.29 ou {'on rmontrera
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gue P peut étre choisie triengulaive supfrieure & coefficients diagonaus
positifs.

3. Si A est diagonalisable, il existe D diagonale et P € GL,{R) telles
que A = PDP~L. On a alors

‘A = 'PTIDP = PPTIPIAPIP = (P'P)TA(P'P).

Draprés {a question 1, la matrice S = P ‘P est symétrique définie positive
et ‘A = STIAS

Supposons réciproqueient qu'il existe S symétrique définie positive
telle que A = S7LAS. Cette égalité s’écrit AS = SPA = Y{AS) : la
matrice B = AS est symétrique et A = BS~!, C’est une situation ana-
logue & celle de 1'exercice précédent (la matrice définie positive est cette
fois & droite). Les questions préliminaires de I’énoncé invitent 4 écrire la
matrice symétrique définie positive S—! sous la forme S~! = ‘PP avee
P e GL,(E). On obtient aloes

A=B'PP =P 'PB'PP.

La matrice PB*P est symétrique réelle donc diagonalisable et A qui lui
est. semblable est également diagonalisable. <

Si Uon dispose du théoréme de réduction de Jordan, il est possible de
démontrer que toute matrice de Mu(K) (o2 K est un corps commutatif)
est semblable & sa transposée.

L énoncé suivant apporte une généralisation un peu plus difficile.

2.15. Condition d’existence de m vecteurs propres indépendants

Montrer que les deux propriétés suivantes d'une matrice A de
M {R) sont équivalentes :
(4) A posséde v vecteurs propres linéairement indépendants ;
(77} il existe une matrice svmétrique 8 € M, (R) de rang in
ayant des valeurs propres positives telle que AS = S¢A.
(Eco]e polytechnique)

> Solution.
# Si A posséde m vecteurs propres indépendants. ot voit en clioisissant

une base dont les m premiers vecteurs solt ces vecteurs propres, que A

. D B .
ext semblable & une matrice A’ de la forme A’ = 0 C)’ ol I est

diagonale d'ordre m, B € M, ,—m(R) et C € M,_,,(R). On pose
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0 o0 0 0
Si P est une matrice de GL,(R) telle que A’ = PAP™!, on obtient
PAP=1],, = J,'P AP et donc AP~1], P! = PT1J tPTheA
la matrice § = P=1J._¢P" est symétrique et de rang m comme Jp,.
Cwmme J,, et S expriment la méme forme quadratique dans des bases
ililférentes, S est positive puisque J,, lest manifestement. Les valeurs
propres de S sont donc positives et S répond & la question.

* Supposons réciprogquement qu'il existe une natrice S symétrique de
gz e telle que AS = STA. Comume S est positive de rang m elle est
congruente® & la matrice Jr, : il existe Q € GL,(R) tel que J,, = *QSQ.
S l'on note P = *Q, on a S = P71J,,*P~!. La relation AS = S*A
devient A'J,, = J,,tA’ avec A’ = PAP, Si l'on écrit A’ = (g g)
awvee D ocarrée de taille m. on obtient *D = D et E = 0. Autrement
ilit, A" = Ig
nalisable et la restriction de 'endomorphisme canoniquement associé &
A’ au sous-espace engendré par les mn premiers vecteurs posséde donc
nue base de vecteurs propres. Cette base est constituée de m vecteurs
propres indépendants pour A’. Comme A est semblable & A’, A posséde
cpulement m vecteurs propres indépendants. <

J = (Im 0). On vérifie aisément que A'J,, = ), *A’ = (D O)_

B . . . .
C)' avec D syméirique réelle. La matrice D est diago-

Il s'agit dans les deur ezercices gui suivent de résoudre une équafion
duns L(E) ouw M, (R) faisant intervenir des endomorphismes définis po-
sitifs ow des matrices définies positives.

2.16. Une équation matricielle

Soit B une matrice symétrique définie positive. A une matrice
dorit toutes les valeurs propres sont de module strictement inférieur
A 1. Pronver quil existe une unique matrice symétrique définie po-

witd . — A = ’
sitive K telle que Ik — AK*A = B. (Ecole polytechnique)

|- Solution.
Notons & le sous-espace des matrices symétrigues de M, (R), Définis-
sons Uapplication

. S

S
g K — K-AK'A.

.. Le lecteur pourra se reporter aux rappels sur la classification des formes quadra-
Lignes page 212,
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Cetie application est bien définie car si K est symétrigue,
HK — AK'A) = 'K — {(*A}'K'A = K — AK*A

ot K — AK ‘A est symétrique. Clairement,  est linaire.
Montrons gque ¢ est injective. Soit K & Kerp. Ona K = AK®A ot
par une réewrrence immédiate, K = A™K*A™ pour tout m € N. Qr
im A™ = 0, puisque le rayon spectral p(A) de A est strictement

m—F+00
inférienr &4 1 (se reporter & l'exercice 2.59 dn tome 2 d’algebre}. Donc
IL =0 et ¢ est injective.

L’espace & étant de dimension finie, » cst surjective. 1l existe done
K € 8 tel que (K} = B ie. K — AK*A = B. 1 restc & pronver que
K cst définie positive, Soit z € R” non nut. On a, en remplagant K par
AK'A 4 B de manitre itérée.

(Kz,z) = (AK Az x) + Br, o) = K'Ax, "Ax) + (Br. x)
(AK*ATAr, "Az) + (B*Ar, 'Az) + (Ba.x)
= (K'A%x, 'A%2) + (B'Az, 'Ax) + (Ba, x)

= (K'A"e 'A"2) + o+ (BAx, *Ax) + (B, x)

m—1
= (K'A"z, A"y + 3 (B'A"z, 'A"2).
k=0

N 1 . mn . -
Or lim ‘A" =0 donc lim (K*A™x, '*A™x) = 0 (par continuité
m— 400 TIL— 00

des applications linéaires et du produit scalaire en dimension finie) et
finalement en faisant tendre m vers Uinfini

(Ke|z) = :ZOZ {BIAkm, tAk:z:} 2 Bz, ) > 0.
o= \—-—-_\/_/

T 0 car
B oear detfinie poabyee

Donc K ost définie positive. <1

2.17. Bquation dans £(E)

Soit E un espace euclidien, ¢ et b deux endomorphismes de E
symétrigues définis positifs.

1. Montrer quiil existe un nnique ¢ € ﬁ(E) tel que b = ac 4 ca.
Montrer gue ¢ st symétrique définl positif.

2. Dans le cas ot dimE = 2, montrer que si a et ¢ sont des
endomorphismes de B symétriques définis positifs, ac 4+ ca n'est pas
nécesgairement défini positif.

(Ecole polyiechnique)
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I> Solution.
1. Considérons application :

LE) — L)

(el c —  ac+ca.

Il est aisé de vérifier que ¢ est linéaire. Montrons gue ¢ est injective.
Comme a est symétrigue, considérons (e, ..., ey) une base orthonormée
formée de vecteurs propres pour g. Pour i € [1,n], on note A; € RL
la valeur propre associée & e; : a{e;) = Mie;. Prenons ¢ € Kerp. Soit
iz4{l,2,...,n},on a

0 = (ac + ca)(e:) = a(c(e;)) + clale)) = afcle)) + el hies)

el done a(e(e;)) = —Azele;). Or —A; < 0 et A, ne peut donc étre dans le
spectre de a gui est contenu dans RY . Donc efe;) = 0. Par conséquent,
=0 et ¢ est injective,

Comme L£(E) est de dimension finie, ¢ est un isomorphisme. En par-
Liculier, il existe un unigue ¢ € L(E) tel que ac 4 ca = b.

On a

b=b = (ac+ca) =c'a” +a"c* = "o+ ac”.

Alnsi, on a vérifié ¢(c) = ¢(c*) et par conséquent ¢ = ¢*. puisque ¢ est
injectif. L’endomorphisme ¢ est syimétrique.

Soit A € Spcet x # 0 dans E tel que ¢(z) = Az. On a

ac(z),2) + {ca(a). &) = {a(Aa), ) + (ale), ofa))

0 < (b(z),z) = (ac
= Aa(2).z) + Ma(x), r) = 2X(alx), 1)

Par conséquent, comme {a{x),z) > 0 puisque a est défini positif, A
est strictement positif. Le spectre de ¢ est contenn dans RY et ¢ est
symétrigue défini positii.

. . 2] P (o s .
2. Une matrice réelle ( 3 g) est symétrique définie positive si, et
senlement si, o > 0 et son déterminant ay — 3% > 0. En effet, sia > O et

. . v 3 .
a~y — ,-32 > 0, le produit des valeurs propres de ( L@ iy) est strictement
positif et ces valeurs propres sont de méme signe, Leur somme vaut
o+ . Or a est du méme signe que 7, car avy > 3°. Ainsi a +v > 0

ot finalement les valeurs propres sont strictement positives. La matrice

a 3 . i s - C L . :
( 3 ) est bien définie positive. La réciproque est immédiate (voir anssi
I'exercice suivant).

Considérons les matrices

10 . {18 o 1
A:((],z), (J_(ljﬂ}), et B=AC4+ CA
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avec (B.v) € R?. La matrice C est définie positive dés fors que y— G2 > 0.

On a
2 383
B (40 )
B n’est pas définje positive si 8y ~98% < 0. Prenons 3 = 1 et v € |1,9/8],
par exemple v = 17/16. Alors ces inéquations sont vérifiées (B est en
fait de signature {1,1)).
Dans E, on prend utie base orthonormée et les endotnorphismes a et ¢

associés & A et (' respectiverment dans cette base et les contre-exemples
voulus sont construits. <

Lo caractérisation anclytique des matrices définies positives de taille
(2.2) donnde duns la seconde question de Uerercice précédent se généra-
lise pour les matrices de taille quelcongue. Elle est basée sur le signe des
MENEUTs Principatie.

2.18. Caractérisation de Sylvester des matrices définies positives

Soit M = (my;)1<i j<n une matrice symétrique réelle. Montrer
que M est définie positive si, et seulement s1, tous les mineurs prin-
cipaux Di = det{mi;ligijgr (pour 1 € k < n) sont strictement
positifs.

(Ecole polytechnique)

> Solution,

On notc {e(,....e,) la hase canonique de R™, Supposons M définie
positive et notons gy la forme quadratique canoniquement associée &
M : gm(X) = "XMX pour X € R™. Alors. {my;)1<i,j<x Dest autre que la

matrice de la restriction de qur & Vect(e;....,ex). Cette restriction étant
évidemment définie positive, sa matrice a un déterminant Dy, strictement
positif.

Pour la réciproque, procédons par récurrence sur n. Le résultat est
clair pour n = 1. On suppose que la propriété est vrale au rang n — 1
{n z 2) et on considere une matrice M symétrique réelle d’ordre n dong
les n déterminants extraits correspondants aux & premiéres lignes et aux
k premiéres colonnes (1 < k < n) sont positifs. On note N Ja matrice
obtenue en supprimant ia dernicre ligne et la derniere colonne de M. Ella
vérifie les mémes hypotheses que M. Par hypothese de récurrence, elle
est définie positive. Il existe P € O,_1(R) et D = Diag(A,..., A1),
a coefficients diagonaux strictemment positifs telles que 'PNP = D. On

P
pose 3 = (0 ?) € GLg(R). La matrice @} est orthogonale et il existe
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{1, ... an) € R” tel que

)\1 45}
FQMQ = ol =
Aﬂ—l Trn_1
ady ... Ap_y [£3%
sl
Pourtout X =1 | } € R, ona
In
n—1 n—1
MY = Z AiT? +anzs + 2 Z Qi L,
i=1 g1
n—1 2 n—1 _2
a; a;
:ZA@' (-ﬁ%—ffﬂn) + (an— ZA—%) z2.
i=1 * i=1 "7

Il [ant démontrer que le dernier coefficient est strictement positif. En
. \ . . © s T a;
ajontant & la dernitre ligne de M’ la i-i2me multipliée par f)\—z_, pour

]

I <4< n—1, on obtient

A] [£4]
nl al
det M/ = Ay i | T AL Ancd (an -y )T) .
a=1 .2 i=1 7
(] e 0 Ay — 1; x

Iur hypothése le déterminant de M est strictement positif, donc det M" =
(et Q) detM = detM > 0. Les ); étant positifs, on en déduit que

n—1 2

t,— ¥ ?/\i > (1. De Vexpression de *XM'X, on déduit que M’ est définie
i=1 7

positive. Il en est de méme de M qui lui est congruente. <

{'ne autre solution plus simple, cependant moins dans Uesprit du pro-
yrusnme des classes préparatoires, utilisant Uorthogonalité au sens d’une
forme quadratique sera présentée dans Uexercice 5.15.

La earactérisation établie dans Uerercice précédent montre que ['en-
scmble des matrices symétrigues définies positives forme un ouvert de
Uespace des matrices symétriques réelles de taille n.

Natons que Uon ne peul caractériser les matrices symétrigues pogitives
par lo positivité des mineurs principaur commie le montre la matrice

-1
coneme le montre Uexercice suivant.

00 . . . ,
( . En prenant tous les mincurs dingonauzx c’est toutefois possible
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2.19, Caractérisation des matrices positives

Soit A = (a4, )11, j<n UNC mMatrice symétrique réelle. On note Ap

la sous-matrice (,;)(; 512 pour toute partie non vide I < [1,n].

Montrer que A est positive si et seulement si det A; 22 0 pour toute
partie non vide 1.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

On notera (e, ...,e,) la base canonique de R" et g : X — {XAX la
forme quadratique canoniquement associée & A.

¢ Supposons A est positive et soit I C [1,»] non vide. La restriction
de la forme quadratique ¢ au sous-espace Vect{e;);c1 est positive et sa
matrice dans la base {e;);er est Ar. On a done det Ap = 0.

® Supposons réciproquement que det A; = 0 pour toute partie non
vide 1. On va montrer que A + I, est définie positive pour tout £ > 0.
Cela suffit pour conclure, puisque si X € R™ est fixé et non nul, alors
g(X) + ¢||X{[* > 0 pour tout & > 0, et donc ¢{X) = 0 en faisant tendre
£ vers 0%, Pour prouver que A + €I, est définie positive on va utiliser la
caractérisation de Svlvester démontrée dans l'exercice précédent et mon-
trer que les mineurs principaux de cette matrice sout strictement positifs.
Comme les matrices extraites (a;;)1.. jo6 pour 1 € k € n vérifient la
méeme propriété que A il suffit done de prouver que det(A +¢I,) > 0
pour tout £ > 0. Il s’agit évidemnment d'unc fonction polynéme en £ de
degré n (& savoir x4 (—2)) qu'on peut écrire

det(A +¢l,) = ap + a1 + age? + -+ o127 ane™

avec ap = detA = 0 et a, = 1. Le résultat provient de ce que tous les
coefficients az sont positifs ou nuls. En effet, on a pour tout & € [1,n],

Ok = Z det Ay.
[1|=&

Une mnaniére agréable de prouver cela est de considérer plutdt le détermi-
nant de la matrice A + Diag(s1,...,8,) qui conduit & un polynéme
en 1.5y Soit alors 4, < dp < -4y des indices de [1,n]. En
développant par multilinéarité, il est facile de voir gque le coefficient du
lerme ¢, 87, ... 54, est exactement le déterminant de In matrice A; avec
I =[1,n)\{i....,ix}- La formule aunoncée plus haut s'en déduit en
prenant £ =--- =g, = £, <

Le théme suivant est ['étude des matrices symdétriques réelles & coef-
ficients positifs. Le premier énoncé étudic en dimension 2 un probléme
difficile qui sera abordé plus loin.
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2.20. Matrice symétrique de taille 2 & coefficients positifs

Soit (A1,Az2) € RZ et D = Diag(A;, A2). A guelle condition
nécessaire et snffisante existe-t-il une matrice symétrique a coefti-
cients réels strictement positifs orthogonalement semblahle 4 D7

(Ecole polytechnique)

I> Solution.
Supposons qu'il existe A € M2o(R) symétrique & coefficients stricte-
ment positifs orthogonalement semblable & D. 11 existe done P € Os(R)

1
tclle que A = PD'P. Quitte & remplacer P par P( on peut sup-

0
0-1
poser que P € SO2(R) : dit plus abstraitement, si A se diagonalise dans
ine base orthonormeée, elle se diagonalise aussi dans une base ortho-
normée directe (il suffit de remplacer 1'un des vecteurs propres par son
cost —sint

opposé). Pusons alors P = (sint cos b

) . On a alors, aprés deux lignes

de caleul,

Aycos? {4+ Agsin® ¢ (X — Ao)sintcost
A — PDt — 1 2 | .
P ( (A1 — Ag)sintcost A sin®t+ Aocos®t

ce qui donrne encore en utilisant Jes formules de duplication
A LA+ Az + (A — Az} cos 2t (A1 — Ag) sin 2t
2 (A1 — Ag)sin 2t A+ Ae — (AL — Aa)cos 2t

On cherche &4 avoir tous les coefficients de A strictement positifs. Une
condition nécessaire est que Tr A = X; + Ag solt strictement positif. 11
st aussi nécessaire que Ay 7 Aq en raison des coefficients non diagonaux.
(Cles deux conditions sont en fait suffisantes : en effei, il suffic alors de
choisir t de sorte que cos 2f soit assez petit pour que les coefficients
(iagonaux soit strictement positifs et que sin2t ait le signe de A; — As.

Conclusion. 11 existe une matrice symétrique & coefficients réels strie-
Lement positifs semblable & D si, et seulement si, Ay + A2 > D et N # Az

5i on souhmite seulement avoir des coefficients positifs on nuls la
condition est A .+ Az 2 0. (Uest ce résultat qui serc géndralise dans
Uezercice 2.22.

L énoncé suivant concerne le théoréme de Perron-Frobenius dons le
cadre de maotrices symétriques. La preuve est plus simple que dans le cas
général que le lecteur trouvera dans le tome algébre 2 (exercice 2.10).
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2.21. Théoréme de Perron-Frobenius pour les matrices symétriques

Soit A = (a4, higi g2n toe matrice syméerigque réclle i roeflicients
strictewment positits, On uote p = max [A] le vayvon spectral de AL
AfZSp A
Montrer gne poest valenr propre simple de A ot gne o sons-espace
propre wss0cié & g est engendré par une matrice colone a coeflicients
strictement positifs.

(Ecole normale supéricure)

&= Solution.

Notons Ay 2 A 70 oo = A, des valeurs prapres de A Nons savous
gue si N oestoun veotenr anitaive alors TXAN w0 A En effes, {1 sadit
de consirlérer e hase orthonorwale (e, ... o0, ) de vectomrs propres
de AL e, dtat assocld a A, of de dédeomposar X dans cotte base @ sl
X=20 + + a0, an a

n

"XAX = i ,\,.’J'-,J = )\erf = ,\1.

=1 =1

On prat anssi noter quiil v oa cgalitd sioet senlement st X est un veetenr
propre assaci¢ i la valeur propre A (toutes les coposantes x, pour les
Aq << A doivent étre nnlles).

Ponur X & R" on notera |X| le vecteur dont les coordonnées sont les va-
leurs asohies de eelles de X Tour tong X unitaive. U'indgalité triangulaire
peret J'écerive

["XAX]~ INJAIS] <

car A est i coeflicients positits. 81 on prond pour X nn veetonr propre
unitaire associé 3 nne valeur provre A guelcongue de A on en dédnit que
[A] < A Autrement dit. Ap = p et le rayon spectral de A cst bien une
valenr propre (en particulier Ay ost positif, el méme strclenent, puisguce
A nlest pag nulle).

Thindgalite ci-dessns montre de plus gque si X oest un vectemr propre
unltatre associc A alors [Al -7 UNTAIX] 2 AL Ou a done X|AX] =
A et
fes compasantes do

NJ esb ansst uie vectens propre associé o Ay Monbrons que tontes
X | gont stricternent positives. Ineffel, si w; — 0 pour
un enlive 2, L é-ieme coordonnée de la relation AX} = A¢|X] conduit &

ST ag|ril = 0 ot comne los coelflicients de A sont strietement positifs

G

cela impliqne 1, = 0 pour tant j % /. done X =} co i ost absurde.
On a done monlré que A admel 'm veetear preonive ponr Ay dont, les

coordonnres cont strictennmt positines. Pour conclure, i me ovrste phis

aih pronver quie Vespace prapre associc Ay osl de dinnension B Conmne
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Vool diagonalisable cela revient i dive que Ay est une valeur propre
crples SEX = (ryeor) et X0o= (2 oon) sont denx veeleprs
propres de v pour Ly valenr propre AL les camposantes de Xoot X sant,
:
Jogwes ce qui précede, tontes nou nnlles. Pogons § o= :—] Lo wectenr
B
N X estdans Tospace propee pour la valeur propre Ay et sa premicre
composante e nalle, dome 10 est o pud. On nodone X0 — 1Y et e résnlral
dlemandé, -

On s'intéresse désormais ¢ wnc sorie de réciprogue. Thant donnés
voels, 4 guelles copditions est-2l pessille de frowver une anelrice symd-
Powgire g covfficiepts posibifs adwecttant cos réels rewone calvurs progres Y
(hr noberd que siodans ererciee proeddent o matrice N est sendement a
cor fhicienda pasitifs owonnds on o taujours p(A) € Sp A L Veristenec d un
vecleur propre i coordonndes posilives ow wulles - on revanche Despace
pinpre associe p'esl plus wydeessairerment de ditnension 1. Cela fournil
depitoaenee condilion néeessaore s b n-uplet de o péels,

2.22. Théoréme de Suleimanova (1949)

1. Soit A G Mu(F) ot B < M (1) deux matices symidteioques,
Sedl ey (respe ) une valewr propre de A (resp. B ot X (resp. Y un
vectenr hropre associé ot s &€ B Délerminer tes valours propres de
o matrice

e ( A sX 'Y
/ lavrx B )

2. Mantrer gnoe si Moestavndtrique iccoefficionts positits de plis
srande valenr propre A S (kb alors M achimet un vectew® propre associc
A A A cosliicients positils.,
3. Enceduire quesi vy 202 A, 2.0 2 A, verilient A+
v, o= 003 existe Mosvinetrique de taille o & coctHeients positils Jde
alenrs propres AL As (comptées avee multipliciue,
| (E(‘o]e polytechnigue)

Solutian.

1. Lo matves O estosymctrigne réelle, done eile ool diagonalisable
Jans une base orthonornee, avee des vitlenrs propres téclles, O cherche
7
T
P Mg () 817 est un vectenr propne de A assoric b Ta valewr propre
woorthosonal i NDon

b veetenrs propred de € soos la forne Lavee 7, ¢ M, ((B) ot
) IR
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°(5) = (o) = (¥) 2 (6)

Cela montre que A € Sp . Ainsi toute valeur propre de A différente de
er est valewr propre de C et la dimension de 'espace propre associé est
supérieure ou égale & la dimension de 'espace propre correspondant de
A. De plus, a est valeur propre de C lorsque son ordre de multiplicité

pour A est supérieur ou égal & 2. En cousidérant les vecteurs ,ouT

0
(r
est un vecteur propre de B orthogonal & Y, on obtient le méme résultat
pour les valeurs propres de B. On peut ainsi obtenir p + ¢ — 2 vecteurs

propres linéairement indépendants deux & deux orthogonanux. Notons que
si & = (0, les vecteurs ()S) et (2,) sont vecteurs propres de C. Dans ce
cas, que nous écartons désormais, on a SpC — Sp A U Sp B. Cherchons
Cg.( . ou a est réel. Un tel
vecteur est orthogonal aux vectenrs propres précédemment déterminés.
On obtient

enfin des vecteurs propres de la forme U =

CU = eAX 4+ sX'YYY  ((aa+ 5| Y]*)X
T \saY XX +BY ) T \(sallX[?+B)Y /"

Le vecteur U est vecteir propre de C si et seulement si on a aa+s||Y||? =
a(sal|X}|2 4+ ). Cette équation du second depré en a qui s'éerit sf/X|[|2a? +
(3 = w)a — s]]Y]|? = 0 a deux solutions

i

RN E (0‘ ~ 05\ (B -0+ 482\IXH2HYH2)-

la valeur propre correspoudante étant saj| X
deux derniéres valenrs propres

| + 8. On obtient donc les

1 . ‘
A= 5 (a- FAL4/(8-a)? + 432I1XIIQHY”2)‘

Si s =0, on retrouve v et 3, comme prévu.
Couclusion. Si o, ..., @, sont les valeurs propres de A et 3....,/,
celles de B, comptées avec multiplicité, avec « = «g et 3 = By, alors
1
les valeurs propres de C sont 3 (a+ 8- \/(ﬁ —a)? + 452 | X|I2[1Y]12),

sla+ 84\ =) + 42 XY 2 .0y B, iy,

2. C’est ce que nous avons rappelé en préambule ; vair la solution de
I'exercice précédent.

3. On raisonne par récurrence sur n. Le cas n = 1 est évident; on
prend M = (A{). Supposons la propriété vérifide au rang n — ! {n 2= 2)
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vl considérons des réels A,..., A Ap telsque My 202 v =2 - 2 Ay
bAoA, 2 0.0n aalors Ay + A 2 -2 — - — Ay = 0L
I'n appligquant Ihypothése de récurrence, on obtient une matrice N de
M, _((B) symétrique & coeflicients positifs, de valeurs propres Ay + Ay,

Aoooe, An—1. D’apres la question 2, N posséde pour la valeuwr propre A+
A, un vecteur propre X & cocfficients positifs que nous pouvons supposer
N sX

unitaire. Considérons la matrice M = c M,(R), olt s &€

s'X 0
M. CPest une matrice symétrique & coefficients positifs. On applique
I+ résultat de la question 1, en prenant p = n -1, ¢ = 1, A = N,
B=0.Y =1 a= A+ Ay, 3 = 0 Les valeurs propres de M sont
lj (@ +'a? + 4s?), %(o; — Va2 +45%), Aa. ... Ap_1. On choisit s pour
que les deux autres valewss propres solent A; et A,. Leur somme est
o = Aj + An et lenr produit —s?. Tl suffit de choisir s tel que s2 = — XA A,,.
("est possible, car Aj A, < 0. <

Le probléme général de savowr si pour des véels Ay 2 - - 2 A, donnds
il eriste A syméirique a coefficients positifs de valeurs propres Ay, ..., Ay
esh trés ardu et 4 notre connaissance non résoby. Il est éridermment
nicessaire que A + -+ A, = Tr A 2 0 mais aussi, d’apreés lv théoréme
de Perron-Frobenius, que M = p(A) autrement dit que A, = |A,| (cette
svconde condition est automatiquement vérifide dans la guestion 3 de
[cxercice ci-dessus). Ces seules conditions ne sont toutefois pas suffi-

n
santes - om doit aussi avoir Tt AP = Y AY 2 0 pour tout p € N. Ainsi
i=]

le 5-uplet (2,1,1,—2,—2) gqui vérific les denn premiéres conditions ne
seuratt convenir. Mais cefte hypothése supplémentaire se révéle augsi
insuffisonte...

Lorsque qu’on congidére wne base de wvectcurs ungtaires formant une
famille obtusangle (voir Uerercice 1.8}, il s’avére que la matrice de pas-
sage de cetie base ¢ son orthonormalisé au sens de Gram-Schmidt est
roefficients positifs. Clest ce que Uon propuse de démontrer dans Ueer-
rice suivant.

2.23. Mairice de passage a coefficients positifs

1. Soit ¢ un endomorphisme auto-adjoint dun espace cuclidien
E. On suppose que les valeurs propres de Idg —a sont strictement
positives et que Tra®” = 0 pour tout p € N. Montrer que les valeurs
propres de @ sont dans -1, 1[.

2. Sait A € M, (R) symétrique dont les cocfficients sont positifs
ot telle que [, — A est définie positive. Montrer que les coefficients
de (I, — A)~! sont positifs.




22 CLUAPIPRE 20 REDUCTION DLS FNDOMORCIESMES O07Q- A0 0NTS

3. Satt {fi..o.. f0) mne base de vecteurs unitaives de Fotelle

que, ponr tont § # 4, {F fi) < 00 Soit (e, .., e,) son orthotumma-
lisé de Grai-Schridre ob M fa matrice de passage de (fr....0 f,) 8
(1. o) Montrer aque Jox cocllicienls de M osont positils on uuls.

(Ecole polytechuigue)
> Solution.

1. Lespecire de Ty —eest {1- A0 A C Spal. Les valenrs propres soni,
réelles, car a est auto-adjomt, Puisgu’olles sont sirictement positives, on
a A < 1, powdont X € Spa. Notons Ay < Ay <« -+ < A les valoms
propres distinetes de a et ng Vordre do multiplicité de A, Raisoninons

rar Vabside of supposons que Ay =0 — 1. Ou a, pour toul p < 4,

k i [N
T — ” » - A !
I'ra¥ = L npA, = A0 g 1 -

Y i=2 !

A

SiA 20 0m 4 £ A < 1o cela veste vrai 81 A; <O car 0= ) > Ay

. .] ) . Ay

Alngl, pour tont ¢ 2 2, lim (—) =0 et Tra? -~ ’nJ/\’f. Por p
Pt \ o

assez grand ol impair. on a Tra? < 0. ce gqui est contraire a Mhvpothise.

On conclut qie Ay > —1 o gue outes les valenrs propres de g =ond, dans

Pintervalle |1, 1.

2. Soit a lendomorphisine de B dont la malrice dans lu base cano-
nigie de R™ est A1 st antlo-adjoint car A esl sviaétrigue. Les valenrs
propres de ldg. —a soul strictemiont positives, car cot endowmorplisme
estdotmi positdf, Eofin, powr tonn p € N, TraP 50, car les coefficionts
de A, done do A# | sont positifs, DPaprés L guestion 1, les valewrs propres
de a, ot done de AL sont dang [ — 1,17,

La malrice 1, — A est done inversible, Déterminons son inverse. La
matrice S\ est dlagoualisable @il existe 17 ¢ O, (R) ot D dingonalo telles
gue d = ‘PDP. Powr tout & 4 Noona A = 'PDYP. Pnisqne lex valours
propres de A sont dans | =1, 1 ona i D~ 0ot danie Tan A% = O

k- dx ke — X0

A

pi=
Omn pont ¢evre, ponr tout p € N, (1, - j'\)( 5 A") =1 — A¥ ol done
k=0

p—ti
doak o, - A, - AR
k=0

o
En faisant p tendre vers +oc. on cn déduit que (I, — A)~F = > AR
kel

Comme pour tont k€ N, Jes cocllicients de A* sout positifs. cenx do
(A =T, de sonl aussi.
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3. 8ot [fio. L0 une base de veeteurs unitaives de E telle que. pour
vont i # G0 Fry < o Notons G o= ((f. fii o gee I malrice de Gran
do codte base. La watrice A — [, — G os svmdirique ol A cocflicionms
positifs, De plus. G = I, — A est définle positive (voir exercice [.26).
On pent done appliquer la question préecdente ot dire que G™1 est a
cocfficients positifs. T 8’agit maintenant do relier G0 & la matrice de
pessage Moentre la base (fr, ..., fi,) et son orthouoralisée de Gram-
Selnaridy (e, o) Commme {oq.. ... ) o5l nne hase orthonornde of
e MU eonriens les coordonnées des vecteurs (fiL oL fa) dans cette
L, om a G = 'NTA ! Bo passans & Uinverse ou a done G = MM,
O, M o= (3 hegs g st une matrice triangulaire supcricure & coefli-
vients diagonanx strictement positifs. La dernicre colomie dn prodnit
MM camtieni done la dernidre eolonne de M inuleipliée par my,,,. On
e déduit que la derniére colonne de M ocontient des cocllicients post-
nl-. Pour conelure. i suflit de faire une récurrcenee sur le nonibie » Qe
veetenrs, <l

Nous abordons maintenant le hitne (rés viche dos déeomposilions -
foocgedles, Celle presontce dans L ererosce sutvant, Jerdement cyuoamivnle
o fudécomposition polaire g sera vve plus fom, est ulilisee en ang-
Lpwe mumérigue pour la rdsolulion dos systemes lindaives el $Tneersion
dios matriees. Blle revient a démontrer gue toute motrice A de M, ()
i orthogonalement équirelente & une wmatrice deagonele d cocflicients
deagonane positafs. Ceos dernders <ant appelés valeurs sengudicres de A .
oo sont les tacines currées des valewrs propres de lo nialrics symctrigue
;nﬁ/[/'{’{f KAA.

2.24. Décomposition cn valeurs singuliéres

| Soit A = M, (B).

{ I Mantrer que “AA ost svindtriqae positive,

, 2. Montrer giUib existe deux mairices orthogonales U el Vet
‘ Ao, Ay des véels poshifs Lels que
|

|

|

A = UDiag(A;, ..., AV,

3. Fn didhiire gne A est sounse d'an plus 2 matvices Jde vang L
{ Ecole polytechnique)

1 Solution.

I. Nous avons (déji rencontré plusieurs fois co fait classique : la ma-
tree TAA eslosymétrique e pour nontrer quielle est pasitive, on constate
dne Ta forme gnadratigque ¢ associéo est positive. ST X & B7 ona
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G(X) = 'X("'AAX = [AX]]? = 0,

B étant i Jde son prodinin sealaire canonigue, Ainsi “AA ost positive.
2. Analyse. 871 existe den matrices orthogonales U ol 'V otelles gne

A =UDiagt N\, 0 A0V, alors

TAA = 'V Diaglh .o A ) TUU Diag(Ar, L 4,V
= 'V Diag (Al LAZ)V
dome A2, .00 sout néeessaivement les valenrs propres de FAA co qui
détermine les véels positils Ay, .00 A, de maniere unigue.

Synthése, Dapres L question [ la watrice *AA st symélrigue po-
sitive done diagonalisable dans une hase orthionoruale de B S on
note )\%, ..... \'f, ses valenrs propres avec A, \,, positifs, il existe
Ve OL(R) telle que

PAA TV Diag(AT A2

Posons alors 1) = Diag(h. ... Ande O e done AN = T(DVIDV : cela
npligue Fegistence dme matrice T @ O (R) telle gne A = UDV comme
colas a 666 montrd dang Pexercice 1.28 de maniere géomdtrigue (les co-
lonnes des denx watrices forment des failles isomcrriques). Domons
tout de méme wie redaction matriciclle de ce résuliad lnortant.

On chercie U € O, [RY telle gue AV — UL Posons ATV = B de
coeflicients (b, )1¢i jon. Légalité BB = [)ia.g()\'f,...,)\i) s¢ traduit,
pour lout (4, j) & ”1,'{1]}2, par

H
N
Z by = A0,
=1

B appelant Oy ", les vectemrs colounes de B, on a doue, poir tont
(iojye 1]
(L0 = N6,

.

Autrancnt dit. la famille (CL. 0 G est orthogonale ol ponr tont ¢,
W . o 1.,
NCIE — A2 Soit F = {i & Jln], A, # 0} Posons u; = ;(,‘,r potiE

3 C L La famille Gar, ey est orthionoriade. On la complete (‘1l!lltl(,‘ base
orthenormale (’h‘,,);.e’{yn]]- La malrice U dont les vectenrs colonpes sond
Hy, - ity est orthogonale et on a, pour tont 4 € [1, 0], C, — Aiu,. En
effet, si ¢ € J. ¢'est viai pav constiuction e s 7 ¢ 1 ecla résulte de oo
que A, =0er O =0

Matriciellement. cola se tradnit por Cégnlicd B = U Ding{ N, ... .. A
sonuliitéo.

3. La wmalrice A s'éerit
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A=) "TUDiag(0....,0,A,0,...,0,.. )V
-

=3 UDiag(0.....0, A, 0,....0,.. )V,
el

avee 1g(UDiag(0, ... 0.2, 0,...,0,.. V) = 1. si i € J. La matrice A
enl sonnme dCau plus n matrices de rang 1. <

Notons que le résullal de lo derniéve question s’obtiont de maniére
ol d fest élémentaire el reste vral avee une melrice A dens ,'\/[,L(K)
g un corps K queleengue ol siffit de considérer les malrices obtenues
cn gardant une colonne non nulle de A of dont les aulres colonnes sond
pebles. Iy enoa aw plus n, elies sont toutes de rang b et leur somme fait
b AL

Par ailleurs, lo décomposition en valewrs singuliéres de la deumiéme
yrestion permel de donmer une crpression du pseudo-inverse de A {voir
crevgice 1.12). En effel, sioon note D = Diag(h,... A, a2 D =
Iimg()\\.: . )\\,L) ot N = )\L st A, est non nul cb ) sinon, alors B = VDU

.

e e psendo-inverse de Al

Nous verrons plus loin que lo décomposition en valcurs singulicres
eyivanl trés facilement & la décomposition polaire. L'une ou Uautre de
crv décompositions peut done élre ulilisée pouwr vésoudre {'cxorcice sut-
perih.

2.25. Dilatation isométrique d'une contraction

‘ Soit I un espace enelidien do dimension 2n, F un sous-cspace de
| 1% de dimension w, w € £(17) et p la projection orthogonale de B sur
i". Moutrer dquivalence entre
(O Yo e B Julr)) < =
(74) Ju € O(E), w=ponp.

(Ecole normale supéricure)

I Solution.
e Une des implications cst évidente. En offer, 8'1] existe o ¢ O(IY) te
qie g = po . on a, pour Loul w € T

(Y]] — lip o o(m)]| < o)

| — [izl].
car e projeetion orthogonale cst de norme triple inféricure 4 1.

e Supposous réciproquement que (4) st réalisé, Soit A e M, (R)
L matrice de w dans une base orthonoruale By quelcongue de F. On
canplite By enune base orthonormale B de F. Un endomorphisme » de

P oudrilie () 8isa matriee Mo dang 1a hase B est orthogonale et s'écrit par
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blocs M = (é g), o B, C ¢t D apparticrinent a M, (R), Antremeut
dit, A étant une matrice donnée (de norme triple inférieure & 1}, on
cherche & la compléter par des matrices B, C. D de manitre & cc que M
soit orthogonale. En calailant MM, on voit que ceci est réalisé si. et
selllement si,

PAA 4+ 'CC =1,

‘BAa + 'DC =1,

‘BB + DD = 0,.

La matrice “AA est symétrigne positive, car powr tont X € M, 1(B),
on a X'AAX = ||AX|* = 0. L'hypothesc se traduit par I'inégalité
"XtAAX = ||AX|? < |X]?. En prenant pour X un vecteur propre de
*AA de norme 1, on cn déduit gue les valeurs propres de *AA somt
inférienres & 1 (ot positives). O les note A7, ... A2, on les A, sont dans
[0,1]. Daprés Vexcreice précédent, il existe des tuatrices orthogonales U
ot V tolles que A = UAAV, oit Ay = Diag(hy, ..., An).

On va chercher B, C ¢t D sous la forme UARY, UAAV, et UARV
respectivement, avee Ap. Ag et Ap diagonales. On a alors

FAA | ICC = 'V(A] 4+ AZV,
IBA + IDC = LV(ABAA + ADA(j)V,
‘BB + DD = "V(AZ + A}V,

La matrice M a les propriélés voulues si, et senlement si,
AR +AE =T,
ApAp +ApAg =0
Af + AL =1,

La premidre condition est réalisée si Ac = Diag(y/1 — A2 ..., /1 A2),
ce qui est possible, car les A; appartiennent & [0,1]. On constate ensnite
quen prenant Ap = Aot Ap = —A,. on obtient une matrice M et
done nn endomorphisme v de E ayant les propriétés voulues. <

Nous en venons maintenant ¢ la décomposilion polaire.

2.26. Décomposition polaire (1)

Soit. £ un espace euclidien de dimensiomn n.

1. Soit @ nn endomorplisme quelcongue de F. Montrer qu'il
existe i automorphisme orthogonal ¢ et un endomorphisme auto-
adjoint positif k tel que uw = vh. Montrer que & est unique. Montrer
gue si v r'est pas jversible, ¢ hlest pas unigue.
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2. Montrer que w'u = wu* <= vh = ho.

3. Montrer que, pour tout w € O(E), on a | Tr(wu)l < Trh.

4. Moutrer que Papplication N de L£{E) dans R définie par
N{u} = Trh est unc norme sur L(E).

(Ecole polytechnique)

| - Solution.

1, Si w = vh, avec v orthogonal et A auto-adjoint positif, on a
wo— B = heo ! ot wte = A% Liendomorphisme u™uw est auto-adjoint
el positif, car pour tout z € E, (w*u(x), =) = [lu(z)||* = 0. Classiquement

{voir exercice 2.12), il existe un umique endororphismme auto-adjoint po-
Al b otel que A2 = utu.

Si w cst inversible, h l'est anssi, et on a nécessairement v = wh™'. On
vorifie que cet endomorphisme est orthogonal @ v* = h* 7 'u* = h—ly*
el vty = kb Nw*uh™' = ™ 'R?hT! = Idg. Dans ce cas, le couple (v, h)
existe el est unique,

Supposons maintenant gue u ne soit pas inversible. L égalité w*y —
i* = h*h implique encore Pexdstence de v € O(E) tel que w = vh (c'est le
resultat de Vexercice 1.28). Lors de I'oral on reproduirait par exeinple la
preuve déja dounée dans la solution de 'exercice 2.24 : soil (eq,.... e,
tne base orthonormale de vecteurs propres de w*u. A; étant la valeur
propre associée i ¢;. On suppose que Ap, ..., Ay sout différents de 0 (ont
v 0,7 — 1] est le rang de uu) et que A1+1 = = A, =0. On a, pour
tont {4, j) € 1. rt]

(ufe) w(es)) = (uulen.e) = ey =40 5 17T

Pour 1 € 4 < v, on pose f; = \/lA—lL( )y la famille (f,..., f) est
or lhonornmlc On la compléte cn nne basc orthonormale (fy,. .., f,) de
7. On a, pour tout i € [1,n], ule;) = VAifi, par défnition sid < r et
parce que les deux termes sont Ilulh sinon. Soit v € L{E) tel que, pour
lout @ € [1,n], fu(( ) fi. L'endomorphisme 4 est orthogonal et, pour
tont i € [Ln], u(e;) = vAu(e) = v(v/Aie) = v(h(e;)). On a done
# - uf. On voit que dans ce cag v n'est pas unigque, car on peut choisir
arhitrairement la base (fror, .-, fn) de (Ima)t.

2. Avec les notations de la question précédente, on a w*n = A% et
we* =vh?v~ " On en déduil que

why = unt = oh? = h%y.

St o et B commutent, il ost clair que v commmnte également avee h2. Si
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réciproquement ¢ commute avee A%, alors @ commute aussi avee b qui
est. un polyndme en b2 {en vertu de Uexercice 2.12).

3. On a Tr{wu) = Tr{wwvh). Quand w décrit O(E). wv déerit aussi
O(E). Il s'agit done de prouver que |Triwh)| < Tr(h) pour tout w de
O(E). Fn gardant les notations précédentes. on a

T
Tr{wh) = Z((u:h)(ci], ey = VA (wle). o).
i=1
Draprés Pindgalité de Cauchy-Schwars, on g [{w{e;). e;)] < 1, car w est
orthogonal. Ou en dédnit que | Tr{wh)| < 3 VA = Tr{A).
=1

4. Soit w € L(KE) et I'endomorphisme A qui lul est associé conrne a
la question 1. Commie A cst symétrique positil, on a Trh 2 0 ol N{u)
apparticut & By, 81 N(z) = (b s valeurs propres de B osont unlles done
ho— 0 et comme w géerit w — vk avee v € O(T), on aow — (L

La question préeédente prouve que N{w) = sup | Tr{ww)|. Sio € R,
= O(FD
on A
N{aun) = sup |[Telw(ow))| = sup  |af| LTriuww)]
we (R we((E)
=lal sup | Trlwu)| — |o/N{u).
wO(LS)

Eufin, si w0l € L(E), pour tout w € Q(E), o »

| Tr{w(u t «))] = | Tr{wu) 4 Triwa); < | Trlwe)] + | Tr{wae')]
< N{w) + N(x').

Il s’ensuit gue N{o 1-w') << N{w) | N(u'). On conelut gque N est hien une
norme sur L{E). <

La décomposilion polaire est un résullal importont qui est souwvent
posé & Uoral de maniére matriciclle. Voict un second énoned. que nous
rajontons parce gue lo solution que nous donnons pour passer diu ces
dnversible aw cas gdndral est différente.

2.27. Décomposition polaire (2)

Soih A € M, (R).

1. On suppose A inversible. Montrer qu’il existe un unigque
couple (0,8) telle que A —= O8 avee O orthogonale ot 8 symétrique
définic positive.

2. On nesuppose plus que A est inversible, Vérifior que A §'¢erit
A =085 avec O orthogonale of 5 syméirigque positive,

(Ecole polytechnique)
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| Solution.

L. I ne s’agit 14 que de la traduction matricielle de la premigre gques-
tion de Texercice 1)1 ceddent. Supposons que (O8] réponde au probléme,
ona PAA = 'S§008 — 8% ef S est done Tunique racine symétrigne
définie positive de la matrice définie positive "AA (voir exercices 2,14
et 2.12). Llunicité de O en déeoule. Pour existence, S désignant cette
Lacine carrde, on pose O = AST! et on vérifie quil s’agil d'une matrice
orthogoenale

00 = 'S FAAST = 58PS T -

1 couple (0, 8) répond bien au probleme.

2. La encore, on peut adapter la prenicre question de Pexercice
procedent. On peut édgalement utiliser un arguinent de densite @ comme
Gl (RY est dense dans M, (R), on pent considérer une suite (A, )ucn
Jdemnatrices inversibles qui comverge vers A, On éerit chagque A, sous
L forme A, = 0,5, avee O, orthogonale et 8, symétrigue définie po-
dtive. De la smt(‘ (O,,)WCN contenue dans le compact O (R). on peut
cvlraire une sous-suite convergente vors une matrice O € O, (R). Quitte
A vonsidérer cotte extraction, on pent supposer gue O, converge vers 0.
Dawns ces conditions, il en va de méme S, = O, VA quj converge vers une
matrice 8. Bien évidemment, par passage a la limite, 8 ost symatrique
el 8 =0 YA De plus. 8 est édgaloment positive. car pour tont X ¢ R™,

< XS, —> FXSX,

b
ol 'XSX = 0. On obtient done = 085 avee O ortliogenale ot 3
avindtrigue positive. <

Lo grande similitude qul y o enlre les solutions des deur exer-
ciees gui préceédent el celle de Dexercice 2,24 n'est pas un hasard. T
enl effectivernent trés simple de passer de lo décomposition polaire & la
decompasttion en weleurs singuliéres of vice-versa. Brpliquons-le matry-
collement. St A = UDV avee UV orthogoneles el 1) diagonale positive
i suffit d'éerire A = (UEV "N{'VDV) pour avoir wne décomposition po-
Licre. Réciproguement, s A — O8 avee O orthogonale et 5 symétrigue
posilive, s suffit de dire que S est prthogonalement scmblable 4 une ma-
Dce diagonale positive pour obtenir une décomposition UTDV.

Vaicr une Jolie epplication géomdétrique de la décormposition polaire o 4l
agil de délerminer les points erlrémaur de la boule unité de L(B) pour
b dviple norme assocife ¢ la novine cuckidienne de E. On retiendra que
e maniéve géndrale lo décomposition polaire est lrés ubile pour situer des
wmalvices relotinemment au groupe erthogonal (voir pai cxemple le caloul

e II](‘)‘{R Tr{PA) dans la question & de 'erercice 2.26).
O



130 CHAPITRE 2. REDUGCTION DES ENDOMORPIHSMES AUTO-ADJOINTS

2.28. Points extrémaux de la boule wmité de L(E)

Soit E un espace euclidien et B = {u € L(E)}, |u| < 1}. Montrer
que les points cxtrémaux de B (i.e. les u € B tels que B — {u} est
convexe) sont exactement les éléments de O(E).

(Ecole polytechnique)

> Solution.
La norme triple de 1’énoncé est bien entendn la norme subordonnée &
la norme euclidienne de E qui sera notée | ||. Un point A d'un convexe

X est extrémal si X — {A} est encore convexe, ce qui équivaut a dire que
A ne peut pas s’écrire comme milieu de deux points distincts de X. Par
exemple, les points extrémaux d'un carré plein de R? sont ses sommets.

Il est possible d’avoir une petite intuition du résultat en regardant
la dimension 1. Dans ce cas, E s'identifie & R de méme que £{E) et B
g'identific au segment [—1, 1]. Ses points cxtrémaux sont 1 et —1 ce qui
correspondd bien & O(E) = {£Idg}. Traitons maintenant le cas général.
e Commencons par prouver gu'un élément u € O(E) est exirémal. Bien

entendu v € B puisque ||u] = 1. Supposons pour cela que uw = %(U +w)
avec (v, w) € B2, Soit = € E unitaire. On a

2l =1 = lute)]| = g lofw) +w(@)l < Slot@)] + 5l

1
< Ul + Jawl) < 1.

La premiere inégalité provient de U'inégalité triangulaire, la seconde de
la définition de la norme triple et la dernidre résulte du fait que v et w
sont dans B. Toutes ces indgalitds sont en fait des égalités. On a donc
el = llwll = 1, lo{z)|] = [lw(z)|| = 1 et de plus les vecteurs v{z) et w(zx)
sont positiverent liés (cas d’égalité dans 'inégalité triangulaire pour une
norme euclidienne). On a donc nécessairement v{z) = w(x). Comme cela
vaut pour tout vecteur unitaire z, on a par lindarité v = w. Donc u est
bien nn point extrémal de B.

¢ Inversement, soit u € B n’appartenant pas & O{E). On va montrer
que u n’est pas extrémal. On va travailler matricicllement en considérant
la matrice A de u dans une base orthonormée de E et utiliser la
décomposition polaire de A (cf. exercice 2.26 et 2.27) : A s'éerit A = OS
avec O orthogonale et S symétrique positive. La matrice S est ortho-

gonalement semblable & une matrice diagonale I} = Diag(d;, ..., d,),
oli 'on suppose d; < -+ < dy : S = "PDP avec P € O,(R) (et
rn = dimE). Comme ||S|| = [JA| < 1, on a pour tout & € [1,n],

di, € [0,1]. Par hypothése, A n’est pas orthogonale donc d; est stric-
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lement inférieur & 1. On peut alors écrire d; sous la forme d; = 5
awee —1 < a < 3 <1 (car d; n'est pas un point extrémal du segment

| -1,1] ). Posons IV = Diag(a, da,...,dn) et DY = Diag(8,da,...,ds).
On a %(D’ + D") = D avee D' 3£ D et done
1
A = S(O'PD'P- O'PD"P).

l.es matrices O*PDYP et OfPD”P sont de norme 1. En effet, pour tout
veetenr X de norme 1, on a

|0 *PD'PX|? = X 'PD'P'0O0 ‘PD'PX = *PX)D*(PX) < 1,

car [|PX|| = 1 et les coefficients diagonanx de D'? sont compris entre
i et 1. On a donce |O!PD'P|| € 1. Il en est de méme de O 'PD”P. En
repassant anx endomorphismes, 4 peut done s'éerire comme milien de
tleux éléments distincts de B : ce n’est pas un point extrémal. <

2.29. Décomposition de Choleski. Décomposition QR

1. Décomposition de Choleski. Soit A = {a;;)1<4,j¢n e Matrice
symétrique définie positive., Démontrer 'existence d’'une unique ma-
(rice P de taille n, triangulaire supérieure & coeficients diagonaux
strictement positifs telle que A = *PP.

2. Décomposition QR. Soit A € GL,(R). Montrer qu'il existe un
nnigue couple (3, R) avec  orthogonale de taille n et R € M,.(R)
friangulaire supérieure & coefficients diagonaux strictement positifs
ielles que A = QR.

(Ecole normale supérieure)

[ Solution.

1. Considérons ¢ : (X,Y) € (R™)? — 'XAY. Il s’agit }a d’un produit
wenlaire, Il est possible d'orthonormaliser an sens de Gram-Schmidt la
Liase canonique (€1, . . ., €, ) en une base orthonormée (eq, ..., &,) pour .
At Ton note P = (p3;)1<: j<n 18 matrice de passage des ; aux g;, comme
l,, st la matrice de ¢ dans la base des ;, on a A = 'PL,P = ‘PP. La
matrice P est triangulaire supérieure et ses coeflicients diagonaux sont
niricternent positifs : en effet, ce sont les produits scalaires (e, ;) et
s sont strictement positifs d’aprés les regles de Porthonormalisation de
{iram-Schmidt.

Si € est une antre matrice triangnlajre supérienre & coefficients dia-
ronaux strictement positifs vérifiant A = *QQ = PP, la matrice
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D= '"P1iQ = PQ7! est & la fois triangulaire supérieure et. triangu-
laire inférieure. Elle est donc diagonale et 'D = QP! = D!, ¢e qui
signifie qu’elle est orthogonale. Comme elle est a coefficients strictement
positifs. D = I, et P = (). L'unicité est prouvée.

On peut aussi justifier unicite de la manicre suivante : s A = 1QQ,
aver () triangulaire supérieure ¢ coefficients diagonaur striciement po-
sitifs, Q peut étre vue comme lo matrice de paxsage dune base C d la
base cononigue. Comme 1, = 'Q7LAQ™Y, lo base C est orthonormée
pour . Le fait que Q sout triongulaire supérieure 4 coefficients dingo-
naux strictement positifs entraine que C est Porthonormalisé qu sens de
Grom-Schmidt de la base canonigue. Done C = (... ., en) et P = Q).

2. Sile couple (Q, R) convient. ‘AA = *R'QQR = ‘RR. La premiére
question nons garantit Uunicité de R et danc celle de Q.

Passons a l'existence : Ja matrice ‘AA est définie positive {voir par
exemple V'exercice 2,14} D'aprés la premigre question, elle s'éerit 'AA =
'R avec R triangulaire supérieure & coefficients diagonaux strictement
positifs. On pose Q = AR™!. Calculons ‘QQ :

'QQ=R7YAAR ' = 'RTIRRR T = 1,,.

La matrice () est bien orthogonale et 'existence du couple (QQ.R) est
prouvée. <

Cette décomposition avait déja foit Uobjet de Uexercice 1.21. On avait
alors interprété le produt QR comme un produit de matrices de pas-
sage faisant intervenir orthonormalisé au sens de Gram-Schmidt des
colonnes de A. Cela fournit d’'ailleurs un algorithme de caleul effectif
de @ «f R. Notons gu'une autre méthode due a Househalder permet
aussi, par multiplications successives par des mairices de réflexions, de
déterminer le couple QR. Sitgnalons que si on écrit R = DT avec D
diegonale & coefficients dragonaus strictement positifs (ceuz de Rj et T
mairice trianguloire supérieure avec des 1 sur lo dicgonale, on obtient
la décomposition d’lwasawn A = QDT. Notons enfin qu’on peut poser
Pexercice d Uenvers et deduire lo décomposition de Choleski & partir de
la décomposition QQR. §i A ¢st syméitrigue définic positive an sait qu 'elle
s'écrit A = B? avec B symétrigue définie positive {voir Uezercice 2.12).
On écrit alors B = QR et il vient A =B? = ‘BB = ‘RR.

Ces décompositions vont assurer la lransition auec le vaste sujet
sutvant qui porte sur les inégalités autour du défterminant ef des va-
leurs propres de matrices réelles. En Uoccvrrence, Uinégalité d Hadamard
donne une majoration du déterminant d’une matrice syméirigue réelle a
Uaide de ses coefficients diegemanz.
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2.30. Inégalité d’Hadamard

1. Soit A = (aij)1<r,<n Une matrice symétrique positive.

Démontrer que
n
det A < H Q.
=1

2. Soit E un espace euclidien de dimension #n, f un endomor-
phisme auto-adjoint de E défini positif. On désigne par Ay, ..., A,
les valeurs propres de f et A 'ensemble des bases orthonormales de
¥. Montrer que

11:];,\1:(6 mf H”f (e.). €.}

(Ecole polytechnique)

i~ Solution.

1. Si on note ¢ : (X.Y} € (B*)? — 'XAY la forme bilinéaire
symétrique associée & A et (e),...,en) la base canonique de R", on
oy = ey, e,) 2 0 pour tout 1 €4 < n puisque A est supposée posi-
tive, 81 A n'est pas définie positive, on a donc 0 = det A < a11 - ann.
snpposons désormais A définie positive. Nous allons proposer trois ar-
surnentations.

Premiére méthode (& partir de la décomposition de Choleski) : on éerit
comtne dans exercice précédent A = *PP avec P = (psisligijgn trian-
gulaire supérieure. a coefficients diagonaux stricterent positifs. En pcls-

~ani au déterminant, il vient det A = det ‘PdetP = (detP)? H P

puisque P est triangulaire. Or pour tout ¢ € [1,n], a; = Z Ph; = p et
h=1
{inalement

n i
det A = prz < Hﬁ‘,ﬁ.
i=1 i=1

Deuziéme wnéthode (& partir de la diagonalisation de A) : il existe
des matrices O = (bjjhgi j<n orthogonale et D = Diag{Ai, ... Ay
A coefficients diagonaux strictement positifs tels que A = ODtO. On
en déduit, pour tout ¢ € f1,n], 6,4 = Z bw)\ Comme Z b =1,

i=1
pRisque O est orthogonale, on obtient, par concavité de la fOll(.th‘ﬂ In,

ag; = Zb In Aj, puis
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Th

lnHo,—, = Z bfj A; = iln A ibfj = i[n Al
j=1 i=1 J=1

d=1 1< <n

car O est orthogonale. On a done

n H&“ = ludet A,

=1

d'on Uinégalité recherchée.

Troisitme méthode (6 partir de lo décomposition QRJ ! c'est la
prouve qui a ¢é préseniée dans 'exercice 1.21. Soit B Punique matrice
symétrique définie pasitive telle que A = B? = *BB. 8i C,,...,C,
sont les colonnes de B on a d’aprés ['exercice mentionné detB <

NGl Or
det A = (det B)? < |C . G2 = ari .- dpn.

2. Les valeurs propres de f sonl réelies positives ot f est diagona-
lisable dans nne base orthonormale By = (21,....g,), chaque =; étant
vecteur propre relatif & la valeur propre A;. Le produit des A, est le
déterminant de f.

Soit B=(e,...,¢,) une base orthonovmale quelconque de E ot A =

e n
(25154 5<n la matrice de [ dang cette base. On a [T {f(e;), e) = [ au

=1 i=1
priisepie B est orthonorvinale et d’apris la question préeédente,

n

H A, =dei f =det A < H(f((?z)y €.

i=1 i)

L

L]
On on déduit A€ inf £, ), € et cn considérant la base
Mris b [T e

1

Bn € A, on conclut qut'il v a on fait égalité. <
Le résuliat swivan! se déduit aisément de Vinégalitd d Hadamard.

2.31. Inégalité de Fischer

A ! B

3 Ag)

écrite cn blocs, les bloes Ay et Ay étant carrés.
Montrer que det A << det A det As.

Soit A =

une matrice réelle symétrique positive

(Ecole polytechnique)




230 INEGALME DR FISCHER 195

| - Solution.

On note p et g les tailles respectives des matrices A) ot Ay, Nous allons
donner deux solutions.

e Puisque A; et Ay sont symérvigues reéelles, 1l existe des mafrices
['c OQ,(R) et Q< O E) et des matrices diagonales Dy et I}, telles que

. P
1y = PP et Iy = "QDLQ. Onpose § = (

] . On (nld](l](‘ (i e
O (-,2 '
h c OH (R} et on noic .A — Sllb. O[I ”:)(lent

vo {(PA TRBY P 0Y  TPAYP PBQY Dy B
CTUQIB AL \0 Q) T \'Q'BP 'QAXQ) T\ Dy
oil B = 'PRQ. La matrice A’ = (U ijon OSH encore symétrigue
positive ¢t V'on a

n
det A = det A", det Ay det As = det D det DYy, = H i
=1
e
Clela revient done a démontrer gque det A < T g ponr une matrice A
=1
sylnéirique positive, ce qui cst fait dans Uexercice 2.30.

e Voici une seconde solntion qui n’utilise pas Pindgalité d"Hadamard,
mais la décomposition de Choleski, Ou pent se restretudre au cns ot A est
définie positive, car sinorr det A = 0 et det Ay det Ap 2 0, puisgue Ay et
A sout assi positives. On pent alors éerire A = 'PP avec P triangulaive

. . . UV
suipérieure (cf. cxercice 2.29). Posons P = ( 0 W
weme Gaille que dans AL On a alors Ap = 'UU et Ag = 'VV + TWW,
Comme det A = (det P)? = (det Uy (det W)2 ot que det Ay = (det Uj% 1e
probléme sc raméhe a monbeer e

) ou les bloes ont la

(det WY = det( "WW) < det Ay = det("WW + "VV),

el découle de Vinégalité classigne suivante - si M, N sont symdéiriques
positives, det(M + N) = det M 4+ det N = det M. Le lectenr en tronvera
Loprenve dans Nexercice 3.29 do chapitre 3. <

L¢ resuitat se généralise sans mal avec plus de blucs.

On lrouvera encore dans {crercice sumant wne application de {indga-
ot d*Hadamard.
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2.32. Recherche d'un minimum

Soit A une matrice symétrique définie positive et @ un réel
strictement positif. On note & Vensemble des matrices symétriques
définies positives de déterminant supérieur ou égal & .

Montrer que ételfq Tr(AS) = n{adet A)/7,

(Ecole polytechnigque)

> Solution.

I existe D = Diag(A;...., An} diagonale A termes diagonaux stricte-
ment positifs, et P orthogonale telles que A = PD'P. On en déduit que
51 8 € S, Tr(AS) = Tr(PD'PS) = Tr(D'PSP). La matrice §’ = 'PSP =
{835 11gign €50 symétrigue définie positive, det S’ = det S et

Te(AS) = Te(DS) = > Aisiu.
i=1

Par concavité du logarithme on obtient
m(lmAq)}>1il Cusa) 2 L1 { T2
— ¥ bty = — DA S, ) 2 — 197
n "o ) i o i i
— ln (det A H s“) .

=1

Il a été démontré dans lexercice 2.30 que si ' est symétrique définje
L
positive, on a [] 8 = det 8. On en déduit

i=1

1
In (5 Tr(AS)) —111(det Adet§ > l (edet A)

n

et donc !
= Tr(AS) > (n det AY/™

On obtient finalement Tr{AS) 2 n {adet A)™ pour tout S € S.
Montrons qu'on peut choisir S pour qu’il y ait égalité, ce qui terminera
la démonstration, On choisit S telle que 5 soit diagonale avec s, = =
(A > 0} On a alors Tr(AS) = Tr(DS") = nA. On choisit A pour qu‘e

detS = det8" = a. II faut d)\tA = a soit A = {adet A}/ La matrice

§ = 'PS'P appartient alors & S et Tr(AS) = n(adet A)1/". <
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On peut en déduire Uindgalité de Minkowski suivante : si A, B sont
symdtriques défiries positives alors

(det A)Y™ + (det BYY™ < (det(A + B)/™.
Ik effet, prenons o = 1 pour simplifier. Pour 5S¢ S on a
: 1
(det A)™ + (et BY' /" < ~ (Tr(AS) + Tr(BS)) = %'I}(A +B)S

el 4l suffit de passer & la borne inférieure pour conclure. Une autre
démonstration de cette inégalité est donnée dans exercice 3.52.

2.33. Tmage de S par une fonction, oi1 S est la boule unité

—
L’espace vectoriel R™ est muni de sa structure euclidienne cano-

nique. Soit A € M, (R) symétrique définie positive. Pour X et Y
dans R™, on pose

S(X.Y) = ("XAX)(PYAY) — (‘XAY)2

Déterminer I'image par ¢ de B = {{X,Y), X <1, Y| <1}
(Ecole normale supérieure)

I.- Solution.

Ou note S la boule unité fertée de B™. Ou remargque que sin = L, ¢
st la fonction nnile et ¢ (B) = {0}. Nous écartons ce cas pour la suite.
PPuisque ¢ est continne et qne B = $2? est connexe, I'image de B par ¢
et connexe. (Cest done un intervalle de R, La forme bilinéaire définie
sur B™ par (X.Y) = *XAY est un produit scalaire et on a ¢(X,Y) =
XOXMYLYY - (XY 2 00 drapres Uinégalité de Cauchy-Schwarz, la
valenr 0 étant obtenue powr X = 0. On a donc la borne intérieure de
INintervalle image.

On note Ay 2 .-+ = A, lea valenrs propres de A. On se place dans
une base orthonormale (pour le produit scalaire canonigue) de veeteurs
mupres, disous (r1....,e,) avec Ae; = A On note (o), .. 0) et
(4).. .. Yn) les coardonnées de X et Y dans cette base. On obticnt

k) " ™ 2
G(X.Y) = (Z/\,mf) > ek —(ZA#)
i=1 i=1 i=1

Z ,\1)\j{£f‘g$ — EHE YY)

1€i,56n
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= Z,\,/\j(riy, — o)t

<

Puisqure les valeurs propres de A sont positives ot rangdes par ordre
déerotssant. on a (X, Y) < AA Y (wy; — 2,4)° et en reprenant le
e}

calenl précédent dans Uautre sens avee A = T, on obtient

> iy, —aiys)® = IXIY)? - (XY) <1,

Lt

avee dgalité si X el Y sont orthogonaux ct de norie 1. Aingi, on a la
majoration

WX, YD € ArAy Z(-"fﬁb —xy)" < Apa.

P J

Comme ~(e1,e2) = Ar\2. on conclut que | p(B) = [0, A Aa] | <«

On peut considérer f(X) = o(X.X) = |AX|? — ("XAX)? of étudier
fes bornes dune telle fonclion sur BR” . CVest ce gue prapose Uepercice
swivant ¢ ceci prés gque Don considére un endvmorphisme symétrigue
plutot qulwne matrice.

2.34. Majoration et minoration d'une fonction

Soit E un espace veetoriel enclidien et # un endomorphisme auto- T
adjoint, Pour 2 € E, on pose

Fla) = flula = (ufz). )2

L. La fonction f est-elle minorée?
2. A quelle condition est-elle nuajorée 7 Calculer alors sup f.
5

- i
(Ecole polytechnigne)

> Selution.
1. L'endomorphisme u ost diagonalisable dans une hase orthouor-

male. On note Ay = -+ > A, ses valeurs propres et B = (c¢y....,ep)
nne base prthonerinale de vecteurs propres, e, ¢tant associ¢ & la valeur
propre A;.

Etudions image par f d’'un vecteur propre de u. Pour tout + € R,
Fte,) = A2(#2 —#%). Si N\ # 0, f(te,) tend vers —o0 quand ¢ tend vers
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% ot f n'est pas minorée. La fonction f n'est minorée que si tous les
\, wont nuls, ie. 81 w=0. On a alors f = 0.

i

2. Sie=Y we; avec (xy,...,0.) € R™, alors
i=1

r I 2
E 2,2 E a2
= /\1 Ly — Aft.,l,i
i=1 221

Sl existe ¢ et j tels que A;A; < 0, on considere x tel que {u{x),z) = 0. On
4 2 - . '

prend &= ﬁn, + meﬂ (t € ). On obtient f(x) =1-(1|+|Al),

VAAY y

qm tend vers 496 quand ¢ tend vers 4oc. Ainsi f plest pas majorde.
On suppose désormais que tons les A, ont le méme signe. Quitte a

thanger 1 en —u, ou peut supposcer qu'ils sont positifs. En isolant les

icrnes conkenant Ay, on obtient

Z)\ A=) +A]Zm (i)\imf)z
=1 i=1
r T 2
Z’\ 1A (,\} /\;J’?) 54 A

O 4

]

. . e \z

car pour tout 4, Ay — A; 2 0 et A, = 0. Puisque f (712) =T la. borne
snpérienre cherchée est I' Si les valeurs propres de u sont toutes de
meme signe, on ohtient dong

<

| 2
sup f = — max A‘
D) 4 ACSpu

2.35. Inégalité de Kantorovich

Soit A nne matrice svmétrique définie positive d'ordre . Ou note

Amin (T85p. Amas) 2 plus petite (resp. grande) valeur propre de A,
Montrer que s X € R™,

(IXX)? € ('XAXH("XAT'X) €

LV

S (XX,
A'rm'n N /\maz) ( )

.
{Ecole normale supérieure)
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&> Solution.
Notons 00 << Ay € Az < --- £ Ap les valeurs propres distinctes ou
coniforidies de A. Cela revient & démontrer que pour X € R™ de norme 1,

1 < ("XAX)(IXATIX) ¢ (\F \r)
n )\1

Compte-tenu de Uinégalité de Cauchy-Schwarz, on peut écrire, on no-
tant (z1,...,2n) les coordonnées de X dans nune base orthonerinale de
vecteurs propres

CXAX)('XATIX) = (Zm?) (Z;ﬁ)

l
Passons & la majoration. Comme vab < - {a+b) pour a.b 2 0, on a,
de maniére astucieuse,

VIRAX (XA X = J 2oy (23e)
A

1 A1 L )\z n =
< .02 E ML
\2 n((]+)\1)11)
i=1
L’étude rapide de la fonction f : x—— T -+ f sur lintervalle [\, A,
1

montre que cette fonction est décroissante sur (A1, v/ A1 \,] et croissante
sur [y A1 A, Ar). Elle admet done un maxinmum en A; ou en A,. Comme

f)=fAn) =1+ %, on peut majorer ajnsi
1
M ( AnN o
(‘XA IX) g = =z
XAX)( XA~ 2\/ ( /\1)31
1 )\1 )\n * 2
< = M - :
= ( )\n + )\1) .Z.?J‘l
1 ( A /)\n)
S35 .

o

E+V,\1

En élevant au carré, on obtient 'inégalité souhaitée. <
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2.36. Inégalité de convexité

Soit A = (a,))15y«» Une matrice symétrique définie positive de
valeurs propres Ay, ..., A, Montrer que pour p > 0 on a

n e n 1/p
D] =Dk
k=1 k=1
lorsque p = 1 et
1/p “ 1/p

n
§ r E e
k=1 k=1

lorsque p < 1.

(Ecole normale supérieure)

| - Solution.
Natons que pour p = 1, la fonction ¢ —— ¥ est convexe sur K.

I’ar hypothese, on peut éerire A = PDEP ol P = (pijhigijen € Oln)
i)

¢l D = Diag(Ar,....A,). Pour tout k € [L,n], on a ag = 3. Ajpij.
i=1

t'vmme los pij sont positifs ou nuls de somme égale & 1, la convexité de

{+— ¥ nous agsure que sip = 1,

™
akk Z ka‘
=1

I'n sommant de & = 1 & n. on obtient

rh ks

LIRS B) DL I SETD DI ) 9P
k=1 P =1

k=1j3=1 J=1

['h passant & la puissance -, on obtient la premiére inégalité. La seconde

2'“lablit de méme en observant gue pour p £ 1. T — ¢? est concave. <1

Nous avons déja observé gque si w est un endornorphisme auto-adjoint
dun espace euclidien B alors la plus grande (resp. petite) valeur propre
divw est égale 4 ‘m‘ax (u(z} x) (resp. ”nhin {(u(x),z). Le principe du mi-

Ja||=1 x||=1
el de Courant-Fischer-Weyl, gue dons la suite nous baptiserons plus
sepplement théoréme du mindmaoz. donne une erpression porigtionnclle

pour les gutres valeurs propres de w. Plus précisément. si on numérote
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dans Uordre craissant les valeurs propres distinctes ou confondues de
u, lu p-itme valewr propre nlest wutre que lo mumamum pris sur tous les
sous-cspoces ¥ ode dimension p du mozimumm du produit scalatre {u(zx), ®)
sur la sphére unilé de F. Nous verrons ensuite plusieurs inégalilés qui
sont des conséquences divectes de ce resultal et qui. a Uovral, pewvent éire
proposées 4 la suile de Uepeycice sutvant ou posées duecternent.

2.37. Théoréme du minimax

Soit E un espace euclidien de dimengion n. f un endomorphisimne
anto-adjoint de E, Ay € As < -+ € A, les valeurs propres de f,
(Ci)1gicn une base orthonormale de vecteurs propres de f, e; étant
un vecteur propre associé a la valeur propre A,.

1. Pour tout A € [L.n], on pose B, = Vect{er, ea.. ... ey) et
Frp = Veet(en, ..., cp) et onnote [ et fa les endomaorphismes de Ep,
et Fy, respectivernent, induits par f. Caractériser A;, connaissant [t
ot fo.

2. Théoréme du minimaz. Soit Ay, Pensemmble des sons-espaces
de E de dimension k. Démmontrer que

An = min by (fla)oy| = | max s (f(w).2)
z(|=I =1

(Ecole polytechnique)

c> Solution.

Remarquons que pour tout sous-espace F de L, les bornes de la fone-
tion contimie @ —— {f(x).z) définic sur la sphire unité de F sont at-
teintes, puisque cette sphére est compacte car B oest de dimengion finie.
Les quantités max (flx).x) et nlm (f(x),x) sont donc bien définies

ll]j=1 Ii’CII*
h
1. Six ¢k, g6critx = E T84, avec (x,.....0p) € R alors on a
i=1
h
x) = Aies et {f)(w 2N < A 2 < A ll|?
Hlzy=> rre et {fi( i A S A, all=ll”.
i=1 i=1

s {f(x),r} € Ap. Comme de plus. (fl (e,s,,):eh} = Ap, on
ubtl(,nf /\h = m%x (fr (), x)-

ll] =1

De mime. pour 2 € Fy, 2= Y 1y, avee (1. ... x,) € R o
s ity f T
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T Exl
A fatel) ey = Z.J:f,\? = A ZJ,f = Ay sl el = L Sachant que, de
1=l 1—h
plus (falen), en) = Ap, ou conclut que Ay = TIEI%_II (fal), x}.
rehy,

lf=li=1
2. Pour ¥ € A,. F et Fy, ne peuvent ctre en somime directe puisque
di F 4+ dinc ¥y, > o Alnst, ona FOF, #£ 9,51 0 est o élément de ¥NF,,
de norme 1 on a diaprés la question 1, {f (o) ) > Ay, On en déduit gue
iy {fla), oy 2 Ap et cela Ghant vral pour tour ¥ € A,
A

inf | max {f{z), 23| = M.
BFC.Ay rcF <j( ) ! = !
lIrll=1
Sachant que. de plus, max (frd 2 = Ay, on obtient
ek,
[ =1

min | max {f(x).x) | = Aa.
Fe Ay ”.;;g}F )2 ke
ri=1

De méine, pour F € A, 41, on montre que dimiF i Eg) = 1; si
Castoun dément de F N Ey, de norme 1. adors (flo), 1 <8 Ay el doue
aen {fley, @y © Ap. Ceci élant veal pouar tout F € A, _py .o an on déednit
R

el t
SUL min {f(z), 2)| < Ay, Sachant que In%n {Flz), ) = An. on
[T T wel wel,
P =t lzli=1
oblent max min {f{uw).ry| = Ap.
Fedn na zeF <f ) ’
flz]=1

Mapad les quesbions proposces 4 Unial @ le suile de o résaltat en voics
wine gk est immddivte @ sfa et b sont devx endomarphismes auto-adjoits
de ospectre Ay & oo A pour a (resp. i -0 S py pour b) et siopowr
tout v 2 B, {a(a),x) < (blw).a) alors Ap < pik pour toul 1 < k < n.

Loapplication donnée par Derercice suinant esi plus iniéressante.
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2.38. Théoréme d’entrelacement de Cauchy

Soit E un espace enclidien de dimsension n, f 1un endomorphisme
auto-adjoint de E, G un hyperplan de E, p la projection orthogonale
sur G et ¢ 'endomorphisme induit sur G par po f.

1. Montrer que g est auto-adjoint.

2. Soit AL < --- =7 AL les valeurs propres de g. Montier gue

M <A< SN € A

L {Ecale polytechnique, Ecole normale supérieure)

> Solution.
1. Oun a, pour {z,y) < G2,

{alx), ) = (we flx),y) = (@) p(y)) = (flx),u),

puisque p est anto-adjoint (¢’est w: projectenr orthegonal), et de meme
{rogly)y = (e, f{y)). Sachant que {f(r), ) = (x, f{g)) pulsque [ est
auto-adjoint, on en déduit que (g(x),v) = {x. g{y)) : g est donc auto-
adjoint.

2. Powr 1 € A <n -1, wotons A4, (resp. A’y P'ensemble des sous-
espaces de B (resp. Jde G} de dimension k. Pour tout F = A’y on a

max {g{r), ry = max { flz}, 2.
A {glr), x} A WACHNES
lel[=1 llall~1

En appliquant le théoreme du minimax a endomaorphisme auto-adjoind
g de G, on obtient, pour 1 < h<n -1,

Moo= min | max{glr). )| = wmin | max {f{x), x}
BT A, | e e ) FEAh, | 2eF L )
Hall=1 Hall -1

De Pinclusion A’y © Ay, on déduit,

min ¢ max (f{r), o) = min | max ! f(x).z
FeAl, | ozl "ﬂ A Fedy, J.C(l* Sl >
lxll=1 lell=1

¢’ost-a-dire A = A
On obticut de meme,

A, = _wmax | min Cf(), a0
Fe€lin_p | act
llz]]=1
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el puisque A’y p C A p.

av . / . K < . ( . i

max 111N X)a < ax i AR

e 0 | utin -1 nig {f(x). )
ll]| =1 lff=1

vest-aedite A € App1. On a finalement, pour 1 < b < n — 1,
A AL LA <

(el erercice cst souvent posé de maniére matricielle : si A est une
malrice symétrique réelle de taille n et si B est la sous-matrice de A
uhienue en 6tant la ligne et lo colonne d'indice I ficé, olors on a

)\1 gul = /\_W S PP B (P < /\'n

i Ay K o0 £ A, sont les valeurs propres de A el pp £ 0 € g
sond celles de B, 1T s’agit évidemment du résultat de [exercice appliqué
o Pendomorplosme fde R canoniguement associé 6 A et en prenant
por G Uhyperplan Vect(e;)yze 0t (e, ... €.} est le base canoeeque de
e

On peut en déduire une preuve tiés courle du théoreme de Sylves-
ter {voir cxercices 2.18 et 3.15) qui caractérise les matrices symétriques
ifindes posilives par la stricte positivité de tous les mineuwrs principaus.
li sens direct est aisé et on prowve lao Téciprogue par TECUTTENCE SUT
iwote eas o= 1 flant émmédiat. Seit done A symdéirigue de tadle n
deeit les mineurs principane sont sirictement positifs. Soit B erlraite
di A en dtant la derniére ligne et la derniére colonne : Uhypothése de
réeurrence 8appliqgue & B qui est donc définie positive. Or les valeurs
propres A < - <N, de A vérifient

AL Ao € K A1 S ) €A,

lis p; étant les valeurs propres de B gui sont donc strictement posifives.
(e en déduit que Ao, ..., A sont strictement positifs. Mais comme le
diterminant de A est strictement positif il en est forcément de méme de
b derniére valeur propre My eb cela termine la récurrence : A est définie
pnsibive,

Formulé malrciellement, Uexercice swivant apparail comme une réci-
progque de Dexercice 2.88.
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2.39. Une réciproque au théortme d’entrelacement de Cauchy

Soit A1, ..o  Apitn, e ino1 des réels tels que
Al < < AQ <l pe << Ml < My < Ag

Prouver l'existence d’une matrice symétrique d’ordre n de bloc
supérient gauche Diag{pq,. ... fn1) et de spectre {X. ..., At
{Ecole normale supérieure) ]

- Solution.

1] existe des réels a.. .., a, tels que la matrice cherchée M s'éerive
pr O 0 oy
0 pe 1o
M= _
0 Ha—1 -1
i [e3) A ﬂ‘n-] iy,

On ealeule det{X1, — M). En multipliant par < o
i
de la matrice et en Uajoutant & la derniére, pour 1 5 4 £ n, on obtient

une matrice triangulaire d'en Von déduit

la {-iéme ligne

Te—1 2
e M) = (X ) (-3 )

=1 X o
) B -1
On vent que la fraction rationnelle F = X —a,, — > % *— glannule
i=1 -
cl /\1, .3 An. Comme F est une J"‘ra,ctiun mtionnel]e de degrc 1 et de

F=_.oubP= H(X Ai) et Q = H - )

i=1
P . :
Décomposons Q en éléments snnplcs. La partie entiére est du premier
degré avec un coeflicient, dominant 1. 1 existe dene (o7, ., @) € R™ tod
P n—1 .
que — = X+a,+ Y - 11 faut choisir a1, ..., an, tel que a,, = —o,,
Q i=1 ‘\ i
ctuf=-—pourl<i<n—1.Ona,por 1 <j<n—1,
7
1k -
o Ply) s _
;= =
Q) I =)
[ T-E

i
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Ilant données les conditions sur Ay, ... A, 1, w1 , 00 A 0y <
0. car le munérateur de cette fraction a le signe de (—1)"77 (en effet,
1, =X <08 J+1 5 i € n) et son dénominateur a le signe de (71)”"7"
if, — s <081 j+1< i< n—1). En prenant o, = —a,, el a, = /=@,
on ubtient une matrice M dont les valeurs propres sont, Aj, ..., A, <

Le lecteur pourta géndraliser le résultat au cas o les inégalités sont
ferges.

Voici une autre application importante du théoreme du minimax.

2.40. Théoréme de perturbation de Weyl

Soit A, B deux matrices symétriques réelles de taille n de spectres
rospectifs Ay € A € ... < Ap et g € pe € - € pin. Démontrer
gque pour tout p S 1, n],

IAp — wpl < WA - B,

Ih triple norme étant associde a la norme euclidienne canonigme
de B™.

(Ecale polytechnique)

i - Solution.
On considére nne base orthonormale (e1,...,e,) (resp. (£1....,6p))
de R™ de vecteurs propres pour A (resp. pour B). Fixons p € [1,n]

vl supposons par exemple A, 2 . Sioon note F o= Vect{e|.....¢,) et
(1 = Vect(gp,. ... 7x). on a {voir la premiére quostion de Pexercice 2.37)
Ap = min (Ar.z) et g, = max (Br.x).

r e < ) Hr el ( )

=l =1 [ efi—1

Comme dimF+dim G > n, FNG n'est pas véduis & {0}. En prenant xy
de norme 1 dans cette intersection, il vient

Do — sl = Ay — gt < (Ao z0) ~ {Birg, 70} = (A — B)ao, 7o),

cl done [Ap = pp| < [[(A — Bzoll||zall < |A - Bf| d’apres linégalité de
Cauchy-Schwarz et la définition de la norme triple. <
(On en déduit que Papplication A — X, qui & wne matrice symétrique
veclle ussocie sa p-ieme valewr propre (pur ordre croissant) cst 1 -lipschil-
e done confinuc.

FLa premicre question de Uénoncd suivgnt ctudie les liens qu'd y a entre
fu diagonale et le spectre d'une matrice symétrique. Nous en donnons ici
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une solution utilisant le théoréme du minimar. Le lecteur en trouvera une
autre preuve basée sur le principe du mintmaz de Ky-Fan dans Uezercice
2.42.

2.41. Théoréme de majoration de Schur

1. Seit E un espace euclidien de dimension n, {e1,....¢,) une
base orthonormale de E, v un endomorphisme auto-adjoint de E,
AL £ -0 € Ay les valeurs propres de u. On note A = (a55)1<5,5<n la
matrice de u dans la base {e1,...,¢,). Démontrer que pour 1 € p <
T, ol &

A+t N Ko +Hag + o+l

2. Soit g et b denx endomorphismes auto-adjoints dun cspace
euclidien E. Démontrer que Tr(e?(b—a) — e® +€%) 2 0.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.
1. Démnontrons le résultat par récurrence sur p. Pour p = 1, on sait
que
Ay = inf (u{z),z) < {ule1). e1) = a11.

l=ll=1
Supposons p 2 2. On note F = Vect(er, ..., e;), & 'endomorphisme
auto-adjoint de F dont la matrice dans {e;....,¢€p) est (ai;)1<i j<p

D’aprés le théoréme du minimax, on a A, < max {u{z), z). 1] existe
IILﬁ—

donc un vecteur g, € F de norme 1 tel que A, < (u{s,).ep). On

choisit £y,...,8p_1 de telle maniére que (¢),£2,...,5,) 50it une base

orthonormée de F. Le systeme B' = {£1,...,8p,€pt1,-..,6,) €5t une

base orthonormale de E. Si (a;)1<i j<n désigne la matrice de u dans

cette base, l’hypothése de récurrence nous donne A; 4+ -+ £ Ny S

@y o+ ap oy, g Comme Ay < {u(gy), &) = af, on obtient

At +)\p1+)\ (111+ +(rp]p1+am,_Tr(?E).

Comme on a également Tr(w) = ayx + - + dp—1p—1 + Gpp, ON peut
conclure
At o+ Ap <o+ app.

2, Powr tout (z,y) € B? ona
ey —z)—e'+e" =¥ y—xr - 14+7Y) 20,

car pour tout réel t, ef —1 —¢ 2= 0.
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On prend (€. ..., €,) une base crthonormale diagonalisant b; on note
WS A€ €A, et € e €0 € pp les valeurs propres de a et b
respectivement et {@g; 1<, jgn 1a matrice de a dans la base (e1.... epn}.
O a alors

i

Te(e®(b—a)) = Ze“" (i — ay) et Trfed —e®) = Z(e”" — M)

i=1 i=1

ol dlonc

(e (pi—au) — € 1 ™)

[]=

Trict(b—a) — e + ¢*) =

W
—

(0 = A — e+ e ) e (—ay).

=1

IE

I
—

20

n
Il suffit done de montrer que Z et (A; —ay) 2 0. Pour ce faire, on va
i=1
appligner une transformation d'Abel en falsant intervenir. pour 1 < 7 <
uy la quantité D, = {ayy +---+aq,) — (A + - -+ X&), D'aprés la prewiére
question, Dy = 0 et d’autre part, D, = Tr{a}—Tr{a) = (. On peut écrire,

avee la convention Dg = 0,

k1] 2 =1 n
ZBM()‘I Ca,) = ZGM’(DL-l D))= Z PRI — ZemDi
=1 i=1 i=0 i=1

n—1
= —efmD,, + Z(_e““’“ — e \Dy;
=1

n—1
= Z{E.UM-H _ E,411.‘)]:)1_ >0,
i=1

car les différences e+t — et et les D; sont positifs. L'inégalité est

prouvée. <
La premiére guestion a montré le théoréme de majoration de Schur.

t'ne autre moniere de le prouver consiste 4 établir gque

P

Mokt Ap = inf D (ulm),w)

(D1 ,eitp) =1

o lo borne inferieure porte sur foutes les familles orthonormales de p
meeteurs (voir 2.42). Le résultat en découle directement en prenant lo

Jumille (e1, ..., €.
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En fait le théoréme de Schur élucide completement les liens qu’il y
o entre la diagonale et le sperfre d'une matrice symétrigue @ si on se

donne Ay £ - < A eta; <-4 < ap deua: n-uplets de réels vérifiant
1

Ai+- A <a 4+ ay pour tout poet Z X = Y a, alors il existe
i=1 =1

une matrice symétriqgue A ayant aq, .. ., a, comme coeffivients diagonau

et A1, ..., A, pour valeurs propres.

2.42. Inégalités de Ky-Fam

Soit A et B deux matrices symétriques réelles de taille n. On
range leurs valeurs propres par ordre décroissant

AL(A) Z - 2 A [A).
L. Démontrer que A (A +B) < A1 (A) + A (B).

2. Montrer que. pour tout k € [1,n],

k k
Z (A +B) <D (M(A) + Ai(B)).
i=1 i=1

(Ecole normale supérieure, Ecole polytechnique)

r> Solution.
1. Soit (e1,...,e,) une base orthonormale de B” composée de vee-

tenrs propres de A, e; étant relatif & Ia valeur propre A;(A). Pour tout
n

vecteur X = > r;¢;. de norme 1, on a
i=1

(X, AX) = ZA (A)z Al(A)imf < A (A)
i=1

Comme pour X = e, an a égalité, on en déduit que

AM{A) = sup (X, AX).
IX)1=1

On a éviderument le méme résultat pour B et A + B. On en déduit que,
pour tout X de norme 1,

X, (A+B)X) = (X, AX) + (X, BX) < A (A) + A (B).
En prenant la borue supérieure du membre de gauche, on obtient
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151
2. Un note Ei Uensemble des familles (X1, ... X)) d’éléments de B
de norme 1, deux & deux orthegonaux. Démontrous que

k
sup X AX)) = Ai(AS.
(XNI_HX“EMQ 5 AX;) =D (A)

i=1
Soit (Xq,.. .. Xg) € Ep et M = {2
données des vecteurs X, .

;) € My (R} la matrice des coor-
o Xk d(lll'] la base (e, ..., en). On a

i & n k
300 AR = 3 Y hA = 3N Y
i=1 J=1 i=1 =1 =1
k .
On note s5; — Z "L‘fg Un majore les valenrs propres A (A} avec 7 2 k
=1
nar Ap (A} Ou obtient

E

k—1 i
Z Xi, AX;) < M(AYsi + Ae(A)) s
=1 i=1

ik
n
Comime 3 s

i=1

k n
Y. X xf, = k. car les vecteurs X
i=1i=1
ohtient,

sont unitaires, on

)—

-1

k h—1
> (X5, AX;) Z M(AYs; + Ag(A (k «;t)
i=I =1

i=1
k—~1

2=1

<Y T (AA) - A{A))si + kAK(A)
Lo famille (X,

X} étant orthonormale, on peut obtenir une matrice
N urthogonale en ajoutant n — % colonnes a la matrice M. On en déduit
que 8, <Y n,zj, =

=1, d'ou 'on tire
i=1
k k—1
D X5 AXGY €D (A — AR(A) +EM(A
g=1 =1

k
<D N4y
=1
Conune il y a égalité pour (Xy,.... X)) = (e}
résultat annoncé.

....,er) € By, onoale
On en déduit que, pour tout (X;,....Xg) € Eg,
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K

Z\\( (A+B)X;) = ST AX ) +Z<\ BX,)
J—1 =1
.
<3 (A A(B).
=1

Fn prepant la borne snpérienre du membre de gauclie. on ohbtient,

Z\:A+B Z( (A AB). 4

i—1

Un theorémne de Lidskii géndralise Uindgalite de lu gquestion 2 4 yne
somne de valeurs propres dindices 47 < 29 < o < i quelcongues (g
lew des entiors de 1 g k).

Voica encore un crercice qui 8¢ ramene ¢ démonirer le Ihéoréme de
majoration de Schur.

2.43. Majoration de Tr{AB)

Soitt A et B denx matrices symdtriques réelles positives de
M, (). On ordonne Imns valeurs propres @ 0 <0 Ay = - <X,
pour A et O <L gy < - =Dy, pour B Montror que

Te(ABY < Ay 4+ A

(Emle polytechnique)

> Solution.
On s a1mene an cas 0i1 A est diagonale en devivant A = ‘PDI. avec
P <O, (P) et D= Diag{X ..., A, ). On a alors

Tr(ABR) = Tr{'PDPB) = Te(DPBP) = Tr(DB’) Z Asbis.

o Y = PB'P = (BN 2o - Pour ntiliser Lo crolssance de la sniice
(\iYvgr e, on falt ane transformation d’Abel. On pase. pour b < [1on].

sk = »_ b, L'expression de Tr(AB) devient
i=k

i —1

TrAR) = > Al —sn) + Ausy, = Zt\ )

=1 =1
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fh it
viposant Ag = 0. On obtient de méme > A, = 3TN — A Zq ). en

=1 il
"

fremaet, pour tout k< [Lw] = Y el g = 0. Puisgue. pour tout
ik

no A — Ay 2 001 suffit de démontrer que, pour tout k€ [ioa], on a

nposn te. Clest ce gui a 66¢ vu par deux méthodes différentes dgans teos

Jenx exercices précedents. <

L énance sucant donne une erpression cariationnctle de Ueéeard mi-
nodd entre dews valeurs propres o wne matrice symétrigue. Commme dans
Perercice précddent, on utilise wne transformation d’Abel. Clest une idde
wrcent wiile lorsque on travwilc sur une somme ¢b que Uon souhaite
coploder wne suite Jindgalitts dir fupe A < Ax - € A On fadt alors
appureeaibre des differenccs N\ — ANy dowd on coninad [ signe.

2.44. Feart maximal entre deux valeurs propres

Soit S nne matrice symatriyue réelle de taille noet de valenrs
prapres Xy, A, Qo note

B={(X, V) e B x B X] = Y] = 1, {(X.Y) =0},

Démontrer que max A, — N;| =2 sup YXSY.
riEn : (X N)eF

(Ecole polytechuique)

I Solution.
O suppose gque Ay 2 Ag 2 -0 2 A, Soit (V... V) nue base

crthonormale de veefenrs propres de 8, V, étant associé & la valeny propre
A

I

n
Soit (XYY @ Bl oguion deit Xo= Z‘r;\] ot Y = > 4V, Ona

=1 i=1
T e
LYY = 3w = 0et 'XSY =3 Aurgis. Pour atiliser la déeroissance
i1l =1
de T suaite (&)1 v . on fair ane iransformation d"Abel. On pese. pour
A.
I L, s = S L ot sg =0 On a alors
v=
L n—1
oy
X3Y = Z/\'i("’. — &)= Z(/\. — Aigy )8
=1 1=t

s, = 1 Onen déduit que
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21*X8Y] < ZZ(/\ Air1)]s:] € 200 — A max([si].. .. |se-1]).

Pour obtenir 2 sup |"XSY| € (A; — Ay), il suffit de démontrer que

(X, Y)eE
2|3;] € L pour ! i < n—1. On utilise 5, = (. On en déduit que, pour
1 e
1<ig<n—1,8=> xjy=— 3, xy et donc
=1 j=itl
23; = Z-TJJJ + Z x5( =15 )

j=:t1
En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz aux vecteurs X et Z, ol

1 123
Z=73 uV;— Y yVj on obtient
=1 F=itl

2'5:‘ <

< Xy <1

ce qui 2 sup |'XSY| € A; ~ A,. On prend X = —1—(V1 + Vo) et
(X, Y)eE V2

- 1 ; g — -
Y = NG (Vi —V,,). On vérifie que (X,Y) € E et que 2'XSY = X — A,
d’ot1 1'égalité sonhajtée. <
Le dernier exercice sur ce théme trés riche porie encore sur ['étude des

valeurs propres d’une somme d’endomorphismes (ou de matrices réelles)
symétrigies.

2.45. Valeurs propres d’endomorphismes dont la somme est positive

Soit V un espace euclidien de dimension r et E 'espace vectoriel
des endomorphismes symétriques de V. Pour tout a € E, on note
Ada) 2 Aq{e) 2 -+ = Aq{a) ses valeurs propres.

1. Soit (ar.ag,....ar) € EF tel que a; + - - + ay, soit positif.

Mentrer que

(y+ide 4+ +ip <k+r) = (A (e + -+ A (ap) = 0.

Considérer pour j € [1,k] le sous-espace V; engendré par
les vecteurs propres de a; associés aux valeurs propres A {a;),
An (a0 Arlay ).

2. Soit {a,b) € E? tel que b soit positif. Montrer que

YVie f1,v] Ada) < Afe +b).

L {Ecole polytechnique)
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ot
ot

i - Solution.

1. Soit j € [1,%]. Considérons une base orthonormale (e1, ez, ..., 6r)
il 'V, constituée de vecteurs propres de a; tels que e; soit associé a la
valeur propre A;(a;) et posons V; = Vect(e,;,€;,41,-..,€-). On a donc
dimV; = r—i;+1. D'autre part, par définition, les valeurs propres de la
restriction de a; & V; sont inférieures ou égales & Ay, (ay). On en déduit
qiie, pour tout z € Vy, {aj(x),z) < A, (az) |2

&

Si un vecteur x non nul appartient & m Vi, ona

=1
k k
Z)\i, (GJ)HIH z {a, (), m) 2 < Z(I’j ); > =0,
i=t - i=t
k k
car S a; est positif. On en déduit que 3 A; (a;) = 0.
i=1 s=1
k
Pour conclure, il reste a démontrer que ﬂ V, nest pas réduit au
j=1

veeteur nul, On sait que
din(ViNVa) = dim V; +dim Vo —dim(Vy +V2) 2 dim Vy +dim Vo —r.

On montre facilement, par récurrence sur k, que

k k
dim { (JV; | 2> _dimV; - (k- Dr.
i=1 i=1

{‘ompte tenu de la valeur de dim V;, on obtient

k k E
dim (Vi ]| 2D 00—+ ) —(k=Dr>r+k-> i, >0
=1 j=1 i=1
2. Posons a; = —a et ap = a+ b, On a donc a3 + az = 0. Comme
M) 2 - 2 —Az(a) = —Ai(a) sont les valeurs propres de —a, on

apour i € [1,7], —Ai(e) = Myi—i(—e) = Ap1-i(a1). On peut donc
appliquer la question 1 avec k = 2, 4y =r+ 1 — 14 et i3 = 1. On obtient
Np1—i{—a) + Mila+ ) = —Xi(a) + M(e +b) = 0, ce qui est le résultat
voulu. <

La seconde question découle aussi immédiatement du théoreme du mi-
wimazx, puisque pour tout T on a {a(z),x) < ((a + b)(x), 2} (voir la re-
warque qui suit evercice 2.87).
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Lo série d’exercices & venir porte sur les matrices anlisymeétriques
et les endomorphismes antisymétriques d'un espace euclidien E. On dit
gu'un endomorphisime 1w de B oest anfisymnetrique si ™ = —u ¢'est-d-
dire si l'on a, powr toul (@, y) € B2, (u(x).y) = —(z,uly)). On vérifie
aisément que u est antisymélrique 51, et sewlement si sa matrice dans
une base orthonarmale est antisymétrique.

2.46. Ftude de Tr(AB — BA)*, pour A et B antisymétriques

Soit A et B dewx matrices antisymétriques réelles. Montrer que
Tr(AB —~ BA)* 2 0. A quelle condition cette trace est-elle nulle ?
(Ecole polytechnique)

> Solution.
Posons C =AB —BA. On a

‘C = ‘B'A-'A'B=(-B)(-A) - (-A)(-B) = -C.

La matrice C est antisymétrique. donc D = C? = (d,,)1gij<n €5t
symétrique. On en dédnit que

TrC? = TrD? = Z dw(fﬂ = Z dfj = 0.
1<i.7<n l<ijgn
SiTr (% =0, on a, pour tout (4,/) € [1,n :1 ,; = 0. Mais par définition,
I ( ]

i3 .23

.
di = E Cik Chi = — E Cik

k=\ k=1

On a donc ¢ = 0, pour tout couple {(i. k), C = 0 et donc AB=BA. g

Llexercice suivant donne wun résultat élémentaire trés clussique : il
s'agit de constater que Uendamorphisme u est antisymétrigue dés que,
pour tout vecteur r, (n(x),x) = 0 ¢f qu'alors son rang est pair.

2.47. Parité du rang d'un endomorphisme antisymétrique

Soit E un espace euclidien de dimension n 2 1 et u un endomor-
phisme de E tel que, pow tout x € E, {u(x},z} = 0.

L
Montrer que E: = Im « 4 Ker u et que le rang de u cst pair.
(Ecole polytechnique)
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| - Solution.
On déduit de Phypotheése que, pour tout couple (z,y) € E on a

0= (ulz+y),z+y = wz),z)+ {uly),y) + w)y) + (uly),z)
(u(a), y) + (wly), ),

el done (u(y), z) = — (¥, u(z)) : u est antisymétrique, i.e. u* = —u.

Si z € Keru, on a, pour tout y € E, (u(y),z) = —(wu(z)) =0
ol 2 € (Tmu)*. Ainsi Keru € (Imu)t et par égalité des dimensions.
Korw = (Imu)t. Soit v la restriction de w & Im wy, considérée comme &
valeurs dans Itnw. Comme u, lendomorphisme v est antisymétrique, De
phis. il est injectif. puisque Im u N Ker« = {0} et il est done bijectif. En
rolséquence, on a

deto* = detv = det{—v™) = {1} " det(v").

ait - est le rang de w. Comme det v* =£ (0, on obtient (—1)" =1 ct le rang
e v est, pair. <

L exercice swivant fait observer qu'en dimension 3 les endomorphismes
nndisymétrigues se déerivent aisément & Uaide dw produit vectoriel.

2.48. Endomorphismes antisymétriques en dimension 3

Soit ¥ un espace vectoriel orienté de dimension 3 ct f € L(E).
Montrer 'équivalence entre
(1) il existe un unigue o € E tel que. pour tout x € E.

fle)=ahz;

(i) pour tout x € K, on a (f{x),z) = 0.
{Ecole normale supérieure)

f - Solntion.

L’implication (i) = (i) est clire car, pour tout (z,y} € E?, le
produit vectoriel z A y est orthogonal & z et & y. Suppasons donc que
(+i} ust réalisé. On a alors, pour tout (z,y) € EZ?,

0= {(flx+yhz+y =)z + F)y + @) m+ ()
= {f(x), ) + (=, f(y))

Ainsi, f est antisymétrique et sa matrice A dans une base orthonormale
directe est antisymétrique. 11 existe (p, g, 7) € B* tel que



158 CHAPITRE 2, REDUCTION DES ENDOMORPHISMES aAUTO-ADIQINTS

0 —-r g
A=1r 0 -p
¢ p 0

Le vecteur a de coordonnées (p,q,r) convient. Si un autre vecteur b
convient, ot a, pour tout x € E,

(u—byAr=anrnxz—-bry=flr}— flzy=0.

Le vecteur a—b est colindaire 4 tout vectenr de E doncest milet ¢« = b. <

Llexercice gqui swit est loccasion d'un premaer pas vers la réduction
des matrices antisymeétriques. Nous allons constater que le spectre d’une
matrice réelle antisymétrique est composé d’imaginaires purs.

2.48. Carré d’une matrice antisymétrique

Soit 5 une matrice symétrique réelle. Donner une condition
nécessajre et suffisante sur le spectre de S pour qu’il existe une ma-
trice antisvinétrique réelle telie que A% = 5.

(Ecole polytechnique)

©> Solution.

Powr cominencer, montrons que les valeurs propres dans C d'une ma-
irice antisymeétrigue réelle A sont mmagmaires pures. Soit A € Sp A et
X € C™ un vecteur propre associé. On a AX = AX. On en déduit que
XA = —tXA = MK, puis que ‘NAX = —AXX = A*XX. Puisque
XX # 0 (il s'agit du produit scalaire canonique sur C*), on a done
A= —Xet Aest imaginaire pur.

Si S = A% avec A antisymétrique, les valeurs propres de S sont les
carrés de celles de A. Ce sont donc des réels négatifs. De plus. les va-
ieurs propres non réelles. e’est-a-dire nou nulles, de A sont deux a deux
coujuguées, c'est-a-dire opposées. On en déduit que les valenrs propres
non nulles de S ont toutes une nndtiplicité paire.

Supposons réciproquement. que les valeurs propres de S soient néga-
tives ou nulles et que les valeurs propres non nulles aient une multi-
plicité paire. Il existe alors un entier » < g et des réels non nuls

air, ..., tels que les valeurs propres de S comptées avee multipli-
cité soient —a?, —a%,..., —a?, —a? 0...., 0. 11 existe P € O,(R) et
D = Diag(—a?, —aj..... —al, —a?.(,....0) telles que $ = 'PDP. On

. 0 —o
remarque que, pour tout a € R, si 'on pose R, = . o Joon
o
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ohtient R2 = —a?la. On considire la matrice diagonale par blocs
Ra,

R.. . . . o
e 0 , qui est clairement antisymeétrique

0]
ol vérifie A? = D. On pose A = *PAP; la matrice A cst encore an-
lwvmétrique et A? = 8. La matrice S ost le carré d’une matrice anti-
svindtrique. <

Nous terminons ce théme en donnant un résultat complet sur la
réduction des endomorphismes anfisymétrigues.

2.50. Réduction des endomorphismes antisymétriques

Soit f un endeomorphisme antisymétrique bijectif dun espace
ruclidien B.

1. Montrer que dimE est un entier pair. On le note 2p.

2. Montrer qu’il existe une base orthonormale B = (e,...,eap)
de E et des véels ay,...,a, tels que, pour i € [1,p],

fles) = —ae0i-1 et flezi1) = agea,.

{Ecole polytechnique)

| - Solution.
1. Ona

det f = det f* = det(—f) = (=1 E det 7.

Camme det f # 0, ou en déduit que (— 1)3™E =1 et done que dimE est
un cnticr pair.

2. On remarque que si la base B = (e1,...,¢e9;,) convient les plans
Veot{egi—1. e2;) doivent étre stables par f pour tout 4 € [1,p]. On va
done montrer Vexistence d'un plan stable par f qui convient et faire une
ricurrence sur la dimcension ensuite.

Comme f est inversible, il n'a aucune valeur propre réelle : en effet,
siofle) = hzoon a0 = (f(x).2) = Allzl|* done & = 0. car A # 0 {on a
"uilleurs vu dans Yexercice précédent que les valeurs propres de f sont
imaginaires pures). En revanche 2, qui est aulo-adjoint, est diagonali-
sahle. Soit e; un vecteur propre unitaire de f? associé i uue valeur propre
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Ar. Le vecteur f{o} esh orthogonal & e; et non nul @ choisigsons e, nni-
tajre positivement colinéaire & f{ey). Tl existe done o striclement positil
tel aque f{er) = ajeo. Conue fea) est colindaire a f2(e)) = Xje le plan
Veci{eq, ey} osl stable par f ot la matrice de Uendomorphisme induit par

. . [) [¢#25) .
f dans la base (61, 62) est de La forme (0 0“ . Mais comme cel endo-
morphisme indiit est antisymétrigue ot la base (e, eo) orthonerinée, on
a forcéaent ar = —ay. Cela régle déjh le cas p= 1.

On démontre alors la propridté par récurrence snr p. On suppose la
propriéié vraic an rang p— 1 ot on considére 1 espace B de dimension
2p. On constrnit mn plan P — Veet(eq, eo) comme ci-dessnus. On montre
ane P oest également stable par f. On a en effet, pomy o ¢ P ot y e P,

(v, fyhy = (fle)oyy = 0.

En appliquant hvpothése de réewvrence 4 PL,oon montre Vexistence
d'une base orthonormale (eg.. . ea,) de PL et deréels as. . ... dp {qion
peut imposer strictement posicils) tels que. powr 2 <4 < p, ou ait

Fleay = o400 ot flen, 1) = a0,

La base B (er. ..., 0u,) a les proprictés vonlies. <

Cela clél la question de la véduction des endomorphisines antisymé-
Lritpwes puisque. st west pes bijectif, B cst somme direcle de Kor f ef
de son orthogonel B =TIm [ (voir erercice 2.47). Or, f induit sur Foun
wmdomaorphisme entisymdirique sur lequel on peat done appliguer o gui
précede, On en déduil qu'il caiste wne base ovthonormele B de ¥ tolle
que Lo matrice de f dans celie base soil de la formne

0o .0 0

. 0 E e (0
anvee ﬂ,—(m 0 )
: L0

0 ... ... .. D @

Muivicicllement, cela signific que toufe matrice antisymdirigue rdelle ost
orthogonalcment semblable ¢ wne meaetrice de ce lype.

Les dews exercices swivants servent de fransition avee le codre her
mitien. Fn effel, i sera wile de se placer sur Vespoce hermitien C
mand de son produit hermitien canonique @ pour X = (1,0, ),

i

Y =y ya) €07 onu (XYY = XY = 3 T
P
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2.51. Matrices strictement positives

Une matrice réelle A cst dite strictement posilive si *A -+ A ost
symétrigue définle positive.

1. Montrer que A est strictement positive st et sculement si,
pour teut X € R”, non nul, ou a "XAX = 0.

2. Montrer gque si A est strictenient positive ol 1 5 est
symétrique définic positive, alors les valenrs propres de SA et de
A sont de parties 1éelles strictement positives.

(Ecole polytechnique)

I - Solution.
[. La matrice A - ‘A est synéirique, Soit X € B7. On a

FEXAX) = TEAL(X) = PXTAX
el done FXCFA 4+ AYX — 27XAX. On en dédnit que

A sirictement positive <= A+ 'A délinie positive
c= VX e R0, XA+ TAX =0
= VX e R\{0}, ‘XAX > 0.

2. Munissous €7 de son produit hermiticn canonigue { , . Soii A
nne valenr propre de SA o X € € un vectour propre associé. On a
SAX = AX ot done AX = ASTTX. On caleule le produit scalaire (X, AX).
O a

(X, AX) = (X A871X) = AX, 57 'X).

i"osi-iedive X*AX = AXST' XL Sion pose X = Xy +iXg avee Xy et Xy
dons R™ . on obtient

N8I = (X —aX)S T X +4Xa)
= UXUSTIX 4 XS T X+ (X ST X — "XaS X)) e RY,

=0 =0

car 871 ost symétrique définie positive ot Xy et Xa ne sont pas tons les
dens nuls. Bn prenant la partie réelle de Uégalité précédente, il vient

Re(MX'S X = Re(XPAX) = "X AX, + "XAX, > 0,

(apres la premivre question, car Xq ot X ue sont pas tous les deux nuols.
O a done Re{A) > 0.
La matrice YA est également strictement positive ef on a de plus

SpEAS) — Spli(AS)) = Sp('S*A) = Sp(S*A). Les valeurs propres de
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S*A, ot done celles de AS ont une partie réelle strictomment positive {on
pourrait dgaleruent invoquer lo résultat suivant @ si (A, B} ¢ M, (T)?,
Sp AR = SpBA, car xap = xBa). <

Les matrices de parice symélrique postiine ont fail Dohjet de o seconde
dprenve écrite dy concours de école Polytechnigue en 2000,

»

2.52. Théoréme de Liapounov

Soir A € M (R), On dit gue A est stable si ses valours propros
sont de partie réclle strictement uégative. Soit W e 8TH(R) {1e cone
rlos iatrices svindlriques définies positives).

Montrer qne A est stable si of seulemcnt s'il existe V € 8 T{R)
felle que "AV 4+ VA = - W,

(Ecole normale supérieure)

> Selution,

e Supposons qu'il existe V & 87 (R) telle que AV + VA = - W. Soil.
A€ Sp A, X un vecteur propre asspcic, On a AX = AX ef donc, pnisque
A ostoréelle, XA = AXT On cn dédnit yne

XWX = XPAVX 4 XWAX = AXTVX 4 AKXV = 2 Re(M)X"VXL

S X = X +9Xs, avee X et Xy dans B, o tronve. eolnme dans Uexarcice
précédent, pufsque Voest sywétrigue réelle, XVX = VX XV, o
done XKPVE > 0, car Voest définie positive of X, ot X2 ne soub pag tons
les deux nuls. On o de méme XTWX - 0, On en diduil, que Re(A) < 0.
Lies valours propres de AL ant une partie réelle strictement négative,

Les fectenrs qui comnissent ly notion de maotrice hey mitienne powrront
dive dircelemoent que ¥V ot W dtant symdtriques réotles definies ppsitises,
elles sond hermiliennes difinics positives. o qui justific XPVX > (0 of
XK'WX > 0, pour toud vecteur X de T% non nul.

e Supposons réaciproguenent que les valenrs propres de A ajent une
partic réelle strictement négative. Pour toute matrice syétrigne véelle
V. la wmatrice AV 4+ VA est encore svmstrigne. On définit done une
application lindaire ¢ de &, (R) dans 8, (R) en posant (V) = "AV + VAL
Pow moutrer que --W a un antéecdent par o, nons allons démontror
que @ est srjective. Comme 8, (R) est de Jdimension tinje, 11 sulfic de
démontrer qu'elle est injeetive.

Seit V & Kery, On a doue 'AV = —VA. Par unc démonstration pa
réciurence Svidente. on wmontre que, poul tout entier nalurel 7, on o
("AYV = V(- AY ot done (#PAYY = VI—HA)", pour tout réel . On
en déduit, en divisant par n!, pus somwant sur noque Ay oy h
ot compne ¢ 7N = Y1 W = ¥ Ponr démontrer que V== 0.
nous wHliserans le Jomine suivant.
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bemme. ST A € M (B) est une mafrice stable, on o lim ot =,

f— e
Wanenstration. On utilise I déeomposition de Dunford (voir Veser-
e 2,30 di teme 2 dlalgéhre). Il existe D diagonalisable et N nilpo-
ivute dans AL D) qui contnatent. tolles que A = D+ N, Clonune elles

connmnmtent, on a. pour tout véel ot = PetN O §i D ost semblable

acDiagl Ay Ao ). alors €D est semblable a Diag(e? .. et S p
L R

et Pindics de milpotence de N, AN = X A_—'fi‘l\"‘. Les coefficients do
fo=l) O

S sent Jdes polyndines en £ On en déduit qre eenx de e

somnies (finies) de termes de la forme et 40 Comme Re{h;) < 0. on a

M= ) et par croissatice compare., hm ¢l = 1), Le résnitat
~ —F
o déeoule, O

LA sont des

o

t
. . . L/ AN
[7i lomine, on déduit que  Lim P =0 et ; hm Y =00 car TA
P L
- . ATAN LA
[ mémes valenrs propres que A, On oblient V = 11111 ef Vet =0,

f— L

Vil Wer ¢ = {0} el o oest Bijective. Soit V Pantéeddent de --W par

Ain de dernontrer que Voest définie positive, nous allous donner uue
cupression explicite de b

Pasoms, pout tout réel £, C(t) = @ VWl b Lu fonetion € est do classe
Uk CHE) = PACTTAWEA Lo TNTA A Diinpres T déonstration du
knitne, Tow coefficients de C/(1) sout des somunes de praduits de fouetions
polynomiales par des el les A ot nne partie réclle strictemoent
ndgative. Ou en déduit que GF st ingégrable sur B, . Toujous dlapres
le lettmne, on , ]E:Elvc C{t) = 0. Ou eu dednic que

G L ; SECEN
[7emar=a ([ etwera s ([T wetar) A
t S0 Jo

= {0} = -W,
. 4o - # o ‘I
Pre Timieite de V. oon dédaitl Vo= / AR\ TLLN T F)n a doye. pour

H J0
lonk X € R". C ) ‘

!

S STt . +ox R
XV = X (/ o '“wf“‘(u) X = / Xt AW AR
20 E J0

e
:/ PN JWHNX e
S0

Si X Z 0. alors ponr toug £ = 0, &MX 2 00 car e est inversiblo,
dene 15 NXOW (G“\) i). car \\ esl snndctrigne délnie positive, Ou
en dqulL gne 'XVX 00 Ainsi Voest syinéirique détine positive ot
egiiivalence ost Jdémontrée. <2



164 CHAPITRE 2. REDUCTION DES RNDOMORPIISMES AUTO-ADIOINTS

Le fin du chapitre est consacrée & ['étude des endornorphismes hermi-
tiens et des matrices hermitiennes, section actuellement hors programme
des classes préporatoires mats qui est dans le prolongement naturel de
Uétude des endomaorphismes symélriques et qui intéressera les candidats
aur concours de recruternent de professeurs.

Considérons E un espace hermitien (voir page 84). Un endomorphisme
u de F posséde un unique endomorphisme adjoint v* vérifiant pour tout
(z,y) € B2, (u{x),y) = (z,u*(y)). On dit que u est hermitien ou auto-
adjoint i u = w*. Dans ces conditions, si A = {ay)1¢ijgn désigne
la matrice de u dans une base orthonormale de B, la matrice A* de
coefficient (i,7) égal & @;; est la matrice de u* dans lo méme base. La
matrice A est dite hermitienne st A = A*. Dans ces conditions, u est
hermitien 51, et seulement si. A est hermitienne.

Lu théorie des endomorphismes hermitiens se calque sur celles des en-
domorphismes symétriques et le théoréme spectral s’exprime de lo sorte :
un endomorphisme hermitien est diagonalisable en base orthonormale et
son spectre est réel; une matrice hermitienne A est uniloirement sem-
blable 6 une matrice diagonale réelle, autrement dit, 4l existe U € U, (C)
et D matrice diagonale réelle telles que

A =UDU"! = UDU".

Enfin, relevons la correspondance bijective entre les formes sesqui-
linéaires hermitiennes de C" et les matrices hermitiennes de taille n : s

on note (ey,...,e,) est la base canonique de C", a toute forme hermi-
tienne @, on fait correspondre la matrice hermitienne A = (ay)1<ijn
ot a;; = (e, e;). Dans ces conditions, pour tout X, Y € C", on a

0(X,Y) = X*AY. Si P est la matrice de passage de la base canonigue
& une base B, P*AP est lo matrice de ¢ dans la nouwvelle base B. Le
théoréme spectral affirme done pour toute forme hermitienne @ [exis-
tence d’une base orthonormale qui est orthogonale pour .

Enfin, une matrice hermitienne A sera dite positive (resp. définie po-
sitive) si la forme sesquilinéaire hermitienne associ€e est positive (resp.
définie positive) :

VX g C"\{0}, X*AX 20 fresp. X"AX > 0).
Le premier exercice permet de travailler toutes ces notions,

2.53. Condition pour que ImB C Im A

On suppose €™ muni de sa structure hermitiennc usuelle.
1. Soit A € M, (C) telle que, pour tout = € C*, (z, Az) = 0.
(e dire de A7




254, CONDITION POUR QUE fmB C ImA 165

2. Soit A & M, (R} telle que pour tout z € C”, {x, Ax) ¢ R .
Montrer que A est hermitienne positive,

3. Soit A une matrice hermitienne. Montrer que A est positive
si. et seulement si, son spectre est contenn dans Ry.

On note H, l'ensemnble des matrices hermitiennes positives de
taille n.

4. Soit A € Hy et x € C". Montrer que

{r.Azx) = 0 <= r £ Ker A,

5. Soit A et B dans Hy. On dit que A =2 Bsi A—-B ¢ H,.
Montrer que
AzZB=ImBCimA.

6. Soit A ¢ M, (T). Montrer que Im{AA*} = Tm A.

7. Soit A et B dans M, (C). Etudier les implications entre
(i) X 2 0 BB* € MAA*;
(6) ImB C Im A ;
(7ii) 3C € Mn(C) B = AC.

(f_‘.cole polytechnique)

| - Solution.
1. Pour x et y dans C", on a

D=(r+y Alz+ )= {0 Ay + {y. Azx).
0= (z+ 1y, Alz + 4y)) = i{x, Ay) — i{y, Az).
On en déduit que {y, Az) = 0, ponr tous ¢ et y de C". Cela implique

Ax = 0 pour tout z done A = ().
2. Pourtout €™, on a

(r,Az) = {2, Az} = (Az.2) = (2, A"z

ol done (&, (A — A")x) = 0. D’aprés 1a question 1, on en déduit A = A* :
v matrice A est hermitienne : elle est évideminent positive.

3. Supposons A positive. Si A est une valeur propre de A et x un
vocleur propre associé, on a

{z,Az) = (z, da) = N|z|? 2 0

ot done A = 0. Réciproguement si SpA < R, comme A est diago-
nalisable dans nue base orthonormale (e1....,e,)}. les valeurs propres
n

associées Aj, ..., A, étant positives, on a pour & = }_ rie;,
=1
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{x, Ax) Z)\lwz =

De lo. méme facon. pour qu'une matrice hermitienne A soit définie
positive, il fout et il suffit que son spectre soit contenu duns RY .
4. Siz € KerA. il est clair que {x,Ar} =0.
Supposons réciproquement que {r, Ar) = 0. Avec les notations de la
n
question 3, on a {z,Ar) = Y A|z;[? = 0. Puisque tous les termes de
=1
la somme sont positifs, on a, pour tont ¢ € [1,n], A1 = 0 et donc
Ar, = 0. On en déduit que

n
Ar= Z Aire; = 0.
i=1

3. Soit A et B dans H, telles que A = B. On a, pour tout z € C",
{z,(A — B)r) = 0 et donc {(x,Ax) > {z,Bzx). Ainsi, si 2 € Ker A, on
a0 < {z,Br} <0 et d’aprés la question précédeunte, @ € Ker B, ce qui
moitre que ler A < Ker B,

Mais on sait que, pour foute mairvice A € M,{C), on a 'égalité
(Ker A)* =Im A~ En effet pour = € Ler A et y € C™, on obtient.

(e, A"y = {Az,y) =0,
ce qui montre que Im A” < (Ker A} et comme
gAY =g A =n — dim(Ker A) = dim(Ker A)*

il y a égalité : (Ker A)* = ImA*. Comme A est hermitienne, on a en
fait (Ker A)* = Im A. On obtient de méme (Ker B}* = ImB.

La relation Ker A C Ker B équivant & (Ker B):- C (Ker A)*:, clest-a-
direalmBCImA,

6. Notons que la matrice AA™ est hermitienne positive, car pour tout
xeC" {(r, AA*z) = (A%, A%x) = ||A"z]? = 0.

I} est clair que Im AA* < Im A. Montrons que ces deux sous-espaces
ont méme dimension, ce qui démontrera 1'égalité demandée. Il suffit
de montrer que dimKer AA* = dimker A. Montrons pour cela que
Ker AA™ = Ker A*. Cela résulte de la question 4, car

rEKer AA" = (2, AA™z) =0 = |A"z|| =0 <=z c Ker A".

C'omme A et A* ont le méme rang, Ker A et Ker A* ont ]a méme dimen-
sion et an a le résultat.
7. Montrons que les trois propriétés sont équivalentes.
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e Montrons que () implique (4i). Les matrices AA*, BB* et donc AAA*
sont hermitiennes positives. D'aprés la question 5. BB* < AAA* implique
(i BB* € Im AMA* = Im(v/AA)(VAA)* et d’apres la question 6. ImB C
I v AA C T A,

o Limplication entre (i) et (#i1) résulte du lemme de factorisation
(¢f. excreice 6.4 du tome 1 d’algébre).

& Montrons que (#i4) implique (i). Si M est hermitienne positive de

Mus grande valeur proprc X, on obtient en se placant dans une base
n

orthonoriale de vecteurs propres (e), ..., €, ), pour tout &= " r;e;.
=1

{w. M) Z/\ 2> < A el < A%
i=1

tu note A (A = 0) la plus grande valewr propre de CC* € Hy. On
ubtient, pour tout x,

(z, (NAA* — BB*)z) = )

z|)* — (z. ACC™A*z)
VIA"z|? - (A% CC*A%) 2 0

=

ce qui, d’apres la gquestion 2. impligue AMAA® - BB* € Hy et donc par
définition BB® € AAA®. «

De Uexercice précédent, on vetiendra entre autres gue pour foule ma-
irice A € M, (C). A*A est hermitienne positive ef Ker A"A = Ker A,
[ exercice suirant reprend lo relation d ordre introduite dons Uexercice
précédent.

2.54. Application convexe

On cousidere application

P Mi(C)

—
A [ —

M (C)
A*A,

Etant donne deux matrices heruitiennes, on pose

H € K <= K — H est positive.

Montrer gue. pour cette relation d'ordre. ¢ est convexe.
(Ecole polytechnique)
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&> Solution.

Notons que, ponr tout A € M, (C), la matrice A*A est hermnitienne
ot positive car, pour tout X € My, 1{C), o a X*AAX = ||AX||? = 0.
Par ailleurs il est facile de voir que 1a relation € définie dans 'énoncé
est une relation d’ordre.

Soit A et B dans M, [(C) et A € [0,1]. Tl nous fant démontrer que

DA+ (1 - 2)B) < A2{A) + {1 — A)2(B).
En développant. on obhtient

AB(A) + (1 — NB(B)—S(AA + (1 — A)B)
=A1-X)(A"A + B*B - A"B - B*A)
=M1 -2)A - B)'(A -B).
D’apres ce qui précede, la matrice (A — B)*(A — B) est hermitienue

positive. Conimie A(1—X) € Ry, A@{A)+(1-2)®(B) ~2(AA+{1-\)B)
est. hermitienne positive. <

2.55, Condition pour gqu'une matrice hermitienne soit définie positive

" . - Co a v
Soit M une matrice hermmitienne écrite sous la forme v -

v A
ol A est yine matrice carrée d’ordre n — 1. Montrer que la matrice
M est définie positive si, et seulement si, @ est un réel strictement

p 3
posilif et aA — vv™* est hermitienne définie positive.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.
Puisyue M est liermitienne. a est réel et A est hermitienne.
Considérons un élément gnelconque X de M, 1 (C) éerit sous 1a forme

y . ‘ v fey+ vt
(Z)’ ony ECetZ e Mu_11{C). On a alors MX = (yv " AZ) et

X*MX = Jay + Jv*Z + Z'yv + Z°AZ = aly|* + 2Re(Fv*Z) + Z*AZ,

car v*Z = Z*v par syrmétrie hennitienne,

La matrice M est déhintie positive si, et seulement si. cette quantité est
strictement positive pour tout X non nmil. En prenant Z = 0, on voit quil
faut @ > 0, ce que l'on suppose réalisé par 1a suite. Fixons 7 et faisons
varier y. Il existe £ € R tel que v*Z = |v*Z|e™". Prenons y sous la forme
pe’? avec p e R, et # € R. On obtient

X*MX = ap® + 2plv*Z)| cos(t — 0) + Z*AZ.
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Quand @ varic, le minimum de X"MX est ap® — 2p|v*Z| + Z°AZ. Cette
[v"Z]
] a
S w*Z) + 2V AZ. Puisque [v*Z)? = v Ze* L = Z7vv*Z, on a
£

quantité est wminimale pour p = et la valenr minimale obtenne est

1 " 1 1 .
—— WL+ ZTAL = —(al" AL =D e L) = = (L7 (aA — vu")Z).
a 43 43
Ainst M est définie positive si, et seulement si, ¢ > 0 et pour tout

e Mo 11(C), Z(aA — vv*)Z > 0, c'est-a-dive si aA — vv* est définie
positive, <

2.56. Calcul de 'inverse d’une matrice par une méthode itérative

Soit Xg et C dans C™, B € M, (C) et la suite (X,,)en telle que
Xnt1 = BX, +C.

1. Que dire s la suite (X,,) converge ™

2. Donner une condition suffisante pour gque (X,,) ait une linite
indépendante de Xg.

3. Soit A =M — N hermitienue. avee M inversible. On suppose
gne A et M* 4+ N sont définics positives. On munit C* de la norme
définie par = /{X,AX). Prouver que ||M~

4, Donner un algorithme permettant &’inverser A.

{Ecole normale supérieure}

P

I Solution.

1. Silon note L la limite de la suite (X,,). on a L = BL + C et done
il, — B)L = C : le vecteur C apparticnt & Iin(I,, — B).

2. Oun munit M, (C) d’unc norme triple quelconque. Moutrons gue
< 1 suflit.

En effet 1a matrice I,, — B est alors imversible, car s1 X € Ker{I,, — B},
alors BX = < ||IBX|| < <||. ce qui implique X = 0. Il
o \'iste un unique L e C" tel que (I, — BJL = C. Pour tout n € M. on a

Xpp1 —L=B(X, —L) et donc X, —L =B"*{Xy—L). On en dédwut que

IX. = L]l < [[B*[[Xo — LI < IBJI"*IXo — LI

la

Comnme ||B]| < 1. ta snite (Xp) converge vers L, limite indépendante
e Xg.
3. Posons B=M7IN.Ona
BX|? X*B*ABX
I? — sup e = sy SR
BIXE T XA T XRAX
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Cette borne supérieure étant atteinte, on a [|B|| < 1 si, et seulement si,
X*B*ABX < X*AX pour toul X # 0, c’est-a-dire X*(A — B*AB)X >0
pour tout X # 0. Il faut donc démontrer que la matrice hermitienne
A — B*AB est définie positive.

OnaB=M"'N=MYM-A)=1, - M~1A. Ou en déduit que

A-B'AB=A — ([, - AM* HA{I, - M 'A)
=A-A+AM* A AMTIA - AM*T'AMTIA
= AN THM 4 M* — AIMTTA
= (MTA)" (M4 M* — A)(M*A).

Comme M +M* — A = M* + N est définie positive, la matrice A —B*AB
qui lui est congruente est aussi définie positive.

4. Si M et N vérifient les conditions de la question précédente, une
suite (X,,) qui vérifie la relation de récurrence X, 11 = BX,+C, converge
d’aprés le question 2 vers (I, — B)~1C = (M?A)7IC = A~ (MC).
Pour déterminer une valeur approchée de A='X, il faut donc prendre
C = M~ 'X. On pent ainsi ealculer A—'X pour tout X et donc déterminer
AL

La méthode n’a d'intérét que si 'on peut calculer M ! facilement. On
peut preudre par exemple M = AL, avec A > 0. On a alors M* + N =
M+ N = 2M — A. Cette matrice est définie positive i 2A est supérieur
a la plus grande valeur propre de A. <

2.57. Encadrement des valeurs propres de AB

Pour A € M,(C), on note Apax(A) et Amin(A) deux éléments de
Sp A tels que. pour tout A € Sp A, [Ag (A) < |A] € [ Adnax(A)].

Suit A et B deux éléments de M, (T). Maontrer que, pour tout
1 € Sp{AB),

f\min(AA*}—\min(BB*) < |,LL‘2 < )\ma.-c(AA*)Amdx(BB*)-

(Ecole polytechnigque)

> Solution.

La matrice AA™ est hermitienne positive, car pour tout X € M, 1{C),
ona X*AA*X =||A*X|I? 0. 1] existe une base orthonormale (Y, ..., Y,,)
de C" formée de vecteurs propres de AA*, avec les valeurs propres posi-

. .
tives Ap,.. . Aq. 81X =3 z,Y,, on a alors

i=1
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Ty T
AAK=D Y, et JATXPP=XTAAX = (X, AAK) = Mjl’
i=1 =1

On en déduit, par définition de Amin €t Amax. que

Aunin (AAM X < AKX < Ana (AAT) X%

X]

Le méme raisonnement ¢’applique & la matrice B et on obtient, pour
ot X € €,
Aumin (BB* ) Amin (ALY X|? € Apin(BB¥)[|AX])? < | B*A*X|?
£ Amaxc (BB |A* X € Amax(BB™) Anax {AA™) || X2
Suit p € Sp{AB). Alors m € Sp{ABY = Sp(B*A"), car Sp(AB) =
Sp{t{AB)). Si X est un vecteur propre associé, on a B*A*X = gX et

IB* A*X]? = | EX]? = |p?|X]|? et V'inégalité précédente fournit 'enca-
drement voulu. <

Liezercice suivant est la version hermitienne de Uexercice 2.30. Toutes
lrs solutions que nous avions données peuvent se géndraliser.

2.58. Inégalité d'Hadamard pour une matrice hermitienne

Soit II = {hy;) € M,(C) une matrice hermitienne positive.
n

1. Montrer que 0 €< detH < H hys.
j=1
2. En désignant par R et S les parties réelle et imaginaire de H,
montrer que det H < det R.
3. Soit A = {a;)14iy<n € Mu(C). Démontrer 'inégalité

|det Al < H\/lﬂﬂlz + Jap|® L+ a2

=1

(Ecole polytechnique)

| - Solution.

1. L’inégalité 0 < det H est vérifiée, car H est positive. Lies coeflicients
h,, sont positifs, car h;, = ®{e;), ot ¥ est la forme hermitienne assaciée
11 dans la base canonique (e1,...,en) de C*. SidetH =0, il 0’y a rien
a émontrer. On suppose donc que H est définie positive: les f;; sout
alors strictement positifs.

Il existe P = (p;;) unitaire et D = Diag{M,...,A,) diagonale, & co-
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efficients diagonaux strictement positifs. te’lles que H = PDP* On e

déduit que, pour tont j € [1,n], ks = V 3 PisARDik = Z 1256]% Ak, On

kl k=1
™

remarque que, pour tout j, 3 |p;f? = 1, car P est unitaire. On en
k=1
déduit, en utilisant la concavité de la forction In que

Ink;; =In (Z |p;,k|2)\k.) = ijj;\.lz In A,
k=1

k=1
puis que
ks n ¥ ko T L
Zlnh |pjk\2 InAg = Zln Ay (Z lecz) P Zln Az,
=1 J=1k=1 k=1 k=1 =1

car P est unitaire.
T Fes

On obtient [T A; 2 11 Ay, ce qui est le résultat voulu.
7=1 =1

2. On a par définition R = é (H+H) et S = o (H—H). Puisque H est
hermitienne, R est symétrique réelle et S antisymétrigue réelle. 11 existe
Q € On(R) et A diagonale réelle telle ‘QRQ = A = Diaglpei. ... pn )
On pose 8 = *QSQ et H = '"QHQ = A + {5, La matrice § est an-
tisymétrique comme S et H' est hermitienne positive comme H. Cn a
de plus det H' = det H et det R = det A, car (det Q) = 1. Comme les
termes diagonaux de H sont éganx & ccux de A. puisgue S’ est anti-
symétrigue, la premiére question appliquée & H donne

detH=det H' < [ ; = det A = des R,

j=1

car A est diagonale.

3. La mafbrice AA* est hermitienne positive, car pour X £ C7,
X AA™X = ||A*X]||” = 0. Son i-ieme cocfficient diagonal (1 < i < n)
est fa;f? + |a¢-212 + -+ |agn|?. En appliquant la premiére question, il
vient

n
det AA* = [det A < ] (laa* + lasal® + - + |ain?) -

i=1

Cn obtient le résultat vonlu en prenant la racine carrée. <
En constdérant A¥A, on auralt obtenu

et A< T flan 2+ Jugy 2+ + Jang 2.
=1
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Dans Vezercice suivant, on démontre gu'une matrice hermitienne po-
suive posséde une unique racine carrée hermitienne positive. Clest un
resultal classique que Uon ropprochera de celui de Uerercice 2.12. Ia

denziéme question a été également traitée dans le cas euclidien (exercice
103).

2.59. Produit de matrices hermitiennes positives

1. Soit H une matrice hermitienne positive, Montrer qu’il cxiste
nne unique matrice K hermitienne positive telle que K? = H.

2, Soit H et K deux matrices hermiticnnes positives. Montrer
que les valeurs propres de HK sont réelles positives.

3. Soit H, K, L trois matrices hermitiennes positives. On suppose
HKI. hermitienne. Montrer qu’elle est positive {on commencera par
supposer H définie positive}.

(Ecole polytechnique)

|- Solution.
1. La matrice H € M,,(C}) cst diagonalisable dans une base ortho-
nornmale : il existe D = Diag(h, ..., An) diagonale & termecs diago-

nanx positifs et P e Uy (C) telles que H = PDP*. On écrit D = A%,
swoe A = Diag(VAL,. ... VA,) et H = PAZP* = (PAP*)% La matrice
I = PAP* convient.

§i K’ est une autre matrice répondant & la question, elle est diago-
nalisable et ses valeurs propres sont nécessairement les racines carrés de
celle de ). Blle est done semblable & A ¢ il existe @ € U, {C) telle que
I/ = QAQ*. On en déduit que H = PDP™ = K'? = QA2Q* = QDQ*,
¢ qui peut cncore s'écrire Q*PD = DQ*P. Si on pose Q*P = (a;), on
apour 15 d.j Sn, agA; = Mag. 81 A # Ay, alors ag; = 0. Dans tous
los cas, on a agy/A; = vVt et done Q*PA = AQ*P, ce qui implique
PAP* = QAQ*, soit K = K’, ce qui montre I'unicité.

2. Soit A ume valeur proprc de HK et X un vecteur propre associé.
On a

X'KHKX = AX"KX,

¢l comme H est positive, X*KHKX = (KX)*H(KX) > 0. Ainsi, si
X*KX > 0, on obtient A = 0. Sinon X*KX = 0 et d'aprés la ques-
Lion 1, il existe une matrice hermitienne positive K’ telle que K = K/ 2
On peut alors éerire 0 = X*KX = X*K'?X = [|K/X|? et il s'ensuit que
X = 0 et done KX == 0 et HKX = 0. Dans ce cas, A est nul.

Cette technigue o €t€ vue dans Uexercice 2.13.

3. Supposons que H soit définie positive. Scit H' hermitienne positive
(elle que H* = H. On a méme H' définie positive. On 6erit alors
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- ror1t BN ST Y]
HKL = H' (VKL i,

Ainsi IIKL ¢t H'KLH {cotie dermoire est auss hermitienne, car égale
A H 'HKLH ') représentent la méme forte betmiticnme, Or i spectre
de KL est contenn dans By 'aprés ka question précédente. Done celui de
HELH qui lul est semblahle est ausst conteun laus Ry Done, TKIL
est Inmanice dune [orme hermiticnne positive. pnisgiue son speclre est
contenn dang R, .

La situation est plis délicate st on ne suppose plus 0 définie. On cssaic
de se ramener au premier cas. On identilic matrice el endomorphisime
canoniguerneut assoclé. Pour « - 0, on pose

Mo} = (11 + o LYKL = HKL + ol.KL,

i estoune watciee hoermitienne, car somoge de matrices hiernitiennes,
Considirons lorthogonal 11 de Ker IINKe L. Clest un sons-espace stable
par H +al (¢'est Forthogonal d'in sous-espace stable par un cndomor-
phisme hermitien). La restriction de H + all & F est définie positive,
Exn offed, clle est claircnent positive et si on suppose gque X € £ ot
(H+al)X =0.0na

g X'IX = —aX'LX <0

et X*HX = X*LX = 0 el en faisant intervenin les racines carrdes de H
ct L comme dans la question précédente, on en déduit HX = LX =0 et
X cKerHKerL = Ft. Finalement, on a bien X = 0.

En considérant une hase aorthonoruale de ©F constitnée «ure base
de F et dnne base de Ker HN Ker L, ou voit qu'il existe nne juatrice U

unitiire telle gue

N i, 0 R K, K. . Ly l))
T - [ - LUt -
vhv ( ] 0) » URY (Lh'g K,;) - LL (U U

On obtient

- I’IlK]l.l U v (HJ +L)L1}K1L1 (]
¥ = . ] AR
VHKLU ( 0 O) ct UM ((l )l ( 0 i}

Iaprés ce qui précede, la matrice 11; + el est hermitienne définic po-
sitive. Cowune les matrices K| et Ly sont Lermitiennes positives, U'étude
du premier cas mentre que (0 + al )Ly est positive, T en st de

méme de UM(o)U* car si X £ O est dorit X (E) ot Y ¢ 7, un

r=dimF.on a

X*[]}IKL’[]X = Y”((I‘I] + (11.1)1\:1 EqY 2 0
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Lo nmtrice Mo} gui lui est congruente cost anssi positive. On a pour

ot X 70 X*M{er)X = (. En faisant tendie o vers 0, on oblient
NIKLX 22 O la matrice TIKD est Lien positive. -1

ovwistence o e rucine corree est encore utiliscs dens Tos dewr eper-

crecs swieants,

2.6(. Produit de Schur de deux matrices hermitiennes positives

Soit A = (ugy) et B = (by) denx matrices de A, (C) hermi-
tiennes pogitives. Montrer que la mintrice C = (0,055} 55,00 o8l
ferntitionne positive,

(Ecole narmale supérieure)

. Solution. ;
i ost clair que C est hevmitienne : ponr tout (7. 7) € {1, 2]

T = gy, = vyh =gy

Powr dériontrer que C est positive. nous constdéraus une matrice H
PN iy 3 . P -
hernitionne positive telle que A = I (cf. exereiee 2.39). On a alors.
o 2
ponr tout (i) £ [Lon]”.

"

it
A
Cop = Y dipdigby = hahighy

Aot L
el ponr EX = e =N B
T
1IN onr P N
XUX — E O, = ) ) byt Ay,
2. :
Iigsn =1 1< jn

I malrice B élank positive, la somme > buml’%,ﬁj cst positive
Yooupmn

powy tont & O [1oe]. On en dédult gue "NCX = 0 ¢ la atrice C est
herrtienne positive. <

Siles matrices A of B sond défimees pogitives, 'XCX = 0 fmplique.
vy ok ko 4, sl S b,,_[mhijj — (+ et puisque B oest diffinic

Tepe i o

pesidive, By = 0 pour tout 1 Comme AL H est inverstble, deone aucunc
Ao wes colonnes west nulie el powr tout 4 € (L n]. id cxiste k G [V, 0] tel
o Jige F 00 co gui enpligue vy = 0 of fimalement X = 0 o nafrice O
oo difinee positree.
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2.61. Inégalités

On se place dans C™ muni de sa structure hermitienne canonique.
1. Soit L un endomorphisme hermitien défini positii ec p € N*.
Montrer que, pour tout (z,y) € (C™)?, on a

{(Id+L) " (z + ).z + ) < Jl2)® + L2y ).

2. Soit H et K deux endomorphismes hermitiens définis positifs,
Montrer que, pour tout (z,) € (C*)* cn a

(H+K) "+ y)e+y) < (H (z)x) + (K (), ).

(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. On considére une base orthonormale B = (e, ..., en} de vecteurs
propres de L; on note Ay, ..., A, les valeurs propres (strlctement posi-
n

tives) correspondantes. Si x = (2y,...,00) € C%, on & L{z) = Y Az
i=1

et (Id+L)(x) = 3 (L+ A)ase;. Onen déduit que L ) = 37 A agey
= i=1

r

et (Id+L}" 1 = 3 (14 1) 'ajes. Silonnote y = (y1....,Un ), on obtient
i=1 ” 7

((d+L) Ple+y) v 4y) = <Z(1 AP b e Y (@ + yi)ei>
i=1 i=1

= (14 X) s + il
e=1

et de méme
ll||* + (L), ) Z e |* + Z ]2

Pour montrer I'inégalité voulue, 11 &,ufﬁt de verlﬁer que, pour tout i,
(420 4 al” <l + A Il

On étudie le signe de § = (14A) Plutv|?—|u*~A~?|v[*, pour (u,v) € C?
et \€R..Ona

d<(1+0)7 ( lurl? + Jol? + 2fullv]) — ju)* = A7F)
SO+ A7 = Dl + 200+ ) Jullo] + (1 + A7 = A7)/
Le discriminant réduit de ce trindme en |u] vaut

= (1 4+ A)TPATP £ A — (1 + A)P).
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Il est négatif car (1 -+ A = 1+ AP, comme le montre la formule du
hinéme. Comme le coefficient de |ul? est négatif, on a & < 0, pour tout
{u,v) € C%, ce qui permet de conclure,

2. On se raméne A la relation démontrée dans la question 1. Il existe
i endomorphisme hermitien G défini positif tel que H = G2 (voir exer-
cice 2.59). Comme G~ est aussi hermitien, on a

(07 (2),2) = (G (G (@), ) = G @)
(leei nous pousse & poser @ = G™Hz) et 3 = G Hy). On a alors
K (), y) = (KTHG(Y)). Gy = ((GoK o G)(y),¥)-

On pose L = G"1o Ko G~ L’endomorphisme L est hermitien et défini
positif, car pour tout z € €™\ {0},

(L(z),2) = (K(G™H(2)), G (2)) > 0,

ear K est défini positif.
En appliquant le résultat de la question 1, avec p = 1, on obtient

(H (@), ) + (K ()9 = l2'|1> + L), y')
2 ((d+L) ' + )2 ),

Il ne reste plus qu’a transformer cette derniére expression. On peut écrire
l14L =Id+G oKoG™ = G 1o (G2 +K)o G =G o (H+ K)o G+
e (Id+Ly" ' =Go(H + K) ' oG. On en déduit que
(Id+L)~ta' + '),z + o) =(Go(H+K) ' oGz’ +y), 2" +¢)
= (H+K) Mz +y)z+y)
ol Vinégalité est démontrée. <

Voici maintenant la version hermitienne de la décomposition polaire,
Ille o été présentée dans le cadre euclidien dans les ewercices 2.26 et
227

2.62. Décomposition polaire dans M., {C)

1. Montrer que pour tout A € My(C), il existe une unique
matrice hermitienne positive H telle que A*A = HZ.
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2. Montrer que, pour tout A & GL,{(C), il existe un unique
couple (WH), ot U € U, et H e%t hermitienne positive, tel que
A =UH.

3. Ou considere sur M,(C) la norme définie par |JA] =

v Tr(A*A). Montrer que

Ul = i —V|j = T3,
IA = Ul = jinf 1A= V] = d(A,U)

(Ecole polytechnique)

&> Solution.

1. Soit M = A™A. La matrice M est hermitienne positive. La question
a été traitée dans U'exercice 2.59. Nous présentons une autre version pour
I 11T11C1té goit H' une autre matrice répondant 4 la question. Le spectre
de H' est celui de M et donc celui de H2, Comme les valeurs propres de
H' sont aussi positives, H et H' ont les mémes valeurs pPropres.

Soit A une valeur propre de H (et donc de H'). On sait déja que
Ker(H' - AL,) € Ker(M — X?1,) = Ker(H — Al,), la derniere égalité
étant, justifiée par construction de H. Comine H' est diagonalisable, la
somme de ses sous-espaces propros vaut €7 = EB Ker(H — AL,) et

AESp(H)
pour des raisons de dimension. Ker{H' — AL} = Ker{H ~ AL,). 1l s’ensuit
que H = H' puisquelles ont les miémes valeurs propres et les memes
SOUS-ESPACES proPres.

2. Unicité. 8i A =UH, aver U € U, et H hermitienne positive, alors
A*A = HU*UH = H®. D’aprés la question 1, H est unique. La matrice H
étant inversible puisque A l'est, U = AH™? est uniquement déterminée.

Euistence. Prenons H la racine carrée de M — A*A définie dans la
guestion précédente. Iei, H est hermitiennc définie positive, car inversible
comme M. On peut poser U= AH™!. Vérifions que U est unitaire :

U*U=H 'A"AH ' =H"'H*H " =1,

3. En gardaut les notations précédentes, on écrit H = P*AP, olt P est
unitaire et A = Diagi{ A, ..., A, ). On pent remarquer gue si M et V sont
deux matrices de taille n, V étant unitaire, on a |[VM|] = = |IM].
On en déduit

= UM -L)|? = |H - L[ = Tr(H - 1,)?

=Tr(A - I)? = Z(A — 1)
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Ponr V & Uy, on obtient

A= Vil = JUH ~ V}| = [VT'UH - L, = |V 'UP*AP - 1,
= |[P(VT'UP*AP — L)P*| = [PV 'UP*A — L,

car P est unitaire. On pose W = PV 1UP* qui est une matrice unitaire.
(3 obtient

JA = V]2 = fWA — 1|7 = T{AW*WA - WA — AW* + 1)
=Tr{A%? - WA - AW* +1,)

=30 (2 = e+ mN 1)
i—1
=Y (M2 -2x+1) = [A- U

=]

n
car 3 Jwg;1* = 1 implique Re(w;;) < |wy] < 1. L’égalité a lieu si wy; = 1
i=

pour l € i< netdone W=1,. Onaalors VU =1, et donc V=T. «

Beaucoup d’autres exercices du début de ce chapitre peuvent s’adapier
en termes hermitiens. Sans faire un cofalogue exhaustif, nous précisons
que o'est notamment le cas pour les décompositions classiques et le
thégréme du minimaz (voir ezercices 2.29 et 2.37).

2.63. Ecriture d’un endomorphisme comme combinaison linéaire
d’endomorphismes unitaires

Soit E un espace vectoriel hermitien de dimension n. On note || |}
la norme dans £(E) subordonnée a la norme de E.
1. Soit f € L(E). Montyrer I'éguivalence de :
{i) f est hermitien et || f|| < 1;
{ii) il existe un endomorphisme unitaire g de E tel que

(9+9%).

Ny =

f:

2. Montrer que tout f & L(E) s'éerit comme combinaison
linéaire d’au plus quatre endomorphisies unitaires de E.

(Ecole polytechnique)
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L= Solution.

1. Snpposons que [ — i(q + ¢%). avec g unitaive. Alors f ost anto-
adjoint ef d'antre part comme |lg] — l¢7|| — 1 on a ||f]] € 1. Dane (i)
implique (7).

Traitons la réciprogue matriciellement. Soit A la matrice de [ dans
une hase orthonormiée B de I, La rnateice A est hermitionne ot done nni-
tairement. semblable & une matrice diagonale véelle D = Diag(d, . ... . d,,).
Sort U unitaive telle que A = UDU*. Par hypothise, || f] <1 de sorte
que Vi < [1.n], d; € [-1.1]. On peut done poser d; = cosf; pour tout,
i @ [1.n]. Posons alors V = UDiag{e®. ..., ()’U’L)U* La matriee V oest
unilaire et on a A — %(V + V).

2. lLe résultat cst vérilié pour les endomorphismes hermitiens de
norme nféricure 2 1. St £ est hennitien de norme supéricuare a1, il

suffit. d'appliier le résultat précédent a HITH Pour tenniner, il suffit

de prouver que tont endomorphisme f de E ost combinaison linéaire de
cdeux endomorphismes hermtiens, Or, i suflit déerire

R A U RN A Ty’
- * Bak =+ -
f R : T
| e ——
herwition  hornitien

.l

Iom, fait, on peut gquoir miieux avee lo décomposilion polaire (ef. exereioe
2.62) : tout f € L{L) peut s 'éerive f = wh avec w wnilaire el It fiermitien.
I en résulie que [ est combmaison hndaire de dewre endomorphismes
wnttaires.

A partir de la. on peut mondrer gue le centre du groupe unitaire de
I correspond awr Tiomolléties wnitaires. En effet. st u € Z{U(E}),
commule avee louwl ddment de L{F) d'aprés le vésullaf précedent. Done
w est une homothidtio. Réciproguernend, {es hotnolhélios uniloires ¢'esl-g-
dire [ = ATdy avce |A] = 1 sonl dans le cenlre de U(E). Fn parliculier,
Z(U(E}) =~ 8.

L exerece suivant esl Uoccasion do démontrer un théoreme génédral dr
réduction des endomorplismes novmoeur {(ce sont les endomorplismes
gui commulent avee leur adjoint). Nous allons constoter gu’ils sont dia-
gonalisahbles en hose orvthonormée. On peal démondrer & partir de la o
théoréme spectral pour les endomorphismes hermitions ot Lo fart qu’une
nialrice wnaladve est diogonalisahie.
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2.64. Matrices normales

Soit A € M, {C), Ay, ... Ay ses valenrs propres. Montrer gne les
Lrois conditions suivantes sont équivalentes @
(1) AA" = A*A (on dit que A est novmale) :

(7} A est dingonalisable en base orthonormale
"

(i) Te(AA*) = 30 (A2

i—1

(Ecole polytechniquc)

I Solution.

e Montrons gue 51 la condition AA* = A*A est réalisée, alors A est
diagonalisable dans une base orthopormale, e, il existe U unitaire telle
due A = UDUY o0 I = Diag(A, ..., AL). Soit f Uendomorphisme de
' Jont 1a matrice dans la base canonique est AL L'hypothése se wraduil
par o f= o f*ooi 7 est Vadjoint de f. 1 fant dédmontrer que f ost
diagonalisable dans une base orthonorale.

On raisonne par récurrence sur i, le résultat étant évident pour n = 1.
Supposons le résuliat vral jusaivan rang w1 et montrons-le an rang 1.
Soit A nne valeur propre de f. Ey Vespace propre correspondant. Comme
I el f commutent. 125 est stablo par . Posons Ty = (Ex ). Montrons
que Iy eat slable par f et f™. Soit y € 'y, Pour tont o € Ey, onn a

Gy [y = (Fldn) = Qaroyy — May) =0
(e fly)y = (") u) = 0.

car f* () € By, Alosi [*(y) et f{y} appartiennent & 17y,

Comme fr, ot (fu, )" = fﬁfA commutent ol que dimF, < n - 1,
on penlappliquer Phypothése de réewrvence & fje, . 11 existe une baso
orthonormale de Fy qui diagonalise fir, . Tin lni adjoignant une base or-
thonormale de 2y, on obtient une base orthonoruale de I gui diagonalise
1. Phimplieation (i) — (#1) esl. pronvée.

s Montrons que (f8) == (i) 1 on a A — UDUY avee D =
Diagl{Ar,... A et U mmitaire. On on dédnil gue A+ = UDU* ot
M = UDDU*. On ebtient alors

Tr(AA™) = Te(UDDU*) = To(DDUL) = Tr(DD) = 3 [Ad.

1=1

osts oo quton vondait.
o [our Lerminer il reste & prouver que (48} —=> (¢}, Supposons que
n
FHIAAT) = 37 N5 A priori. on ne pent pas dingonaliser A dans une

=1
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base orthonormale, mais on peut la trigonaliser dans une telle base, ie.
il existe T matrice triangulaire supérienre et U unitaire telle que A =
UTU*,

En effet, puisque A € M,{C). A est trigonalisable et il existe T’
triangulaire supérieure et P € GL,,{C} telles que A = PT'P~L. On note
Bp la base canonique de €, B la base dont la matrice de passage par
rapport & By est P et B’ la base vrthonormale obtenue 4 partir de B
par le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. La matrice de
passage T de B & B’ est triangulaire supérieure et U = PT", matrice
de passage de By & B' est unitaire. En écrivant P = UT” ', on ohtient
enfin A = UT” 7 '"T'T"U". La matrice T = T T'T" est triangulaire
supértenre et a les propriétés voulnes.

On a alors A* = UT*U*, AA* = UTTYU* et

Tr(AA™) = T(UTT'U) = T(TT) = Y [t;/%

g, j&n
Comme les termes diagonaux de T sont Ay, . ... A, puisque T est sem-
blable & A, 'hypothese s'écrit 3 |#;,1* = 0. La matrice T est done diago-

/L“L
nale. Ainsi T commmite avec T* et AYA = UT*TUY = UTT*U* = AA*
ce qui prouve (7). <
Dans lo derniére nnplication on a prouvé le théorerie de Schur : toute
mairice de M, (C) est trigonalisable dans une base orthonormée.

Nous terminons ce chapitre par deux énoncés délicnts.

2.65. Théoréwme de Mirman (1968)

—
€™ est nuni de sa structure licrmitienne canonigue et A, (C) de
la rorme subordonnée,

1. Soit A € M, ((C)etB‘(1

A*
B est positive si. et seulemenr. si, ||A]] €

2. Soit F = {*XAX. [X| = 1} et ( la propriété : il existe
trois nombres complexes z7.25, 23 de module 1 tels que F soit contenn
dans le triangle z12p23.

Moutrer que (B} impligue [|A|l € 1. On pourra d’abord montrer
que (H) équivaut a : il existe trois nombres complexes 1,2z, 23 de
medule 1 et trois matrices hermitiennes positives A;, Ag, Ag tels
que A =2 A+ AgF 23A et [, = A + Ay + Ay
(Ecole normale supérieure)

A
I ) Montrer que la matrice
H
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> Solution.
1. La matrice B est clairement hermitienne, Considérons un élément

yuelconque Z € Mo, ((C) que nous écrirons Z = i.( ,ou X et Y sont
X+ AY
dans M, 1 (C). On a alors BZ = (A*X . Y) et

Z'BZ = X*X + X*AY + Y*A*X + Y'Y
=X + |[Y]|? + X"AY + X*AY
=1 X)|* + |IY))® + 2Re(X7AY).
£)n veut montrer que Z*BZ est 2 0 pour tout Z € Moy, 1{€) si, et

sculement si. {|A| < 1.
Supposons |fA]] < 1. On obtient alors

| Re(X"AY)] < [X"AY| < [XIHAYY < RARIXIIY] < IXHIYY.

en utilisant l'inégalité de Cauchiv-Schwarz et la définition de la norme
snbordennée. On en déduit que, pour tout Z € Mg, {C),

Z'BZ = |[X|? + |1Y)* = 20X Y] = (IX] = {Y[)* = 0.
done B est positive,
Supposons [[A]| > 1. On a. par définition. [[A[] = sup [J[AX](. Comme
1X]]=1

I sphére unité est compacte. cette borne supéricure est atteinte. Il existe
Y € M, 1(C) tel que ||Y] = 1 et JAY] = J|A|]. Prenons enfin X = AY
ot Z = i{) On a alors X*AY = [|[X|? = [[AY}? = A%, On en déduit
yue

Z°BZ = [ A? + 1 - 2jA1° =1 — A2 <.

l.a matrice B n'est pas positive.

2. Pour commencer. démontrons 1’équivalence suggérée par 1"énoncé.
Supposons il existe trois nombres complexes de module 1, 2, 29 et 29
¢l trois matrices hermitiennes positives A, Az et A5 tels que

A=z2A +2A:+23485 et L, =A; +As+ Ay,

Um a alors pour tout X € M, 1(C), de norme 1,

3 3
X*AX = 35X AKX et 1= [IX[P = XL X =3 X*AX.
=1 =)
lies notnbres complexes X*A;X sont des véels positifs, puisque A; est
lwrmitienne positive. Leur somime est égale & 1. L'égalité vérifide par
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X*AX signifie qu'il appartient & Uenveloppe convexe de {21, 29, 23}, C’est-
a-dire & 'intérieur du triangle z;zpz3. Ceci étant vrai pour tout X de
norme 1, F est inclus dans le triangle z;2023.

Supposons réciproquement qu'il existe trois nombres de module 1 tels
que F soit inclus dans le triangle 2y 22z3. On peut supposer que 21, zg et z3
ne sont pas alignés, i.e. qu’on a un vrai triangle. Sinon F est inclus dans
un segment et on peut choisir un troisiéme nombre complexe de module
1 arbitraire non aligné avec les extrémités du segment. Déterminons trois
matrices hermitiennes Ag, Az, Az telles que

A+ As+ Az =1, et z1A1 + 20A0 + 2343 = Al

Comme les matrices A; doivent étre hermitiennes, on doit avoir de plus
ZTA| +Z3As - Z3A3 = A*. On résout le systéme constitué de ces trois
dquations. Les z étant distincts, on trouve une solution unique. On a
par exemple

1

A = (21 — 29)(21 — 23)

(21A — 21 (ZQ + Zg)In + Z]ZngA*)

et des expressions similaires pour Ag et Az. On vérifie que A est her-
mitienne. Les trois nombres z; sont de module 1. On en déduit que

(21 — 22)(z1 — 23) = (l _ l) (i -~ i) — (_ZLM’ puis

21 2 21 zZ3 Z%ZQZS
que
2
ZT 202 1 zo + z3 1
Al = 1 (7 * I, + A) = AL
(z1 — 22) (21 — #3) \ =z Z159Za 22923

On montre de méme que Ay et As sont hermitiennes. Reste & démontrer
gu'elles sont positives. Pour tout X € M, 1(C) de norme 1, X*AX est
a lintérieur du triangle z;2z923 donc il existe un triplet de réels positifs
()\1, Az, /\3,) S Ri tel que AFdd+ A =1et XYAX = A2y + Aoze+ Az2s.
D’autre part, des relations vérifiées par les matrices A; on tire

XTAX= ZIX*A]_X—E—ZQX*AQX-E—ZQ,X*A;;X, X*AlirX* A2X+X*A‘3X: 1.

Mais la famille (21, 22, 23) étant une base affine du plan, X*AX posséde
un unique triplet de coordonnées barycentriques. On en déduit que pour
1€i<3,ona XA X =X = 0. Ceci est vrai pour tout X de norme 1 et

donc en fait pour X quelconque, car si X # 0,on a X*A; X = |X|*Y*A,Y,

avec Y = ﬁ}( Ccel montre que les matrices A; sont positives.
D’aprés la question 1, pour démontrer que ||A| € 1, il suffit de

démontrer que B est positive. 1)’aprés 'équivalence démontrée précédem-

ment, on a A = z1A; + zahs + z3As, AY = FA; - ZmAy + F5As ol
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I, = A + Ay + Az, On obtient

B A+ A+ Az z1A1 + 22A0 + A3
AL + %A + 534 Ar A+ Ay

— . A1 Z]A1 ¢ . A2 ZgA:g + A3 23A3
TA A =AYy As TA; A [
Pour démontrer que B est positive, il suffit de démontrer que chacune

Ai ZfA—,;
ZAL A

des matrices hermitiennes B; = ) Iest, En écrivant comme

dans la question 1, Z = (X) on obtient

Y

Lo matrice A; étant positive, on pent appliquer I'mégalité de Caucly-
Schwarz et ot obtient, puisque z; est de module 1,

[(z + 7 X A Y| € 2

XYAY| € 2VXAX - YHAY.
Ou cn déduit que
2B XA X+ Y ALY — 20/ XA X - YFA)Y
2 (VX AX - VYA Y)Y 20

La matrice B qui est ane somuie de trois matrices hermitiennes posi-
lives est positive et |A]| € 1. <

2.66. Matrices unitairement cougruentes 4 une matrice triangulaire

Soit A € M,{C). Montrer que cette matrice admet umne
décomposition A = UTU, avee U unitaire et T trisngulaire
supérienre si, et seulement si, le spectre de AA est inclus dans R, .

(Ecole normale supéricure)

| - Solution.
Si A = UTU, avec U unitaire et T = (¢35}, j<n trinngulaire supé-
Fleure; on a

AX=UTWWUTU = UTTU T,

car 'U = U~1. Les matrices T. T et donc TT sont triangulaires supé-
tieures. Les termes diagonaux, ¢'est-a-dire les valeurs propres de T'T sont



186 CHAPITRE 2. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES AUTG-ADJOINTS

les produits ¢;%;; = |t;;° de ceux de T et T. Ils sont positifs. La matrice
AA qui lui est semblable a aussi des valeurs propres réelles positives.
On démontre la réciproque par récurrence gur #. Il n'y a rien a
démontrer pour n = 1. On suppose que la propriété est vraie au rang n—1
(n > 2} et on considére une matrice A € M,,(C) telle que Sp(AA) C Ry.
Notong que si A = UTHU == UTU ' et si Xy est le premicr vecteur de
la base canonique de M,, ;(C}, on a

A(UX)) =UTX; =1, UX; =, UXq.
Le vecteur X = UXy vérifie done AX = #11X. Mais on a alors
AAX = #;AX = |t11*X.

Montrons, pour commencer U'existence d’un tel vecteur X.
Scit A € R} une valeur propre de AA, X s 0 un vecteur propre
associé. On pose Y = AX. On a alors

AAY = AAAX = AAAX = AXX = MAX = )Y,

car A est réel. Ainsi Y est aussi un vecteur propre de AA pour la valeur
propre A. Montrons qu'on peut choisir X tel que AX soit colinéaire & X.
Si le vecteur X ci-dessus ne convient pas, la famille (X, Y) est libre et on
pose Z =Y + X, olt v = v/ X (ceci est possible car A = 0). On a alors

AZ = AY 4+ aAX = AAX + aY = AX + aY = a(Y + oX) = aZ.

Par ailleurs Z est un vecteur propre de AA pour la valeur propre X, car
combinaison linéaire de tels vecteurs, non nul car (X,Y) est libre.

En normwant le vecteur chtenu précédemment, on trouve donc un
vecteur unitaire X et g € C tels que AX = pX. On considére une
matrice unitaire U; dont le premier vecteur colonne est X et on pose
B = U;'A'U; 7! = UT'AUL. On a Uy Xy = X et done U7Xy = X. On
en déduit que BX, = Uy 'AX = U7 X = pX;. La premibre colonne de

M
0
Bestdonc | . |. 1l existe donc C € M,,_1(C) et Y € M, ,(C) tels que
0
t — %
_fu 'Y . = (B 'Y 0 I
B = (O C ) On en déduit que B = (0 C) et donc qu'il existe

Z € M, 1(C) tel que

5. (? Z
e~ (" (&)



2.66. MATRICES UNITAIREMENT CONGRUENTES A UNE MATRICE TRIANGULAIRE 187

(‘omme BB = U7*AAU,, le spectre de BB est égal & celui de AA, donc
est jnclus dans R ;. Mais on a aussi Sp(BB) = Sp(CC) U {|x|?}, donc le
spectre de CC est inclus dans Ro. D’aprés Uhypothése de récurrence, il
vxiste T triangulaire supérieure d'ordre n —l et V € Un_l((C) tels que

(*=VT*V. On pose U = L0 € Un(C). On a alors
0o v

_ _ 1 0 YN 10 Hvly
U21BtU2l_(o V—l) (0 C)(O iv-l)z(g (T ))'

On note T cette matrice triangulaire supérieure. On obtient

=

A=TU;B'U; = U;UT U *U; = U U T (U4 Us),

ce gui est le résultat voulu puisque U Uy € U, (C). «



Chapitre 3

Formes quadratiques

flans taut co que swl les espaces vecloriels seront tovugours de donen-
o frnde. 81 orien wes! prdeise. K désigne un corps guelcongue de co-
racldristique différente de 2, mais lo majorild des crercices concerneront
les formes guadratigues réelles.

Nous commencons ce chupitre par quelgues caierewes sur les formes
hlrneaires quelcongues. S1h cst une forme hilindaire symétrique sur un
e eectoriel B Lo relation dorthogonalité associce & & qui est définic
pura Loy = blayt =0 est coidenument une relufion sqpndétiigue. Dans
Porcpeace suivant an demande de browver toutes les Jormes hilinéazres qul
ve riflemt cette propridtd,

3.1. Formes bilinéaires réflexives

Déterminer les formes Iilindaires @ snronn espace vectoriel récl
IZ de dinwension finle qni vérifient :

) € B2 plaiy) =0 =2 o a) = (.

(E(‘.Ole polytechnique}

I Solution.

[.es formes bilinéaires symétrigues conviennent. Mais ¢ ne ne sont
[ les senles, puisque les formes antisymelrignes convicoment anssi. On
saovoir gnien réalitG co sont les senles solutions.

Soit o une forme bilincaire sur B vérifiant hvpothese, Pour woul « &
" notons [, - E — R oot g, + B — R les applications dcéfinies par
Loty — plroy) et g (y) — iy x) por tont i = B 1 s'agit de formes
leadres sur B el par hypotlicse Ker [, = Kerg, (cu offet, mplication
e Phypothise est en fait une équivalence par symétrie), Il cu résutle que
I g sont proportionnelies 1 il existe A, € Rtel e g, = A f,. Lo rdel
v, ent andgue lovsque feoest non nnlle, mads pent étre choist quclcongue
loseme fr ot g sont tontes los deux nulles, Autrenent dit, s1 f (resp. g)
deagne Tapplication lindaire de T dans E* qui 4 @ assoeie fo (resp. g, )
LRI |

woeoe Bl f{e) = A
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On va montrer que [ et g sont proportionnelles. Pour cela, on utilise le
lemme suivant.

Lemme. Soit E et F dewr K-espaces vectoriels, u et v deux éléments de
L(E,F). §i pour tout x € I il existe un scalaive Xy tel que u(x) = Apv(x),
alors 1l eriste un scoluire X tel que v = Av.

Démonstration.

Dans le cas oht v est bijective, on a alors v~ * o u{x) = A,z pour
z € E. Or, d’aprés un lemme classique {cf. par exemple page 247 du
tome 1 d'algdbre pour une preuve), cela implique que v~ o u est une
homothétie : il existe A € K tel que v~ o ¢ = Aldg et donc u = Ar.

Traitons le cas général. La propriété¢ vérifiée par v et v implique en
particulier que Kerv C Keru. Donc d’aprés le lemme de factorisation:
(voir l'exercice 6.4. du tome 1 d'algébre), il existe h € C(Imwv, F) telle
que u = hew. Ona pour tout z € E, ufx) = A(n(2)) = Arv(z). D’aprés le
lemme ¢lassique rappelé ci-dessus, A est une homothétie : il existe A E R
tel que v = Av. {

En appliquant le lemme & f et g, on montre P'existence de A € B tel
que pour tout T € E. f, = Agy. ¢'est-a-dire

Ve y) € R?, o, y) = dely, x).

Il ne reste plus qu'a voir que A vaut forcément 1 ou —1. En itérant, on
a Ap{r,y) = Ae{r,y) pour tout couple {x.y). Si ¢ est nulle. elle est
sytnétrique ; sinomn, on a A? = 1, d’oll le résultat. <

On peut noter qu’en foit le résultat reste valable sur un corps quels
congue et sur un espace de dimension quelconque aquec la méme preuve,

L'exercice suivant apporte une généralisafion du résultat de Uexercice
précédent.

3.2. Caractérisation des applications bilinéaires symétriques ou
antisymétriques

Soit F et F deux espaces vectoriels réels de dimension finie et
f: E? — F une application bilinéaire telle que f{x, y) est colindaire
a f(y, x) pour tout couple (z.y) € E%. Montrer que f est symétrique
ou antisymétrique.

{Ecole normale supérieure)

&> Solution.
Noux allons faire usage du lemme démontré dans 'exercice précédent.,
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[*onr résoudre exercice proposé, il suffit de 'appliquer deux fois de suite.
‘onr z dans E notons g, et d,. les applications linéaires de E dans F
définies par g-(y) = f(z,y) et dx(y) = f(y, ) pour tout y € E. D’aprés
I'nvpothese, il existe ponr tout y € E un réel Ay tel que g (y) = Ayds (y).
IVaprés le lemme cela hinpose Pexistence d'un réel a, indépendant de
7 {(nmais dépendant o priori de x) tel gque ¢, = a,d;. 1] est maintenant
possible d’appliquer 4 nouveau le lemnie mais aux applications linéaires
4y E — L({E,F) qui & z associe g, et d : E — L(E,F) qui & z associe
it,.. I\ existe donc un réel u tel que

Viz.y) € B2, flz,9) = uf(y ).

Ou applique cette relation en prenant y = x pour trouver g. Deux cas
= présentent.
e On a f(z,z) = 0 pour tout z € E. Alors le développeinent

fe+y,z+y)=flr.z)+ flzy) + fly,z)+ Flv.y)

nentre que f{z,y) = —f(y, ) cest-a-dire que f est antisymétrique.
o 1] existe @ € E tel que f(a,a} # (. On a alors forcément ¢ =1 et f
et symétrique. <

St q est une forme quadratique sur E, un vecteur x tel que g(x) =0
sere dit isotrope. L’ensemble des vecteurs isotropes, C(q) = ¢~ 1(0), est
nn come de E appelé cdne 1sotrope de q. Bien entendu, pour une forme
ielle définie positive (ou négative !) ce céne isotrope est réduit ¢ {0}. I
cst remarguable, et ¢’est Uobjet de Uevercice suivant, que lorsgue ce cone
solrope n'est pes trinal 11 contienne toujours une buse de E.

3.3. Base formée de vecteurs isotropes

Soit E un espace réel de dimension finie n = 2, y une forme
quadratique non dégénérée sur E. On suppose qu'il existe » € E nen
nal tel que g(r) = 0.

1. Moutrer qu'il existe y € E tel que (x, y} soit libre et g(y) = 0.

2. Montrer l'existence d’une base (e;)i1ggn de E telle que
t(e;) = 0 pour tout ¢ € [1,r]. )

{Ecole polytechnique)

I Solution.

. Notons b la fortue polaire de g. Conuie g nest pas Jdégéuérée, il
evisle un vectewr = € E tel que bw, z) # 0. Comme g(v) = bz, z)=0le
verleur 2 n'est pas colindaire & 2. On va chercher y dans le plan Vect(x, 2)
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sons la forme y = 2+ L, Onagly) = bz fr, o+ hr) = 0z, 2) = 20{x, )
.. . bz, 2)

de sorte il suflit. de prendre § = ——_2%((} 7‘)} pour que g{y) — 0. Le
21 Y A

vertent y oblenn esi clalrement non colindéaire 2 .

2. Prenons natwrcllement ¢p = o Onova utiliser la méme idée gue
dans la question précodente @l saffit de prowser Pexistence dnue base
(o fooe o o) de Totelle gue bl g fid £ O ponr tont ke (2000 B offol
la question précedente montre exisfence dans chaque plan Veot{e, fi)
dh vectenr isotrope ep de la fore fy |- fep. Test alors elair que
{ry. .. ) est une base de By [armée de vectewrs isotropes. Passons a la
prenve de Uexistence d'mie telle base. L'applicntion i —~ b(er. y) est une
forme linéaire non nulle sur 15 Son novan est an hyperplan de 15 {clest.
Farthogonal an seus de b de L droite Rey ). Cot hyperplan coutient la
droite Rer . e ) estoisolrope. Prenous alors e base de cot hvparplan
de L formie {e), 00, . gy 21) el rajoutons le veclear = (o 2 est, comme
dans Ta gnestion Loun vector tel que bieq.z) = 0)) por obtenir une
hase de I8 Posons fi = g + 2 pow tond k& [200 — 1] et fy — 20 11 est
Gvident que lacfamille (e, fo, o0 fa) = (61,2 2 o v du— + 2, 2) Tesia
une base de BEo Bk de plos Bley . fi) — d(eq.2) = 0 penr loud k. D'on e
rémliat, <]

Dans eweeciee suivant, on reqarde duns ynelle mesure le cdpe lsotrope
carucldrise noe forme guadiatigue Sue un espace vectoricl couplero.

3.4. Formes quadraticues ayant méme cone isofrope

Soit g, ¢ deux lornes guadratignes sur nn espace vectoricl com-
plexe B telles que i) = 0 st ef senlement st Ce) = 00 Que dire de
qet g

{Ecolc polytechnique)

> Solution.
Nons allons montrer que g el g sont proportionmelles. 51 ¢ est nulle
alors ¢f estoaussi anlle ot o'est Lermind. Sinon il existe € T Lel que
3
i (r -
g{a) 7 . Posons A = i({% (A est non nud) ot considérons g vectonr
gl

gucleongue de B, Pour Lowt réel £ on

B

qly +1a) = yly) + 2th(x, y) + qla)t®

cl

v

gyt dr) =’ (y) + 26 (roy) | (;'(:,lr;)i‘,2 =" (y) o 200 y) + Agla)d
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ait boel F odésigneni les formes polaires de g et ¢' respectivemnent. Par
I pothese les deux (rindmices ci-dessius ont les mémes racines dans O
s sonl done proportionnels ol en particulior ¢’ (y) = Agly). On a Jane
" = Ay comme anuoncd. La réciprogue ost dvidente. <

Bien cnlendu e vésullat ne resic pas vear sur R car les trindmes
wy sont pas foredment scindes. Par exvenple (o, y,2) = a2 4 ;;2 ol
gleoy s) = 2y 247 sond dews formes quadeatpees sar B3 agand toutfcs
les dew lo drode v =y — Q pour cone Isotvope mais elles ne soat pos
mopartionnelles. Toutefois svoom suppose que les denw forrmes quodea-
frques sont nen degénérées of ont un mdae cane isolrope non nwl alors
an pead proweer i clles vestent praportioanciies, et oo s o'importfe quel
carps K de coractéeisiique différente de 2.

On dédiil irnmddiatement de Uexercice que siw cst un autpmorphisme
di L qut conserve le edne isofrope de g alors w esh wne simalifude, o est-
oodive de o forme Nvoavee A € CF el o dons e growpe oythogonal die g
ivaee page 226 Lo définition do groupc orthogenal).

3.5. Composantes connexes par arcs

Sott o H° oot goone forme quadratique sue E7C Ou considire
Mo =A{x CR e = L ogie) =0} on ||| est 1o novme enchidienne
'ocanonigue de .

1. Déerire X, lorsque noe {1.2,3}.
2. Oun suppose no 2 3.0 Solent w.y dans 2, Montrer que g ost
dans Iacomposanto counexe par ares de e onde - dans B
|

( Ecole normale supéricure)

- Solution.

L cuscmble X, est Pinterscetion du cone isotrope de g ot de la sphore
mite de R 1L esb symctrique par rapport a Vorigine. Par homogendild
deg, il ost évident que tont vecteur non tnl dn come isotrope est velic &
an point de X, par ui seginent. O en deduit ajsément que le nombre
de composantes ronnexes par ares’ de Clg) Y {0} est ¢gal an nownbre
decomposaites counexes par ares de X0 Lobjet de Vexercice st de
moulrer que pour n2 , Pelsemble Xy st connexe par ares ou adruet
deux composanles connexes par arcs oppogées,

1. Quelgues romarques géndrales pour connnencer,

I existe e hase arthonormale (o7, ... 9,) de B dang laguelle la

1)
matrice A de g est dingonale. On obtient g{ayz +- - +r,2,) = > ae
il

oit (@, ..., a,) sont les valenrs propres de A, Siv (resp. s) st le nombre

v Le délinition de cette nofion ost vappelée page G
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de valeurs propres strictement positives (resp. négatives) de A, il existe

une base (e;,...,e,) de B™ dans laquelle, pour tout (z1,...,,) € R?,
T r+s
‘i’($131+"'+33n6n):z$?— Z -’Ef
i=] i=r+1
1 . 1 R y e
(on pose e; = \/rTa;Ei sia; >0, e = mEi si a; < 0). Pour ’étude de

X, on se placera dorénavant dans une telle base.

Le rang de g est alors r + s. Notons aussi que comme ¢ et —g ont le
meme cone isotrope on peut se limiter au cas r = s.

Lorsque g est nulle, son cone isctrope est égal & R™ tout entier et X,
est la spheére unité de R™ qui est connexe par arcs dés que n 2 2. Lorsque
g est définie positive ou négative X, est vide. Cela recouvre tous les cas
lorsque 7 = 1. Etudions les cas restants pour n = 2 ou 3.

* Supposons n = 2 et ¢ non dégénérée et non définie (r = 5 = 1). Elle
s’éerit g(we) + zze2) = 22 — y? : son céne isotrope est la réunion de deux
droites distinctes et 3, est donc un ensemble de 4 points deux a deux
symetriques par rapport a lorigine.

Toujours pour n = 2 supposoens ¢ de rang 1. Quitte 4 prendre —g on
peut supposer g{ze; + yez) = r2. Alors C(q) est nne droite et X, est un
ensemble de 2 points syméiriques par rapport 4 Uorigine.

e Supposons enfin n = 3. On discute encore selon le rang de ¢ en
excluant les cas trivianx mentionnés au début.

xBigestderang letsir =1, 5 =10, g(xe; + yes +2e3) = et Clg)
est un plan. Par suite 2, est un (grand) cercle de la sphére unité et est
done connexe.

* 8igest devang 2 et siv = 2, & = 0, g{wey + yep + ze3) = 2% + 32
et C(g) est une droite : dans ce cag £, est un ensermible de 2 points
symétriques par rapport a l'origine.

* Bi g est de rang 2 et 8l r = 5 = 1, alors g(wey + yes +ze) = a7 — 3
et C(q) est la réunion de deux plans. Par suite 34 est la réunion de deux
grands cercles de la sphére unité. C'est un ensemble connexe par ares.

* Sienfin g est derang 3 et r = 2,5 = 1, on a alors g(we, +yes+ ze3) =
z? 4y — 2% et C(g) est un vrai cone de RS, Géométriquement, 33, est
la réunion de deux courbes fermées symétriques par rapport a 'origine
et posséde done deux composantes connexes par arcs. Pour prouver cela

analytiquement on pent, en se plagant dans une base orthonormale qui
2 2 2

diagonalise A, supposer que g{xe| +yes +2e3) = % + ‘%2 — %2 I’éguation
de la sphere étant toujours 22 + y® + 2z? = 1. En éliminant x, on voit
que (&, y. z) est dans T, si, et seulemnent si, il existe un réel ¢ € {0, 27| et
g € {1} tels que
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[

TVaiid

cost, ¥y = - sint et

b
VI + ¢

2 2
c ¢ )
r=¢g —2————26083t+,,——251n2t.
af + ¢ b +c¢

On obtient done bien la rdunion de deux courbes fermées cormme an-
noneé,

2. Soient z,y dans ¥,. On pent évidemment supposer y distinct de »
¢l de —z. Dans ce cas la famille (r.y) est libre. Choisissons un vecteur
2 queleongue en dehors du plan P, ce qui est possible car n 2 3. La
question précédente montre que Vect(x, y, 2) M X, est connexe par arcs
on possede deux composantes connexes par arcs symétriques par rapport
i Porigine. On en déduit que y est soit dans la composante connexe par
nres de o soit dans celle de —a. Il en est de méme pour les composantes
connexes par arcs de X, <

La solution s'éerit plus simplement avee la notion de signofure qui
w'est plus au programme des classes préparatoives (of exercices 3332 et
SUTDAILES ).

1l est classique de prouver qu’un polynéme positif de R{X] peut s 'écrire
comme une somimme de deux carréds (voir lerercice 5.16 — ou 5.20
duns lo seconde édition — du tome Algébre 1). Le résullat est four
pour des polyndmes d plusieurs veriables : le contre-exemple de Motzkin
P{X,Y) = X?Y3(X? + Y? - 3) + 1 a dailleurs été proposé récemment &
{'oral de UEcole normale supérieure. Un résultat difficile affirme toutefois
yue tout polyndme positif & plusieurs variable peut s’écrire comme une
sotmvme de corrés de fractions rationnelles (c’est le diz-septieme probléme
de Hilbert), Lexercice sutvant concerne, dans le cas d’une variable, le
passage d'une décomposition en fractions G une décomposition en po-
lynomes.

3.6. Théoréme de Pfister (1963)

Soit K un corps commutatif de caractéristique différente de 2,
a1y, 0y dans K*. On suppose qu'il existe des fractions rationneiles
non toutes rulles 7y, ..., ry, de K(X) telles que ayrf ++- +ar? = 0.
Montrer que pour tout polynome f € K{X] il existe des polyntmes
Jiooo e de K[X] tels que

f=aifi+ +anfl.

L, (Ecole normale supérieure)
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> Solution.

Posons £ = K(X). et notons Q la forme quadratique définie sur k%
n

par Qla1.22,. ... L) = erir}l et sa forine polaire. En multipliant
p=1

éventuellement les fractiéns #; par un dénominatewr commun et en di-
visant les polyndmies obtenus par leur pged, on peut se rameuner au cas
ol 7y,... .1, sont des polyndmes premiers entre eux. Par hypothése le
vecteur » = (1, 7. ..., 7y,) st isotrope, i.e. vérifie Q(r) = 0. Il s’agit de
démontrer que Q(K[X]*) = K[X].

On apged(aqry. ... anrs) = pged(r, .. .. rr) = 1 et par U'identité de

ke

Bezout, il existe des polyndmes sq... ., s, tels que Z%‘T«;Si =1, ¢’est-
i=1

a-dite w(r,s) = 1, ol 3 = {$1,...,5,). Posons t = 5 — %Q{s)r. Comime

Q{s) € K[X]. t € K[X]" et de plus on a

Q1) = Q(s) + %Q(S)Q(T) —Q(s)ie(r,8) =0 et p(rt) =p(rs) =1

Soit f € K[X]|. On a

2
Q (r + %tf) = Qlr) + fZQ(t) +felnt)=f

et » + %t < (K[X])n. On a done bien Q(K[X]™) = K[X]. «

Il ne s’agit en réalité gue du cas simple du théoréme de Pfister : cefui-
ci affirme que si f € K[X] peut s'éerire f = o + -+ anrd avec
Froeee e dans K(X). alors [ peut aussi s'écvire f = ar f2 4+ + (JzuffL
avec fr,... . fo dons K[X]. Le cas vi la forme quadratique est anisotrope
est un peu plus difficile.

Notons que la solution de lexercice montre que Q(A™) = k. Clest un
résuliat général ;&1 g est une formre quodratique non dégéneérée sur un
h-espuce vectoriel V, ou le corps b esl de caractéristique différente de 2,
et 31 g posséde un vecteur isotrope nan nul, alors gy = k. Siq(r} =0,
comme g est non déyénérée, on peut trouver y € V tel que w(z,y) = 1,
puis l'on construit = tel que g(2) = 0 et w(x.2) = 1. On conclut comme
duns Uexercice,

Lénoncé suivant utilise les principales propriétés de Porthogonalilé
au sens d'une forme bilinénive symétrigue b. Rappelons gue si A est yne
partie de E son orthogonal est Al = {x € E, Va € A, b(z,a) = 0}.
Cest un sous-espuce vectoriel de E. Rappelons ausst que b est dite non
dégénerée lorsque Uapplication de B dans som duel E* qut 4 tout vecfeur
1 associe lo forme lin€aire by @y — Bz, y) est un isomorphisme. §i
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A est la matrice de b dans une base guelconque de B cela se caractérise
sirnplement par Uinversibilité de A.

3.7. Indice d’une forme quadratique

Soit g une forme guadratique non dégénérée sur un [K-espace
vectoriel de dimension finie E (K étant un corps quelconque de ca-
ractéristicue différente de 2.

1. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Montrer que

dimFt = dim E — dim F.

2. Un sous-espace F est dit totalement isotrope lorsque la res-
triction de ¢ A F est nnlle, antrement dit lorsque F € F1. On gnali-
fiera de SETIM un sons-espace tatalement isotrope gui est maximal
au gens de l'inclusion. Montrer que tout sous-espace totalement iso-
trope est inclus dans un SETIM.

3. Montrer que tous les SETIM de E ont la méme dimension
v{g) (qui est appelée lindice de g). Vérifier que 2v(g} € dimE et
donner un exemple au il ¥ a égalite.

{(Ecole normale supérieure)

1> Solution.

1. Notons b la forme polaire de g, n la dimension de E et soit F un
souz-espace de dimension p. On peut supposer p 2 1, car le résultat
est clair si F est nul. Soit (f...., fp) une hase de F. Comme g est non
dégénérée, les formes linéaires , : @ — b(f;. x) pour 1 € 7 £ p forment
une famille libre de E* que nous pouvons donc compléter en une base
(210 e P Pptiy - on) de E* Soit (e1,- .., e,) la base antéduale de
vette base. On a

reFt &= vie{lpl. L f
= Vie[l,p], pilz)=0
== r & Vect(eprr, ..., 6n).

Le résultat en découle.

On prendra gorde gue, coutraivement au cas cuclidien, F1 nest pas
foreément en somme directe avec F. En effet. la restriction de ¢ 4 F peut
itre dégénérée,

2. Soit F un sous-espace isotrope. Parmi tous les sous-espaces iso-
iropes qui contiennent F (et il en existe puisqu’il y a au moins F
Ini-méme), it suffit d’en prendre un de dimension maximale. I s’agit
toreément v SETIM.
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3. Soient F et G deux SETIM de E. Considérons Fy (resp. G;) nun
supplémentaire de IO G dans F (resp. dans G). On a done

F=(FnNG4F, o G=(FNG) &G

ct. il nous suffit de prouver gque Fy et (&) ont la mtme dimension. Pour
cela il nous suffit de prouver que Gy N F{ = {0}. En effet cela implique
dim G, + dimF{ < dimE et done dim Gy € dinFy et la symétrie du
probléme montre qn'il y a alors forcément égalité.

Supposons done par absurde qu'il existe un vecteur o non nul dans
Gy NF{. 1 $agit évidemment d’obtenir une contradiction avec la raaxi-
malité de ¥ ou de G. Comme z est dans G oh va plutdt prendre F.
Effectivernent o+ € F, car sinon i serait dans F M G et dans Gy donc
serait nul. Mais = € F-. En effet, si y € F on peut le décomposer sous
laforme y =y +y2 avecyy EFNGet yy € Fi. Or bz, ) =0, car =
et gy sont tous les deux duns G et b(x. yz) =0, car v € Ff et o € |y
Done bz, ¥} = blw,y1) + 0lx,42) = 0. 11 est alors facile de voir que le
sous-espace F' = F & K est encore totalement isotrope co qui contredit
la maximalité do F.

Notons v{g) la dimension des SETIM ot soit F 'un d'entre eux.
Comme ¥ C F* op a dinF < dimF* = dimE — dimF et done
2uv{q) < dim E. Pour avoir égalité E doit étrc de dimension pairc. Prenons
par cxeniple R?% et g la forme quadratique définie par

S 2_ .2 R
glze, - Top) =27+ =Xy — = Xy

En notant (e1, . ... eg;,) la base canonique de R?P il est clair que e, +-¢p41,
B2 + €py2,. ... Ep + egp sONt isotropes et deux A deux orthogonaux. Ils
engendrent donc un sous-cspace totalement isotrope de dimension p qui
est, d'apres ce g précéde, foreément maximal. <

De maniére plus générole, le lecteur pourra montrer que sur B™ Mindice
dune forme quadratique non dégénérée de signature {r,s) est dgal &
min(r, ).

Il est fucile de voir par rérurrence sur lo dimension que toute forme
quodratique ¢ admet une base orthogonale : si q est nulle ¢’est évident
et sinon on choisit ey tel que q(e)) # 0. Alors H = e~ est un hyperplon
gqui ne contient pas ey et o suffit d'oppliguer Uhypothése de récurrence
d e restriction de ¢ ¢ H pour compléier e, en une base orthogonale.
Cette cristence Je bascs orthogonales est essentielle (mnais insuffisanic)
pour le probicme de lo classification des formes quadratiques (voir page
212). Matriciellement celo montre que si A € 8,(K) cst une matrice
symétrique alors A est congruente o une matrice dragonale : i criste
P ¢ GL.(K) et D diogonale telles que *‘PAP = D. Lorsque K = R nous
savons pur le théoréme spectrol que P peut étre choisie orthogonale.
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3.8. Famille de formes guadratiques

[ ]

Soit @ € R. Pour (,y, 2) € B3, on pose

qalt,y, 2) = a(e® + y° + 22) - (2ey + 20z + 2y7).

1. Pour quelles valeurs de a, la forme quadratique g, est-elle non
dégénérée?
2. Trouver une hase de B? orthogonale pour toutes les g,.

3 {Ecole polytechnique}

> Solution.
1. La matrice de g, dans la base canonigne de R est

n -1 -1
M, = -1 a -1
-1 -1 a
La forme guadratique g, est non degenérée si et senlement si det M, # 0.
0 11
Or det M, — det(als — A) = —xa(e) oit A est lamatrice | 1 0 1
1 1 0

Tl est clair que —1 est valeur propre de A et que 'espace propre associé
st de dimension 2. Comme Tr A = 0 on en déduit que 2 est aussi valeur
propre de A, Ainsi det M, = —xala) = (a + 1)%(a — 2).

Conclusion. La forme quadratique g, est non dégénérée i, et seule-
ment s, a € {2,—1}.

2. Une base orthonormée (pour la structure euclidiennce canonique de
B3) formée de vecteurs propres de M, constitue une base orthogonale
pour la forme quadratique ¢,. Or une base orthonormée de vecteurs
propres de A est une base de vecteurs propres <e M, pour tout réel a. La

1

—(1,1.1}. Le

v R

Man propre de A pour la valenr propre —1 a pour éguation r+y+2 = 0.

Une base orthonotmée de ce plan est donnée par exemple par f, =
1, , .

%(1,71,{1) et fa = —=(1,1,-2). La base (f1, f2, f3) de R? répond

; V6
donc a la question. <

droite Wer(A —21,) est dirigée par le vecteur unitaive f, =

Rappelons que le rang d’une forme quadratique g sur E est par
définttion le rang de Unpplirntion de B dans son dual B qui & tout vec-
teur x assocte lg forme hindaire by @y — b{z,y). CTest aqussi le rang
de toute matrice A représentant ¢ dons une base quelconque de E. Le
résultat de Dexercice swivant est uwtilisé en Probabilités.
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3.9. Théoréme de Fischer-Cochran

Soit E un cspace euclidien de dimension n et m formes quadra-
tiques g;, ..., Gy sur B vériflant g + -+ + g = ¢ ol gz} = (2, )
est la forme enclidienne et vy + -« + 1y = n ol 1y désigne le rang
de gx. Montrer gue E est somme directe orthugonale de sous-espaces
Eq,....Em tels que si py désigne le projecteur orthogonal sur B
alors

Vee B gu(a) = (pp(r),x) = (pe(a), prla)).
(Ecole polytechnique)

> Solution.

Voici une autre manitre de comprendre le résultat demandé : on
cherche a montrer 'existence d'wne base orthonormée (e, ..., e,) de Eet
d’un partage I,,...,1,, de l'cosemble 1, n] tel que pour tout k € I, m]

ko3

et tout & = ¥ e on ait gu(e) = 3 a2,

i=1 €1,
Nous savons que chague formme g peut se représenter a aide d'un
endomorphisme anto-adjoint uy de E © qu(z) = (uw(x),x) pour tout

z & E. Les deux hypothéses se traduisent alors par
(1} w4 +uxy=1dg e (2) rguy+ - +18Uy =n=dmE.

Posons By = Imu, pour tout & & Ji,m]. L'hypothése (1) inplique
yue E = B + B9 + -+ + E;,. Mais comme la somine des dimensions
des Fi vaut exactement n par (2) on peunt affirmer que la somme est
directe : E = E; BEy % - B E,,. De plus, 'égalité (1) montre que uy, est
exactement le projecteur sur Fy parallelement a EBEZ Pour cunclure
ik
il ne reste plus gqu’a prouver gue les By sont orthogonaux deux a deux
et cela découle de ce que vy est anto-adjoint (un projectenr d'un espace
euclidien est orthogonal si, et seulement si, il est auto-adjoint). D'oil le
résultat. <1

La plupert des erercices de ce chapitre sont consucrées aut formes
quadratiques réelles. Avant d'aborder lo classification de ces formes @
Uaide de lo notion de signature {récemment éliminde des programsnes des
classes préparatoires) nous proposons plusicurs exercices sur lo notion de
positivitd. Rappelons qu'une forme quadratigue ¢ sur un espace vectoriel
réel est dite positive (resp. définie positive) lorsque g(z) = 0 pour tout
xz € E fresp. glx} > 0 pour tout © non nul de ). Une matrice syméirique
réelle A sera dite positive (définie positive) lorsque la forme quadratique
ga de R™ qui lui est canoniquement associde est posifive (resp. définie
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positive). Ces propriétés se lsent swr le spectre de A © A est positive

fresp. définie positive) si, et seulement si, ses valenrs propres sont lvutes
positives (resp. strictement positives).

3.10. Une forme quadratique définie positive

Soit {ar...., G, O1a .- b,.) unc famille de 2n réels strictement,

positifs. Pour z = (&1, ..., 1) € R, on pouse
. Lidy
g{r] = —_ .
léiX,j:én CL-L'DJ + Cljb,,;

A quelle condition la forme guadratique ¢ est-clle définie positive !
(Ecole polytechnique)

> Solution.
Un changement de base trés simple permet de simplifier g. Posons
Ty .
1, = — pour tout . On a alors

(e
gle) = Y ey ¥ bty 5 Yidly
B 5. B h, by TR
Iiggn iy + azb; 1<ef<n E—Ll + ST T
) aj
. b,
Ol ¢ = .

14
On remarqie alors, et <'est la clé de Vexercice, que

. 1
Z Yi¥i  _ Z y‘%/o petes =1,

15igen U + € I g

! et =L
/ ( D iyt T AT Jdt
Y

15 Sn

1/n A
Z/ (Zyzf“i) dt = 0.
40

=1

fr
Comine la fonction f —— Y 4,09

i=1

2 est continue sur 10, 1]. 11 v a égalité «i.

T
et weulement si. ¥ y,"f‘:“'“% = 0 pour tout ¢ € ]0,1]. La forme quadraticque

i=1
g scra définie 1):)siti\fe s1 cela jmplique iy = -+ = yp, = 0. Deux cas e
présentent.
¢ 51 les ¢; ne sont pas distincts, alovs g n'est pas définie positive. Si
par excmple, on a ¢ = €2, on annule ¢ en prenaut y; = 1, yo = —1 ¢t

ys == gy = O,
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Iiggn iy + azb; 1<ef<n E—Ll + ST T
) aj
. b,
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T
et weulement si. ¥ y,"f‘:“'“% = 0 pour tout ¢ € ]0,1]. La forme quadraticque

i=1
g scra définie 1):)siti\fe s1 cela jmplique iy = -+ = yp, = 0. Deux cas e
présentent.
¢ 51 les ¢; ne sont pas distincts, alovs g n'est pas définie positive. Si
par excmple, on a ¢ = €2, on annule ¢ en prenaut y; = 1, yo = —1 ¢t

ys == gy = O,
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e Siles ¢; sont deux & deux distincts, on peut supposer sats perte de
T

géuéralité que o) < -+ < ¢, Onuote f{1) = 3.yt~ 2 ot o0 suppose
i=1

que f{t) = 0 pour tout 7 € [0,1]. Si y1...., ¥, nc sont pas Lous nuls, on

considéere le plus petit indice & tel que ¥ # 0. On a alors f(¢) o yptoET

ce qui econtredit e fait que F{0) = 0 pour tout ¢+ € [0, 1], Ou a done y =10
ot =0,
Conclusion. L.a forme g est défivie posilive si et seulement los réels ¢;

sont deux a deux distinets, autremoent dit i, et sculement si, »Zl—l ve ey 121
1 Iy
sont deux a dewx distinets distinets, <
3.11. Une forme quadratique positive
m
Soit. A = Zuk X+ ¢ Ry, [X]. On considere Vapplication d4 de
k0
2
Ry, [X] dans lui-méme délivie par 64 (P) = Z 5 “Ept) | Montrer gne
k=1

les propriétés suivantes sont équivalentes
(i) VP € Ry, [X], P(R) € Ry == d5(P)(R4) C Ry
(i) VP € Ry, [X], P(R) C By = d4(T)(0) c By
(7if) La furme quadratique définie par la matrice (¢4 ;)ogi yn
est positive.
(Ecole polyiechnigqne)

> Sohrtion.

o Limplication (i) == (i) est triviale.

¢ Montrons que (#7) = (i). Soit P € R, [X] un polynome 4 valeurs
positives et 2 € B, Le polynome Q(X) = P{X + z) est alors également
positif. Donc par hypothese da(Q)(0) 2 0. Or, dA(Q)(0) = da(P)(x).
Cela vant pour tout réel » et (i) est. donc virifiée,

e Faisous maintenant le licn avee la forme quadratique g définie sur
R+ par la matrice (0, 15)0e, jcn. S0it @ = {@g,21....,2,) € B
Notons P le polyndme P{X) = (ag + X+ - 1,2 ”) € Rep[X]. On a

20

2n, P(k
glr) = 3 agywm; = Z“‘» S omimp =3
k=0

04, j5in k=0 atj=k

= 55 (P)(0),

car Y xr; est le coeflicient de X* dans P. L'implication (ii) = (é44)
ta=k
découle déjh de ces observations.
e Pour avoir (7ii) == (ii) il suffit d’observer cque d,(P?)(0) = 0 pour
tout polynome de degré nféricur a n et de conclure en se rappelant gue
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tont polyndme positif de Re,[X] pent 8'écrire comne sonune de deux
eareés @ ¢lest un résultat que le lecteur trouvera dans Pexercice 5.16 du
lome 1 d’algébre {ou 5.20 dans la seconde édition). <

3.12. Une forme quadratique définie négative

Soit A une matrice de M, (R) syniétrique définje positive ct ¢ la

lorme quadratique définic par g(z) = det 2 A

colonne x € B, Montrer gie g ost définie négative.
{Ecole polytechnique]

) pour tout vecteur

I - Solution.
Calculons ¢{x} en développant le déterminant selon sa premicre €o-
lonne. En notant @1....,%s 1es coordonndées du vecteur colonne x, il

vient
h

glr) = Z ri{— 12 et M{.r)
i=1
on M, {z) est la matrice dont la premiere ligne est fx ot dont les lignes
divantes sont celles de A exceptée la ligne d’indice 4. On développe alors
det M, () selon sa premicre ligne pour obtenir

n n
glr) = in("l)iZ(Hl)HI% det Ay = — Z (;1)""‘*‘-7@3:9‘ det Ay
i=1 i=1

1< un

ol Ay cst la matrice extraite de A en otant la 4-ieme ligne et la j-ieme
colonne. Autrement dit. ¢ est lopposée de la forme gquadratique associée
ala comatriee de A, Or, la formule fondamentale sur la comatrice donne
Com A = (det A)A™! (car A est symétrique) et cela montre claivement
que la comatrice de A est aussi définie positive. Done ¢ est bien définie
négative. <7

3.13. Matrices symétriques a diagonale positive

Soit A = (ai)1<.,55n € Mp(R) une matrice symétrigue. Mon-
irer 'équivalence des deux propositions suivantes
(A vie 1, n], ap > 0;
(ii) il existe 7 symétrique défiuic positive et D diagonale &
cléments diagonaux strictement positifs tels que A = DP + PD.
J (Ecole polytechnique}
- e
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> Solution.

e 51 la condition (#) est réalisée, avec D = Dlag()\ ....,)\n) et P =
(ps;). on apour tout (i, §) € [1,7n]°, @i; = NiPij+HPi A = (Ai+A, )Py et en
particulier a,; = 2X;p,;. Les A, sont atrlctemeut pomtlis par Ly pothese et
silon appelle ® la forme quadratique associée & P dans la base canonique
(e1....,en) de R™, py = Ple;) > 0 car P cst définie positive. Cect
imphique a;; > 0 pour tout /.

e Réciproruement supposons que A a des termes diagonanux stricte-
ment positifs. 5ilon considére D = Diag(Ag, ..., Ay), 0l les ); sont stric-
tement positifs et P = {p;) € M,(R), on a, d'aprés la démonstration
directe, A = DP + PD si, et seulement si, pour tout (i,j) € [[1,73}]2,

Y
i = A+ A
pour qu’elle soit définie positive. Pour X € R, on a

fs i Qi 2
XPX = > A¢+TAjwi$]:,Z T Z)\ T,JJJ

- La matrice P obtenue est symétrique et on cherche les A,

1<, j(n
f,Za”u, +Za” ”)\ s,
173
n
X,
ol l'on a posé y; = —=- On note désormais Y =

I i NGY :

Un
On a alors Z anyt = al|Y|?, ol ¢ = mm a;; > 0. 11 faut choisir

. on

[

les A; pour que la deuxitine somme soit pemte Pour ¢ ¢t u strictement
Vivu
t+u
fixe t, elle décroit avec u pour u > ¢ et tend vers ¢ en +oo. On va done
choisir des A, distincts et grands. Soit A > 1 et, pour tout 7, A, — A%,
On a alors, pour § > j,

VAWA X xS ) 1

= — = —— <
N, AT AT T a0 1y a2

. i
positifs, 'expression est maximale ot vawt 3 pour ¢ = u; 51 l'on

En notant K = sup |a;;], on obtient
i#]

v \/~ —n) 2 K(n® —n) 2
i i < < Y
Py Q’U \ i )\ He Yy )\ ”YH’JO A H H
et done

XrZ

. o K(n?-n)
XPX 3 (2 —)\—)\
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" Kn® — . . "
Si A est assez grand pounr qne % — gﬂ/\—n) soit strictement positif,

on aura pour X £ 0, Y # 0 et (XPX > 0. Pour un tel choix, P est
symétrique définie positive. <

3.14. Restriction & un plan définie positive

Soit ¢ la forme quadratique de R? définie par
glz,y,2) = 7% + 2% +dry + 222 + 292,

Trouver les plans P de R® tels que ¢ est définie positive.
(Ecole polytechnique)

l> Solution.
Commencons par réduire la forme quadratique ¢ en appliquant 1’algo-
rithme de Gauss. On a

gy, 2) = (4 2y + 20 — 492 — 2yz

. 1 22
=(r+2 2 -4 e
(e+2y+2)" —dly+ 12"+
— X'l _ Y2 4 Z2
enposant X = r 4+ 2y 4+ 2. Y = 2y + % et 7 = % Autrement dit,
on vient de donner 1'expression de ¢ dans la base de BE? définie par les
1 2 1
colonnes de la mairice P avec P~ = | 0 2 1/2 |. Si on préfere voir
0 0 1/2
1 0 0
les choses matriciellement on a done ‘PAP = | 0 —1 0 | ot A =
0 0 1

1 21

2 0 1 | désignela matrice de g dans la base canonique de B, Nons

11 1
allons bien entendu travailler dans la nouvelle base. Nous voyons que la
[orme ¢ n'est pas positive : elle est de signature” (2,1). Son céne isotrope
cst un vrai cone de R? ¢t cela permet déja de voir géométriquement la
solution & la question posée : les plans de B? sur lesquels ¢ cst définie
pusitive sont les plans qui ne coupent ¢¢ cone qu'en 0. La restriction de ¢
i un plan coupant le cbne selon une génératrice (un plan tangent au céne)

2. Vodr Pexercice 3.22 pour cette notion gni a disparu des programmos des classes
préparatoires.
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est positive mais dégénérée ot la restriction de ¢ & un plan coupant le
cone selon deux droites a une signature (1,1). L’énoncé semble attendro
une description analytigue des plans solutions. Soit PP 1n plan d’équation
aX+b8Y +¢Z = (). On peut supposer b non nul, car sinon P ne convient pas
(7 est strictement négative sur le vecteur (0, 1.0}). Ecrivons Péquation
de P sous la forme Y = nX + 37, Pour (X.Y.Zle Pouna

XY '+ 72 = X2 (aX+ 2P 4+ 2 = (L—oP )X 4 (1 - 5227 —200XZ.

Il en découle que le plan P est solution si, et seunlement si, la forme
quadratique (X.Z) —— (1 — o#)X® 4 (1~ 8472 — 203XZ, de matrice
1—a? —af
—aqd b —f?
gi, | —a? ~ 0 et det M = 0 (voir exercices 2.18 ot 3.15). Cela égmivaut
facilerient & o + 82 < 1. Pour linir on peat revenir & la base canonigque :
les plans de R? sur lesquels ¢ est définie positive sont les plans d'équation

M=

est définie positive. (Test le cas s, et senlement

Ay + 2 = 20e(x + 2y 4 2) 4 3=

avec o 437 < 1.«

Licxerciee suivant établit un résultat important qui a déja éLé 1en-
contré en 218 avec une ouire soluiion qui est plus dans Uesprit actuel
du programme des classes préparatoires.

3.15. Caractérisation de Sylvester des matrices définies positives

Soit M = (rm;higi g Mhe matrice svétrique réelle. Montrer
que M est définie positive =i, et seulement si, tous les mineurs prin-
cipaux Dy = det(mi;)1g2k (Pour 1 < k <€ n) sout strictement
positifs.

(Ecole polytectmique)

k> Solution.

Onnote [y, ..., ) 1a base cononigue de B et g la forme quadratioue
canoniquement associée a M = gp(X) = *XMX pour X € ™.

o Lo sens dircet cst facile, In effet, s g est défiuie positive il en est
de méme de sa restriction au sous-cspace Vect(er, ..., ¢y) pour tout & €
[1,n]. Or (rmdii <e nest autre que la matrice de cette restriction.
Elle a donc nn déterminant Dy strictement positif.

» Pour la réciproque, nous procédons par récurrence sur n. Le résullal,
est clair pour n = 1. Supposons gue n 2> 2 et que pour tout k& € [1,n]
le mineur Dy soil strictement positile L'hypothése de régurrence ap-
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pliquée 4 la matrice (n1,;)1gsjon—1 montre que la restriction de ¢ a
1" == Veet{ey, ... . e,—y) ost définie positive. Considérons Porthogonal GG
de: 19, Comntne g est non dégénérée (pusque det M = [, = 0). sa dimen-
sion est 1. Si @ € FN G, x est isotrupe et done nul pnisque g est définic

positive snr B Aingi, on a R” = F rlf' G. Prenons (#.....64-1) wnie base
orthonormale de F ponr g et £, i veetenr non nul de G. 81 on note P la
matrice de passage des e; aux £;, otl abtient pour la matrice de gy dans
I base des =;

0 .. 00

0 1 0

0 Lo
L0 £ o
I'n prenant Je déterminant. i1 vienl o = {detP)? det M = (det PV?D, >
0 ot finalement gy est définie positive. La matrice M est done délinie
positive, <

1l est facile de déduire de cette coractérisation que Uensemble des ma-
frices réclles symctriques définies positices est un onvert de S, (R).

Siq est une forme quadratique positwe de forme poluire b an dispose de
Uamportante inégalité de Canchy-Schworz : bz, y)? < q(0)q(y) pour toul
couple (2.y) € E2. Celte inégalité sera au cwur des énoncds suivonts.
['n prevmier corollaire wrminddiat de cefte inégalitd est que le cdne isotrope
dune forme positive ¢ cotncide qece son noyen {on radical) :

Clg) ={x € E. qlo) =0} ={ur € E. Yy ¢ E, b{r.y) =0} = rad(q).

(ctie revaiyne est la cle di pelil exveircice suivoant,

3.16. Comparaison de noyaux

1 Soit A = M, (R) vérifiant 'XAXN 2 0 pour tout X £ R,
Cowmparer Ter A et Kor *A.
(Ecole polytechnique)

I Solation.

Lapplication ¢ @ N — "XAX st unce larme quadratique sur RY.
11 [aut simplement prendre garde au [ait que la matrice A r'étaut pas
sipposée symétrique elle ne représente pas la matrice de g dans la basc
canonigque de R : eette matrice osl la partie symétrigne de A 4 savoir

1 . . . iy
(R 3 ('A + A} Par hiypothésc ¢ est une forme quadiatigas positive.
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Prenons X dans Ker AL On o alors g(X) = 0 X est wi vectenr isotropye
pour ¢. Comme ¢ est positive, X est dans o radical e g ct ona (YBX = 1)
pour tout vectonr Y € B Cela donne “Y AX = 0 pour toul ¥ € R,
[l en 1ésulte que PAX = (. On a done Ker A © Ker "A. Les matrices A
et 'A ayant meme rang, leur noyan est lo mémce, <

3.17. Une forme quadratique positive

Soit g une forme quadratique positive sur B” de matrice dans Ia
base cavonique A = {a,, )¢ 0. Ponr o = (oo oay, gy € RO
Ol POse

’ Ly v v
qla) = ., E Gy, d 0y — E il j 2 5.
1 g %n—1 RIS - |
Montrer que ¢ cst une forme gquadratigue positive.
{Ecole polytechnique)

> Solution.

[T suffit djuterprétec convenablernent . Natons (¢q.....¢;,) la hase
canonique de [ ot b la lavme polaire de g, Soiee = (ay ..oy, 1€ BT
el X = (r,.. .rn_;.0)ckR™

no1
Onoa ay,,, = qle,). Z Ay = q(X) ol Z“”i”"‘* = W, X
1 eysn 1 1= |
Adusi, In positivité de ¢’ résnlte siimplemant de Tinégalité de Cauchy-
Schwarz pour la lorme positive g piisque

¢ Y = qlen)q(X) — bices,. X)? =0

Dol le résultat. <

3.18. Condition pour qu'une matrice soit positive

Suill A = [ay )10 o nne matrice svmetrigue véelle positive. On
suppose que les coofficients de A sont tons non mils. Maontrer quie la

. L - . .
malrice () est posilive si, of senletuent s, tg A = 1.
iy Vsiz, ju

LEcole polytechnigue)

&> Solution.

o Snpposens dabord que A soit de rang [ Nous savons que A est
diagonahi=able e base orthonormée. Convne ) est valsur propre awee
un espace propre assoeid de dimension « — I la matrice A admet war
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nnique valeur propre A striciement positive (car A est positive) 'espace
Ker{A — AT, ) étant de dimension 1. 11 existe done P £ 0, (R) telle que
A — P DiaglA 0., 0P En posant M = Diag(VA.0....,0)P on a
dope A = MM, Notons m. ..., 7y, 1063 cocflicients de la premigre ligne
dee M, les autres coefficients de M étant nuls. On a alors a5 = 11,10,
pour tout couple (7. 7). Autrement dit, si ¢ désigne la forme quadratique
associée a A on a pour tout X de coordonmées x ...y,

a9

gIXi = "XAX = z mon e, = Z My

| R S k=1
. o 1 e
[l est alors clair que Ja matrice A" = | — est positive. Fn elfet,
. Haj /e
on A pout tont X, AL S
T "\
tyr gl :
"XAK = E o B IR =0
Ve T = e

o Traitons maindenant la réciprogue. Commme A est positive, Uinégaliteé
Ao Canchy-Sehwarz montee que af; € a0y, ponr tout couple {1, 4). Mais

. . 1 . . .
i hypotlitse la madrice ( —) el ansst positive de sorle gqu'on
[EE T

. IJ!J.
o1 [ .. .
poanss; — € -— —— . Finglement, on a a7, = i,,a,, puur tout couple
a i, -
% .

Li.j ). Somuions ces égalités sur i et §. 11 vient Try 'AA) = (1T A)? ¢'est-
2

7% T
i-dlire TrA? = (Tr }\)2 ouencore Y. A = [ T A ] ait AL..., A, sont
=1 i—1
les valeurs propres de A prises avec wmltiplicité, FKn développant on a
done oz, ... A, ) = U et corune les N sont tous pozitifs, il y en a au
phis un qui est pon nul, Cotgine A est nom nulle, elle adinet une valemr
propre simple striclement positive et O pour valeur propre de multiplicite
a - 1. Elle est done bien de vang 1. <

3.19. Inégalité de Bergstrom

Soit A = (ay)igijen & B = (bij)igijen deux matrices
symétrigues définies positives. On considére A\ = (a,;)2¢ij<n of

By = (bi))ogijon. Manlrer que
det A det B < dec(A + B)
det A det By = dCt-(A{ + B]j

(Ero]e normale supérieme'u
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> Solution.
Lo terme det A est le coefficiont {4, 1) de la romatrice de A, La for-

. 1 det A .
mule classique A~ = ———  Clom A mantre que o AI est le coefficient

det A 2
d’indice (1,1) de A~!. Notons alors u el v les endomorphismes de R”

(auto-adjoints définis positifs) associés & A et B dans lo base canonique
(1. .., 6,). On vient done de voir gque
det Ay - N
= U E'}). €1/
oA - !
On peut évidenmment tenir le néme rajsonnoment ponr B et A + B,
L’inégalité a démountrer s'écril done
1 N 1 < 1
f enen) | (o oo S Tt o) e e
Montrons plus généralement, gue pour tont .+ € EY {0}, on a
1 ] 1

-

{u=lix), .o * e~V r) =) S {lu +v)—1(1').‘r)~

Pour cela. on démontve que, powr tout (2, y) € E* ona
(o < lum Hah Yy ).
Lrapplication ¢ : (7, y) — {u{x). y) ost un produii scalaire, puisque
1 estosvinétrigue défind positif. 11 sutht de loi appliguer 'inégalité de
Canchy-Schwary
froy)? = (uln () u))® = oo o). y)
wo(u ), u T e ey, gy < T T ), )
On en déduit gue si y n'est pas orthogonal & &, on a

I ly)yd
(i) {zow®
On peut écrire une mégalité du méme type pour », ot on obtient,
1 {a, Yy # 0,
1 N 1 < {?f(.ef)‘3/) <v;<‘y)1y> < {n +n)(g)-y>_
futir)zy - o=ty T (ey)? (. n? (o, y)”

En prenant i = (u + v)~{z), on a Vinégalité voulue. <

Signalons que Uexercice est souvent proposé d Voval avec une ques-
tion préliminaire, qui le rend plus facile, consistant & prowver Uinégalile
Lroyy® ey ey (uly). ).

Lo notion de positivitc permel de munir Uespace des malrices symetri-
ques réelles d une relotion d'ordre. Lerevcice classique suivant géudralise
un résultat bien connu sur les suites réelles (easn = 1)
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3.20. Convergence d'une suite croissante et majorée

Soit (Ap)kzo une suite de matrices symétrigques de taille n, Soit
A une mnatrice svmetrigque positive de taille n. Ou suppose que les
matrices A — Ay et Appq — Ay sont toutes positives. Montrer que la

suile [Ag)i g est convergente. , .
e (Ak)izo est converg {Ecole polytechnique)

t- Solution. Ou wrontre facilement que la relation > définie sur Uensemble
des matrices symétriques par

A 2> B+ A-B est positive
est une relation d’ordre appelé ordre de Loewner. I s"agit de démontrer
mime snite de matrices symétrigues (Ag)zsp croissante et majorée an

rens do cet ordre est convergente, Ou note, pour tout £ < N Ay = ('(rf'j).
Soit. X € R™. L'hypothese implique que

PXAX — XA X = 'X(A- A X 20
f’XAkHX — tXAkX = tX(Ak+1 —AX =0,

pour tout entier naturel k. La suite réelle ("XAp X0, est croissants et
majorée done est convergente. On note $(X) sa limite et on pase pour

(X.Y) e (B2, o(X, V) = 2 (®(X+ V)~ ${X) ~ B(Y)), cc qui done
1

FXY) = lim SUXKFYIAX+Y) - "XAX - VA
oo 2
= lim ‘XA;Y.

k-~+00

L’application @ est upe forme bilinéaire symétrique sur B, car limite
simple d’une suite de formes bilindaires symnétriques. Soit B = (b,,) la
matrice de w dans la base canonique (e, ..., ¢,) de R™. On a, pour tout
)€ [[l,nﬂg,

bii = ole;, e) = lim tejAge; = lim a®.
if r( i J) b [} [

b matrice B est la lunite de la suite (Ag)ewn. <

3.21. Décroissance de la fonction inverse

1. Soit A € M,,(R) symétrique définie positive, Y € R™. Trou-
ver le minimum de J: R? — R définie par

J(X) = "XAX —2'YX,
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2. Scient A, B3 € M, (R) deux miatrices syrétrigues définies po-
sitives. Montrer que s A — B est définie positive alors B! — A 7
Iest anssi.

(Ecole normale supéricure)

> Solution.

1. La fonction J est clairetnent de elasse CLsnr % done. s elle admet
ur nimnm en nn poinl Xy, sa différeatielle en X est nuile, Or, colle-cl
ext définie par

dJx, (H) = 2 X A0 — 28V H

pour tont H £ R {antrement dit, s B” est numt de sa structure en-
clidicnne canovigue, le gradicnt de J en Xg est le vectenr 2(AX, — Y)).
Le senl point ol J peut admettre son minimum est done Xp = A7TY.
Effcetivement, on a ponr tont {1 € R,

N X + 1) — J(Xp) = "HAH + 2('XpAH - "YNH) = 'HAH > 0,

car la matrice A est défiuie positive.

Conclusion. Le mitumum de J est attemnt en Np = A 1Y ef seulement,
en ce point. I vaart —FYA-Y.

2. Sapposons gue A — D soit définie pogitive. Ponr X € B” on a done
"XBX w NAX Iincgalitd étant siricte si ¥ est uon unl. Svit Y < B? un
vectenr non mul fixé, On a pour tont X non nul,

Jp(X) = "XBX - 2'YX < ‘XAX - 27YX = JaXh

BEn particulier on pent prendre lo point X = A7'Y ou le membie de
droite atteint gon minimom. On en déduit gne

='YBY = mindp € Jp(ATY) < Ja(ATTY ) = —TYAT'Y,

Bref. comine 'Y(B7! - A=Y > 0 powr tout Y uon nol la matrice
-1 — A= est bien définte positive. <

Nons abordons mesntenant le probléme de la clossefication des formoes
quadrutigues véclles et la notion de sigoalure. Cetle section n'est plus
wetuellement dans {es programmes des classes préparaioires mais pous
avons préfére mclure ces creiciecs pour nas nomhbreud lecteyrs agrégatifs,
Les tuupins ppurront pusser divectemont wad theme suivan! qus conceroe
la réduckion sémultanée de deux formes quadratigues. Voici toulefois un
raptde rappel du cours. Dewr formes quadratigues ¢ el " sur un éne
Ko-espuce vectorel B de dimension nosond dites cqueealentes s i existr wn
antomaorphisme u de T el quey’ = gou. S A i AT dédsignent les malvrecs
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die q et ¢ dans une base de B cela revient & Uewistence o wne matrice in-
rersible P {6 sanoir lo mairice de uw dany la basc concernde) felle que
AN = 'PAP. On dit alovs qae les matrices A et A sont congrientes.
G définil ainsi des relations d’éguisalence sur respectivenient Q(L)
(Vespace des formes quadratiques de B) et 8, (K) Uespoce des matrices
syinétrigues de todlle n. Le probléme de la clessificalion des formes qua-
dratiques consiste a décrire les clusses d'déyuivalence. Il est irés diffi-
cile dans le cas générol et fail intervenir les propricdtés arithmétiques du
corps 1. Traitons ici les cos K = C ef K = R. L'ermsfence d'une base
i-orthogonole (vorr puge 198) montre gue toule forme quadrobgue g de
K est équinalente o wne forme du type {x). . ay) v @i+ o+ ogrf
on les a; sont des sealarres non nuls. Llentier t est simplement le rang
S K = T les ar sant tous des carres el il (‘.s'f Jaeile de woir
que g esl dquivalente d (wy.....1y) — &5 + o+ xf. On en dédut
e deux formes quadratiques de V) sont c’gw:-valentca si et seulement si
wlivs ont le méme rang. 51 K = R on peut, en séparant les a, posilifs
ot les a, ndgatifs, monlrcr qu,f’ q est (qu.x.mlr,nte a une forme du fype
(1. ) .r,f + 4 r ”’H—I — g f‘_hﬁ {enfier ¢+ & est le
tang de g, I est rr‘ma?"quubir. et cele comstitue la loi dinertie de Syl-
pester, que guelle que soit lo base g-orthogonale atdisée, o nowmbre de
coefficients posilifs of le nownbre de coefficients négatifs sont towjours les
mémes, Antrement dit le conple (1. 8) est infriséquement associd d g :
an Dappelle fa sigreoture de . On o ainsi le théoréme suivant © dewr
formes guadratigues sur B sont équivalentes st el seulement si elles ont
I méme stignature. Llerercice suivant redémontre ce résultat ol donne
wie msion glomatrigue de lo signature. Lererciee 227 sTocoupero de la
clussificativn des formes quadreatiques lorsgue B est un corps fine.

3.22. Signature d'une forme quadratique réelle

Soit E un R-espace vectoriel de dimepsion finie #. ¢ une forme
imadratique sur E. ‘3011 B = (e1.....en) une bage g-orthogonale de
n

E. On pose g(x) = Z a;x? olt 7 = Y e, o on note + {resp. 8} le
#=1 =1
nombre de réely a, strictenient positifs (resp. strictenient udgatifs).
1. Monbrer que r (resp. s) cst la dimension maximale d’aw sous-
espace vectoriel de E sur leguel g ost définie positive (resp. ddétinic
négative). Fn déduire que le couple (r, ) ne ddpend pas de Ja base
orthogonale choisie. Par définition ce couple est la signature de g
2. Montrer que deux formes quadratignes de E sont équivalentes
=1, et senlement sic elles aunt la meme signature.
{ Ecole polytechnique)
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> Solution.

1. Quitte & permuter les vecteurs de la base B, on peut supposer que
@, ..., a, sont strictement positifs, que a,4. ..., ar 4 SONt strictement
négatifs et que les autres a, sont nuls. Il est clair gue la restriction de g
au sous-espace Vect(e,...,e,) est définie positive, La dimension maxi-
male d'un tel sous-espace est donc au moins égale & r. Inversement. soit
F un sous-espace de E sur lequel ¢ est définie positive. Comme g est
négative sur le sous-espace G = Vect{er (... . ,€,] on est certain que F
et GG soit. en somme directe. Par suite dimF € n — dim G = r. Dol le
résultat. On raisonne bien entendu de méme pour prouver gue s est la
dimension maximale d’un sous-espace sur lequel g est définie négative.
Ces dimensions sont intrinsdquement associées a4 g et ne dépendent pas
de la base orthogonale B choisie.

2. Si g est de signature (r, s) elle 8'¢crit #7 4+ +zZ—a), (=7,
dans une bonne base de E. II en résulte que deux formes quadratiques
de méme signature sont équivalentes. La réciproque est tout aussi rapide
puisque si ¢ = g o u avec © € GL(E) alors les sous-espaces sur lesquels
¢ est définie positive (resp. négative) sont les iinages par u~! des sous-
espaces sur lesquels g est définie positive (resp. négative). Comme u~!
préserve les dimensions, la question précédente montre que y et ¢’ ont la
meme signature. <

Voici une premiére application de cette notion.

3.23. Composantes connexes

Soit. (E, || |I) un R-espace vectoriel normé de dimension n = 1. _‘
On note Q(E) l'ensemble des formes quadratiques sur E et Q(E) le
sous-ensemble des formes quadratiques non dégénérées.

1. Montrer que (E) est un ouvert de Q(E).

2. Soit ¢ € QUE). Etablir I'existence de deux sous-espaces vec-
toriels supplémentaires F et G de E et d’un réel k > 0 tels que

ve€F, q(z) z klle]® et VYwe G, glz) < ~k]zf

3. Montrer qu’on peut trouver une norme N sur Q(E) telle que
si ¢’ € Q(E) vérifie N(g—¢") < k alors ¢’ a la méme signature que g.
4. En déduire les composantes connexes de 2(E).
(Ecole polytechnique)

& Solution. ‘
1. En choisissant une base de E, Q(E) s'identifie 4 S, (R) l'espace des
matrices symétriques réelles et Q(E) ¢identifie au sous-ensemble formdé
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des matrices symétrigues inversibles. Comine la fonction déterminant est
continte, GL,(R) = det™ " (R*) est ouvert et S,,(R) N GL, (R} est donc
un ouvert de &, (R).

2. Notons (r,s) la signature de g. Comme ¢ est non dégénérée on a
r + & =n. Comme on le voit en se plagant dans une base g-orthogonale
de E, il existe deux sous-espaces supplémentaires I et G de dimensions
respectives r et s tels que g soit définie positive sur F et définie négative
sur G. Montrons que ces sons-espaces conviennent.

La restriction de ¢ &4 F étant définie positive, la fonction /g est une
norme (euclidienne) sur F. Comine F est de dimension finie cette norte
ost équivalente & la restriction de la norme de E. En particulier il existe
k1 > 0 tel que powr tout z € F, /g(z) = kyflz|| et donc g(z) = ki||=|?.
De méme —q¢q définit une structure enclidienne sur G et il existe k2 > 0
tel que pour tout = € G, /—q(x) > ka|z|| soit encore g(z} < —k3|lz?.
11 suffit de prendre k = min(ki, k3) pour conclure.

3. On va maintenant montrer que si ¢ est une forme quadratique
asscz proche de g elle va rester définie positive sur F et définie négative
sur G et par suite elle va avoir la méme signature que g. Pour ¢’ € Q(E)
posons N(¢') = sup |¢'(z)]. Il s’agit clairement d’une norme sur Q(E).

et =1

Par homogénéité on a |¢'(z)| < N{g'}|[z|* pour tout vecteur z de E. Soit
alors ¢’ € Q(E) telle que N(g —¢'} < k. On a donc |g(z) — ¢'(z)] < kllz|?
pour fout vecteur non nul z. Ainsi, si » € F\ {0}, on a par inégalité
triangulaire, ¢'(z) > g(z) — k||z]? > 0 et de méme, si z € G\ {0} on &
¢{x} < q(z) + kljz}|*> < 0. Donc ¢ est définie positive sur F et définie
négative sur G. Sa signature est la méme que celle de g.

4. Pour k € [0,n], notons Q4 (E) 'ensemble des formes quadratiques
(non dégénérées) de signature (k,n — k). On vient de montrer que les
02, {E) sont tous ouverts. Tls forment par ailleurs une partition de Q(E).
On va montrer que les Qx(E) sont tous connexes : ce seront donc les
composantes connexes de Q(E). Travaillons matriciellement. Soit A.B
detix matrices symétrigues de signature (k,n — k). Il existe donc P et Q
inversibles telles que A = *PDiP et B = *QDQ ol Dy est la matrice
diagonale contenant k& coefficients 1 et n — & coefficients —1. On peut
(rés bien supposer P et () de déterminant strictement positif (quitte a
changer en son opposée la premiere ligne de P ou de Q). Or 'ensemble
des matrices réelles inversibles de déterminant > 0 est connexe par ares.
On peut done y trowver vn chemin continu ¢ € [0,1] ~— P{t) tel que
P(0) = P et P(1) = Q. Alors t — ‘P(£)DyP({t) est un chemin continu
lormé de matrices symétriques de signature (k, n—k} et joignant A 4 B. <
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Les exercices sutvants sond consacres o des caleuls de signat wre. Plutét
que de multiplier les exemples nous avons choisi d’illustrer les différentes
technigues.

3.24. Un calcul de signature (1)

Moudrer que @ @ (M, N) —— Tr{MN) est une forme bilinéaire
symétrique sur M, (B) et déterminer la signature de la forme gua-
dratique assaciée.

(Ecole polytechnique)

> Solution,

La hilincéarité résulte directement de la hilinéarité du produit et de
[a lindarilé de la trace, La forme quadratique associce est oéfinie par
gf M) = Tr(M#). Si M = (ny;5) est svindtrique, on a

2

g(M) = Te(M?) = Te('MM) = >~ ]

1’
154,75

Done ¢ est définic positive sur le sous-cspace vectoriel des matrices
svmétrigues. 31 M est antisymétrique, le calcu! précédent montre que
g(M) = = Tr('MM) = — ¥ yn? . de sorte que ¢ est définic négative

[ES N ES-)
suy le sous-cepace des matrices antisymétrigues. On peut anssi observer
que ces denx sous-espaces de M, (R) sont supplémentaires ovthogonanx
bien que eela ne seit pas indispensable pour conclure {cf. exercice 3.22),
En effet, s1 M ost svrdtrique ot N antisymdtrique,

Tr(MN) = Tr("(MN)) = Te('N'M) = — Tr(NM) = — Tr{MN).

aln+ 1) nln-1)
TT) <

Brof, ¢ est de rang n° et de signature (

3.25. Un calcul de signature (2)

Soit g une forme quadratique de signature (n— 1. 1) sur un espace
vectoriel réel E de dimension » ¢t F un sous-espace de E dans lequel
il existe 2 tel que g(z) < 0. Quelle est la signature de g restreinte
ak?

(Ecole polytechnique)

> Salution.
Notons ¢' la restriction de ¢ & F. La forme quadratiqnue ¢ est définie
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négative sur la droite ID engendrée par x. Par ailleurs 1l ne peut pas
exister de sous-espace de F de dimension > 1 sur lequel ¢' est définie
négative prisque la signature do ¢ cst (n — 1, 1). Pour avair la signature
de ¢ il suffit alors de connaitre son rang. Montrons en fait que ¢ est non
dégénérée. ce qui permettra de dire que sa signature est (dimF — 1, 1).
Soit ¥ € Kerg'. En particulicr y est orthogonal 4 1 donc appartient a
Phyperpian H = DL, Or E est sonune directe orthogouale de D ot de H,
car x n'est pas sotrope. Il est clair que la restriction de ¢ 4 H est définie
positive. Coinme y € H et comme ¢(y) = ¢'(y) = 0 on a forcément y = 0.
Conclusion. La signature de ¢’ csl (dimF — 1,1). <

51 A est la maotrice dunc forrme g dans une base. la signalarve de ¢ esl
{ry8), oir (resp. s) est le nowbre de voleurs propres shiiclerment positives
fresp. striclement négotives) de A En effet. il exisie 1) dingonole ot P
orthogonale telle gue A = PDPP. La malrice A est congraende & D done
a méme signature que D.

3.26. Un calcul de signature (3)

Déterminer la signature de 1a formne quadratigue ¢ de B™ définic
par gy, . ... tn) = 3 70y
ity i
{Ecole polytechnique)

| - Solution.

La alrice de ¢ dang la base canonigque est A = J — 1T, ot J st la
matrice dont tous les coetficients valent 1. I est clair que J est de rang
I ¢e qui mentre que —1 est valeur propre de A avee un espace propre
associé de dimmension n— 1. Comme Ja trace de A est mnlle, 1a derniére
valeur propre de A ¢st n — L. On en déduit que la signature e ¢ est
{Lin—1). <

3.27. Formes quadratiques sur un corps fini

Soit K un corps fini de cardinal 4 et de caractéristique p > 2.

g — .
/ cres dans K*.

1. Moutrer quiil ¥ a
2. Soit @ ct b dans K*. Montrer que U'équation az? + by? = 1
admiet toujours au moins une solution.
3. En éduire qulil v a cxactement deux classes d'équivalence
de formes gqnadratiques noen dégénérées sur K™,
(Ecole normale snpérieurc)
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> Selution.

1. L’application % : z +— z? est un morphisme de groupes de (K*, x)
dans lui-méme dont I'image est exactement ensemble C des carrés non
nuls de K. La caractéristique de K n’étant pas égale & 2 le noyau de l-rj)

q—

est égal &4 {x1} et donc de cardinal 2. Il en découle que |C| =
Notons, car cela setvira dans la suite. que si 4 n’est pas un carré de K*,
alors les autres éléments non carrés de K* sont les éléments de la forme
dc lorsque ¢ parcourt C.

2. On utilise un argument combinatoire, En comptant 0. on vient

de voir qu’il y 2 a+1

carrés dans K. On en déduit que les ensembles
g+ 1

{1 —ax?® & € K} et {br?, z € K} sont tous deux de cardinal

(la multiplication par an élément non nul et les translations sont des
opérations bijectives de K) et ne peuvent donc pas étre disjoints. Dol
I'existence d’ay maoins un couple (x,y) tel que 1 — axz? = by?.

3. On va procéder par récurrence sur .

Pour n = I une forme quadratique non dégénérée s'écrit & — ax?
avec ¢ # (. 81 ¢ est un carré elle est équivalente & la forme ¢ @z ~—
7?2 et si @ n'est pas un carrvé la remarque faite en 1 montre qu’elle est
équivalente & g» : * = dz2 of1 § est un élément non carré quelcongue
fixé. Il ¥ a donc au plus 2 classes d'équivalence de formes quadratiques
non dégénérées. Un changement de base revient 4 poser x = wr’ avec u
non nul et gy : 2 — 22 se transforme en 2’ — 122’2 Cela miontre que
q1 ot gz ne sont pas équivalentes.

Trailtons anssi le cas n = 2 qui est fondamental dans le passage do
rang n au rang » + 1. Soit ¢ une forme quadratique non dégénérée sur
K2, Quitte & se placer dans une base g-ovthogonale on peut supposer
que glx,y) = ex? + by? avec a,b non nuls. D'aprés la question 2, on
peut trouver un vecteur fi = (z,y;) tel que g(z1,y,) = 1. Soit fo un
vecteur dirigeant la droite fi-. Alors (fi1. fa) est une base de K? et on
aqlxfi +yfo) = 27 +oy? avec o € K*. Si a est un carré, alors ¢ est
équivalente & ln forme g7 : (@, ) — z° + »* et sinon g est équivalente
a la forme g5 : {x,y) — 2% + §y° ou § désigne toujours un élément non
carré de K fixé. Les formes ¢, et gz ne sont pas équivalentes puisque sinon

046 01

qui est impossible, car en passant au déterminant on aurait § = (det P)?,
Montrons maintenant par récurrence sur n que toute forme quadra-

1
il existerait une matrice P € GL2(K) telle que ( ! 0) = ‘P( O)P, ce

tique non dégénérée sur K™ est équivalente soit & ¢« (eq,....1,) —
2 o . 9 N
5 4+ xd soit A oge t (Ty, .. m) o 2 4o+ x4 62k on b

est comme avant un élément non carré de K fixé. Bien entendu ¢ el
g2 ne sont pas équivalentes {on le voit comme en dimension 2 4 Paidoe
du déterminant). Ce qui précéde montre que le résultat est vrai anx
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rangs n. = 1 et n = 2. Supposons le résultat vrai au rang n — 1 et soit
q une forme quadratique non dégénérée sur K. En prenant une base
g-orthogonale on peut supposer que g(z1....,%,) = 6173 + - + anz?
ol les g; sont tous non nuls. On applique alors le cas n = 2 & la restrie-
tion de g au plan correspondant aux deux premiéres coordonnées. On en
déduit que ¢ est équivalente 4 une forme du type ¢ : (z1,...,%n) —
2 fabri+ o+ aprd avec af # 0. 1 suffit enfin d’appliquer I'hypothése
ile récurrence a la restriction de ¢’ & 'hvperplan correspondant aux 1 —1
derniéres coordonnées pour conclure. <

Le théoreme spectral affirme qu’un endomorphisme auto-adjoint d’un
espace. euclidien B peut se diagonaliser dans une base orthonormée de
F.. Le lecteur trouvera déji beaucoup d’erercices sur ce premier aspect
purement lindaire dans le chapitre 2. Mais ce théoréme admet une autre
lecture souvent moins bien comprise des étudionts que nous allons ezxpo-
ser maintenant.

Matriciellement, le théoréme spectral dit que si A € S,{R) est une
matrice symétrigue réelle il existe P € On(R) telle que D = P71AP
soit dingonale. Mais comme P~ = P, cefte égalité admet une nouvelle
lecture bilindaire © elle signifie aussi que A est congruente @ lo motrice
), o st 'on préfére que dans la nouvelle base de R™ définie par les
colonnes de P, la matrice de la forme quadratique ga 1 X — TXAX
ranoniquement associde & A est diagonale. Cette nouvelle base est donc
orthagonale pour ga tout en étant orthonormée poue le produdt scaloire
canonique de B, Une version abstroite de ce résultat est done donnée
par le théoréme suivant : si g, ¢ sont deux formes quadratiques sur un
vspace vectoriel réel E de dimension finie, et ¢i ¢ est définje positive, il
cxiste une base de E qui est orthonormée pour ¢ et orthogonale pour
¢'. On notera qu’en général il n'est pas possible de trouver une base or-
thogonale simultanément pour deus formes quadratiques quelcongues :
mrendre par exemple g{z,y) = 27 —y? et ¢ (z.y) = 2zy sur B (voir
aussi exercice 3.34).

Dans nos exercices, ¢’est toutefois essentiellement dans la version ma-
tricielle suivante que ce résultat sera utilis€ @ si A et B sont deuz mo-
trices symétriques réelles de taille n, et si A est définie positive, il eriste
I’ € GLn(R) et D malrice dingonale réelle telles que

'PAP =1, et ‘PBP=D.

Nous parlerons alors de psendo-réduction simultanée car il ne s’agit pas
wi d'une réduction au sens linéaire du terme. Attention au fuit que la
mabrice P est simplement inversible (et pes orthogonale [) @ on applique
e gui précéde avee le produwit scaloire défini por A et pas avec le produit
scalagre canonique de R™ ; lec colonnes de P définissent une nouvelle base
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de B qur est orthonormée pour I produit sealowre (XY) — "NAY ¢f
orthagonale pour la forme bilincaive syméfrigne (X.Y) — XBY.

Dans Uerercice suivant on montve, conmumne premiére applicalion, que

si A, B sont deuwr matrices symébrgues réelles avec 0 <L A < B {au sens
de: Dordre rencondré dans Uexercice 5.20) alors det A £ det B,

3.28. Matrices symétrigues positives telles que A < B

Soit A et B deux matrices syréleiques véelles positives, ga ot
iR les Tormes gnadratienes e B™ assocides, On suppose ¢g < ga.

Al vdet B < det A, . .
ontrer gqne det B < det A (Ecole polytechnique)

> Solution.

e Supposons d’abord que det A = U Cest-a-dire que g4 soit dégéncrée,
Comme det B 2 0 on doit montrer que det B = 0. Seit X € Kor A, On
a alors ga(X) = "XAX = 0 et comme 0 € ¢3(X) < ga(X) = 0, X est
également n vectenr isotrope de g, Comine gi ost positive, Vinégalité
de Canchy-Schwarz montre gque “YBX = (} pour tout vectenr Y € R?,
autrement dis que BX = 0. Donc g3 ost égalanent dégénérée el on o
detB =det A = ().

e Supposons maintenant ga défme positive. Le théorémme de pseudo-
réduction sinmltande garantic Vexistenee de P ¢ GLR(R) telle que
‘PADP = [, ¢t 'PBP =D avee D = Diagld,. ... d,) matrice diagonale.
Gotutne ¢y < ga. on o pour tont 7 € [Ln]. oy = gu(Pe;) < qal{Pe,) = |
ol {1, ..., cp) est la base eanonique de R, O a <done

(det PY? detB = det D = Hd, < 1 =det ), = (det P)* det A
=1

ce qui condult & Uindgalité souhaitée on simplifiant par {det ).
Dans ce second cas, 44 o €galilé s, et sevlement si, los d; sont Lous
dgaur a1 de s, of senlement si, A =150 <

Lerercice swivani est un dnoncd plus précis qui fmpligue le précédent.

3.29. Inégalité sur le déterminant de matrices symdétriques

Soit ¢ el v deux cudomorphismes symétrignes positifs dnn os-
pace enclidien. Montrer ane detie 4+ o) = detw + det o, Dans quel

ey St = Soralite ! ’ .
ras a-t-on égalitd (Ecole polytcchnique)
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I Solution.

Sidetw = detw = U Pnégalité est dvidente, car u -+ ¢ est un endo-
morphismie symetrique positif.

Supposons par exemple det 1 - 0. Notons A et B les malrices respec-
lives de ¢ ot ¢ dang une base orthonormale quelconque de E. Les ma-
lrices A et B soul symélriques positives, A Gtant délinie positive. D apres
le théortme de pseudo-réduction simultande, il existe P & GL,(R) ot
= Diag(A....; A,) diagonale telles que A = PP ot B = 'PDDP,
On a alors detu = det A = {detP)?, detv = det 3 = det D{det T')° ot
det{a + o) = det(A + B) = det{l, + D){(det P)2. On est done rainend a
démontrer que det(T, + D) 2 1+ det D, e'est-d-dire

ﬁ(1+)\,) > | +f[.\f.

=1 [

Cette indgalité ost évidente. car les A, soul positifs © en développant. e
produit qui est dans le membre de gauche do Pindgalité, on obtient le
membre do droite plus des teymes posicifs,

Dans le second gas on o dpalitd si, ot seulemont si. Lous les Ay sont rals
cest-d-dire s1 el sculement si ¢ = {0, Ainst, il y a dgalitd si. ot seulernent
S, 1 et 4+ v ne sont pas définis positifs ousiu=0ou v = 0. <

Brans le prochain erercice infervient la relotion sutvanie sur Uaspace
des matrices symétrigues véclles 13> A <= B — A esl définwe positive.
(e n'est pas une relation d'ordre of 0 ne foul pas non plus la canfondre
apee Dovdre sbriel assoctd ¢ ba relation d ordre de Licuror {vair crereive

. 0
g20) défing pue B A o 132 AL Pav cxewple sioon prond B — ((1) | )

it A= ((l) 8) ona B At B#A maispas B > AL

3.30. Comparaison d’endomnorphismes symétriques définis positifs
q P

Soit Eoon espace cuelidien, On délinil sur Vensemble des endo-
morphismes auto-adjoinis définis posttifs la relation

a > b= I e AU} la(r).z) > (blz), ).

Mouotrer gqne o > h == Spla="61 Z 0. 1[.

(}icole polytechnique)

[ Solution.
On note A of B les matrices de g er b dans une base orthonormale B do
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E. Elles sont syvmétriques définies positives. Ii existe donc P &€ GL,(R) et
D = Diaag(A,..., An), diagonale & termes diagonaux strictement positifs
telles que

A="'PP et B= 'PDP.

On a alors A='B = P~ 1P *PDP = P~1DP qui est semblable & D
donc est diagonalisable, avec des valeurs propres strictenient positives.
Ceci montre déja que Sp(a™1h) C RY.

¢ Supposons mainterant a > b. Soit A € Sp{a~1'b) et r un vecteur
propre associé. On a ¢ 'b(x) = Ar et donc b(x) = Aa(z). L'hypothese
{a(x), z) > (b(x),z) = A(a(z), z) implique A < 1, car (a(z),z) > 0 pour
z # 0. On a donc Sp(a—16) C ]0,1].

¢ Supposons réciproquettent que Sp{a—*h} = Sp D ¢ ]0, 1. Pour tout
x & E, dont la matrice des coordonnées dans la base B est X, on a en
notant *(PX) = 'Y = {1n....,3,),

(a(z),z) = "XAX = *X'PPX = YV = > y2 et
i=1

?

{b(z), =) = "XBX = "X'PDPX = *YDY = ¥ Ay? < (a(z), z)

=1

car les A; appartiennent & ]0,1] et Y n’est pas nul. <

Le prochain exercice démontre que le déterminant est une fonction
logarithmiguement concave sur le céne des matrices symétriques définies
positives.

3.31. Convexité logarithmique

Soit A et B deux matrices symétriques réeiles définies positives,
v et 3 deux réels positifs tels que o+ # = 1. Mountrer que

det(aA + AB) > (det A)*(det B)®.

(Ecole polytechnigue)

> Solution.
Le théoréme de pseudo-réduction simultanée affirme 'existence de P
GLA{R) et de D = Diag(A1....,\,;) diagonale réelle telles que

A='PP et B='PDP.

Les A; sont strictement positifs car B est définie positive. On a done
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(det A)*(det B)? = (det P?)*(det P? det D)? = det P?(det D)?,

puisque @ + 3 = 1, et det(aA + 8B) = det P? det(al,, + 3D).
On est donc ramené & montrer que det{ad, -+ AD) = (det(D}))?, c’est-
a-dire que
T T ﬁ
[T(e+pr) 2 (H /\i)
i=1 =1

ol encore, en prenant le logarithme, que

k3 K
> Infa+OA) > 5 I
i=1 i=1
Pour tout 4, on a In{a+ 3A;) z alnl+ gInk; = #In A; par concavité du
logarithme. Le résultat s’obtient en sommant ces inégalités pour ¢ allant
delan «

Siagl0,1] et i A # B, un des A; est différent de 1 done, por stricte
concavité du logorithme, Uune des inégalités est stricte et

det(aA + 8B) > {det A)*(det B)°.

3.32. Inégalité de Minkowski

Soit A et B deux matrices symétriques définies positives d’ordre
7. Montrer que

(det A)™™ + (det B)Y™ < (det{A + BN

(Ecole polytechnique)

I> Solution.

Le théoreme de pseudo-réduction simultanéde affirme ’existence d'une
matrice P € GL,(R) et de D = Diag(A;...., A,) diagonale réelle telles
me

A="'PP et B= 'PDP.
On a donc det A = det *Pdet P = det P?, det B = det P2 det D et enfin
det(A + B) = det P2det(l, + D). L'inégalité & démontrer équivaut i
| + (det D)1/ < (det(I, +D))'/™, cest-a-dire &

1+ (EA.,;)W < (E(l + Az-))

1/n
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La relation est évidente si 'un des A, est unl. §%ils soni, Lous strictement.
positifs, clle équivaut a

) L 1_ In X, 1 o
]n(l 4 ¢ = ) £ ;;hw(l, + A0

Cela vésulte de la convexité sur R de la fouction f o —> In(1 + ")
appliguée aux points Im A, ..., In A, avee des cocllicients tons égany
a L On vérifie en offer que, pour tol # € By f7(r) = — =~ {0«

" (1+05)?

Le lecteur trouvera une aulre prowee de colie indgalite dons la note qui
sutt UVexercice 2.2,

ot
[

Lénonce swivand st tros vaisin de Dezereice 3.28.

3.33. Inégalité sur le déterminant de matrices symétriques

Soit Ay.. .., Ay des nuatrices symdétriqnes positives de M, (IR) ot
(\soo A) € RY Montrer que

{Ecole normale supérieure)

g

&
et (Z ,\.,-Af) r < det (Z |A;
=1

=

t- Solution.

3 K

Posoms H = > MA; et K = 3 [AA, La matrice K est symétrique
i=| =1

positive, car somime de matrices symétriques positives, Pour tout X e B,

On a
k
TNHX| = ‘Z,\i ’XA,[X‘ <y

"
= o |

A FXAX € TXKX.

o1 K est inversible, ot done définie positive, Pinégalité {det TI] < dei In
équivaut o |det(K~'H)| < 1. Daprés le théoréme de psendo-réduction
sipultanée, il existe P € GL,(R) et D = Diag{A;..... A, diagonale
réclle telles gne

K=!PP e H= ‘PDP.

On a alors K='H=D-1*p " *PDP = P-'DP qui est semblable a 1),
done diagonalisable dans M, (R). Cela nontre Jéji que Spil THY ¢ &
Suit A € SpIKTT) et X un vecteur propre associé. On a TIX = AKX ol
done *XHX = A'XHX. On cn déduit



3.34- DIAGONALISATION 5IM ULIANEE DE DEUX FORMLS QUADRATIQUES 225
IAPXKX = |*XHX| € *XKX

et done [A] € 1 car *XKX > 0. Les valcurs propres de K™ 'H ont une
valenr absclue inféricure & 1 done | det(K "YH)] < 1.

Le résultat lorsque det K = 0 s’obtient par un passage a la limite.
O remplace H par H -+ ALy, (A > 0) et K par K | A, ce qui revient
A ajouter mne (k + 1)-iéme matrice Agy = I, La matrice K 4+ AL, est
définie positive et d’aprés ce qui précede, | det(H+ M1, )| < det(K + AL, ).
[.e déterminant élant une fonction continue des coefficients, on obtient
cn faisant tendre A vers 0, [det H| < det K. <

Dans Uezercice swivant on donne une condition néeessaire ot suffisante
nour que deuwr formes quadratigues dont Dune est non dégénéréde puissent
se réduire simultandément. L'énoncé est formaulé avce R pour corps de
hase, mais on peut prendre nimporte quel corps K de caractéristique
différente de 2 4 la pluce.

3.34. Diagonalisation simultanée de deux formes quadratiques

Soit A et B deux matrices symétriques de My (R). On suppose A
inversible et on note ga et gp les formes quadraliques associées & A
ol B. Montrer que log deux propositions suivantes sont équivalentes :

(4) 1l existc unc basc de R™ orthogonale pour ¢a et pour gg;
(ii) A !B cst diagonalisable.

{Ecole polytechmique)

| - Solution.

e (i) = (ii) est le sens facile. Par hypothése, il existe une matrice
wversible P telie que DD = fPAP ot DY = *PBP socicnt toutes los donx
dingonales. On a alors

DD =P A 1P L'PBP = P IAIBP

ol A71B est serublable & la matrice diagenale DD,

e Montrons Ia réctprogue (i7) = (f). Soit A une valeur propre de
ATIB, 5i X sl un vecleur propre associé & A on a BX = AAX et donc
g X} = Aga (X). Awtrement dit, Ta forme quadratique gg est propor-
tiounclle & ga sur 'espace propre associé & A. Une base de cet espace
propre qut est orthogonale pour ga Uest done a forfior: aussi pour gp.
Ponr conclure il suffit d’observer que les sous-espaces propres de A~ 1B
sont orthogonaux deux & deux pour les deux formes quadratiques. En
cffet, soit A et ji denx valeurs propres distinctes de A7'B ot X, Y deux
veelours propres associés. On a done BX = MAX et BY = pAY. Ainsi.
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ATXAY = T(AAX)Y = {BX)Y = 'XBY = p/XAY

et comme A #£ poon a ‘XAY = 0 et par suite ‘XBY = 0. 1l suffit donc
de prendre une base orthogotiale pour g4 dans chaque espace propre de
A7"B ¢ la base obtenue en réunissant ces bascs est une base de E qui est
orthoganale a la fois pour ga et pour ¢g. D'l le résiltat. <

Nous savons que (i) cst odrifié lorsque A est définie positive. On
déduit donc de erercice que st A, B sont deur malrices symétriques
réelles avec A définie positwe, alors A™'B est diagonalisable (et donc
ADB également). Cest une question trés classique (voir exercice 2.13).

Mentionnons une oubre condition suffisante de cordduction due o Mil-
not : si g et ¢' sont deuz forimes quadratiques sur B™ avec n = 3 dont
les cines tsofropes ne se coupent qu'en 0, alors il existe une base de R”
orthogenele pour g el pour ¢ . Nous renvoyons le lecteur intéressé & Uar-
ticle de Nieolas Tosel, Convexité et formes quadratiques réelles dans lu
RMS 116-7 de maors 2000, page 11 pour un éclairuge géomdirigue de co
résultat.

Les exerclees qui suivend cancernent le groupe orthagonal d’une forme
quudratique ¢ sur un espoace vectoviel B de dirmension finie. Comme dans
Ie cos euelidien bien connu du lecteur ce groupe. noté Oly), est Nensemble
des automorphismes de B qui conscrvent [o forme polaire b de q -

O(¢) = {u € GL(E), Y(z,y) € B, blu(z),u(y)) = bz, y)}-

Cest anssi {u € GL(E), qou =g} corume on le voit & Paide dune for-
mule de polorisation. Il est bien entendu immédiat de vérifier qu’il s agil
d'unt sous-groupe de GL(E). Nofons que ¢ powvant étre dégéndree, il faut
mettre Uinversibilité de v dons le définition (duns Iv cus non dégenéré,
euclidien por exemple, lo conservation du produst scalaire impose ['in-
versibiliteé). Lénoncé suivant montre que le cormutant du groupe or-
thogenal dwne forme quadratigue non déyénérée est toujours réduit aur
homothéties.

3.35. Commutant du groupe orthogounal d’une forme gquadratique non
dégénérée

Soit ¢ ure forme guadratigue sur un espace vectoriel réel E de
dimension finie, de forme polaire ¢. On suppose gque a est un élément
de E tel que g(a) # 0. On pose A =Ra et B = {r € E, ¢la,z) =0},

1. Montrer que E = A~ B.
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2. Soit G = {u € GL(E), V(z,y) € E2, ¢u(z), u(y)) = ¢(z.y)}.
Montrer que la syvmétrie par rapport & A parallelement a4 B est
dans G.

3. Soit G ={velE) Vu e G, vou=uouv} le commutant
de G. Montrer que si v € G alors v(a) s'éerit Aqa. Si b € E ost
tel que q(b) # 0, il existe de méme un réel Ay tel que v(b) = Aph.
Montrer gque Ay = A,-

4. Déterminer G'.

{ Ecole polytechnique)

> Solution.

1. L’application x +—— ¢(a,z) est une forme linéaire sur E. Par hy-
pothese, elle est non nulle et B, son novau, est donc un hyperplan de E.
Comme a ¢ B, la droite Ra forme un supplémentaire de B. D'on le
résultat. Bien entendu, B est simplement Uorthogonal de A au sens de ¢.

2. Notons s la symdétrie par rapport & A parallélement & B. Soit @,y
deux vecteurs de E. Ou éerit & = da-+b et y = Ma 4-¥ avee (b, V') € B2
On a alors s{x) = da—bet s(y) = Na—¥. En développant par bilinéarité.
on obticnt

d(s{x), s(y)) = p(ha — b, Na —b) = AN ¢P(e.a) + p(b. b)) = d(a, y).

Comme s est inversible on a bien s € G.

De manicre plus générale, st F et G sont deuw sous-espaces supplémen-
taires de E orthogonaus pour ¢, elors la syméirie par vapport o F paral-
lelement 4 G est dans G.

3. Soit v € ¢, Comine v commute en particulier avec =, il doit laisser
stable le sous-espace propre de s relatif & la valeur propre 1 c’est-a-dire
la droite Re done v(a) s'éerit Aqa.

Soit b tel que g(b) # 0. Si b est colinéaire & o, le résultat ost évident .
on peut écrire b = to avec t € B et alors v(b) = tw(a) = thae = \,b.

On suppose doie que (@,b) est libre. Il existe un réel 7 & 0 tel que
dfb + fa, b - ta} # 0 (c’est un polyndme du second degré en f dont
i coefficicut dominant est ¢(a,a) = gia) # 0). Pour un tel t on pose
¢ = b+t ta. Ona alors d’une part v(e) = A = Ac(b+ ta) et d’autre part,
pley = v(b + ta) = v(b} + tw(a) = Apb + #A,a. Comne (a.b) cst libre on
peut identifier : A, = Ay = A;. DPolt le résultat demandé.

4. Soit v € @'. 1Yaprds la question précédente, il existe un reel A tel
que vir) = Az pour tout z € E tel que g{x} # 0. Considérons maititenant
an veeteur » € E tel que glay = 0. On peut toujours trouver £ € B tel
que g(ta 4 z) = ¢plta+ z,ta+7) # 0. Ona alors v(ta+a) = Ata+x) ce
qui donne, v(z) = A{ta + x) — v{ta) = Azr. Donc, v est une homothétie.
fLa réciprogne étant triviale, onr a ainst G = Ridg. <
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Le groupe orthogonal de lo forme quadratigue nulle est évidemment
GL(E) tout entier. Dans 'exercice qui suit on montre que le groupe or-
thogonal d'yne forme guadratigue non dégénérée est minimal an sens de
Uinclusion. Pour cela on fera usage du résultat de Uerercice précédent,

3.36. Minimalité du groupe orthogonal d’une forme non dégénérée

Soit E un espace vectoriel réel de dimcension finie. On se doune
g et ¢’ deux formes guadratiques sur E, g étant non dégénérée,

1. Montrer qu’il existe v £ L(E} tel que, pour tout couple
(z,y) € B?, V(x,y) = blu(z),y) = blr.u{y)), b et b’ désignant les
formes polajres de ¢ et ¢'.

2. On suppose que O{¢’) C Og) oir Olg) désigne le groupe
orthogonal de g & savoir {u € GL(E), gou = g}.

Montrer que O(g) = O{g").

(Ecole palytechnique)

> Solution.

1. Cette premiére question généralise nn résultat bien connu dans le
cas euclidien : la forme quadratigue ¢’ se représente a travers b a l'aide
d'un endomorphisme anto-adjoint u. La preuve est d'aillenrs identique.
Fixons ¢ € E. L'application ¥, : y — '{x, y) est une forme lincaire sur
E. Comme & est non dégénérée, 'application : — &, (ol b, est la forme
linéaire y —- b(z,y)) est un isomorphisme de E sur E*. Il existe done
un unique vecteur, que on note u(x), tel que b, = by(yy, c'est-a-dire
B (x,y) = blu(r).y) pour tout y € E. Il est ensuite aisé de vérifier que
I'application u ainsi définie est un endomorphisme de E. Comme b et ¥
sont symétriques on a, pour tout couple (r.y) de E2,

bla,u(y)) = blu(y).r) = (y.x) =¥ (x,y) = blu(x),y).

2. Soit v € O{q') et (z.y) € E*. Ou a ¥ {v{x),v(y)) = V(z,y) ce qui
conduit &

b((uov) (), v(y)) = blu(x), y) = b{{vou){x).v(y)),

car v est aussi éldment de O(g). Comme cela vaut pour tout couple (x, y)
et corame ¢ est surjective et & non dégénérée, on en déduit que uov = pou.
Ainsi u commute avec tous les éléments de O(g’) et 'exercice précédent
montre que u st forcément une homothétie. Il en découle que ¢ est
proportionnelle 4 g. De plus. ¢ est non nulle car sinon O{q) serait égal &
GL(E), ce qui n'est pas le cas (par exemple 2 [dg ¢ O{q). puisque g £ 0).
On adone ¢ = ag avee 0 € B et donce clairement O(g) = Ofg'). «
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Formulé géométriguernent, Uénoncé suivant fast bien uppel auz formes
quadratiques @ en effet, un ellipsoide de R” de centre ['origine est défini
par une inéquation du type q(x) € 1 ou g est une forme quadratigue
définie positive, On y uitlisera le résultat de 'exercice 3.31.

3.37. Ellipsvide de John-Loewner

Soit K un compact d'intérieur non vide de R". Montrer qu'il
existe nn unique ellipsoide centré en () de volume minimal conte-
nant K.

(Ecole normale supérieure)

r> Selution,

On munit R™ de sa structure euclidienne usnelle. Comme neous venons
e le dire en préambule, un ellipsoide plein centré en 0 de B™ a une
équation du type g(r) < 1, ou ¢ est une forme quadratique définie posi-
tive. On notera Q (resp. Q4., resp. Q4+,) l'ensemble des formes quadra-
tiques (resp. positives, resp. définies positives) de B et pour g € Q44
on pose & = {z € R". qg(x) <1}

Commengons par calenler le volume Vg de £, 11 existe une basc or-

n
thonormale F = (¢, ..., en) dans laquelle ¢ géerit g{z) = Y a;z?. On

=1
Vq:[][ d,I,‘}...d.Tn.
- Jays+o ta, 2251

Ou considére le changement de variables défini par z;, =

obtient

1

Vs

. On ohserve

{cest

bien un C*-difféornorphisme) dont le jacobien est

aL...0n
que si S est la matrice de g dans une base ortk\x/onormale quelcongue
de R”, il existe P £ O,(R) telle que S = PDiag{a,....a,)"P. On a
donc det § = det Diag(ay,...,q,) = a1...a,. Ce déterminant ne dépend
donc pas de la base orthonormale de R™ choisie. Notous-le D(g). Le
changement de variables dans l'intégrale multiple donne

v _[[ f d.’.ﬂl...dfﬂﬂﬂ V(]
A hreas (blg) (D)

ot Vg est le voluriie de la boule unité pour la norme euclidienne cano-
tique.

Le probléme peut donc se reformuler ainsi @ il s'agit de wontrer que
si K est un compact d’intérieur non vide de R”, il existe une unigue
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forme ¢uadratique ¢ € Q44 telle que D{g) soit maximal et que pour
tout ¢ € K. gq(z) < 1.

On munit I'espace Q de la norme N définie par N{g) = sup |g(=z)]. Il
JENES!
est alors naturel de considérer I'ensemble

puis de chercher 4 maximiser D sur ce domaine. Montrons que A est un
compact convexe non vide de Q.
s A est convexe : s0it g et ¢’ dans A et A € [0,1]. Pour tout 2 € R™,

(Ag-+ (1= 2 )z) = Ag(@)) + {1 — N)g'(z) 2 0
et Ag+ (1 — A)¢’ est une forme quadratique positive. De plus, si z € K,
Ag+ (1 =N Nx) € Mgx) + (1T =Ng (@) A+ 1= A =1

ce qui entraine Ag+ (1 — g’ € A

e A est fermé : s1 {(g,)new est une suite de .4 convergente dans Q
vers ¢, on a pour tout & € R, |g(z) — ¢a(2)) € N(g — gn)llz]| donc
WEIEOO qrnl®) = glx). On en déduit que

Vo e R™, ¢{z) :n—l—i>]—|1:lao g(x) 20 etVze K, g :nErfmqn(_.r) £ 1

donc g ¢ A

e Montrons que A est borné. Comme K est d'intérieur non vide. il
existe a € K et v > 0 tel que B(a,7) C K. Soit g £ A. Si ||| < r alors
a+x € K done gla + ) € 1; d’antre part, on a g(—a) = ¢{a) < 1. Par
Vinégalité de Minkowski, on obtient

Valo) = Jale +a—a) < gz + 0y + yJa(-a) < 2

4
G,

donc g(z) € 4. Si |lz]l € 1, |g(z)] = g(z) = %q(rm) < — ce qui montre

4
que N(g) € -
e Montrons enfin gque A est non vide. Puisque KX est compact, il est
borné : soit M > 0 tel que pour tout € I, |Jz]] < M. Alors si g est
laf?

2 A

Bilan : A est un é\gmpact convexe non vide de Q.

L application déterminant est continue donc g — D(g] est continue
sur le compact A. Elle atteint donc son maximum sur A, en ¢go. Comine

2
go € Qyy. Nous venons de prouver qu’il existe vn ellipsoide £, de
volime minimal qui contient K.

définie par g(x) =

on a, pour tout T € K, g(z) € 1.

A contient x — qui est définie positive, ou a D{gg) > 0 donc
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11 reste & prouver que cet ellipsoide est unique 7.e. que go est unique.
Supposons qu'il existe g € A tel que Di{g) = D(go) et g # go. Soit S et
So les matrices de g et gg dans la base cancnique de R™. Comme A est
convexe, %(q + ¢o) appartient & A et d’apres 'exercice 3.31 {convexité

logarithmique du déterminant sur 'ensemble des matrices symétriques
définies positives). on a

1 1 1
D(%(q + qc)) = det<§(8 + SD)) > (det 8)2{det Sp)% = det Sg = D{go)-

ce qui centredit la maximalité de D{gg).

Conclusion. Il existe un unique ellipsoide centré en (0 de volume mi-
niinal contenant X. <

Le résultat reste vrai dans un espace vectoriel réel de dimension fi-
nie quelcongue, avec la méme démonstration (il suffit de munir E d'une
structure euclidienne quelcongue). Un corolluire important est donné par
la premiére question de l'ezercice swivani qui montre qu'un Sous-groupe
compact du groupe linéaire est forcément un sous-groupe du groupe ortho-
gonal pour une structure euclidienne de E. Notons que le cas particulier
des groupes finis se traite beaucoup plus simplement (voir Uexercice 4.40
du chapitre Géomnétrie ).

3.38. Sous-groupes compacts maximaux de GL(E)

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n = 1.

1. Soit G un sous-groupe compact de GL{E). Montrer qu'il
existe un produit scalaire sur E. associé & une forme guadratique
q. tel que G < O{g).

2. En déduire que les sous-groupes compacts de GL{E) qui sont
maximaux pour I'inclusion sout exactement les groupes orthogonaux
O(g) olt g est une forme quadratique définie positive.

3. Application. Soit N une norme sur E et Gy le groupe des
isométries de B pour cette norme, Montrer que si Gy opére de fagon
transitive sur la sphére de centre 0 et de rayou 1, alors la norme est
euclidienne.

(Ecole normale supérieure)

&> Solution.

1. Munissons E d’une norme euclidienne | || quelcongue et notons B
la boule fermée de centre 0 et de rayon 1 pour cette norme. Considérons
Pensemble K = {g{x), g € G et r € B} = U g(B). 1l s’agit dun

9eG
compact de E en tant qu'image duw cornpact K »x B par 'application
continue (g, £} — g(x). Il est d’intéricur non vide puisqu'il contient B ot
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invariant par tout élément de G. On considére (voir U'exercice précédent
dont on reprend les notations) I'unigue ellipsoide £, de volume minimal
contenant K o g est une forme quadratique définie positive. Pour tout
g € G, la forme quadratique ¢ définie par ¢'{z) = g(g(x)) est définie
positive et K C £y car g(K) = K. Mais d’autre part on a, puisque G est
compact. {det g| = 1. En effet I'application det est bornée sur G done
sur {g?, p € Z}. On a done D(g") = D{g) et par unicité ¢ = g. Ainsi
g € O{q) pour tout g € G, donc G C O(g).

2. Soit G un sous-groupe compact de GL(E) maximal pour I'inclu-
sion. D’aprés la premiére question, il existe une forme quadratique g
définie positive telle que G C O(g) et comume O{g) est compact, on a
G = O(g) par maximalité.

Réciproquement, si G = O(q) avee g définie positive, alors G est comn-
pact et si G’ est un sous-groupe compact de GL(E) tel que G < G’ il
existe, d'aprés ce qui précede, une forme quadrasique définie positive ¢’
telle que G' € O(q’). On a donc O(g) C O(g') et d’aprés le résultat de
I'exercice 3.36, cela implique O(g) = O(q’) et done G = G'. Le sous-
groupe G = {q) est compact maxinal.

3. Par définition Gy est le groupe des automorphismes u de E
vérifiant N{u(zx)) = N(&) pour tout r € E. Il est clair que Gy est fermé et
borné puisque fjufl = 1 pour tout u € Gy ot la norme triple est associée
a N. Il s’agit done d’'un sous-groupe compact du groupe linéaire GL{E).
La premiere guestion nous donne une structure euclidienne associée a
une forme quadratique définie positive g telle que G C O(q). Notons
Sy = {z € E, N(z) = [} la sphére mité de E et soit xo un vecteur
quelcongue de cette sphere. Par hiypothése, si x € Sy il existe g € Gy
tel gue & = g(xp). On a alors

g(z) = ¢(g(re)) = q(xo)

car g € O{q). Autrement dit, g est constante sur Sy. 5i z € E est non nul,
le vecteur N—a—) est dans Sy et q( FI%;)) = glrp) done par homogénéité
g(z) = g(z20)N(z)%. On en déduit que N est positivement colinéaire 4 la
norme euclidienne /g : ¢’est donc aussi une norme euclidienne. <

3.39. Endomorphisme auto-adjoint sur un espace quadratique
complexe

1. Une matrice symétrique A de M, (T} est-elle forcément dia-
gonalisable ?

2. Soit E un espace vectoriel complexe de dimension finie et
une forme bilinéaire symétrique non dégénédrée sur E.
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Par analogic avee la structure cuclidienne, définir 'adjoint o»”
d'un endomorphisme w de E.

3. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur E pour que
tout endomorphisme auto-adjoint de E soit diagonalisable.

N

{Ecole normale supérieure)

> Solntion.
1. La réponse est non si n » 2. Prenons par exemple une matrice

symétrigue de taille (2.2), A = (Z i

est X° - (o + )X+ ae — b2 dont le diseriininant est

). Son polynoéme caractéristiqie

A ={a+c)? —dac + 4p% = {a — 6)2 + 4b2.

Sion travaille sur le corps des réels on voit que A ne peut etre nul que
siga=ceth=0etdans ce cas A est une matrice scalaire. Mais cela
n'est plus le cas sur C. Prenons par exemple a = 1, ¢ = —1l et b= 1
cest-a-dive A = (1 ¢

i —1
propre inals cotne A nest pas scalaire elle n'est pas diagonalisable. 1]
est immédiat ’en déduire un contre-exemple powr toute taille » > 2.

2. On procéde comme dans le cas cuclidien. Scit y € E. L’appli-
cation  +—— b{u(z). ¥) est une forme linéaire sur E et comme b est
non dégénérée i} existe un unique vecteur u*{y) tel que bju{x).y) =
b{u*(y). z) pour tout «w de E. Cela définit upe application v* : £ — E
et il est immédiat de vérifier qu'elle est lindaire.

3. Choisissons une base B de E orthonormée pour b. Soit » un endo-
morplusiue de E et A la matrice de u dans la base B. La atrice de o*
dans B est la transposée de A, Ainsi, tout endomorphisime auto-adjoint
de B est diagonalisable si, et seulement si, toute wnatrice symétrique de
M, (C) est diagonalisable (oi n = dimE). La guestion 1 montre que
cela n'est le cas que si n = 1. <

.0On a A =0 donc A admet une seule saleur

La demoanstration effectude dans Uexercice sulvant esf d repprocher de
celle de Uevercice 2.66.

3.40. Réduction des matrices symétriques complexes

Soit M ume matrice symétrique complexe. Montrer qu'il exisie
une matrice unitaire O telle que ‘OMO soit diagonale, & termes

diagonaux réels positifs on nuls. , X
(Ecole normale supérieure)
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t> Solution.

On va démontrer la propriéié par récurrence sur 7#. Pour n = 1, i
existe m € T tel que M = (m) et un réel 8 tel que m = |mfe’®. On
obtient (m) = (e’lza )Uml)(ei% ), qui est la décomposition cherchée.

On suppose que la propriété est vrale au rang n— 1 et on considére M
symétrigue de M ,,(C). Si O est une matrice unitaire ayant la propriété
voulue et X; le premier vecteur de la base catnonique de C", il existe
A e R, tel que 'OMOX; = AX; et done MOX; = A0X; = AOX;. On
va donc chercher un vecteur X tel que MX = AX. Si cela est réalisé, on
a alors MMX = AMX = A?X et X est un vecteur propre de MM.

Il faut remarquer qu'en fait MM est hermitienne positive. En effet,
on a (MM)" = M*(M)* = MM car M est symétrique, et pour tout
X € C", X*MMX = (MX)*{MX) 2 0. Les valeurs propres de MM sont
done réelles et positives.

Soit donc p € R, une valeur propre de MM. X un vecteur propre
associé.

Si la famille (X. MX) est R-lide, il existe A € K tel que NIX = AX (on
peut montrer gue A2 = u). 8i A < 0, on remargue que MiX = —MX.

Si la famille (X, MX) est R-libre, on pose Y = AX + MX, o A = /5.
Le vecteur Y n'est pas nul et on obtient alors

MY = AMX + MMX = AMX + X = AY.

Dans tous les cas, on a déterminé un vecteur X non nul et A ¢ K tel
que MX = XX et done MX = AX. En Je multipliant par wne constante
réelle, on peut supposer de plus qie X est de norme (hermitienne) 1. Sait
U nne matrice unitaire telle que UX; = X et N = "UMU. La matrice N
est également svimétrigque et

NX; = "UMUX; = 'UMX = AUX = AU IX = AX; = AX,.
Ainsi, il existe une matrice symétrique de N, € M,,_1{C) telle que

A0 ...0

0
N =

: Ny

0
On applique Phypothése de récurrence a Nj. 1l existe une matrice O,
unitaire de taille » — 1 telle que "O;N10Oy = Dy, matrice diagonale a

10 ... 0

]
coefficients positifs ou nuls. On pose O = | . . La ma-
Oy
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trice O est unitaire et D = *O'NO = | | est diagonale i
0
coeflicients positifs. Finalement, on obtient

D = 'O'NO’ = 'O’ 'UMUQ’ = HUQ jM(UO’),

ce qui est le résultat voulu, car O = U est unitaire. <
Il s’agit d'une ¢ pseudo-réduction » : la matrice M est congruente a
une matrice dicgonale ¢ coefficients positifs. la matrice de pussage étant
untlaire.
Le résultat obtenu peut encore s'énoncer ainsi : pour toute forme que-
dratique g sur C", il existe une base orthonormale pour le produst herma-
n
tien ordingire dons laquelle g(&) = 3 a;r?, ot ay...., 0, sont des réels
i=1

positifs.

Nous terminons ce chapitre avec divers erercices touchant cuw formes
quadratiques et qui sont relativement inclassables.

3.41. Une décomposition

Soit n € N* et (xr,y,2) € B x B* x R". On pose

ToMm Y2 e e VU
g2 0 2z 0 ... 0
M{a,y,z) = .
ynﬁ 1 0 O Zn—1 0
Un 0 0 Zn

[. Caleuler det M{z,y. z).
2. On pose S = {M(z,y, z) positive}, Sy = {M(x,0,0), z > 0}
et pour tout 1 €4 < n,

Sz = {P\’{‘la((]yayh ...,0),(0‘---,21,---,0)). & 2 O‘. 3 2 01 L2y :yf}

(Ecole polytechnique)

E\-'Iontrer que S=Sg+ 8 +---+8,.
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> Solution.
1. Supposons le prodoit 2,22 ... 2, non ual. On pent alors se ramencer

-

an caleul du déterninant dune mateice trisnegulaive, Powr 2 <0 j € n 4,

on mltiplie la 9 coloune de M{z,y, 2) par — Y1 et on I'njonte & la
>

premicre colonne, Ou obticut

w4
re Sy U

a=i !
det M{a.y.2) = §] ... 0
] 0 =z,

On a alors det M. yoz) = (:: -3 ﬂ) IT = ot done
=1 = [}

"

det M{ry, 2) =0 H L=~ S y’

a=1 1 )

Lapplication (e z) — det Mir, . o) st conttime car polynoiniale,
ot Rx B x B*™ ost dense dans B B < B Oncen Jdédnit ane T formule
précédente est vérifiée pour tout Lo, g, 2) de B x R x R,

20 O v proceder pan donble incelnusion. Vériltons, pour commricer,
gue chaque S, (pour U <7 € n) est inclus dans S Soit M = Mooy o)
g la torme gquadratigne dont lr matrice dans la bage canonigue de B2 !
ent WMot f = (fg. fy.. . E, ) € R

N1 ost dans S, alors g(f) = 2f7 2 0 ot M est positive.

SEALest daus S, pour V€ e e alors ) — ;1;3‘,5 4+ 2yfol + 5,07

o St =1 alors y, = 0, par définition de §, at q(#) = 2,42 2 0.
e Siax #£ () alors

a2

. it
qu.) - /r(['é - Ql'flll'.') + ':[f:"d
s

L2 >

Wz, U\

:_,.(fm_h;) +(3,_L) 2
pa o

S—_———

=0
p Y, 2
=K (tu - #) 21,

r

ce qui montre que Moest positive. Chague 8; est bion inclus dans S,
Comune application

(roo 2t B> B x B 0= My 2) £ M, (IR
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est lindaive, {M{x, g, 2), rog.oz) € R R” < R"E esl un sous-cspace
vectariel de M (R), De phis, nne somnine de 1uatrices symétrignes
positives étant syidctrigque positive, on en dédunit Sg +---+ 5, © S,

Montrons maintenant que toute matrice de S s7éerit comme somme
de watrices appartenant 4 30.8,....,8,. Soit M = M{z.y.2} € 5
o1 q Ia forme quadratique de B associde dans la Dase canonigne
fen, ey, .(_‘,,\.

Pour | €7 < 1, les coefficients i, of 2, qu'il nous fant mcttre dans
Felément de S, sont coux qui se trouvent dans la mawtrice M. Ow a sim-
plewent le choix du cocllicient en position (1, 1), La malrice de Sy sera
alors (ixée de manicre uniqgue @il nous fawdra vérficr qu'elle convient.

Remarguons ¢que gleg) =2 2 0, et pour | <4<z, —gles} 2 0 De
pluas Dy certey oy &0 positive done son déterminant est positif = wz; —y? = 0.
On en déduat que si oz = 0, alors g, = 0. X

Considerons alors 1= {i € [1.u]. 2 # 0} Powr v € 1, posons a; — ’:'—‘
ot My = Miw, (0, ooy 00000z 00 Sachant que 2, = 1) et
clant donué ie choix de ., M, csi dans S;. Pow ¢+ ¢ 1. on pose M; = 0.
gni est encore dans 3;.

L
Ou a alors ST M, = MY a4 2). Cette égalité résulte de la
i—=| il
ndarifé de Vapplication (x.y, ) == M{(z y,z) et dulait quey, =z = 0

-
Ponar obienir AT = Z M, il fant prendre My = M |0 — Z.r:.,;.(].[l

-l \ 71
[T resie & wontrer que cotte matrice esl dans Sa. Lo que o — 5 a; =0
icl
Considérons la natrice M7 obtemme en enlevant a M les lignes ot les
colonnes dindice 7 tel que | €7 < net 1 @ 1 La mairice M oot 1a res-
triction de g & Voct(e,),2q0101 ¢t elle est done posilive. Son déterminant
est positif. 11 a la méme forue que celui de M et on trouve

det M = a'H Z; = Zy? H 2

el il obaF

- .'r:l[ L Z € Il zy par définition de
Fel w1 Jel

= H Zj €r— Z Xy
i<l il

Ce déterminant ost positil et de plus, pour tout j € Lona g, > 0. On

en dlédiit 0 — 3 2 00 ce qui perinet de conclure Lo demongtration. <1
vl
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L’exercice suivant est un joli probléme de recherche d’exiremum.

3.42, Maximum d’une forme quadratique sur un compact

[ n
Soit K={(zry....,zn) € R*, Vi, 2, 20, } r, =1},

i=1

1. Déterminer la borne supérieure sur K de la forme gquadratique
définie par g(x\,....%n) = Y #u;.
it
2. Méme question pour la forme quadratique g4 définie par
galEs,....Tn} = 3 @#;. o A est une partie symétrique non
(i.J)=A
vide de [1,n]>. )
(Ecole polytechnique)
& Solution.
1. Nous avons pout (r,....7y) € K.
n N2 n n 1
Glxy, ..., &) = (Zmz) - Zaf =1 —Z;r;f £1- =
i=1 =1 i=1

2
¥l kel
car, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, 1 = ( rz) < nY ol La
=1 i=1

(3

, 1 . .
borne supérieure de ¢ sur K est donc 1 — = : ¢’est un maximum atteint
n

p 1
pour le vecteur dont toutes les coordonnées valent — et seulement en ce
Tt
point (cas d’égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz).
2. Notons que la borne supérieure est toujours un nraximuom, car ga

est cantinie et K est compaet. Par ailleurs. si (xy....,22) € K, ona
n 2
QA(ml:---:In)g Z Tl = (Z.L‘k) =1
Igijgn k=1

de sorte que le maximum est toujonrs inférieur ou égal a 1. Cela permet
de conclure dans le cas ol la partie A contient un élément (k, k) de la
diagonale D du carré C = [1 n]? car on a alors ga(er) = 1, ol e, désigne
le k-ieme vecteur de la base canonique de R™. Nous supposerons done
dans la suite que A ne contient aucun terme de la diagonale. Soit ¢ le
cardinal maximal d'une partie I de [1,n] telle que [ x I\ D C A {comme
A est non vide on a g = 1}. DVapres les calculs vus dans la premiere
(question on a
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1 - .
done max ga = 1— — Nous allons montrer gu’il 8’agit bien du maximum

de qa sur K. Soit (r1,...,2,) un point de K ol le maximum de ¢a est
alteint et supposons par U'absurde qu’il existe deux indices A £ k tels
que Tpxg £ 0 et (h k) ¢ A On peut alors derire

QA(ﬂlla‘“:In) - a$h+’81‘k +-}

ol les coefficients «, 8, v ve dépendent que des réels x; avec i ¢ {h, k}.
{)n va un peu perturber le n-uplet {(x1,...,@,). Posons yp, = x4 + €.
e = Zx — € eb y; = x; pour tous les antres mdaces t. Il est clair que pour
|2| assez petit {y1,...,yn) € K. Ona

Ayt i) = alrp e} + B(ze — &) +v = gaf{zr. . wn) Hela - 8).

Omn en déduit que a = 3 saus guol le maximuin ne serait pas atteint
en ga. On peut alors remplacer le point x de K par 2’ = (=, .. .,2})
ol %, = rn + 2 et 23, = O les autres coordonnées étant inchangées. Le
maximum de ga est encore atteint en 2’. En itérant cela on peut done
obtenir un point (1,...,2,) € K en lequel ga atteint son maximnm et
el que (4, §) € A pour tout couple {i.5) tel que 2;z, # 0. Autrement dit,
ston pose I = {i e [1,n], % # 0}, 011aI><I\DCA On a alors

1
qalz,- )= Y. zmz €1- <1~

1
{,5)El%, i B q

ve qui prouve le résultat. <

Les liens entre les formes quadratiques et arithmétiqgue sont trés
riches méme si trés pew chordés dans ce chapitre. Voici toutefois deue
crercices qui s 'inscrivent dans ce théme.

3.43, Forme quadratique et résean

Soit ¢ : R? —- R définie par ¢{z, y) = az®+ 2bay+cy? wne forme

nadratique définie positive. On pose e = inf r.y).
4 q bos P ety 1Y)

1. Montrer que e est atteint.
2. Montrer qu'il existe u,v € Z? tels que Z? = Zu + Zv et
g{u) = e.
3. Prouver que 3¢? < 4(ac - b%). Peut-il y avoir égalité 7
(Ecole normale supérieure)
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> Solution,
L. On a. powr tout (roy) & RENL{0.0)) (e, y) > 0. On en déduil
aqne " mlﬁl lq(:r:.y) = o~ 0, car ceomininimm est arteint. paisgque e
EN
cercle unité de B? est compact. Par homogéndild, on obticnt. pour toul.
(v.y)y € RE gley) 2 ma? + y*). Soit N un emder naticel tel gue
s

- Dapres co qui précede. on a. si (z,y) € Z7 o o] > N oan
L '

liy] » N, g{azy) 2 ¢+ 1. On adone ¢ = inf gl ). Cette borne
[ L NN
[o = Mo]als™

inffricare est attemte car Pensemblo est fAnd. On en déduit que ¢ = 0.
2. Soit w = (0, ) € Z% iel que glu) = . Notons d — pged(a, 3) o
o' " les entiers tels que oo =da’ el # = dd'. Oua

e =gl — d2qled ) = dFe

et done d? < 1, ¢lest-a-dire d = L.

Alnsi o el /4 sonl premiers entre cux et d'apres le theoréme de Be-
zout. il existe (7.8} < Z% te) que ay + #8 = 1 Posons ¢ — (—7.68) b
moutrons que (o) convient. Ou a &videment Zu + Ze C 72 Soit

P — (; _ﬂd) € My(Z). On a detP = 1, done P oest inversible ot
¥

D' e Mo(Z) Ta mairice P 0 ost T mtrice de passage de (w,2) 3 la
base canonique (. ) de B2 Cormue elle est b coellicicnts entiers, o
el ey apparticnnent. & Zuw - Ze ot oalement o + Zo = 22,

3. Il existe (0, ¢'} € R? tel que Vexprossion de g dans la base {1, 0)

2 ! ]
ostoew® - 2y ey paisane glu) — e Ona (;, f),) =P (g ?) [

ct done e - B (det )V iae D2)y — (ac = b2 )
Powr tout (. y) © Z*, on obsient

. ; BoN? W’
gl +yv) = e + 2y + Iy (:i' + —'y) + (r" - —) Y.
.

En prenant ¢ = 1 et en choisissant n G Z el que

B
n4 s -, ona
.

'

I
e < ylnn 4 ) s lf + =
“ I

0,2 2 2 ‘ .
ol done 3e? < 4(e — 6. Comme e — ¥ = ac — 0%, on a bien
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r

N T . C o qepe o . 1
D’aprés ce qui précéde, il y a égalité s'il existe n € Z tel que nt bo_ 3
54

: : . : [P :
1 3e? = 4(c’e — '), ce qui donne 26 = (20 + Decol of = = (32 4u*) =
&

cn? 4n 1)

Réciprogquement. si (o, v) est une base de R? telle gue Zn + Ze = Z2.
sie >0, n et sl qest la forme guadraticque définie par

glou +yo) = ex? + (20 + Very + (0 +n+ 1)83}2.

2n 41 : 3e
on gorit g{au + yu) = ¢ (.;f + 3 y) + -3:-'- u?.

Soit (@, y) & Z2 0.0}, Si gy est pair, on q(ru4-yv) = e, avee ogalité

st = ety =0 ot sty ost impair, on a glan + yo) 2 E + TF > e, Lo
minimum de ¢ sur 223 (0,03} est e el si Pexpression de ¢ dans 12 base

canonique de B? esl g(e,y) — ez? +2bey 4+ cy?, on a

. . 2 132 ‘
4(ar — bz) =41 ((nz +n 4+ 1)62 — (HI)) — 32, <

Lerercice sufvant o ¢bd braité dans un cas particulier dans le tome 1
dalgebre {exercice 1.36 dans la premvicre ddition et 4.87 dans lu sceonde
cdition) d sevotr e cos oton =3 et A = 1. La démonstration cst cssen-
tiellernend la méme.

3.44. Lemme de Davenport-Casscls

- .

Suit A € A, (Z) nne malrice sviaétrique définle positive ol ga
i forme quadralique associée de R”. On suppose que, pann tout
e Q™ il existe y € Z™ tel que galr —y) < 1.
Montrer que N* M ga {Q") = N* N ga (Z7).
(Ecole normale supérieure)

[~ Solution.

Ou démontre que N g2 (7)) C N* N ga(Z), Cautre inclusion Atant
Cvidente, On note 42 1a forme polaire de gy . Soit o dans N* 0144 (07) et
r e Q" tel que gale) = a. On éerit = (1_17 avec z € 7 ot d cnlier
o 2 1. Oun cloisit et z pour que d soit minimal. Par liypothése, il existo
wg M tel que ga(r — ) < 1

Rigale —y) = Balors v =5 € Z" ot a € ga (£}, Supposons done
goir —y) =0 et montrons qrion abontit a e contradiction.

O g gale ) = qale) Fgaly) — 2oz y) ob dga (o — y) est cutier ear



442 CHAPITRE 3. PORMES QUADHATIGIS

i

ga () est entier par hypothese, ga(y) Pest égnlement car y € Z7 et A ol
A coefficients enticrs et enfin d(x, y) = w(dr, ) = w(2, ¥) est entier car
z et y somt dang Z”. Ainsi, il existe un entier a tel que ga(r —y) = % of
0<a<d. ’

On pose uw = y + 4z —y) ct on cherche le réel ¢ tel que ga (u) = ga(r).
Cotutne ga () = ga(y) + 260y, » — u) + qals — y). il faut

Pan(z —y) + 2ply,m — y) +qaly) — qalz) = 0.

Une solution évidente de cette équation du second degré est 1, cag ofl

ga(y) — qa(z)

% = x. L'autre est done On ahtient

qa{z — y)
Caaly) —aalz), o galy) —aalz) /1 )
u—y+~7;6i;3*w y)—y+4—ﬂ—g—ﬂ—(a~—y

d
+7QA(U);;GA(T)(:47dy}

L. . . | . i
Ainsi, puisque ga(x) et ga(y) sont entiers, w séerit ~w, oh v € Z",
a

Comme o = g(u) = g(x) et 0 < a < d, vela countredit le choix de z. <1

3.45. Image d’un cone

Soit ¢ une forme quadratique sur B™ de roatrice A dans la base
canoiigque, On pose C = (R4)" et on note 3C la frontiere de €.
On suppose que ¢(dC) C B, et que tout vecteur propre de A qui
est dans C ext associé & une valeur propre positive. Montrer que

gy C R,

{Ecole normale supérieure)

> Solution.

Posons U' = CnNS, ou 8= {7 e R |z|| = 1}. Démontrer que ¢ est
positive sur C revient a démontrer que g est positive sur I'. L'ensemble
I' est compact et comne g est continme, elle possede un minbomn m sur
I" qui est atteint en un peint w.

Si g € 9C, alors m = g(xg) 2 0 par hypothese. Supposons dézormais
que zy appartient a (E%)". On a alors

m= min ¢(x)= min
(L%;j"r\ [{EDE HIH

La fonction f définie par fz) = est. différentiable sur ouvert,

H H2
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(#%)™. Au point v oit elle atteint son minimmm, sa différentielle est done

malle. On a pour 1 <7 << n,

af 1 ( 5 g )
—{g} = z||* = () — 2z;q9(x
(@) |$H4 P 5 () — 2z:0(a)
254
= 2 U, — ——=—
HzH? Z T e
Siu = {tte, ..., 1uy), la condition ‘—{u,) = 0 donne L Qi = \|(1|1|)2
pour et ¢ € [1,n]. On abtient Au = ﬁ{“T},u Ainsi 2 est un vecteur
ull?
propre de A qui est, dans C. Par hivpothése, la valeur propre correspon-
donte 9(1) est pogitive. On en déduit mr = g(u) = 0.

1]|?

Le fliﬂ@nnement précédent montre gu'itant denné une forme gqua-
dratique queleongue sur B® de maolrice A, fout point de R\ {0} ou lo
q(x)
[l

de Ao U tel qvinimagn emiste torgours cur o ‘est ausst le minimon de la
fonction sur la spheéve unilé. Clest une mdéthode possible pour montrer
que toute matrice symitrigue réelle posséde woe wvaleur propre (réelle),
premicre étape dans o démonstration du théoréme speclral.

fonetion x -—

atteint son mintmurn est vecteur propre de g ef donc



Chapitre 4

Géomeétrie afhne et euclidienne

Nous allons commencer ce chapitre par quelques exercices de géomé-
trie offine réelle plane. Les espaces affines ayant disparu des programmes
des classes préparatoires lors de la derniére réforme, les énoncés sont
désormais donnés dans le cadre des espaces vectoriels {un espace vecto-
riel B est naturellement muni d’une structure d’espace affine de direc-
tion E lui-méme), voire directement dans R™. Cette restriction a certes
Uinconvénient de créer une légére confusion entre les points et les vec-
teurs mais n’apporte pas vratment de perte de généralité puisque tout es-
pace affine s’identifie canoniquement & un hyperplan affine d'un espace
vectoriel . Nous avons choisi de modifier les énoncés les plus anciens
pour respecter ce nouwveau programme. Nos lecteurs ayant étudié les es-
paces. affines n'auront aucun mal & les reformauler dventuellement dans
un contewte plus général.

4.1. Partage équitable

On considere 1000 points dans le plan R?, Montrer qu’il existe
une droite ayant (au sens strict) 500 points d'un cdté et 500 points
de T'autre.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Imaginons que l'on fasse glisser une droite sur le plan, en venant de
Pinfini et en gardant toujours la méme direction. Lorsque la droite tra-
verse le nuage de points, ceux-ci vont passer d'un cété de la droite a
I*autre. Si la direction de la droite est bien choisie, il n’y a qu'un seul
point & la fois qui traverse la droite et il suffit de s’arréter lorsque T'on a
passé lo H00-ieme point !

On peut formaliser cela un peu plus. On munit le plan R? de sa struc-
ture euclidienne et on note (A;})1<i<i000 les points. Les vecteurs unitaires
—
lAA |l
On choigit un vecteur unitaire » gui n'est pas dans 'ensernble précédent

, © # 7, sont en nombre fini et le cercle unité du plan est infini.

1. Le lecteur intéressé lira par exemple le chapitre 3 de Pouvrage Géomélre 1 de
MARCEL BERGER, Nathan. 199{.
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et on congidere un repére R = (O, u.v). Les ordonnées y, des points
A, dans ce repere sont denx A deux distinctes. On pent renméroter les
points pour avolr 11 < yo < -+ < yYion- 11 suffit de choisiv un réel «

entre yspp ot ysop et de preudre la droite d'équation y = « dans le repére
R. <

On regroupe duns erercice suivant deur versions affines du théoreme
de Puppus gui ont 616 posées séporément. Signalons que Pappus dtait un
mathématicien grec qut o vécu an Ivegiccle.

4.2, Théoréme de Pappus

Soient D et D’ deux droites affines sécantes d’un plan vectoriel
réel. des points distincts A, B ot C de D\D’, et des points distincts
AT, U de D\D.

1. Ou suppose gne (AB') et (A'B) sc coupent en P, (BCY) et
(B'C) en Q et {CA") et {CYA) en R. Montrer quo P, Q. R sout alignés.

2. On supposce maintenant que (AB’) est parallele & (A'B) et
que (BC'Y est parallele & (B/C). Montrer que (AC’) est parallele a
(A'C),

(Ecole polytechnique)

1> Solution.

1. Prenons comme repire R = (O, 7. #) ol O est le point d'intersection
de D et I, ond dirige D et 7 dirige D’. On pourrait prendre ¢ = OA mais
cela ferait jouer un réle particulier au point A et cette perte de symétrie
impliynerait finalement plus de caleuls.

Cﬂ

Posons A = {a.0). B = (b.0), (" = (.0 et de mime A" = (0,a7).

B = (0.8 et ¢ = (0.¢) dans le repdre cholsi. On éevit I'égnation de Ta
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droite {AB'). Un point M = (z,y) est sur cette droite si. et sculement
s, det(%!j)(ﬁ,m) = 0, ce qui donne W'z + ay = ab’. Pour trouver
Péquation de la droite (A'B) il n'y a pas de caleul a faire : il suffit
d'échanger les lettres o et b pour obtenir e'r + by = o’b. On vésout le
petit systéme oltenu, par exemple avee les formuiles de Cramer, pour
obtenir les coordonnées du peint P :

P (ab(b’ ~a'y a'b{b— (L)) .

Y —aa’ DY — aa’
La non nullité de bl —an’ est précisément la condition pour que les deux
droites (ADB) et (A’B) sc coupent. Il n’y a pas de calcul & faire pour
obtenir les points Q et R @ il suflit d’effectucy la permutation circulaire
(a, b, ¢) deux fois de suite. On a done

Q- (bc(c’ — ) be(e— b)) ot T — (ac(a’ —cy dd(a— c)) ’

ool — b T ed — bW aa! —edd T oaa’ - eo!

Rappelons gue trois poluts M, = (z;,4:) (& = 1.2.3) du plan sont alignés
si, et seulement si,

1 1 1
1 ro xz | =0
Yo Y2 W3

In sortant les dénominateurs par multilinéarité, on est donc amené a
prowver qune

b — aa' oo’ — b aa’ — ol
ab{t/ —a’y bele! — V) ada —d) | =0.
a't'(b—a) Vcd(c—b) ocdla-c)

Pest le cas puisque l'on a ce/Cy + aa’/Cs + b Cy = 0, olt Cy, C=. C3 sont
les trods colonnes de la matrice.
2. Voiei la figure dans ce cas -
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On parde les mémes notations. Comme on 1'a v, 1a condition de
parallélisine de {ADB"} of {A'B) et ae’ = 0. Ou a de méww 6 = o
car (BCYY est parallele & (B/C). Par transitivite, il vienl ae’ = ¢f co qui
signilic: exactement que (ACY) est parallcle 3 (A'CY. <

Lo distinelion des dewr cos s'cxpligue por e fuit que Iv thdoréme de
Pappus est un résidiol de géomelrie projeclive © sans rentrer dans les
détails, e cos ou les trois paircs de droiles sont paralléles esi celui o
elles se roupent sur la «droite a Umfiniy el Jes poinds d interscclion sont
encore ahgnés. Le leclewar pourra mondver sgue fe résullat de exereies
reste enenrt: eras dans le cas o0 les drotles T ef 1Y sont parelltles,

Duns certaines questions. Dutilisation des coordonndes barieentripues
poul se revdler plus rominode que le recours aur reardonnées caviésicnnces.
Rappelnns que si (AL BCC) est un triangle dun plan vectoriel {disons
récl). on appelle coordvnnées bovyerntrigues o wn poii N de ce plan
duns la base affine (A B, Q) Dundgue tripled (a,b.¢) el quea+b+e=1 et
tel que N soit le baryeeutre de (AL i), (B, B) et {C,¢). Il est bien eniendu
irés fursle de passer des eoordonnces baryerntrigues owr roordenndes
corlisiennes par cremple duns v repére (AL ;’\Tg. 4_(1‘) Muais Uinlérét des
prepdvies esloqu'elles font Jouwer wn vole parfaitermend synificique qur
trois poinds A, B3, C.

La promidre questinon de Udnoned survant donne wne condition d’ali-
guement de trois porats donnds e coardonndes baryernitriques. La swite
est consacrée eu clussrgue héarcime de Mendlnis.

4.3. Théoreme de Ménélatis

\ Soit P oo plan vectoriel ot A B, C trois points non alipnés de
e plan.

1. Soit M. M et M” trais points de coordonnées baryeentriques
respectives (o, 3,400 (o 3,47 ol (o 37 4" dans la hase alline
(A B.CY: expriser a Paide d*un determinant Ia condition poar gue
cos trois points solent alignes.

2. Ou suppose maintenant goe P, Q, R sont trois points sur les
cOtés respectifs du triangle ABC: trouver une condilion paar que P,
Q et I sotent alignds,

(Ecole polytechnique)

= Solution.
1. Owrevient simplement aux coordonnées earlésicines daos le repére
— — — —_— - = —_—
(AABLACYH On a ANM = aAB 4+ 5AC o AN = o'ADB + FAC. On en
dédnit que
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KTW = — (1)/\] o= JjK(ﬂ
ot de méimne

MA = (0" — a)AB + 37 = $)AC

NTYEEVINE
. I, . . . - : 4
At ALAL L MY sont aliguds sis ot seuwlemeut s, det o o= (VAT MR
! : YR
! . o
e A ¢ S | . .
SO ’ = 1 I pen b et e oo deteln LAl SO o]
Osoil |, 3 _ g 0. Ou poent reit It ernnitant e
Cl ‘1 i -
farmie plus symwel rique on retarguant (il vand
a0 Y T St Y la 45
o’ 3 = 4 a’ _'_"';r 4t J(lf gy ?r
al g a4 e 1(1” g

S

La condition chrichée est done |aof - 0.

('EH ;'f"" “:”5
2. Sappuesons que les points PO et R appartiocnnent vespectivement,
A (BOTL (N ot (AD)L Lenes caordoundes haryeoutel s sont respecti-
vernent de la forme (00037 (0’ 0,47) ot (0”37 00 I apsis Loquestion

pricédente, les trols points sond alignés si. el seulement. si,

i 0 3 b

st

=o' 3 Ty

Siles paiuds P,Q, R osont distinets des sommets dn triangle, cette condi-
; a3 .
Loty s Coptl , o= —Losait encore

3o

CUost celte dgnivalence qui constitne le théoreme de Mendhuis, <1

4.4. Quadrilatére complet

On seqdonne gnadre deailes affines d’un plan veciariel en position
arndrate. O appelle diagonale un segment jolgnant wo pomt ibin-
tet=eciion de denx des droites avee e point dlinterscetian des denx
antres draites. Mootrey guoe les milienx des diagonnles sont aligis.

(Ecole polytechniquel
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> Solution.
Notous [AA'], [BB] et [('C’] les trois diagonales comme sur la figure
suivante.

Dire que les droites sont en position générale signifie que tous les points
d’intersection cxistent et sont deux a deux distincts. On va utiliser les
coordonndes barycentriques dans la base affne (A, B, C). Ecrivons les
coordoundes de tous les points © A = (1LO.0)L, B=(0,L.0). ¢ =(9,0,1)
et A’ = (0,1 — ), B = (1 - 3,0,8). et ¢ = (7,1~ ~,0). Comme
les points A" B/, C’ sont alignés, o, 3, v sont liés par la relation ci-apres
(voir la gnestion 1 de Uexercice précédent)

U e 11—«
1—-3 0 3 =0
¥ b~ 0

Les miljicux I.J. K des diagonales |AA’], [BB’] et [CC'| ont pour

. . . 1-
coordonuées barycentriques respectives [ = (% %t —20—) J =
-8 1 3 TG A e
(_T 5 5) vt K = 5 g 5) L’alignement des 1rois points
éouivant done a la nllité dn déterminant
1 Cx L —a
1-3 1 Ji]

"y 11—~ 1
Cela revient a dire que —1 est nne valeur propre de la matrice

0 o 1 —
M = L-8 0 3
! T — 0
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s

Or, nous savons que 1) cst valeur propre de M et il st visible que 1 ost
aussi valeur propre (avec pour vectenr propre (1,1, 1)}, Comme la trace
de M est mulle, —1 est aussi valeur propre et Je résultat en découle. <

Le probléme suivant, posé en 1895 par Sylvester, est étonnant : lu
formulation de lo guestion est purement affine et pourtent sa résolution
nécessite des orguments evclidiens (Te rlsultat n'est pas vrai sur un corps
quelcongue /.

4.5. Théoréme de Sylvester-Gallai

On considére n points du plan R? qui ont la propriété suivante :
toute droite passant par deux des points en contient un troisi¢me.
Montrer que tous les points sont alignés.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Une autre formulation du problewme ost la suivante : si les points ne
sont pas tous alignés, il existe une droite du plan qui contient exactement
denx des points. Clest sous cette forme que nous allons le résoudre.
Notons X notre ensemble de points et D I'casemble (fini) de toutes les
cdroites passant par deux points de X. Parmi tous les couples (A, A}
vérifiant A € X, A £ D et A ¢ A cholsissong-en un tel que la distance
de A & A soit miniinale. Nous allons pronver que la droite A convient.
Par hypothése, il y a au moins deux points B, C de X qui sout sur A,
Supposons par Pabsurde qu'il ¥ ait un troisieme point D de X sur A,
Quitte & permuter nos trois points, on pent trés bien supposer que B, C, D
somt dans cet ordre. Notons B le projeté orthogonal de A sur A, Deux
des trois points B, C.D an moins sont sur la méme demi-droite définie
par H. Supposons que ce soient C et D). Voicl la figure :

La contradiction apparait bien sur fa figure @ la distance du point C
a la droite (AD) € D est visiblement strictement inféricure a la distance
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AH {elle est inféricure & la distance de H & (AD) elle-mméme inférieure &
AH). <

Il n'est pas certain gue Sylvester ait disposé d une solution & se ques-
tion. Lo premiére preuve publide (prés de L0 ans apris lo guestion) est
due ¢ Gallai, ce qui explique le nom du théoréme. Lidée de la solution
domnée ci-dessus est due o LA Kelly.

Les nombreur énoneés gui vont suture concernent la géométrie affine
euclidicnne. Nous les avons classés seloa plusicurs thémes : géoméirie
du triangle. utilisalion des nombhres compleres. corcles. coniques cueli-
diennes, probléemes d’extrema.

4.6. Aire d'un triangle

Soit trois droites non paralléles deux & deux du plan euclidien
R? définjes par leur équation daus le repére orthononé canoniqgue
ar+by+c=0, az+by+e =0, o"c+y+" =0
Soit S Iaire du triangle formé par ces trois droites. Montrer que

2

G'-” h” (:H

25 = : -
ol = ab)(ab” — &by — )|

(Ecole polytechnique}

> Solution.
Oun note . d et d les trois droites, {A} = d'Nd' {B} = d" N d
a boc
et {C} =dNd et enfin A le déterminant (o’ & /|
y
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En résolvant le systéme constitué des équations de d’ et @”, on trouve
lea coordonnées de A,

bfcl,u L b!fcf (3”("’ _ ar(Ji

AT o~ YA T Gy —ary

O en deduit la distance de A & la droite d.

lawa + bys +¢f Jal@e"-0") 4 bla"¢' —d'c”) 4 cla't’—a"V)|

Val o Vo2 + 12 ja'h — o'l ’

ol H est le projeté orthogonal de A sur (BC). On identifie au numératenr
i développement du déterminant A selon sa premiére ligne. Ainsi,

AH =

_ |A]

VaT 4B el — a'l|

On va mainfenant caleuler la distance BC. Le vecteur (b —a) est un
vecteur directeur de la droite d donc il existe t &€ R tel que BC = (bt. —ta)
ot done z¢ = xp + bt. yo = ys — ta. Le point C appartient & d' donc
ol a

adzc+byc+cd =drp+byn 4+ + t{—ab +a'b) = 0.

azp +8ys + o

n en déduit que £ =
Q C it qu D

puis que

BC = 1] Va? 4 2 = (T Vn 4 CIVat 4 b
lal — a’h]|
Or, le méme calcul que celui qui a &té effectué précédemment pour le
q AI I

point A mountre que |a"zp + by + o) = rfﬂl_'ﬂt”ﬂ On obticnt done

[ — ?
Gnaletnernt

AQ

25 =AH -BC = .
5=A © lab* — abllab’ — a’blla’l” - a"|

Ce n’est pas une formule irés comunode. Dans le méme genre, le lecteur
pourte démontrer la formule de Héron @ st a,b ¢ sont les trois cotés
d’un triangle alors son aire est égale & x/p‘(p —a)p-b{p—c) otp=
n4b4 e

B

est le demi-périmétre du triangle.
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4.7. Point de Gergonne

Soit. ABC un triangle de cercle circouscrit I'. Les tangentes a T
en A ot B se coupent en €. On définit de meme A’ et B’. Montrer
que les droites (AA'), (BB} et (CC”) sont concourantes.

(Ecole polytechnique)

> Solution.
Voiel pour cominencer la figure :

On va démontrer que les trois droites sont concourantes en un point
J que I'on va exprimer comme barycentre de {A’,B’. C’). On pose

n=AB=AC, 3=BC=B'A et 1=CA=CB.

Ces trois nombres sont strictement positifs. Le point A étant a intérieur
du segment [B'C'], on a

|

o=

B AR p

¢ AC T

|

P

et donc l

. P
AB + “AC =
) ¥

0.
pondérés (B’, %) et (C’, %) On montre de méme que B est le ha-

rycentre de (Aﬂ l) et (C’. l) et C celui de (A’, l) et (B’. l))
o ~ a g

Considérons le baryeentre J de ((A’. l) (B', %) (C', %)) Par
[

v {
associativité du barycentre, on trouve que G est le barycentre

de ((LX%)(A% + 1,)) de ((B%)(Bé + %)) ot de

1 P X .
el %) C, é + 3 ) On en déduit que J appartient aux droites
i

(AA'), (BB') et (CC'). Ces trois droites sont douc concourantes en J. <

Ainsi A est le barycentre des points
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Le cercle T est le cercle inscrit dans le triangle A'B'CY et les points
A, B, C sont les points de contact entre les cités du triangle et ce cercle
wnserit. Le paint de concours des droites (AA'), (BB') et {(CC') est appelé
le point de Gergonne du triengle A'B'C'.

4.8. Quadrilatére formé par les sommets et 'orthocentre d’un triangle

Soit A, B, C. D quatre points du plan, trois & trois non alignés,
d'isobarycentre G. Montrer 'équivalence entre
(i} un des quatre points A, B, C, D est lorthocentre du
triangle formé par les trois autres;
(i1) G est a égale distance des 6 milieux de [AB], [AC], [AD],
'BC], [BD], [CD].

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Notons I, J, K, L. M, N les milieux respectils des cdtés [AB]. [AC],
|ADJ, [BC], [BD], [CD].

* Remarquons pour commencer que si I'un des quatre points A, B, C,
1 est U'orthocentre du triangle formé par les trois autres, alors chacun
des quatre points A, B, C, D est Porthocentre dn triangle formé par les
trois autres. En effet i par exemple A est Iorthocentre du triangle BCD,
on a

AB.CD = AC-BD = AD-BC =0,
En écrivant ces égalités sous la forme
BA.CD = BC-AD = BD - AC =0,

on voit que B est I'orthocentre du triangle BCD et il en est de méme
pour les deux autres points.

Ainsi (¢) équivaut 4 : A est lorthocentre du triangle BCD.

e Par associativité du barycentre, G est le milieu du segment {I, N|
donc est équidistant de I et N. De méme, il est équidistant de J et M
et de K et L. On en déduit que G est équidistant des six points si, et
seulement si, GI = GJ et GI = GK.

Cherchons & quelle condition, Gl = GJ. Ou a

G- ;A8 +AC 1+ AB), Ai-;AB. &)= jAd

1
4
On en dédnit

=
[

—
o
I
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™ s = . = = -
Cela monire gque GI = GJ équivaut & AD - BC = 0. On montre de méme
que O = GK équivant 4 AC-BD =0
. .. . . R =2 =+ == N « . \
Finalement (i) ¢quivant & AD - BC = AC - BD = 0, c'est-a-~dire i
A orthorentre du triaugle BCD, car si un point appartient & deux des
hautleurs ¢’est U'orthoceutre. Alnsi (47) équivant a (i), <

Le corps des nombres compleges permel d’algébriser lg géomélvie eu-
clidienne plane. Les lrois exercices swivants fournissenl des exemples de

cela. Le premier est trés classigue.

4.9. Caractérisation des triangles équilatéraux

Montrer qu'il existe un polyndéme P{X.Y.Z) € R{X.Y 7] tel
que, ponr (a,b,¢) € C*, Plu.h ¢} = 0 si, ot sculeineut si, le trianglo

(a.b,0) st équilatéral. (];]cole polytechnique)

- Solution,

Le triangle (a, b, ¢) est équilatéral direct si, et seulement =i, ¢ esl
Iiznage de b par la rotation de centre o et d’angle % . Llexpression ana-
Ivtique de cette rotation est z — e%(_z ~ ¢} + @ ou encore en posanl
classiquetnent § — ¢ 5z — 4 (z—a)+a. Done (a. b. <) est ¢quilatéral
diveet si. ot sculement si, e = —72(b— a) + a soit encore e+ jo + j4b = 0.
De méme le triangle (a, b, ¢) est équilatéral indirect si. et sculement s,
e+ 2+ jb = (. On peut conelure que le friangle est dquilatéral si. el
sculenmeut s1, la quantité

(=4 ju+ jzb)((: + jga +ib) = a?+ v+ —ab—ac—be
est rulle. Lo polvnome P orecherché ost dong
PXY 72y =X+ Y+ 2" - XY - XZ ~ YZ.

Il est symietrique ce qui ost Lonf & fall normal. <

4.10. Un triangle équilatéral

Sait ABC un trinngle du plan cuclidien, On constrnit A tel gue
. Sy 2
A ot A7 solent de part et d'autre do la droite (BC), avec BA'C = 31

cl A'B = A’C. On construit de maniére analogue B’ ot ¢, Moutrer

que I triangle A'B'CY oss depiilatéral. (Ecole polytechmique)
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=1

I - Solution,

On oriente e plan de facon a ce que le triaugle ABC soit direct ot on
rapporte le plan A un repere orthonormal divect (O, o). On uote a, b,
ool e les affixes des poiuts A, B, C A, 8", ¢,

Le trinngle A'CB est aturs aussi direct et B est Vimage de O pay la

. : in .
rotition de contre A’ e, d’angle 3 ¢ gui <donne

b—a —e™ {Cvn’) = jle —a")

b —cj . - C—aj ~bj
ot done o = Tﬂ - On obtient de méme i = %—ﬂ et o = al g

= J ) -1
pernitant [es lettres. Op en dedult que

, c—aj—-b+ci —aj—b-—c)?

W—ag="— = - ct
L= b=
, ., a—bi—b4e;  a4DbiEaef
- = e
L= L—y
var | 44 + 3% = 0. Ansi,
o —af = k,}z{_!)' - ') = rjé%(b’ —a').
Le point £ est done 1'nnage de B' dans la rotation de centre A et d’angle
i

. Le triangle A'B/C/ est équilatéral (dircct). <7

On peut démaonteer de plus que les dioites (AATY, [BRY) ez (CCY) son!
concourantes en wn poind nommé point de Torvicelly du triongle ABC.
Ce point est éludié dans Uexereice 4.54.

)
(5

L utilisation des nombres compleres est purtvculierement efftcece pons
fe résultat sutrant (thdordme de Ptolernde) lorsqu'on ne connafl pus les
inversions. Il donne wne condition melrigue, et non pas angulaire, pour
gue gieafre points duy plan soient cocyceligues.
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4.11. Théoréme de Ptolémée

Scvient A, B, C,D quatre points distinects formant dans cet ordre
un polygone convexe d'uil plan euclidien. Montrer que ces points
sont cocyeliques si, et seulement si, AC.BD = AB.CD 4+ AD.BC,

(Ecole polytechnique)

> Solution.
On se place dans le plan complexe et on note a, b, ¢, d les affixes dey

points A, B. ¢, D. On a alors AC.BD = |c—al|d— 0], AB.CD = |p—al|d-¢|
et AD.BC = |d — al|c — b|. La clé est de remarquer que
(e —a)(d=1b) =(b—a)(d—c)+ (d-a)(c-b).
Par inégalité triangulaire on a donec AC.BD £ AB.CD + ADBC et il y
a épalité si, et seulement si,
[(b=a)(d—c) + (d—a)e—=b) =|(h —ald— )| + |{d - a){c —b)].

Or denx nombres complexes non nuls 2 et 2’ vérifient |24 2’| = |2|+|2}
si, et seulement si, ils ont le méme argument.
Ainst Végalité AC.BD = AB.CD + AD.BC est vérifiée si, et seulement
si, arg(b— o)(d — ¢) = arg(d — u)(c — b) |27] soit encore

b—a c—h b—c
arg (id—a) =arg (#d—c) = arg (d—r_‘) +7 [27].

Cette condition se traduit en termes d’angles par
gles 1

(AB.AD) = (CB,CD)+«  [27].
Comine les points A et C sont de part et d autre du segment (BD] puisque

le gnadrilatére est supposé convexe, il s'agit exactement de la condition
pour que les points A, B, C, D soient cocycliques. <

Les exercices sutvants concernent des cercles sous divers aspects, Dans
le premier, on rappelle la définition de la puissance d’'un poiint par rappori
a un cercle et lo condition de cocyclicité de quuire points gui en résulte.

4.12. Puissance d’un point par rapport 4 un cercle

Solent A, B, C. D quatre points distincts d'un plan euclidien.
On suppase que les draites (AC) et (BD) se coupent en ] Jet que 16‘3

droites (AB) et (CD ) s coupent en H. Montrer que JA.JC = IB.ID
si et seulement si HA - HB HC . HD.

(Ecole polytechnique) |
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> Solution. .
Montrons que la condition JA - JC = JB - JD équivaut & A, B, ¢, D
cocycliques.

e 5iles quatre points sont cocychque‘a sur un cercle C, les denx produits
scalaires JA - JC et JB - D sont éganx A la puissance du point J par
rapport au cercle C, ¢'est-a-dire & JO? — R?, ot O est le centre du cercle
et R son rayon. En effet, cn appelant [ le milien du segment [AC], on
obtient

JA-IC = (N +18)- (T +1C) = (T + TA) - (J - T&) = J12 — 1A2

La droite (OI) est la médiatrice du segment [AC], donc est orthogonale
a (AC) et d’apres le théoréme de Pythagove,

_— o - 3 >
JA JC =J0% — O — 1A% = JO° — 0A® = JO? - R™.

On obtient de méme B - JD = JO? — R? et on I'égalité voulue.
. —_— — - — .

e Supposons réciproquement que JA - JC = JB - JD. 51 J n'est égal
ni & A, niaC les points A, B et C ne sont pas alignés. Soit C le cercle
circonserit an triangle ABC. La droite [JB) recoupe le cercle C en D tel
que

JA-JC=JB-JD=JB-JD.
Conime les points J,B D et DY sont alignés, on a JB-JD = JB.J
D =D puisque J#£B.
— — — = U —

SiJ=AouC.onaalors JB-JD =JA-JC =0, done JB-JD = 0.
On en déduit que J = B ou J = D. Mais, deux des points sont éganx,
car confondus avec J, ce qui est contraire 4 hypothése.

L’équivalence annoncée est ainsi démontrée.

—r = ——

Dec la méme facon, on a HA - HB = ¢ . TD si et seulement si A, B,

C et D sont coeveliques. Cela démontre 'équivalence demandée. <
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4,13. Suite de cercles

Soit, pour tout » de N, C,, un cercle de B2 euclidicn, de vayon
5 P » Y

r, > 0, et Dy, le disgue ferme de frontigre C) . Ou suppose que Lo sniile

(rs) ¢St croissante majorée ot qne los cercles O sont deux a deus
disjoints. On suppose de plis gue, pour tont # de B¥, (0,0 2 D, ol
(1,0) ¢ D,,.

1. Montrer que pour tonut entier naturel p, 1l existe un unigue
T, Aappartennnt A {0, 14 tel gque (o, ) € ..

2. Moutrer que la suite (7, ) vonverpe.

3. Monirer que la tangente & Cp en (2, 0) converge vers unc
droife 4 précizer.

{Ecole normale supérieure)

> Solation.

1. Le point O = (0.0} est & Uintéricur du <disgue D, et le poiol,
A = (1,0) & Textérienr du disque. Le segruent [0, A] eoupe dovu le cerelr
C,, co un unique point By,. Les points du segment. [0, A] sont los poinla
{0y avee € [0, 4], done 1 existe 2, € {0 4) tel que B, = {r,.0). (v
réel @, est unigque car v segmeut [0 A] coupe C, on un point nnigue.

2. Les cercles C,, étant digjoints, soit les disques D, et Dy 1y soul
digjoints, soit I'un est inclus dans Pantre, Comime ils conticnnent tous
{0.0). on est dans le dewxieine ens. La saite (r,,) ¢tant croissante, ou n
P 5 tap o6 Dy 2 Dhygr Onoen dédnit que Dy, N[0, A] C Dy D{O0A]
e [0.Bg] ©{0,B,4 ] et done o, <L 2, 0. La suite (22,) ost croissanioe
et majorde par ( donc elle converge, Ou note € sa limite, £ € |0.1).

3. Pour tout entier naturel i, notons vy, le centre dun cerele G, L
suite (1, ) est croissante of majorée donc converge, Soit n et g Jeux euticrs
tels que n 2 p. Comme Dy C Dy, on a fwy, —~wp|| € re —rp. Laosiite (w,)
est done de Canchy el comme R? o5l coniplet, elie converge. On note w
sa limrte, La tangeute en By, = {x,.0) & C,, cst la droite passant par B,
orthogonale & m . Elle converge vers la droite contenant L = (£.0) el

orthogonale & wl.. <

L erercice swivant rappelle Ddtude classique des lignes de wivean, d une
fonclion scaluire de Leihniz.

4.14. Condition de cocyclicité de quatre points

Soit A. B, C ot D guatre points non ahgnés d'un plan euclidien.
1. Moutrer que A. B, € et D sont cocveliques si. et sculement
si, il existe a, A, ¢, d réels non tous muls tels que

aMAY 4 BMB? 4 oNC? £ dMD? = 0
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pour tout pont M du plan.
2, Etudier, pour {n.b. o, d) quelcongue. les lignes de niveau e
["application

M — aNA? 4 BMB? 4 ¢MC? + DN D?,
{Ecole polytechnique)

I+ Solution.

1. e Supposons qu'il existe quatre réels non tous nuls tels que Vap-
plication f: M —— aMA? + bMB? 4+ ¢cMC? 4+ dMD? soit identiquement
niille, Pour ont paint O du plan, on obtient

J(M) = a(MO +OAY? + B(MO+OB)? + (MO +0C)? + d(MO + OD)?
= (a4 b e+ dMO? 1 2MO - W + f(0),

. — — — —
ol 7 = a0A + #OD + cOC + dOD,

Statbdetd£0, on f(M)~ {a+b+ct d)MO? quad ON tend
vors +a¢, ce qui contredit le fait gue [ oest identignewent nulle. Done
w+b+ct+d=1.

On o oalory, pour tout M,

FIND =280 -7 = 0,

co qui nécessite d'avoir 7 = 0. Loy coefficients a. b, ¢, d ne sont pas tous
mls. On suppose par (J:wm]) e # 0 Comme a—i—b—i—(‘—i—d 0. le vectenr o
ne dépend pas de O : W = — BAD + ¢AC + dAD. Puisque b+c4+d = —a # 0,
le point A est le baryeentre de la famille (B, 5),(C.c), (D, d)). Si lcs
poiuts B, €, D sonl alignés, il en est de nienwe des quatre points AL T3,
C. D, ce qui contredit Phvpothése. Ainsi les points B, C, D ne sont pas
alignés. On considére le centre O du cercle circonserit 4 BCD. On note
R son rayvon {R > 0). On a alors

F(O)

Il

aOA? + bORB? + 0C? + JOD?
aOA% +ih+ e+ d)R? = o(OA? — RY) =0

Comume a # 0, on a nécessaircmen. OA = ], Les quatre points A, B, D
et D sont cocveliques sur le cercle de centre O et de rayvon R.

e Supposons téciproquenent que les points AL B, C ot [} sont cocy-
cligques sur un cercle de centre O de rayon R, Pour quatre réels a, b, e, 4
tels que 0 + b+ o+ d = 0. on obtient comme précédemment, pour tout
M du plan,

FIM) = (a4 b et dMO* + 2MO - 7 4 f(0y=2M0 - o
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cara+b4c+d=0et f{O)=(a+b+c+d)R? = 0. Pour - que f soit
jdentiquement nulle, il faut choisir a. b, &, d tels s que u — 0. Comme
atbh+cid=0 onaencore u bAB + (’AC + dAD Comme les
vecteurs E‘ AC et ﬁ forment une famille liée, on peut trouver b, ¢, d
pon tous nuls tels que bAB +cAC + dAD = 0. Pour cc choix de b, c.d
et a = —(b+ ¢+ d), Papplication [ est identiquement nulle.

2. Pour O et M quelconques, on peut toujours éerire

FM) = (a+b+c+dMO? +2MO - & + £(0).

e Siatb+e+d # 0 on ]n‘eni\ pour O le harvcentre de
((A.a), (B.b). (C,e).(D.d)). Alors @ = 0 et, pour tout point M du
plan

JOMY = (a4 b+ e+ MO? + F{O).
Les lignes de niveau non vides sont des cercles de centre O.
eSiatbtc+d=0,lcveetour @ ne dépend pas de Q et, pour tout
point M du plan,
FOM) = 2MG - @+ f(O).

Siw # 0, les lignes de niveau de f sont des droites orthogonales an
vecteur w. Si u = 1, Papplication f est constante. <

4.15. Probléme angulaire

Dans le plan enclidien, on se dounce trois points distincts A, B
et C. Déterminer los points D tels que

e e e
—= Ty iy =

(DB,DC) = (AC, AB) [x] ot (DC,DA) = (BA.BC) [x].

(Ecole polytechnique)

&> Solution.
Si les points A, B. C sont alignes, le point D doit vérifier les égalitcs
(DB.DC) =0 [7] et (DC,DA) =0 [x]
et le point D doit appartenir & la droite (ADB) privée des points A, B, C,
On suppose dorénavant que les points A, B, C ne sont pas alignés,
Légalité (DB, DC) = (AC,AB) [7] ne traduit pas la cocyclicité des
quatre points A, B, C.D, car Pordre des points B, C n'est pas le méme a

gauche et & droife : le point D serait sur le cercle circonserit au triangle
Pl

ABC 4 on avait (@ﬁ) = (EE) 7]
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Pour sc ramener a des conditions de cocyclicité, il nous suffit d’intro-
duire A’ le symétrique de A par rapport & (BC) et B’ le symétrique de
B par rapport & (CA). En effet, les conditions s’écrivent alors

e T — e

(DB.DC) = (AB.A'CY [7] et (DC.DAI = (B'C,B'A) [7].

Le point 1) duit donc appartenir anx cercles C; et € circonscrits aux
triangles A'BC et B'CA respectivement. Ces deux cereles sont furcément
distinets @ 1l s’agirait sinon du cercle circonscrit an triangle ABC et leg
segments [BC] et [AC] devraient élre deux diametres de ce cercle, ce qui
est impossible. s se coupent donc en C et un autre point, éventuellement
confondu avec C.

A

Montrons que ce deuxieme poiut d'interscetion des cercles est Portho-
centre H du triangle ABC. 5 H # B,C, on a, medulo T,

[ — . e

{HB,HC) = {HB, AC) + (AC. AB) + (AB.RC)
E—’:Eﬁ—(‘é,iﬁ)wL%E(—(i‘ﬁ)z(ﬁ —’ﬁ')

=, s
On trouve dc méme si H # C,A, (HC.HA} = (BA.BC). donc si le
triangle n'est pas rectangle, H appartient a C; et Ca.
Si par exemple H = A. on obticnl
e, T
(HB.HC) = {AB.AC) = 5 = (A'B.A'C)
ct la conclusion est la méme. Le cas H = B est identigie.
51 H = C, les cercles €y ct Cy sont symétriques par rapport au point
" qui appartient anx deux cercles. Ils sont donc tangents en C et n'ont
gn'nn peint d'intersection, le point C.
Conclusion. Si le triangle ABC n'est pas rectangle, le probléie a nne
sente solution. Perthoecentre B du triangle. 81 le triangle ext rectangle. il
n'a pas de solntion. <
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4.16. Intersection de deux disques

Denx disques fermés de rayons respectifs 13| el By ont en commun
un menisque daire A Dérertniner nn douivalent de A lorsgue Vangle
des deux cercles en leurs points communs tend vers ().

{ Ecole normale supérieure)

I Solution,

Notons € et Co les corcles, O et On leurs centres, A ot B lenrs points
commnus, (AT) et (AT) les tangentes 4 C) et Cy cn A el § = TAT.
Posans anfin o = m ot F = f-":(_)TB On suppose que # tend vers 0.

Pour 4 = 1,2, vn considere Paire A; de la partie dn disque de centre
N 1
O, de rayvou R; & Pintérienr du sectonr angulaire AO;B. On note S est
I'aive din quadrilatére O AQ2B. On a alors

A + Ay = A+ 8.

1

. 1 .. :
On obtient A, = 5 al?, A, = BR2 ct, en éerivant qiie 8 est la somine

2|

. . . 1 . 7
des aires des triangles O1AB ot (3L AB, S = % sina R} + 5 $in 3R3, ce
qui donoe finalement

R? R2
A=A+ 4, —§ = —E!—((JJ — sinw) + —?z(ﬂ —sin ).

Ou remargne gue, 'aprés les propriétés des angles au centre, on a
a—{—/j:?(wﬁﬁ‘) +2(7r—§;’\"f7) = 2¢.

Ainsi guand # tend vers 0, v et 7 tendend vers ). On en dédnit gue

Rf o 3. Ré 3 a3 R% 3 R% 23 3
A_T (—h’ +o(a’) | -+ Y F + ol ) = 5o +Eﬁ + o{8).
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Mais Ta loi des sinus dans le triangle O AQ5 donne {HQ S5

sin ey /2 .:.4111.675‘

On a done, guand # tend vers 0, Rz E];'— et comme o + 5 = 26,
193 {
b8 ) . 2R, 2R,
14+ 25 ~2 Lo~ "8 O le méme 3~ “——
( + R, #, soit o R+, n a de méme ¢ R TR

On obtient finalenent

R? SR 3 2(RiRp )

J(Rk L R)2

Les exercices suivants concernent les conigues.

4.17. Ellipses semblables

Montrer gque deex ellipses d'un plan cuclidien se déduisent Vune
de Tautre par une similitude si. ol seulement si, elles onl, la méme
cxcentricicé.

(Ecole polytechnique)

(> Solution.

Liintervention de Vexeentricité nous incite bien enfendu & utiliser 1a
definition monofocale des conigues.

e Sail £ nne ellipse d'excentricite e. de foyer F et de directrice associée
d. Par d¢nition, £ est Pensemble des points M tels que MF = ¢MH, ou
IT est le projeté orthogonal de M sur .

Soit s wue shnilitnde de rappart k. F' et & los images de I oot d
par 5. Ponr un point M quelconaue, de projetd arthogonal T osuy o,
on pose M = (M) et H' = s{H). Alors, nne similitude conservant
Vorthogonalité, B ¢si 1o projeié orthogonal de M’ sur d'. Par définition
d'une similitede. on a MF = BMF of M'H = AMH. Si M € £ on
a MF = ¢MH et en andtipliant cela par A 1) vient M'F = GM H’ de
sorte cque M apparticnt 4 Vellipse £ dexcentricitd e, de fover FY et (e
directrice sssocice &, On a done (&) C &7 En appliquant ce qui précade
a la similiinde s™', on oblicnt s Y& = £. clest-adive & s{E) ot
finalcient £ = s(£). L'tinage d'nune ellipse par une similitnde est done
aue ellipse de méme excentricité.

o Soit réciproquement £ of £ deux ellipses d excentricité e, de fovers F
et B de divectrices associées o ol & A aprés cv qui préctde, poar gquune
sttilitude s translorme & en £ 1] suffit que s(F) = F ot s(d) = '
n appelant K (resp. K') e projetdé orthogonal de F (resp. ¥') sur d
(resp. '), cela équivaut & s(F) = 17" el s(K) = K. I existe une nuigne
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simititude directe (et aussi une unique simititude indirecte) transformant
un couple de points distincts en un autre couple de points distincts (pour
le montrer, on peut utiliser Vexpression complexe d’une similitude qui
est z —+ gz 4 b pour une similitude directe et z —— @Z + b pour une
similtitude indirecte, on (a,b) € C* x € ). 1l existe donc une similitude
transformant £ en £’

Conclusion. Deux ellipses se déduisent Pune de Pautre par une simi-
litude si, et sculement si, elles ont la méme excentricité. <1

Avec la méme démonstration, on monire plus généralement que deur
coniques gquelcongues se déduisent Uune de autre par une similitude
si et seulement si elles ont la méme excentricité. Ainsi deux paraboles
quelcongues sont toujours semblables.

4.18. Rayon de courbure d'une ellipse

On considere une ellipse € de R? de foyers F|, Fz. Soit R le rayon
de courbure en un point M de V'etlipse et w Pangle entre la tangente
en M et la droite MF,. On pose r1 = F1M et ra = FaM. Montrer

que
2 (1 N 1 ) .
= =1 — | s1inw.
R ™ o !

(Ecole polytechnique)

r> Solution.

On se donne un paramétrage normal s =— M de &. D’apres la
définition bifocale de Vellipse, la fonction s — Fy M+FaM est constante.
Sa dérivée est donc nulle. Comme le gradient de la fonction M +— 1 M

—
en un point M distinct de Fy est le vecteur 4 = %? la dérivée de
1
s— FMests— (e, T) o T = cil—M est le vecteur tangent unitaire.
FaM ’
En posant v — FEM on a donc

(u+v,T)=0.

On retrouve ainsi, un résultat bien connu : le vecteur u + v est normal a
Vellipse en M, autrement dit la normale en M est la hissectrice intérieure
de Yangle F1MF5.
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C . N
Le rayon de courbure géométrique R est défini par % =g ol N est

le vecteur normal principal (N est unitaire et pointe dans la concavité
de T'ellipse). Dérivons la fonction nulle s —= {x 4+ »,T). Il vient,

1 du dv
}—{(u—H},N} +<£ + ES—,T> =10,

Ou a FlM = F1M u, donc en dérivant,

due
T = FlMg + {uw, Thu.

En posant v = F1M on 4 ((l;; = %(T — {u, Thu) et donc
1
du 1 1 sin® w
Ty =— - —(u,T)? = "—F
(ds ) LM (w1 T
-9
car par définition |{u, T)| = cosw. On a de méme <%§ Ty = SH:" Y. Par
2

ailleurs on a {u, N} = (v, N} = cos (w + %r) = —sinw.
On obtient. donc finalement

2sinw (l-i-l)izw
=|—+ —]sin“w,
R T T

ce qui donne la relation voulue en simplifiant par sinw (qui n’est pas
nul), <

Le fait gue la tangente & Uellipse en un point M est la bissectrice
extérieure de l'angle F}T\ﬁ‘} est une propriété classigue et importante.
Elle permet par exemple de montrer immédiotement le résultat suivant
qui ¢ ausst £t€ proposé & Uoral : dans un billard elliptigue, une bille dont
la trajectoire passe par le foyer ¥y va, uprés rebond en un point M du
bord. passer par Uautre foyer Fs.
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4.19. Cercles tangents 4 une ellipse

Soit & une ellipse de R2. Déterminer les points A pour lesquels

il extiste quatre points distincts de £ en lesquels un cercle de centre
A est tangent a l'ellipse.

{Ecole normale supérieure)

r> Selution.

Notons que 'ensemble & déterminer n'est janais vide pujseu’il contient
toujours le centre O de l'ellipsc : on pent trouver un cercle de centre Q)
tangent & l'ellipse en deux sommets opposés, et un autre tangent a l'el-
lipse aux deux autres sommets. Si l'ellipsc est un cercle, il s’agit de la
geule solution : si le point A est différent du centre du cercle £, il n'existe
que deux cercles de centre A tangents & £, chacun en un seul poiut.

Nous supposerons done désormais que Vellipse £ n’est pas un cercle
et, quitte & changer de repérc orthonormé, que 'ellipse est donnée par
T =uqacost
y = bsint
A = (o, £) un point du plan. La question équivaut clairement & chercher
le nombre de points M de Dcllipse tels que la normale A 'ellipse en M
passe par A et plus précisément Jde déterminer pour quels points A il ¥
en a guatre.

Au point de parametre t, la normale a £ a pour vecteur directeur
(beost, asint). Un point de cette nornale s'écrit donc

la représentation paramétriquc , avec a > b > 0. Soit

(acost,bsint) + A(bcost,asint) = ((a + Ab) cost, (b + Aa)sint),

olt A € R Le point A est le centre d’un cercle tangent a4 £ au point de
a = (it + Ab)cost
G={b+ la)sint
M fixé (distinct de —b/a et —a/b), il existe ¢ {unique modulo 27) tel que
ce systéme soit vérifié si, et seulemoent si,

(o) + (%)
— )+ =) =1
a4 Ab, b+ Aa

paramétre ¢ 8'il existe A € R tel que { . Pour un réel



4.10. CERCLES TANGENTS A UNE ELLIPSE 206g

De plus, deux valeurs distinctes de A qui vérifient cette éguation condui-
sent & deux valeurs distinctes de ¢ modulo 27, donc & deux points dis-
tinets de Iellipse.

Avant de poursuivre, examinons le cas a+ Ab = 0. On a alors oo = O et
notre point A est sur I'axe des ordonnées, axe qui est la normale & P’ellipse
aux sommets (0, b) et {0. —b). Pour avoigr dautres points solutions on doit

pouveir trouver { vérifiant 3 = (b - %) sint et sint # £1. Clest le cas

2 2
. . c C : . i
si et seulement s -~ " << n avec ¢? = a? —b? et on a deux solutions
en ¢ distinctes modulo 2. Les points de cet intervalle ouvert de l'axe
des ordonnées sont done solution. On obtient un intervalle analogue sur
I'axe des abscisses dans le cas A = — =, & savoir Vintervalle des points
[#3
2 2

. 0 avec-“c— < v < <.
a

a
Dans le cas général. le probléme se raméne donc & déterminer & quelle

condition la fonction f définie sur R Y {— % . —2 } par

X = (af)\b)2+ (ban)zl

admet 4 zéros distinets. Notons déja qu’il ne peut pas v avoir plus de
4 solutions puisque la recherche des zéros de f conduit 4 unc équation
polynomiale de degré 4. Etudions les variations de f. Sa dérivée est

o 20v%h 26%a
définie par f'(A) = — {a 1Ay (b+ar)?

g @ + bA _ (Q_Qb

b4 naA 32a
a°h
#Fa

A< —% (resp. A >~ é), car somme de termes de méme signe et que
[#]

- Elle ¢’annuje si. et seulement

—a — b

1/3
et donc en une nigue valenr Ap = )
b+ au

L/3
en pusant u = ( ) . Comme [/(\) est positif (resp. négatil) pour

f & pour limite +oc en — 2 et f%, on obtient le tableau de variation

. b
sulvant. :
[z [- —a/b Ag —b/a +00
fix) + [ - 6 + =
+00 || +o0 Hool oo
[(x) e I N e I ~
—1 I FlAn) I —1

A - . - 42
La fonction f s'annule une fois sur chacun des intervalles j Bt [ et

} - 9,+c>o [ Elle s’annule donc quatre fois si, et seulement si, f(Ag) < 0.
o
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2. 2
On trouve a + bAy = CH e b+arg = — (—, ol e = Vel — K. En
b+ au b+ au

remplagant u par son expression, vn obticut

775

1/3
b+ au= %— ((_aac)z/3 + (_b;3')2/3) .

On en déduit que

'b ” 2 2 .
Fro) = (—%““}— (‘; +rs~) 3

62/3

. 2 [ @2/334/342/3 :
= <75 ((a0)? + (53)27%) («fmf + 52) o

1 Ity aiay3

== (((u)z)“"3 + (b3)~ ) -1

La condition f(\g) < 0 s'éerit done (ac)?/* + {83)2/7 < ¢4/3. Ou obtient
la partie du plau linitée par la courbe d'équation (ne)?/? 4+ (bB)%/3 =
¢ En écrivant celte équation

({arj)l,’ﬁ)ﬁ " ((bd}”s)z - (02/3)2 1

on voit gue la courbe qu'elle déhnit peut se paramétrer sous la forme
() = 23 cost, (b3)H/% = ¢2/3 cost, ou cncore

[
& = — COS

&
5= %singt.

On obtient une astroide, qui w'est antre que la développée de 1ellipse. <
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Ce résultat s’erplique. Donnons-nous, plus généralement, un arc bi-
régulicr s —— M(s) = (r(s).y(s)) paramétre par Uabscisse curviligne s.
Un point A = (X,Y) est sur lo normale 4 Vare au point M(s) si et

—h
seulement st AM(s) est orthogonal & M'(s) ce qui équivaut d

FloX,Y) = a'(3)(X —a(s)) + ¢/ ()Y — y(s) =

Imaginons gue nous ayons une solution (so, Xo.Yq). Si lo dérivde par-
tielle de f selen s en co point n'est pas nulle. le théoréme des fonrtions
implicites permet de dire que Uéquation f(s,X,Y) = 0 admet une unigue
solution 5 au voisinage de sp lorsque (X,Y) est au voisinage de {Xo, Yo).
Or un petit caleul focile mongre que Ie systéme f(s0.Xg,Yo) = 0 e

d— - (0. X0, Yo) = 0 o pour solution

B v'{(s0)
(ga.'y.ff _ .T”?J")(SO)

¢est-o-dire le centre de conrbure en M{so). On en déduit donc que si le
point Ay = (Xy, Yn) nlest pas sur la développée, le nombre de normaules
d lo courbe passunt par A = (X.Y) reste constent lorsque A esi ou
voisinage de Ag. Ce nombre reste donc constant sur les composantes
conneres du complémentazre de la développée, ce que U'on observe dans
Vezemple de Dexercice. Nows remercions Nicolus Tosel de nous avoir
transmis cette remargue pertinente.

.T’ (S(])
(2" — 2"y} (s0)

et Yo = y{so) +

4.20. Triangles d’aire maximale inscrits dans une eilipse

Quels sont les triangles inscrits dans une cllipse qui sont d'aire
maximale ?
{(Eeole normale supérieure)

[> Solution.

Soit ;3 - g;?;t . avec @ = b > ) une représentation paramétrigue
de lellipsc £, A, B et C trois points de £. L'affinité orthogonale f dont
['axe est le grand axe de I'ellipse ¢t le rapport % transforme Pellipse £ en

un cercle I' de rayon a. Rappelons que f est tout simplement I"application

C S . 10
linéaire de B? associée & la matrice . Notons A, By ot (4 les

0 a/b
images de A, B et C par f. L'aire du triaugle ABC. que 'on notera

. . 1 —_— —
jABQC), est gale & 5 [det(AB, AC)\. Ou a
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by
=}
i

det( A Bl,;"ll_C]') = det f -det(;—‘x_B’,A_C") = r—;det(A_’]é), -TC’}

On en dédnit que p(A,BC\) = %,u(ABC). Aingi Paire du triangle ABC
est maximale si, et sculemenst g, Vaire de A B Cy est maximale. On cst,
done ramené 4 traiter le probleme pour le cercle [ Celui-ci étant compact,
ct la fonction (A, B, C) 2 I'* —- p{ABC) élant continue, son maximun
est atteint. Soiv ABC un triangle réalisant ce maxinnnm, Supposons que
ce triangle uc soit pas équilatéral. On a par exemple AB # AC. Soit. A’
le point dintersection de T et de la médiatrice de [BC] du méme cité
que A par rapport 4 (BC). En notant IT et H’ les projetés respectifs de
A et A’ sur (BC), on a A'IT" > AH et douc p(A'BC) > u{ABC), ce qui
contredjt la maximalité de Paire de ABC.

AN

JI

Le triangle ABC est donc équilatéral. Or, tous los triangles équilaté-
raux inscrits dans le corcle [T ont pour €ded 2a cos % = a+/3 et ont done
]
la meme ane. Ils réalisent done tous Paire maximale.
Les triangles inserits dans Pellipse £ et d'aire maximale sont denc Jos
iinages de ces triangles équilatéranx par f='. Lc corele T ayant comme

@ =acost

représentation paramaotrique . un triavgle équilatéral cor-

Yy = asmt
. . . . 2ar A . )
respoted a trais points de parametres {4+ — . f + — ol { cst un réel
-l <

queleonagne.
Conclusion. Un triangle inserit dans Pellipse est (Caire maximale si et
seulemncnt s'il existe [ tel que les trofs somnmets alent pour parametres ¢,
27 4r .
it 5 i+ 5 respectivement, <

Licnonee suivant posce la mdcme question mais avee des recluangles au
licw de trangles.
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4.21. Rectangles d’aire maximale inscrits dans une ellipse

Quels sont les rectangles inserits dans une ellipse qui sont d’aire
maximale 7
{Ecole normale supérieurc)

> Solution.
&= acosd

Swit. . , avec a > 0, b > 0 nne représentation pa-
iy = bsin# '
rameétrique de Vellipse £, ot My, My, M3 et My quatre points distinets de
&. On note §; le paramétre de M. Le vectenr M, My a pour coordonnées
(a{cosfy — cos ), b(sin @z — sindy))

- est-a-dire

11 5 2bsin 2 o 5

( L=y O+ H, 8y — 8, 02+51)
—2asin S .

e e . O+ 86 fa + th ~
Ce vectenr est colinéaire a w = (—n gin TJ Jbeos ——g . De méme,

. .0 4 2]
{M3My) a pour vecteur directeur v = (—a s11L & ;i Cos Os + B )
O+ 62— 8 — 04
2
les droites (M1 M) et (MaMy) sout paralléles si, ot seulement si.

-

Le déterminant de ces denx vecteurs est absin . Adnsi

§i +6,=03+8; (mod2x).

I1 en déconle que le quadrilatere M MoMzM, est un parallélogramme
si, et seulement si, (1 + 62 = 3 + H4 (mod 27) et 6 + 04 = O3 + Ba
(mod 2x7). On en déduit ¢1 = #5 (nod 7) et d; = 6y (mod 7). Comme
les points sont supposés distinets, on doit done avoir 8y = 8, + 7
(mod 27) et 01 = &, + 7 (wod 2x). Autrement dig, les points song denx
& denx symétriques par rapport au centre de l'ellipse :

M, M,
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Réciproquement, si 03 = 6 + 7 (mod 27) et 8y = 02 + 7 (mod 27},
alors M MaMgMy est un parallélogramme de cenlve . Regardons
maintechant & guelle condition cc parallélogramme est un rectangle.
I faut ot 3 suflit pour cela que (M)M,) et (M:Ms) solent crtho-
gonales ce qui éguivant d'aprés ce gui précede A la nnilité du pro-

duit scalaire des vecteurs u et w = (ﬁa sin s jgl Lboos 84;'91 ) =
. fi . . a .
(‘n, o8 B2 ;: d ,—hsin 2 —5 0: ), c’est-a-dire de %(oﬁ — b?)sin(fy + 02).

Ou discute alors comme suit.,

® 51 & est un cercle. o = b et ce produit sealaire est tonjours il Tont
paraliélogramme inserit dans un cercle est un rectangle. L'aire d’un tel
rectangle est 4 % o?|sin(fy — 02)|. Cette aire est maximale si #; = 6, + %
{mud 7). cest-d-dire si M MyMsgMy est un carré, Elle vaut ajors 2a72,

» 51 £ nest pas un cercle, alors a # b et My MMM, est un rectangle
si ot senlement si #; = —60 (mod 7). Ainst M; MsM3My est nn rectangle
3t et seulement 81 existe 8; € R tel que les guatre points aient pour
paramitre ., —¢y, @ +m et —fh +7 (autrement dit les axcs du rectangle
sont los axes de 1'ellipse}.

On a alorg, cu suppasant gque f; = 7 — &, MM, = 2a)sinéd)) et
MiMy = 2bjcos ], Laire du rectangle vant done

A = dab|sin ¢y cos 8| = 2ab| sin(20,)].

Elle est maximale si

sinf{26)] = 1, ¢'est-a-dire si 26, = g (mod @)
L encore ¢, = E {mod g) Les dittérentes valewrs de 8, donnent

le meme rectangle. Il existe done un seul rectangle inscrit dans el
lipse £, d'aire maximale. I! a powr sommets les points de coordonnées

= Vol
+ 212+ 5 ) 11 est d’aire 2ab. <

4.22. Probléme de Pappus

Soient A, B. C ct D guatre points d’un plan enclidien, Trouver
le lien des points M tels que

diM, (AB)) % d(M, (CD)) = d{M,(AC)) < d(M, {BD))

(Eco]e polytechnique)

r- Solution.
Notons £ le lien cherché. 11 contient Lonjours les paints A, B, C et D.
OUnsuppose e AZ B A C DL DBet DL,
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» 5i les quatre points sout alignés, &£ est égal au plan tout entier.
e 5i trois des points, par excmple A, B, C sont alipgnés, sans qu'ils
soient tous alignés, le point M appartient & £ si, et seulement si,

d(M, (AB)) x d(M, (CD)) = d(M, (AB)) » d(M, (BD)),

c'est-d-dire s1 et seulenicut si M € (AB) ou si d(M, (CD)) = d{M, (BD}).
Dans ce cas, I'ensemble & est la réunion de la droite (AB) et des bissec-
trices de angle BDC.

» Supposous que les poiuts soient en position générale (trois a trois
uon alignés). On rapporte le plan & un repére orthonormal. Toute droite
A possede une équation normale, ¢’est-a-dire de la fonne ax+by+o = 0.
avee a? + & = 1. Por tout point M de coordonnées (z,5). la dis-
tance de M & la droite A est égale & |ax + by + ¢f. Notons f(z,y) = 0,
qlz.y) = 0 k{2, y) = 0 et k(x,y) = 0 des équations normales des droites
(AB), (CD), (AC) et (BD). Alors M apparticnut & £ si, et seulement s,
o) igte, i = e ke y)l ie fla,u)g(z,y) = Hhiz, y)k(,y)
(Cela montre gue £ est la réunion de denx coniques, éventuellernent
dégénérées. Les seuls points d’'intersection entre les deux coniques sont
A,B.CetD. «

4.23. Cocyclicité de quatre points d'une ellipse

r=acost
y = bsint
avec a > b > 0, My, Moy, My, My quatre points de £ distinets, de
parametres ¢1, t2, £3, t2. Montrer que les points My, My, Mj, My
sout cocycliques si, et sculement =i,

Soit € D'ellipse de représentation paramétrigue

t1 +ta 3+ ty € 29E.

(Ecole palytechnique)

> Solution.

o Supposons que les quatre points soient cocveliques. Ce sont les points
d’intersection de £ et d'un cercle d’équation 22 + y? +2ax + 28y + = 0.
Pour f € {t1.#y.t3,+,1} on a done

aZeos? t + hesin’t + 2evacost +20bsint + v = 0.

Remplagons le cosinus ct le sinps & Paide des formmles d'Faler. I vient,

a? 21 24t i 24t —24t
Z(e e ‘+2)+I(2—e —e )

+oaa(e” ey —ddb( e Yy 1y 0.
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En multipliant par ¢27 et en ordonnant les termes ccla donne

2 - B, b?
g7 ey (qwa - 3,3b)e* + (U——I_— -+ ’y)
1 2
3 g
a’ —1
+{aa+ iﬁb](‘” + 1 ’ =1{.
Autrement dit, les nonires complexes 2z = ¢ pour h = 1.. ... 1 sont
racines du polyndrne
Q2 *» bE "
P{X) —-E——ﬁ—fx/*Jr(rm—u‘Jb\‘ ( 5 + ;)\
2 52
+ (aa + 501X + -CLTL

Oril est clair gue le prodint des racines de ce polynome est égal 3 1. Ona
done 1 = o) worgzg = 1Tt (P on il découle £, +ta-+i5+1, € 277,

& Supposous réciproquement que i1+ 1o +#3 + £y = 0 {mod 27r)
Considérons le cercle € cireonscrit au triaugle M:iMgMa. T coupe £ en
quatre points My, Mz, M et M. En notant ¢} le parameétre d-‘ b, on
obtient d’apres ce qui préeede £ 4+ fz + £ + £ = 0 (mod 27) et douc
ty = ) {mod 27), cest-a-dire My = M. Ainsi les points M, M_n Ms et
My sont cocyeligues sur C. <

4.24. Cercle orthoptique d'une ellipse

Déterminer 'enserible des points ol passcut deux tangentcs or-
thogonales & une ellipse £ dounée,
{Ecole polytechnique)

|> Solution.
(‘011~.1demns un repére orthopormé dans lequel Tellipse £ a pour

P 2
équation L + [ﬂg = 1, avec (0. b) € (R*)?. Par la régle du dédoublement,
la tange nte a I'ellipse au pohg de c.nordonnées {2u.¥n) & pour équation

i‘ii + yﬂ’l = 1. Soit A une droite d'équation uz + vy = h avee {(u,v)
ﬂ
non nul. La droite A est rangente 4 Uellipse 'il existe (xp,y0) € £ tel
que
Tot Yot
UT + 1y = h —= —07 + yq;j =1
P} b~

. . i Wy . .
Cela équivaut & h # 0 ot a0 = i‘;ﬁ s Yo = —Jh—l Le point (zy, yo) ainsi
1
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a’u’ by . »
o1 el L. soit ciieore
au? + %02 = b7 Réciproquerncot, tout triplet non nul {w, o, h) véritiant
cette relation définit une droite A qui est tangente a I'ellipse. On appelle
cette relation une dguation tangentielle de 1'ellipse.
Soit M = (a, J) un point du plan. Une draite pagsant par M a pour
doquation uw + vy = va + 03 aver (a, v) non ml. Elle est tangentc & € si
el seulewnent si, a2u? + 620 = (ua + v, Cest-a-dire

deéfiui appartient & &£ si. ot sculeweut s,

(a® —ah)u? — 200w 4+ (B — % = 0.

e Suppasons b2 — 37 # 0. Si {u, v} est un couple won unl qui vérifie
I'équation précédente on a forcément u £ 0 (la droite n'est pas verticale)
u s s 1 . ‘
et la pente m — — " vérifie Véquation du second depré

(- ,(iz)m2 +208m 4+ a? —a® =0,

Cette équation adimet denx solutions réelles si. et seulemoent si, son discrs-
4 3

C}'Z ﬁ-2

minant est positif ce quii équivant. a pra ey
cette condition signific que M doit étre extérieur a Uellipse &, Dans le cas
o M est sur 'cllipse il n’y a bien entendn gquune seule tangente a l'el-
lipse pussant par M ¢'est le cas ol [éguation admet une racine double.
Plagons nous dans le cas o111l ¥ a deux tangentes distinctes de pentes m,

—1 = (). Géométriquement.

ot mg. Celles-ci sont orthogonales si. et seulement si, myms = —1. Cela
4 2

P Lot — e . . 5 .

équivall a e —1. lest-n-dire a a? + 3% = a? + 47, Ou vérifie

réciproquement que tout point (o, 8) de ce cercle avee J # £b est bien
extérieur a Vellipse et convient,

=~
o

¢ Sib?—3% = D alors il v a une tangente vercicale A Icllipse passant par
M (cas 1 = (), v quelconque nan nul). On a une seconde tangente donnée
2 2

. . N . . a ¥
par la relation (¢? — o?)u—203v = 0, & savoir la droeite do pente i
of
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{on a ¢# # O el on peut supposer o # 0 sans quol Al est sur Pellipse).

Les deus droites sont arthogenales si. et seulement si. a® — @ = 0. Ou

trouve les quatic points du cercle précédent ol nous mangnaient.
Conclision. L'ensemble des points ou passent deux tangentes ortho-

3 2
gonales a une ellipse d'équation — + %2 = 1 est le cercle d'éguation
22
22 4+ 4% =a? + b2, appolé cercle orthoplique. <1

"

2
. N . . T ; .
Le méme probléme pour une hyperbole d’équation — — = = 1 conduil
1 U q b2

(12
@ Uengenble d Cquation 22 +y° = a®—b%. Sia < b ¢ est Uensemble vide. Si
a=b, 1.0, st Uhyperbole est dyuilatéve. on trowve un senl powt, le centre
de Uhyperlole inais i ne convient pas veaiment @ les droites orthogonales
sont les deuwr osymptotes et clles soni tangentes & Uhyperbole aw point
& Dinfini. Enfin lorsque a > b on obtient un cercle auguel il fout dter
les quatre points dlinterseciion avec les deur asymptotes {var pour ces
points 'une des deuw droites abtenucs est paralléle 4 une vsymptote ol

ne conpe pas Uhyperbole). Naotuns que la conditton o > b dquivant d

-

2
- o n [
202 > g° + b=, Comme

2
au§st ) <o <l \ﬁ

Pour une parabole, on trovee lo divectrice.

est le carre de Vexcentricité e, elle s'éeril

Llexercice suivant eovisage le méme probléme pour wn ellipsoide do
Pespace B

4,25. Spheére orthoptigue d’un ellipsoide

2 2 2
o i . I :
Soit S la surface d’équation = + y_ + =
) ) af b .
des récls strictement positils. Déterminer ensemble des points par
lesquels pagsenl trois plans tangengs a S, deux & deux perpendicu-

laires.

=1, ou a, b, ¢ sont

(Ecole polytechnique)

> Solution.
Nous allous démontrer que e lieu cherché est une sphiére de centre Q.
Par la régle du dédoublemment, une équation du plan tangent & S au point

(To, yo, 20) € S est

on gy W

2 b P
Le plau déegnation we + vy -+ we = A avee (o, e0w) uon nul est, done
tangent o S =1 el seulement s1 7 # 0 et 1 (wa®, vb?, uv?) appartient 4 S,

h
’est-A-clire =i, of seunlement si,
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“a

o, n ,
ati et L et = BR

Soit X = (ex, 3. %) € B? Un plan contenant le point X a nne équation de
[ forme wr+ ry+wz = vo 4 vd + wy. 1 est tangent & S si, et seulernent,
si, a?u? 3 b0 4 Pw? = (ua + vd 4 owy)

Considérons 1a forme guadratique définie par

qlu.n w) = atu? y e Au? - (e + vf3 + ’w“()").

On cherclie les points X = (a9 2) pour Irsquels 11 exisie trois vecieurs
non muls U = tu,w,w), U = (/¢ ow') en U7 == (w07 0", denx &
denx orthogonaux tels que q(U) = ¢{U’) = ¢(I7") = 0. En cflet, la
premigre condition traduit e fait que les plans Veet{U, U7), Veco(1, T
ot Vect{U, U") sont deux & deux perpendiculaires, la deuxidme Jo fait
qu'ils sont tangents & S et conticnnent X, En considérant des vecteurs
de norme 4 ocolinéaires a U, U7 ¢t U”. cela équivaut a Pexistence d'une
hase orthonormale (). 0y, ez} de B forde de vectours g-isotropes (i.e.
tels que g(e) = gloe) = glea) = 0

e 5i une telle base existe, [a matrice de g dans cette base a une trace
nulle. Cette trace ne dépend pas de la base orthonormale choisie, car les
matrices d'une forme quadratique dans denx bases orthonormales sont
semblahles @ si I'ne est A, Vantre s'derit "QAQ). avee QO orthogonale
o done (@ TAQ. On ohtient, & partir de Vexpression de g Jdans la bage
canonique e R

Telay = (0 - %) 4 07— ) 4~ 9 = 0

et donc a? 4 92 + 42 = a2 + b2 + ¢ ¢ le point X apparticnt & la sphore
5" de contre O et e ravon Va2 + 82 + 2.

e Supposons réciprognement gue X appartient a ¥, ¢'est-a-dire que
Tr(A) = 0. ot A est Ja matrice de ¢ dans [a base canowique de 23,
Nous avous démnontré dans Pexercice 2.8 qme toute matrice oot orthogo-
nalement semblable 4 uue matrice dont tous les termes diagonany sont
éganx. 1N existe P € O3(R) telle que B = "PAP ait des termes diagomaux
spaux. Comme B ost semblable & A, op a Tr(B) = Tr(A) = 0. done
tous les termes diagonaux de B sont nuls, Soit 5 = (e1. ¢y, e3) [a base
orthonormale de R® telle que P soit 1a matrice de passage de la basc
canonigue de B 4 B, Alors B est 1a matrice de ¢ dans la base B ot on
a done gler) = glez) = gles) = 0. Le point X apparticnt & Tensemble
cherché.

Conclusion. Lencemble des points par losquje!s passent benis plans

-Z P A
tangents & L'ellipsoide d'équation % + ;"—Q + ? =1 et denx & denx
il ) e
. - N a . 13 . 9
perpendicylaires est ' sphere de centre 0 ot de rayon Va2 + b + o2,
appelée sphere orthoptique de V'ellipsolde. <
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etle dimonstrution s uppligue sans vhangemont pour un ellipsoide
de BT

Nous pourswivons cotte sévie qree deir eaxorciees assez raloulntoires.

4.26. Centres des corcles circonscrits & une fawmille de triangles inscrits

dans une parabole
- .//'

Ou considére la parabole (P) d’équation y* = 2px. Unc droite

A variable passant par le foyer coupe (P) en A et 3. Déterminer
I'enscinble des centres des coreles circonserits aux triangles OAD.

(Ecole polytechnigue)

&> Solutiyn. )
Le foyer F a pour coordonnées (g, U). On écarte le cas ot A est Paxe
e 1a parabole, car alors clle ne coupe P ou’en n point. 11 existe done

m € R’ tel gue A alt pour équation x — E: =y On nomﬂ( g--.u) ol

2p
] 2
(E)— .b) les covrdonmtes de A et B, Alors ¢ ot b sont les solutions de
D
(E) y2 — 2y — =

Soit (r, g} Jes courdannées dn ceutre du cercle circonserit £ an triangle
OAB. Une équation de la médiatrice de [OA] est

a2 a?’ N ( a’ 0
—lr- ly—5) =0
2p ’ Ap Y 2)

1 1 2 T . e
soill —x 4+ —y = 4 De méme. la médiatrice de [OB] a pour
2p a’ 8p? 2
. oo 1 o1 . ,
Squation ——r 4+ —y = —— + - . En soustrayant les denx équations. on
2p b 8 2
. w— B — o2 1 +a
obtient, y= et done — =y = ymisquie g = . Comme
ptient ———g m—, oY e 1 mea = b Co
i, brsont Ies solutions de (E) on a ab = —p~ ot b4 = 2mp done y = %
En additionnant les deux équations, on obtient
1 w+h o+
i+ y=——QF5t!
P ab 3p
N 2m” 41 0 g y
s0it ]—).?'f naik Y= %L +1, car @?+b = (a+b)° —2ab = 4p*m* +2p°.
2]

On en déduit que © = pm? + {){Tp ot done gne
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v 4

Awmsi £ apparticnt. & une parabole. Conane e déerit By il en est de mome
de ot e lHew de € ast o parabole en entier. Cette parabole a le menue
axe que (P)oce aqnoest norinal par symétrle. <

4.27. Centres des triangles équilatéranx inscrits dans une parabole

Déterminer 1o licu des centres des triangles équilatéranx iusorits
dans la parabole d'équation y? = 2px du plan cuclidien R?.
‘ (Ecole polytechnigue)

~ Solution.

;o
Seit M, = ( ;— \u,> (1 < [ <0 3) trois points distincls de ln parabole,
=P .
;o 2 2 , ‘
of G = (aby = &;m y.lw—»_y—j_”’i) le centre de gravite du
’]’ ¥

g
iriangle M NLMg. Le trinugle MMz est dquilatéral sic o senlenent
siv G oest wussi orthocentre du trinngle, o'est-a-dire st ot semlement s,
pr—— P - 0 ’ .
ot g, GAT - MMy = 0 et les autbres égalités obtenues par permmtation
civenlaire. On obtient

AN
L SN Ly iy — ) =
('.3;1 rt) (Qp 2;0) +yr - s — ) =0

el aprés simplification par gz — 1y et nmliiplication par 4p?,

(_qf — 2pr;ﬂ.> u,';{+_!,'~_3}+4p2(!11 —b) = (;:,rf — ‘Zpa) (Bb—y,)-l-4p2(y, b =0,

car y + yz + ¥z = 3b. Ainsi gy, ot par pennutation cirenlaive 4o ot gy,
sont racines du polyuéme

=X - 30X" - (2pa 4+ A4V X + (Bpab + ipPh).
Lies fonetions sviodtriques des racines vérifient
oy =3h et oy = —(2pu + 317}
Alais par definition de e

y'," + y:_% + jf,';‘f = Gap = (rf — P0s = 9B Fdap + 3[12,

0o
On a done a = — 0%+ 4p.
2
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Réciproquement, soit G = {a,b) tel quea = b 4 4p. Considérons les
2n
racines g, Yz, ¥z du polvinome P, ou P est défind comme précédemment ol
admettons provisoireinent qu’elles sont bien réelles. O définit les points
B

M; = (% \y,). On a alors

et tw Sy

P N 5, o "
TR R Rt R ek

ap o Gy Gy

9 B f P .
car @ = o A~ +4dp, dove G est le centre de gravite Ju tnangle My Ao M.
Et, d'apres ce qui précéde, camme g, yz, yy sonl raciues de P, le triangle
My MaMy est bien équilatéral.
1] suffit mameenant de vérfier gue, ponr tout réel b, le polynoie

P o= X* —3bX7% — (967 + 12p7)X + (270* + 28p°D).

(on a remplacé a par son expression en fonction de b) posséde irois racines
distinctes. Le polyndme dérivé P = 3X? — 66X — (967 + 12p?) passéde
deux racines distinetes b — 2/07 + p% et b+ 2/h7 £ p*. Te polynone P
a trols racines distinctes st ot seuloment i)

P (b—z\/ﬁﬂﬁ) P (h+ 2.\/b? +p'2) < (.

Le reste dans la division de P par P" est —=8(b% + 57 1{X — 3b), On ¢rudie
done Iy signe de

(30 +p”))2(—2b— QV‘BB + P (=2 24/b7 4 p2) = —4(8(b +p3})2p2.

(est hien un terme strictement négatil © le polyuome P a trois racines
distinctes. o
Conclusion. Lec lien cherché est I parabole d’équation o = ? iy Fp,
p

. 20 . Co
ou y? = gf L —dp). Elle a méme axe que la parabole iuitiale et son
sotumet ext (4p, 0). <
On peut s¢ poser le mcne probléme pour une cilipse ou une hyperbole,

o Pour une ellipse d’équation % + ;’:—2 =1 avee 0 < b < a, le heu des

centres des triangles dguilatéraur est Dellipse d'équation

(a2 +3b%)%2%  (3a” + b*)%y?
1o? — )‘202 (fl"' _ bl)’éb?

=1

Dans te cus onoa = b Pellipse de dépurt esl wn cervele ¢f on obficni
sewlement le poing (0,0),
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" 5
. . @ ’n .
o Pour un hyperbole d’équation — — v 1. e liew des centres des
85 b

irigpgles équilatérone u pour dquation

((1,2 — 3?‘:2)2:{'2 ~ (3({2 . ],‘2)292
{a? + 620 (a® + b?)282

=1

.. b . L . ., . i3
Sia = —., on obtient lu véunion de denr droites (déquation » = £ 5):

NE
si o = bv3, Uensemble vide, et dans le cas général a ¢ {\%b\/_i} une

hypervbole de mémes ares que Uhyperbole inttiale.
Li¢nonce suivant fait apperaitre une guadirigue.

4.28. Points équidistants dc deux droites non coplanaires
oy

u

Dans un espace enclidien de dimension 3, tronver Pensemble des
points équidistants de deux droites affines non coplanaires données.
{Ecole polytechnique)

[~ Solution.

Soient D et Y les denx droites, H € T et H = I) les deux points
Lefs que (HH') soit la perpendiculaire commune a4 D et D', On choisit un
repire orthonormal (0,4, 7, k) de Iespace tel que le point O soit le milien
de [HIIF], (O, k) = (HB'). H existe a € B” tels que les droites D et 1)
soicnt dans los plans z = a ¢t 2 = —a respectiverient. En cholslssant de
plus i et j tels que {(0.4) et (0, j) solent les bissectrices des projetées doe
D et IV sur le plan orthogonal 4 & contenant 0, il existe 1 (ol que D ot
[} alent pour équalions respeciives

9 == y= —nr
D { Y ot T I Y
z=a | 1=~

Soit Al de coordonnédes (i, ¢, ). Bo appelant P lo projetd de M osur le
plan ('écuation 2 = . Ia distance d de M a D) vérilie

S X NP TRY M
d* =MP* + (d(P. D)y = (2 —a)" + 1 +m?

On abtient de méme pour la distance " de M a DY,

2

A 1y b
2 {y )

o
"= (4 a .
‘ [z +a) 1+ in?

On cherche les points M véri{lant
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— )2
2+(ZU )

{(y + mm';')'J
142 ’

=(z4+a?+
( ‘ 1+ m2

MLy . m
——— = (} 80It encore ¥ = — ————
1+ m= 0 a(l +m?)
semble des points M équidistants des droites D et T est donc 1 para-
holdide hyperbolique. <

Cela équivaut & az + xzy. Lien-

Avant d’aborder le théme des problémes d’extrema, voici un exercice
qui nutilise que les propriétés géndroles de lo distance. Il fournit une
petite intinduction ¢ la notion de diamétre transfini d'une partie du plan.

4.29, Diameétre transfini

—
Svit E e partie non vide de B%. On pose, pour n = 2 et

2
n(rn—1}

Gplar. ... 00) = H din;, a,)

1€i<i<n

(moyenue géométrique des distances entre les points pris deux 2
deux), puis

do(E) = sup dular, ... an) € RU{+oc}.
(1,8, )EER

1. Que dire de 4, (E) suivant que E cst bornée ou nan hornée ?
51 B C F, comparer d, (E) et o, (F).

2. On suppose E bornde. Montrer que la suite (d,(E))nzo est
décroissante et converge. Sa limite est appeléc le diamétre fransfing
de la portie E.

3. Calculer dz(E) lorsque E est un seginent.

(Ecole polytechnique) ]
&> Solution.

1. On remargue déja que si E est un ensemble fini alors d,(E) = 0
dés que i est strictement plus grand que Card B, On supposers doric
dans la suite que E est une partie infinie. Notons aussi que d»(E) cst le
diametre usucl de la partie E.

¢ 5i E est borné de diamétre dy(E). alors pour tout («,0) € E. on a
d{a.b) < d2{E). On en déduit que. sin 2 2 et (a1,...,u,) = B, alars

T dlanay) Sd(E)"T et dulm,... an) < do(E).

1€ij<n
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Ainsi, si E est borné, on a d,(E) € d2(E), pour tout n = 2.

e Supposons que E ne soit pas borné. Soit K > 0. Montrons par
récurrence que pour tout n = 2, il existe (a1,...,0,) € E" tel que si
1 €4 <7< nalors d(as, 0;) 2 K. Clest clair pour n = 2. Supposons le
résultat au rang n. Ld réunion des boules fermeés de rayon K centrées en
les g pour 1 £ £ € n ne recouvre pas E car E n’est pas borné. On peut
donc trouver a,+1 € E tel que d(an11,a,) 2 K pour tout k € [1.n] ce
qui donne un {n + 1)-uplet vérifiant la propriété souhaitée.

Pour un tel choix de @1, ..., 8, on a alors d, (a1, ....a.) = K, et done
d.(E) 2 K. Comme K est arbitraire, on a done d,(E) = +oc pour tout
nz2.

Soit E ¢t F tels que E C F. Si (a1,....a,) € E alors (ay,...,a,) € F

et dn{ar, ... an) € dn(F). On en déduit que d,(E) < d,(F) pour tout
n =2

2. Montrons que la suite (d,;(E))nzo est décroissante. Soit n 2 2 et
(@1: ... 0n41) € E™'. Pour k & [1,n + 1], considérons le prodult

P.= [ daia,)

1<y n+l

1=k, #Ek
On a, par définition,
o nin—1) Cnin—1)
Pk :Jil{ﬂla-'--,a‘k!"'au'n+l) 2 (-.dn(E) 2.

n—1
Considérons le produit Py ... Py [lest égal a ( H d{a;, (Lj)) :
1i<g <L
car chaque élément d(a;, ;) apparait antant de fois que I'on peut choisir
k dans [1,n + 1]\ {i.j}. De ce qui précede, il résulte que

n—1

IT  dlas,a) =P ... Py < du(E)

1€i<ijsn+tl

i — 1)gni1;

. nin41y i
puis H dlag, 0} < dp(E) 7, 80it drpr (a1, ..., ane1) < dp(E}
JES g R
Cleci 8tant vrai pour tout (daq. . ... a1 ) € E" T on en déduit par passage
P + par
& la borne supéricure que

dn+1(E) g dn (E)

Conclusion. La suite (dy, (E)y»2 décroit. Comme elle est minorée par (),
elle converge.

3. On suppose que E est lc segment [m.n]. Soit (a,b,¢} € E*. On
peut supposer que m.a, b, ¢ n sont alignés dans eet ordre. On a, par
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définition : d3(a.b,c} = (d{a, Dyd(b, c)d{a, c))% . Puisque b € [a.c], on a
d(a.b) + d(b.¢) = d{a,c). On en déduit que

d{a. byd(b,¢) = 211‘ |(d(a.))* — (d(a.b) — (b, )] < S ldla.0))?,

e

avec égalité si b est le milien de [, ¢]. On obtient donc

1/3

1/3
dala.be) < (% (d(a,c))g) < (% (d('m,n))s) ,

avec égalité si @ = m, ¢ = n et b est le milieu de [, n]. On obtient
1 1 o

donc ds(E) = ?ﬁd(m,n) = ﬁlong(E), ol long(E) est la longueur du
segment E. <

La notion de diameétre trunsfini est relie auxr polyndmes. Identifions
R? awvec le plan complexe et notons U, Vensemble des polyndmes unitaires
de degré n de CIX]. Seit E C C hornée ef mfiaie. Pour P € C[X] on pose
IPlle = sup!P(z)] {c’est une norme) ef po(E) = inf |P|g. On peut

zcE PEly,

montrer que lo suite (1 (E))nzo vérific pntn(E) € pn(E)in (E) pour
tout couple (n,m) ce qui implique la convergence de la suile pn(E)'/™
(voir Pezercice 2.8 du tome 1 d’analyse). On montre ensuite, & ['oide
du déterminant de Vandermonde, que sa limite p(E) n’est autre gne le
diemétre transfint de lo partie 1. A 'aide de celn on peut approfondir in
questian 3 de Dexercice et montrer {en foisant intervenir les polynoraes
de Tehebycheu) gue le diamétre transfing d'un segment de longueur @
est dgal & a/4. Le leclewr pourra awssi s wuser & ealculer [(directement)
le diamétre transfind dun cercle de rayon Y (4 vaut 1), Indiguons gque
ln seconde épreuve du concours conumun des Mines de 1993 (optcon M)
contient Uessentiel des résultals de cette nole,

Les quatre cxercices suivants étudient des problémes d’extrema.

4.30. Deux problémes d’extrema

Soit ABC un triangle du plan et M un peint 4 lintérienr du
triangle (an sens large. en comptant les trois segments).
1. Déterminer les points M tels que le produit des trois distances
de M aux cOtés du triangle soit extrémal?
2. Meénle question avec la somme des distances aux cotés du
triangle.
(Ecole polytechnique)
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> Solution.

1. L’intérieur du triangle est un compact. En effet, ¢”est I'image par
lapplication continue (X, g¢) — AA + uB + (1 — A — p)C du compact
{(A,p) & Ri, A+ < 1}. La fonction f qui a M associe le produit
des trois distances est continue. Elle possdéde donc un minimum et un
maximum sur ce compact.

Son minimum est clairement égal & 0 et est atteint en tout point situé
sur un des cotés du triangle.

Appelons H, K| L les projetés orthogonaux de M sur (AB), (CA),
(BC). On a done f{M) = MH - MK - ML. Supposons que ML soit fixé,
c'est-a-dire que M varie sur un segment [IJ] parallele a (BC) (I € [AB],
I e [AC)).

K C

Les angles HMT et KMJ sont constants quand M décrit (IJ]. On a
done f(M) = cos [IMT - MI - cos ET\TJ - MJ - ML qui est proportionnel au
produit MT-MJ. Conume MI 4 MJ = 1J, ce produit est maximum gquand
MI = MJ, clest-d-dire quand M est le milieu de [IJ]. La droite {AM)
est alors une médiane du triangle ABC. 5i le maximum de f est atteint
en M, on montre par le méme raisonnemsent que M appartient aux trois
médianes du triangle. (Mest donc le centre de gravité G du triangle.

Le raisonnement précédent montre que f ne posséde pas d’autre extre-
mum iocal que ses extrema globaux. Si My est un point situé strictement
a Pintérieur du triangle et différent de G, 1] n’appartient pas aux trois
médianes du triangle. Si par exemple Mg n’appartient pas & la médiane
relative au point A, on fait varier M sur un segment paraliéle au coté
(BC). Dans un voisinage de Mg. f est monotone, donc f ne possede pas
d'extremum local en Mgy.

2. On reprend les notations de la question précédente et on pose
g(M) = MH + MK + ML. Quand ML est fixé, on obtient

g(M} = cos FIMI - MT + cos KMJ - MJ + ML.
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Comme MI + MJ = 1J, cette somme est une fonction affine de MI. Une
fonction affine est monotone donc les extrema de g(M) pour M € [LJ]
sont atteints en I et en J done sur 'un des cotés du triangle. Mais le
méme raisonnement montre gue quand M déerit un ¢dté du triangle, un
extremum est atteint en un sommet du triangle. Comme g{A), g(B} et

g{C) sont égaux respectivement aux trois hauteurs du triangle, ¢’est-a-
dire & ﬁ 2 et 23 o1 5 est l'aire du triangle, le maximum (resp.
BC’ CA AB’ ’

le minimum} de g est obtenu au point opposé au plus petit (resp. plus
grand) cot¢ du triangle.

Sile triangle n’est pas isocéle, le maximum et le minimum sont obtenu
e1 un unigue point.

Supposous que le triangle soif isocéle en A, mais pas équilatéral. Avec
les notations précédentes, on a

(M) = cos TIMT - MT + cos KMJ - MJ + ML = cos HMI - 1] + ML

et ¢ est constante sur chaque paralléle & /BC). On en déduit que les
extrema de g sont obtenus en A d’une part et en tout point du segment
(BC] d’autre part,

Si le triangle est équilatéral. la fonction g ne varie pas si on se déplace
sur uue paralléle & un quelconque des cotés. Elle est done constante.

Le raisonmement précédent montre que g ne posséde pas (’autres ex-
trema locaux gue ses extrema globhaux. <

Voici une autre rédaction de la premiére question qui donne cn outre
la valeur du mazimum de f. Avee les notations de la figure ci-dessus. on
a ML-BC+ MK - AC+ MH - AB = 28 ou 8 désigne Uaire du trigngle
ABC. L'infgalité arithmético-géométrique permet de dire que

; 3
AB-AC.BC- f(M) < (%?)

23

done que f(M) < ';?igg avee o = BC. b= AC et ¢ = AB. On a galité
lorsque oML = bNK = cMH et il est facile de voir que cela défini le
centre de gravité du triongle.

Dans Vegercice §.54 sera étudide la fonction qui a M associe lg somme
des distunces AM -+ BM + CM. En attendant, voici un aulre probléme
d’exirernwm ot on cherche & marimiser un rapport d’aire.
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4.31. Probleme d’extremum

T
1. Soit E = {(z1.....2zy) € RT, ¥ &; = 1}. Déterminer
i=1

sup —i—
(1,020 ) ER H (1 -— ,’L?”]
i=]

2. Application : dans le plan euclidion, on vonsidére un triangle
ABC et des points A’ € [B,C], B’ € [C.A], € € [A,B] tels que les
droites (AA"). (BB") et (CC') svient concourantes en O. Comiment
faut-il choisir O pour que le rapport des aires des triangles A'B'C’
et ABC goit maximal.

(Feole polytechnique)

> Solation.

n
I1 =
1. La fonction f: (zy,...,Zn) = ot w'est pas définie s E
11 —)
=1
tout entier, mals uniquement sur Fensemble I des éléments (..., 20)

de E tels que x; # 1, pour tout i € [1,n]. Pourn=1,F =8&; pour n = 2,
la fonction f est constante et vaut 1. Pour n 2 3, il est tentant, étant
donnée la symétrie du probléme, de penser que le maximum est obtenu
quand zy = - =, = l.POSOﬂsm:f(l‘..., l) - L
n n n (n—1)"
L’ensemble F n’étant pas compact, on ne peut pas affirmer directement
que f est majorée sur F. On va se ramener an cas d’'un compact en
montrant que f prend des petites valeurs g1 Yun des ; est proche de 1.
Soit ¢ € ]0,1[ et x = (xy,...,ts) € F. Supposons qu'il existe k € {1, n)
telque zp > 11— . Pouri# konaxz, €l-zmp<eetl—z;,21—¢.
On en déduit que
f(:l.‘)._{: "L‘k(].——[gk)” 1— < et 2_ ‘
(1 —zp)(1—eg)»! = (1—gy!

Comme cette guantité tend vers (} avec e, on peut choisir ¢ tel que

6”—2 m

s <
(Il—gyn—t = 2

Considérons G = {(2;,...,z,) € F. Vi € {1,n], z; <1 —¢}. L’ensemble
G est clairement fermé et horné. Il est denc compact et f possede un
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maximum sur G. Comine f(r) < % pour tout € F\ G et m € f{G},
on a sup f = sup f. Ainsi f posséde une borne supérieure sur I qui est
G F

atteinte en un point de G.
Soit & = (@1,...,0n) € G tel que sup f = f(a). Montrons gue 'on a

g1 = .-+ = ¢y en raisonnant par I’absurde. Suppnsons qu'il existe deux
indices 7 et j tels que a; # a,. Considérons » = (ry,...,7,) € G tel que

Ly =ag si k #14,5. Alors x; et z; varient avec x; + x; = a, +a; = 8, ol
3 €10,1[. On a alors

flz) _ %5 ) U
floy  (IT=2){l =) " (1 —a:)(1 —ay)
B xi(s — 15) _ a;{s—a;) g(r)

Sz -s+a)  (1-a)(l—s+a) gla)
2{5 — z)
(1—2)(1—s+2)
montre que g atteint son maximum en % Ainsi g (%) > gle;) et on
peut trouver x € G tel que f(x) > f{a). ce qui contredit la définition

ol g est définie sur [0, s] par g(z) = - Le calcul de ¢
) g

. 1
dea. Ainsig; = =g, = ~etsupf=———-
2. On sait que si on considére le déterminant dans une base orthonor-

male, aire du triangle ABC cst égale a % ]det(.ﬁ, K}N On a le méme

) — ——

résultat pour P'aire de A'B'C’ et il faut donc exprimer det(A’B’, A'C’)
— —.

en fonction de det(AB, AC}.

C

Le point O est & intéricur du triangle, strictement (si O est sur 1'un
des cdtés du triangle, les points A, B’ et C' sont alignés et A'B'C’
n'est pas un triangle). On note (n, 3,7) ses coordonnées barycentriques
relativement & (A, B, C). Ce soni des réels sirictement positifs tels que
a+B+v=1

Maontrons qu’alors A’ est le barycentre de (B, ), (C,7)). En effet st on
note A” ce point, par associativité du barycentre, O est le barveentre de
(A, ), (A", B+7)) et A” appartient & (BC) et (OA). C’est A’. On montre
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de méme que B’ et C’ sont les barycentres respectifs de ((A, a), (C, 7))
et ({(A, e}, (B, ). On en dédnit que

— 1 — — - ¥ = —3 ﬁ —
AA'= ——(JAB +1AC), AB' = AC et ACY = ADB,
B+ a+y a+ 3
puis 3
A’B’=——LAB+( 2 f—ﬁ’—>?\6
B+ a+v S+
Y v S Gl B v
g+ (@+3)5+7)
ot de ménie ‘ o
AC = _MAB -2 _AC.
(a+ 8} {8 +7) B+
On a done
det(AB, A'CT) _ B+ (a+B) (3 +7)
AB.AC 7 — ) Y
det(AB.AC) |2 —a) _
(o + 9B+ ) By
_ 20484
B+ e+ Yot 7))
Le rapport enfre les aires des triangles A'B’'CY et ABC est dome
2ae3 208

G et et = T e D’aprés la question 1, il

est maximnal lorsque oo = 3 = ~v = 3 c’est-d-dire lorsque O ost le centre

3
de gravité du triangle. Le rapport vaut alors 2 (3—1—}) = E <

Le question suivante a €t€ posée par Gianfranco Di Fagnano en 1775
et Uidée essendielle de la solution semble due & Fejér vers 1900.

4.32. Triangle de périmétre minimal inscrit dans un triangle

Soit ABC un triangle dont tous les trois angles sont aigns. Soit
X e€[AB],Y € [B.C|] et Z € [C, A]. Montrer qu'il existe une confi-
guration telle que le périmeétre du triangle XYZ seit minimal et la

tériser. - . 2 -
caracteriser (Ecole polytechnigue, Ecole normale supérieure)

> Solution.
L’ensemble E = [B, C] x [C, A] x [A, B] étant compact et la fonction
[ (X, Y. 2) — XY+ YZ+ZX étant continue, elle possede un minimum
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sur E. Soit {X,Y,Z} € E, X’ et X" les symétriques respectifs de X par
rappott aux droites (AC) et (AB).

On a

XY, 2) =X'Y+YZ+ ZX" = X'X",

avec égalité si. et senlement si, X, Y, Z et X" sont alignés daus cet
ordre. Fixons le point X, Le point X” est I'image de X’ dans la rotation
de centre A et d’angle Z(ITC’. t\TB) On a donec NYAX” = 2CAB « m, car
l'angle CAD est aign. Le segment [X'X”] coupe donc les demi-droites
[AC) et [AB) en Y, et Z; respectivement, avec X', Yy, Z; et X" alignés
dans cet ordre, Comme XBX” = 2XBA < x et XCX7 = 2XCA < . Jes
points X’ et X appartiennent an demi-plan limnité par {BC) contenaunt
A. Ce demi-plan étant convexe, il contient Y1 et Z; qui appartiennent
respectivernent aux demi-droites [C, A) et [B, A). Finalement, on obtient
Y1 € [A,C| et Z1 € [AB]. De ce qui précede on peut conclure

FIX Y. Z) 2 (X, Yy, Zy) = X'X".
On a AX' = AX = AX". Le triangle AX’X” étunt isoctle, on en dédnit

_YTANH .
7= NAXY A . sinCAB.

X'X" = 2AX - cos AX'X” = 2AX - cos
Ainsl f(X, Y. Z1) = X'X" est mninimal si AX est minimal, ¢’est-a-dire si
X est le projeté orthogonal de A sur (BC) i.¢ le pied de la hanteur issue
de A. Ce projeté appartient au segment [B, C] car les angles du triangle
sont aigus.

Le minimum de f est done atteint en un seul triplet (Xy, Yo, Zg)  Xo
est le projeté vrthogonal de A snr (BC), Yy et Z; les points d’intersection
de X'X"” avec {AC) et (AB) respectivement. Si an lieu de fixer X, on
avait fixé Y (resp. Z), on aurait trouvé qu'an triplet (Xg. Yo, Zg) ot f
est minimum. Yg (resp. Zg) est le projeté orthogonal de B sur (AC)
(resp. de C sur (AB)). Le minimun étant atteint en un point wigue,
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on en déduit quil est atteint pour le triplet (Xo, Yo, Zq) formé des pleds
des trois hauteurs. Le triangle XY o7Zq cst appelé le triangle orthique du
triangle ABC. <

Montrons que les drowtes (AXy). (BYy) et (CZy) sont les bissectrices
intérieures du triengle XgYoZo. Les quadrilatéres AYpXoB et AZoXC
sont inscriptibles dans des cercles de diamétre [AB] et [AC| respective-
ment. On a donc

(XoY0,XoA) = (BYo, BA) = 5 + (CA,BA) (mod )

(XoA. Xo79) = (CA,CZp) = (CA,BA) + = (mod 7).

Le angles de droites (XoYo, XoA) et (XoA, XoZg) sont égauz. Comme les
demi-droites [XoYo) et [XoZo) sont dans le méme demi-plan limité par la
droite (BC), on a (XoYo, XoA) = (XoA, XpZ) et (XgA) est bissectrice
intérieure de Uangle Xo du triangle XoYoZo. Lo démonstration est la
méme pour les autres angles.

Pour cette raison Xy YoZo est appelé une trajectoire de lwmiére. En
effet, considérons trois miroirs My, My et Ms situéds dans des plans per-
pendiculaires aw plen (ABC) et coupant le plan {ABC) suivant les seg-
ments [BC], [CA] et [AB]. Un rayon lumineux issus de Zy et se dirigeant
vers Xo sera réfléchi sur My, selon lu lol de véflexion de Descartes, dans
la divection (XgYq): W touchere le miroir My en Y, sera réfléchi dans
la direction (YyZo), touchers le miroir My en Zp. sera réfléchi dans i
direction (ZoXy). On obtient ainsi une trejectoire fermée.

Si le triangle est rectangle oy obtus en A, le triangle de périmétre
minimal dégénére en un segment : Yy = Zy = A et Xo projeté orthogonal
de A sur (BC).

Méme st so solution wiilise un peu d analyse, nous avons choisi de
placer ici Uénonce suwant qui concerne qussi les frajectowres de fumaére,

4.33. Billard convexe compact

Soit K un compact convexe de B~ dont la frontiere 4(K) est une
courbe fermée de classe C*°. Montrer que, paur touf n 2 2 on peut,
en jouant an billard dans K. faire n rebonds et revenir au méme
poirit.,

{Ecole normale supérieure)

> Solution.

Quand la bille rebondit en un point M de la fronsiére, I'angle d’inci-
dence est égal & langle de réflexion, ¢'est-d-dire que la normale & §(K)
en A est la bissectrice de l'angle formé par les trajectoires incidentes
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et réfléchies : elle obéit & la loi de Descartes. Clest pourquoi une telle
trajectoire est appelée une trajectoire de lumiére.

Nous allons démontrer qu'un polygone & n cotés inscrits dans §{K)
de périmétre minitnal est une trajectoire de lumiere et donc répond i
la. question. L’existence d’un tel polygone est simple & établir. On pa-
ramétre la frontiere §(K) par F : R — R?, C*°, L-périodique (o L est
la longueur de la courbe), injective sur [0, L[ et vérifiant [|[F'{¢)|| = 1 pour
tout réel t. Soit C = {{{1,t2,....6n) ER" 0Kt Ctp €+ €1, €L}
L’ensemble C est compact. L’application ® définie sur C par

Bt tn) = Y |[F(te) — Ftapa)ll,
k=1

olt 1,41 = t; + L est continue sur € donc elle possede un maximum.
Notons (11, ...,u%,) un point oit il est atteint et pour tout k& < [1,n],
Mk = F(u;,.).

On peut supposer que les points Mg sont distincts. En effet, ils ne
sont pas tous égaux et si tx < fhp1 = tpg2 (1 € &£ € n — 1}, en prenant
t € |k, terz[, on obtient

[F(te) = F@) + [1F() — Fera)ll 2 [F(te) — Fltnsa)l
= |IF(tr) — Fltaa)ll + §F (e} — Fter2)lls

donc on peut remplacer £, par ¢. Par définition, pow tout & € [1,n—1],
la fonction fi, définie sur [tg, ko] par

fi(t) = [F () = F@) | + [F(2) = Ftx 2]

posséde un maximum en f ;.

Montrous que la fonction fi, est dérivable sur |4, 51 Pour tout réel
to, la fonction f: ¢t — [|F (o) — F(2)}} = /{[F{to) — F(t)||? est dérivable
en tout ¢ non congru & $p modulo L et

f’(t) — (uFf(t)?F(tU) - F(t))
iF{to) — F ()

Pour t € )i, tg. o] on obtient donc

_F (1) o) =F(rg1)) | (CF (rr)s F(trr2) —F (e ))

Filteyr) =
Kl [Bltr) — F(tei)] [F(tes2) — Fln )]
Mp  M; M, Meto
:<~F'(tk+1), raMe | Mgy k+2>=0‘
Mpy My MeypiMpy2
My M Mi M
Les vecteurs uy = MZ‘iTE et v = ﬁﬁﬁ sont unitaires et

—
colinéaires & My, My et My, Mepo respectivement.
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Le vecteur wup + v est un vecteur directeur de la bissecirice de
(Mpr1 Mgy Mk+1Mk+é). 11 est. orthogenal & F/{tx41) donc dirige la nor-
male & la courbe en M; ;. On en déduit qu'une trajectoire allant de
Mg & Mgy repart aprés rebond de My,q vers Mypa. La trajectoire
M;Mz. ..M, M; a les propriétés voulues. <

Llexercice précédent montre le lien entre trajectoire de lumiére el
périmétre mindimal. La méme démarche peut étre utilisée pour résoudre
lezercice 4.32 dont nous reprenons les notations. Supposons gque le mi-
nimum soit obtenu en {Xq, Yo, Z0) et qu’aucun de ces points ne soit un
sommet du triangle ABC, .

Considérons Uapplication s — X(8) = Xo+sBC. Pour |s| assex petil,
X(s) appartient & |B, C|. La fonction ¢ : s+ X(3)Yy + X(8)Zo + YoZo
posséde un minimum en (. Comme le gradient de la fonction M »——»_@}I
YoXo

YoXo

{resp. M — ZoM) en Xq, point distinct de Yo (resp. Zp) estu =

—

(resp. v = %), on obtient
020

¢'(0) = (u+v,X(0)) = {u +v,BC) = 0.

Le vecteur u + v dirige lo bissectrice intérieure de l'angle YWD done
(BC) est bissectrice extérieure de Uangle YWO. On en déduit que
{'on a BS(T;Z] = ﬂi}c, On peut foire le méme raisonnement pour les
trois sommets ce qui montre que XoYoZo est une trajectoire de lumiére.
A partir de 14, on relrouve les résultats obtenus géométriquement. Les
droites (AB), (BC) et (CA) sont les bissectrices extérieures du iriangle
XoYoZo, done A, B et C sont les centres des cercles exinscrits. On en
déduit que (AXg), (BYy) et (CZy) sont les bissectrices intérieures du
triongle XqYoZo. On a enfin (AXy) L (BC) et de méme (BYg) L (CA)
et (CZy) L {AB) : le triangle XoYoZo esl le triungle orthique du fri-
angle ABC.

Pour étre complet, il suffirait de démontrer que dans le cas ot les
angles du triangle sont aigus, tout triangle XYZ contenant un sommet
donne un périmétre plus grand.

La question de Uexercice suivant a été posée par Fermat et résolue par
Torricelli.

4.34. Probléme de Fermat

Soit ABC un triangle et M un point a Pintérieur du triangle (au
sens large, en comptant les trois segments). Déterminer les points
M tels que la somme MA 4 MB + MC soit minimale.

(Ecole polytechnique)
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> Solution.

L'iutérieur du triangle ABC éant un compact, la fonction continue
f:M+— MA +MB + MC v posséde un minimum. 1l y a de nombreuses
manitres d’aborder ce prableme classique (utilisation des nombres com-
plexes ou du caleul différentie]l par exemple) et nous avons choisi de
présenter lci une solution asser géométrigne.

On oriente le plan de telle maniére que le triangle ABC soit direct
et on considére le paint A’ tel que le triangle A’BC soit équilatéral et
extérieur au triangle ABC; il est de sens indirect.

Considérons la rotation r de centre C et d'angle g .Ouar(B)= A
)

Pour M donné an note M = p(M). Coinme r est une isométrie. on a
MB = M'A’ et comme le triangle CMM’ est équilatéral. MC = MM’ On
peut done écrire

F{MY = AM + MM’ + M'A" 2 AA"

par linégalité triangulaire, avec égalité si les points A, M, M’ et A’ sont
alignés dans cet ardre. Pour cela il faut prendre M et M’ sur le segment
(AA'] de telle fagon que CMM soit équilatéral direct. Si H est le projeté
orthogonal de C sur (AA”), M et M’ sont symétriques par rapport & (CH)

—_ — T
et les angles (CM, CH) et {CH, CM’) ont pour mesure o
Notons T et TV les uniques points M et M’ vérifiant cela (voir la figure
suivaute phs bas). Le point T est appelé point de Torricelli du triangle
ABC. Tl reste & voir si les points A. T. T, A’ sont alignés dans cet urdre
ot si T est & Vintérienr du triangle. Pour que le segment [AA'] coupe

(BQ], il faut que les augles (CA. CA’y et (BA’, BA) alent une mesure
comprise cutre 0 et 1. Comme les angles du triangle BA'C ont pour
mesure %, il faut done que les angles BCA et CBA soient inférieurs a

s

m .t P LI
N On suppose cette condition réalisée.
Comme CTT? est égnilatéral, on a
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—— e A

(ﬁ;,ﬁ) = (ﬁ,'ﬁ) = = BA HC} (el )

[

donc les points B, T, C. A’ sont cacycliques. Do plus T et A’ ne sont pas
sur le méme arc BC done BTC = 2—3{ Le point T est & l'intéricur du

, , R R S ¥
triangle ABC &1, et seulement gi, BAC = o
Si ces conditions sont rdalisées, on a alors

e

ACT = ACT + © < ACB + < ACAY

0-’\"\

done T' € TAA'). Les points A, T, T’ et A’ sont alignés dans cet ordre.
dane la fonction [ est miniale en T

Conclusion. 51 les trois anglex du triangle sont inférieurs ou égaux a

’)
. le mingmum de f est atteint en T et vaul AA’. Pour <les raisons de

H_\‘m(:trle, s1 on construit les points B et (7 cxtérieurs an triangle tels
que ACB’ et BC'A soient équilatéraux, on trouve que T apparticnt aux
segments [BB'] et [CCY] et que le minimum de f vant BB’ et CC’. Ainsi
les droites (AAT), (BB) et (CC') sont concourantes en T et on a, de
plus, AA" = BB = CC". Le point T est aussi le point &'intersection des
ceroles circonserits aux triazngles BCA'. ABC ¢t ACB.
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vy 2
Notons que dans le cas ot BAC = %, alors T = A,
11 reste b étudier le cas ot I'un des angles du triangle est stricternent
;o . 27 . . ,
supdrieur & —. Supposons que ce 80it au point A. Montrons qu'alors le
minimum de f est encore atteint en A. Pour cela, considérons les points
e o QT

K et L da segment [BC] tels que BAK = LAC = 5

A

/\

B L K C

Soit M un point distinct de A a intérieur du triangle ABC.
e Si M est a 'intérieur du triangle ABK, 'étude du cas ot 'angle

BAC vaut 2% appliquée an triangle ABK montre que

MA + MB+ MK > AB + AK.
Ou en déduit que
F(M) =MA +MB + MC > AB + AK + MC —- MK.
On veut moutrer que f(M) > AB+ AC. 1l suffit de vérifier pour cela que
MC + AK » AC + MK,

ce qui est évident, car dans le quadrilatire convexe MKCA la somme
des longueurs des diagonales est stricternent snpérieure a la somme des
longueurs de deux c6tés opposés {introduire le point d'intersection des
diagonales pour le voir).

o 51 M est a Pintérieur du triangle ALC, on fait le méme raisonnement
en échangeant les roles de K et L et de B et C.

Conclusion. Lorsqu'un des angles du triangle est supérieur A ‘%ﬂ le
minimum de f est obtem an sonimet correspondant. <

Cornme pour le recherche du triangle de périmétre minvmal, on peut
donner une solution foisant appel au calcul différentiel. L’application
f-M— MA +1 MB + MC est differentiable sur R?\ {A B, C} et son

AM _BM | C°M

gradient vaut Ny + Vi il 5i done le minimumn de f n'est pas

obtenu en un dfa sommets du triangle, il est obtenu en un point M qui
AM BM  CM

ﬂémﬁe M T BM + = CM = 0. Conicffmns des points O, 1, J et K tels
e AM —  BM _ —_ —
que O = AM’O]“BM et OK = ﬁ.OnualorsOI—OJfOK—l

et Of + 0l +OK =0:0 estle C.entns de gravité ef le centre du cercle
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circonscrit du friangle 1JK, donc ce triangle est équilatéral. On o done
10J = JOK = KOI = %” Les droites (MA), (MB) et (MC) font done

nécessairement entre elles des angles de ? On peut en déduire que M

est le point de Torricelli du triangle ABC. Le minimum est donc obleny
soit en T soit en un sommet du triangle ABC.

Le prochain théme abordé est celui des applications affines. Rappelons
rapidement Uessentiel sur cette notion dans le cadre vectoriel, Si E esi
un espace vectoriel, une application f : E — B est dite affine si elle est
la composée f = t,0g d’une translation t, : © — x+u et d'une applico-
tion lindaire g. On a alors u = f(0) de sorte que cefie décomposition est
unique. L’application g est appelée la partie lindaire de [ et sera notée
f Il est trés simple de vérifier gu'une application affine conserve les
barycentres (la réciprogue est vraie), fransforme un sous-espace affine
en un sous-espace affine, etc. Par ailleurs f est injective (resp. surjec-
tive, bijective) si, el seulement si, sa pariie lnéaire f est injective (resp.
surjeciive, bijective).

Le premier exercice ci-apreés foit intervenir des symétrics affines.

4.35. Polygone dont les milieux des cotés sont donnés

On considére n points Aq, ..., A, de RP, A quelle condition peut-
on construire, une ligne brisée fermée My, ..., M, Mpy = M; telle
que le point A; soit le milien de [M,, M;.] pour tout ¢ € [1,n]7
Cominent en construire une 7 Comment traduire la condition d’exis-
tence trouvée dans le cas n pair?

(Ecole polytechnique)

r> Solution.
On note Sa la symétrie par rapport au poini A. Le point M; étant
donné, on a nécessairement

Mz = sa,(M1), Mg =354, 054, (M1),..., My =54, , 0054, (M)
et les points My, ..., M,, répondent au probléeme posé si, et seulement si,
M, = 4, (Mn) = 84, ©8a,_, ©--08a, (M)

Notons f =54, 98A,_, ©* " ©8A,-
e Si n est impair, f cst une symétrie centrale, qui posséde un unigue
point invariant, son centre. On doit prendre ce centre comme point M.

Le probléme posé posséde une solution unique, quels que soient les points
A, A, LA
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¢ Si n est pair, f est une translation. Notons u le vecteur de cette
translation. Si u n'est pas nul. Papplication f ne posséde pas de point
invariant et le probléme posé n'a pas de solution. Si u = 0, f est I'identité,
La condition sur M, est toujours réalisée ; on peut choisir M, guelconque
et le probléme posé possede une infinité de solutions.

Déterminons Je vecteur u. Etant donnés deux points A et B de Vespace
affine. on montre. en cherchant 'image de A, que szos4 est la translation
de vectenr 2AB. On en déduit que

—_— -
U= QQAI.A.Z + A.SA;; 4ok An_]A.n).
La condition d’existenice d’une solution dans le cas n pair s’éerit
—_— [— _—
AjAp+ AzAg+ -+ A, 1A, =0

Elle signifie géométriquement que V'isobarycentre des points A, d'indice
pair est égal & 'isobarycentre des points d'indice impair. Par exemple,
en dimension 2, quatre points donnéz A, Az As Ay sont les milienx des
cotés d'un quadrilatére si. et seulement si, [A;.As] et [As. Ayl ont le
méme milieu, autrement dit si, et seulement si, {A;, Aa. As, Ay) est un
parallélogramme. <

Voici une autre approche, Il 8’agit de détermaner des dléments M, . ., |
M, de R? tels que, pour toufi € [1,n—1], M4 M, =24, et M, + M, =
2A,.. On peut voir l'erercice comme la résolution d'un systeme lindaire,
Notons S, la matrice du systeme. Il est clair que vg(S.) 2 n —1 ef
er deéveloppant par rapport 4 lo derniére ligne, on trouve det S, = 1 +
(—1)"TL, Sin est gmpair, det S, = 2 ef le systéme a une soluiion unigue,
Sin est pair, det S,, = 0, la matrice est de rang n — 1. En additionnant

n

les lignes du systeme avec des signes alternés, vn trouve > (—1)iA2- =0.
i=1
Clest la vondition de compatibilité du systéme, St elle est réolisée, on

peut choisir My arbifrairement.

4.36. Triangles & cotés paralleles

Soient E un plau vectoriel véel, (A.B,C) et (A’,B', ') deux tri-
angles tels que (AB) est parallele & (A'B'}, (BC) est parallele &
(B'CYY, (AC) est paraliele a (A’C’). Montrer gue les droites (AA"),
(BB} et (CC'} sont paraligles ou concourantes.

{Ecole polytechnique)

> Solution.
Comine (A, B,C) cst unc base affine du plan, il existe une unique
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application affine f de (ABC) dans (A'B C) tranafolmant A, B Cen

A B C" L’ apphcatlon linéaire associée f transforme AB en A B’ AC
—

en A’ C’ et CB en C'B’. Par hypotheqe il existe (A u, v} € R? tel gue

f ( ) = /\AB, f ( ) = ,uAC et f ( ) = CB. Par lindarité de
_}?, on obtient

—

,\E+A@:AAB:?(J—§T’3) :f(Ké%-C_P;):uKé-Fuaﬁ

On en déduit que A = o = 1 et ? est une homothétie vectorielle de
rapport A, Ainsi [ est sott une translation, soit une homothétie affine
selon que A est égal ou non & 1. Dans le premier cas les droites (AA'),
(BB') et (CC') sont paralléles. Drans le sccond cas, elles sont cancourantes
an O centre de homothétie f. <

Depuis Feliz Klein on percoit les géométries comme 'étude de pro-
priétés invariantes sous action d’un groupe. Regardons exemple simple
du triangle dans un plan pour illustrer cette idée profonde. Un sous-
groupe G du groupe affine de R® opére noturellement sur {'ensemble des
triangles : deux triangles ABC et A'B'C’ sont dans la méme orbite il
existe f € G tel que f(AY = A, f(B) =B’ et f(C) = C". Classifier les
triongles dans diverses géometries, ¢’est-g-dire pour divers groupes G, re-
vient a donner des wnvariants qui coractérisent les clusses d équionlence.
Par exemple si G est le groupe uffine fouf entier il n'y a qu'unc seule
orbite : em gdométrie affine tous les trinngles se valent. 5i G est le sous-
groupe des sonilitudes. on vérifie aisément que dewr triangles sont sem-
blables si, et seulement si, leurs trols cdtés sont proportionnels. 5t G est
le sous-groupe des isoméirics, on prouve gque dewr triangles sont dans la
méme orbite i, et seulement si, leurs trois cités sont éguur ou encore
si, et seulement si, ils ont un angle égal entre deur cdtés éguur. Enfin si
G est le sous-groupe affine unimodulaire {i.e. le groupe des applications
affines dowt lo partie linéaire est de déterminant 1} on voit que dewur
triangles sont dans la méme classe st et seulement st ds ont la meéme
aire (algébrigue).

L'erercice suivanf, dans lr cadre de la géométrie affine, commence
UVétude pour les petits degrds de la classification des grophes des po-
lyndmes.
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4.37. Equivalence entre parties de R?

" Si C et C' sont deux parties de R?, on dit que C et ¢’ sont
équivalentes si, et seulement si, il existe un automorphisme affine
f de R? tel que f(C) = C'. Soient P,Q deux polyndmes réels de
degrés respectifs m et n et C (resp. C') le graphe de P (resp. Q).
Etudier I'équivalence de C et C" lorsque (m.n) vaut (2,2), (2,3),
(3.3) et (4,4).

L {Ecofe normale supérieure)

> Solution.

L’équivalence ainsi définie entre des parties de R? est évidemment, un
relation d’équivalence.

e Supposons que m = 2 et posons P = aX? +bX +¢ (a # 0). Le graphe

2
C de P est la parabole d'équation y = a (a: + %) _Aa , soit

da
Y A b)z
a+4a9_($+2a )

s . . . b A
Considérons 1'automorphisme affine g : (x,y) — (m + 5 g + @5).

L'image de C par g est la parabole I' : y = 2. Done C est équivalente
a I. Ainsi, si (m.n) = (2,2), C et C’ sont équivalentes & I' donc sont
équivalentes par transitivité.

e Supposons que m = 3 et posons P = X3 +hX2 + eX 4 d (@ # 0). 11

3
existe desréels e et ftelsque P =¢ ((X + %) + eX + f) Le graphe

3
C de P a pour équation y = a ((:c —+ 5%) +ex + f), soit

1 f ( b3
—y—ex—f={x+-—] .
~y +30)
Considérons 'automarphisme affine
b 1
he:(z,y)r— (.t. +ogo et e f) .

L'image de C par k est la courbe IV d’équation y = z°. Danc C est
équivalente & IV, Si (m,n) = (3.3), C et C’ sont équivalentes & I donc
sont équivalentes.

e Supposons que (m, 1) = (2, 3). D’aprés ce qui précede, il suffit d'exa-
tiner le cas oit P = X2 et Q = X3. Supposons qu'il existe un automor-
phisme affine f tel que f(I') = I'V. Considérons la droite D d’équation
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y = x. Elle coupe TV en trois points (0,0), {(1,1) et (—=1,—1). On a
'nD = f(T)ND = f(Tn f~1(D)). Comme f est bijective, I'n1 £ (D))
est de cardinal 3. Mais il est impossible que la droite affine f=' (D) conpe
la parabole T en plus de deux points. On a une contradiction : C et
ne sont pas équivalentes si (m,n) = (2,3).

e Supposons que m = 4 et posons P = aX* + hX* + cX? + dX + ¢
(a # 0). 1l existe des réels a, 3 et -y telles que

b4 b2 |
P:a((Xw‘-#) +a<X+—) +,BX+7-).
da da

Le graphe de P a pour équation

! 3 -(ss+b)4+a '$+ AN
g TPFTTT 4q ( 4&:)'

On considére 'antomerphisme affine
b1
k:(z,y)— a:—ﬁ-—,—y—ﬂm—“;‘).
da a ‘

L'image de C par k est la courbe d'équation y = 2* + az?.

8ia =0, C est équivalente & Lo courbe d’équation y = z*.

4 2
Sia >0, y=x+o0x? équivant & ;153" = (%) + (%) . 51 fest
Pantomorphisme affine

1 1
(93, U) S (a_zy? 7.;33) 3

l'image de k(C) par £ est la courbe I'y d’équation y = x* + 22, donc C
est équivalente 4 T'y.
1 2
. ; . 1 T T .
g = p? 2 4 ta — :(-—— 4(—— .5
la <0, y=2" 4 axr équivau aazy e = 1

# est 'automorphisme afhine

(ve0) — (G2t \/%m) ,

l'image de k{C) par # est la courhe I'_, d'équation y = z* — z%, donc C
est équivalente a [, .

Montrons que les courbes Ty, 'y et ['_; sont non équivalentes deux &
deux. Soit f : (z,y) — (ax + by + ¢’z + by + ¢’). L'image de I'y par
F7! a pour équation

o'z by e = (ax + by + )t
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Si f7'(Ty) = 'y ou Ty, on a nécessairement ¢ = 0. b = 0 et o' = 0,
sinon on obtient des termues en v*, % ou z. Mais alors on n'a pas de
terme cn o2, U est done hmpossible d'avoiy f~H{Tp) = £y on T 2 T
n'est édguivalente ni & I') ni 4 Te. On démontre de méme que Iy ef T'p ne
sond pas équivalentes.

Sim=n=4, Cet (" ne sont pas néeessarement. équivalentes. Dans
les graphes des polynomes P de degré 4, i} ¥ a trols classes d'éguivalence
correspondant A P =X L P=X' + X" ¢t P=X" - X° «

4.38. Etude d'une suite d*applications affines

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour toute droite affine D de
E. on note pp la projection orthogonale sur D ot Up Fapplicalion
aqul w0 = Eoassocde leomilion du segment [ropp{s)) Solb w2 2,
Dy, ..., Dy, nodroites affines de E non coplanaires deux & deux. Soit
{wk ke une suite d'éléments de [1. n]. rion stationnaire. Soit enfin la
fo=Idg
Vk 21 fi =4p, o fo-1.
quc la suite (f{)) tend vers ¢ Etudier o suite {fe
{Ecole normale supérienre)

suite { fy Juen définie par On sapposc

i> Solution.

Pour tout = € E, on étudic la limite de la suite (jk(.f)) Une pro-
Jection orthogonale st continue. car 1-lipschitzienue, On en déduit que
les applicstions ¥, pads les applications fi; sont cominues, On a. ponr

— =
tot & e B | fr(a) — H (O = 1 /()] < 1 F&ll |zl Nons allons nuontrer
que la guite (”[ fill ) tend vers 0, ce qui montrera que, pour tout » € E,

(ffs(ﬁ)) vonverge vers £.
Pour taute droite aftine D de E. Papplication Uy est affine et sa partie

VN e 1 — .

linéaire est Bp = (Idg +pp). Ponr tout ¢ € J1. n]. on a done
— | N
Iop, || < 5L+ oo ) < 1,

car la norne d'une projection orthogonale non nulle est égale a 1. Pour
tont ¢ € [1, n], notons »; un vecteur unitaire dirigeant D;. Sii #£ j et
v € E i existe A € R tel gqme pp, (¢} = Aa,. On en déduit que

po, oo, (1) = App, (1) = Mug. uj)uy,
pnis

179, = Ao, (ol = Ml )l = 15 () e b < i,
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— ——
Cela montre que ||pp, © oo, | < [{us uy)| < 1, car les vecteurs u, et u;
sont de norme 1 et ne sont pas colinéairves, Ou obtient

—  — 1 — | a— —— 1.
IWp, 0 ¥p, | = E!H Idg +pp, + pp, + o, ©po, | < 78+ gy )] < 1

1 .
Natons M = max 1 (3 + {{u,,u;)]) et pour tout entier & € N*, n; le plus
iEy

gratd entier p pour lequel il existe des entiers 41, Ia,..., 1, de [1. k] tels
que. pour j € [1,p — 1], wy, # wy, 11 €t 3541 > i, + 1. Comme la norme
triple est une norme d'algébre et que || Up || < 1, pour tout i € [1.n],
on obticnt, pour tout & € N*,

— ok } n
15l < TL19s., ,, 0 ¥n,, | <M
j=1

Quand k tend vers +oc, ng tend vers 4¢, car la suite {wp) n'est pas
stationnaire, et comme 0 < M < 1, la suite (|\|fk |\|) tend vers 0.

Conclusion. Pour tout oz € E, ( fk(m)) tend vers £. <
Lénoncé suivont est difficile.

4.39. Applications du plan conservant 1’orthogonalité

Soit f: B? — R? une application conservant 'orthogonalité {si
abe est wm triangle rectangle en b, alors fle) f(b) f{c) est un triangle
rectangle en f(b}). Que peut-on dire de f7

(Ecole normale supérieure)

&> Solution.

L'espace vectoriel B? est muni de sa structure d espace affine naturclle.
I est clair que toutes Jes similitudes affines conservent 'orthogonalité,
Nous allons montrer gie ce sont les scules applications avant cetie pro-
priéte. La difficudté de l'exercice tient & ce que f n'a aucune propriété
a priori : ce serait évidemment beauncoup plus facile si on supposait f
affine an départ.

» Enoncons quelgues conséguences de hyvpothese.

(1) f est injective : en effct st u et b sont distinets, on prend un poiut
¢ tel que le triangle abe soit rectangle. Alors fla) f(b) f{c) est un triangle
rectangle et donc f{a) # f(b).

(1) f conserve Valignement : sia, b, ¢ sont trols points alignés distincts,
soit d tel que les droites (ar) et (ed) soient orthogonales, Les triangles acd
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et bed sont rectangles en c. Les triangles f(a)f(c)f(d) ct f(b)f(e)f(d)
sout done rectangles en fle). On a alors (f(e)f(a)) L (f(c)f(d)) et
(fle)fib)y L (fieYf(d)). Les poiuts fla). f(B). f(c) sont done alignés.

On peut ajouter que si ¢ € [ab] alors f{e) € [f(a)f(B)]. Eu effet. on
pent choisir d el gue (ac) et (ed) solent orthogonales et que. de plus,
abd soit rectangle en d (on prend o sur le cercle de diamétre [ab] et sur
la perpendicualaire & (ab) en ¢ : voir figure ci-dessus). Alors le triangle
Fla)f(d)f(b) est rectangle en f(d) ct le point f(c). projeté orthogonal
de fid) sur (f(a) £(bY) apparticot & [fla}f(B)].

(#if) f couserve le parallélisme : soient a. b, ¢, d quatre points tcls que
les droites (uh) ct (cd) soient paralleles. On les suppose distinctes. sinon
les images des quatre points sont aligndes d'aprés ce qui précede, et il
o’y arien a démontrer,

Considérons la droite orthogonale & (ab) contenant a. Elle coupe
la droite (cd) en e. Leos triangles abe ot aec sout rectangles ¢n a
ot €, respectivement. Les triangles f(e)f(0)f(c) et fla)f(clf{e) sont
revtangles en fla) et f(e) respectivement. Ou a donc (fla)fie)) L
(fla)fiby) et (fla)fie)) L (flc)f(e}): on en déduit (f(a)f(b)) parallele
a (f(eif(e)). Les points ¢. d, e tant. alignés, los points fic), f(d). f(e) le
sont également. On a done (f(a)f(b)) parallele & (f(c) f(d)). (Tout ceci
guppose ¢ 7 ¢ ; sinoh, on remplace ¢ par d).

On en déduit que f transforme un parallélograrnie en un parallélo
ELANINe.

» Montrons maintenant que f est une application affine. T s'agit de
démontrer que 'application

Jra € R fla)— f) e B?

esl Jinéaire (0 désigne I'élément (0,0) de R?).

Les démonstrations «qui suivent résultent du fait que les points qui
interviennent dans les démonstrations peuvent étre construits 4 1aide de
paralleles.

(1) Montrons que f cst un morphisme de (R +).

Sait ¢ et b deux éléments de B2, ¢ = a + b, Si a ¢t b ne sont pas
colinéaireg, alors Bach est un puraliélogramme, done f{0) f () f{c) fih) en
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(‘bt un également. On a done f(e) — fla) = f(b) — f{(U}, ce qui 8’écrit
fley = f{0) = f{a) — f(O)+ f(b) — f(Q), est-a-dive w(c) = pla) + 2{h).

51 g et b sont colinéaires, on peut supposer @ # 0. Il existe A € R tel
que b = Aa. 1l faut démontrer gue p{{1 + Mu) = @la) + p(ia). Cela
resultera dn point suivant.

(1) Montrous que, pour a € R” el t € R, p(ta) = tp{a).

Cest évident. pour e = 0. Fixohs done @ # 1. Pour tout £ € R, le point
ta appartient 4 la droite (0a). Lo point f(te) appartient done i Ja droite
(f(0)f(a)). 1] existe donc #' € R tc] que fita) — f(0) = #'(fia) = f(D)).
c'est-d-dire p(ta) = #p(e), Le réel ¢ est wiigue, car ¢ # 0 impligue
#a) # £0)

Considérons I'application o : ¢ — ¢'. 1 s’agit Je montrer que ¢ = Idg.
On remarque que. par construction, o{1) = 1 ¢t o(0) = 0. Nous allons
nwontrer <ue ¢ cst un morphisme de corps de &,

Soit (¢, ') € R*? (si t ou ' sout nuls, il n'y a rien & démontrer). Soit
b e R? tels que o et b ne soient pas colinéaires.

b b+ fa b+ Ea

(t-+ ta

Les points 0. ta, b 4-ta et b forment un parallélogramme. I en de méme
de leurs images par f. On a donc f(b +ta) — f(b) = f(ta) — f(0}. On
moatre de méme que f{t'a), f({t +t)a), f(b+ ta) et f(b) forment un
parallélogramme. On a donc f{(b+ta) — f(b) = f{{t +t')a) — f(t'a).

On en déduit que f{(t + #)a) — flt'a) = f(ta) = f(D) et donc

Fit +th)a) — £(0) = f(ta) - f{0) + f{t'a) — £(0),

cost-a-dive ([t + #)a) = w(ta) + w{t'a). Coecl montre que

lolt+¢) = +rr(tj

Les droites (ab) et {tath) sont paralleles. Il en est done de méme des

droites (f(a)f(b}) et (f(a)f(¢)). On a f(ta) — F(0) = a{t)(f(a) - (0))

par définition de ¢. Du théoréme de Thalés on déduit que 'en a aussi

F(th) — £(0) = o (£}{f(b) — f(O)).
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Les droites {t'ab) et (t ath) aussi sont paralléles. 11 en est de méme de

(F(Fa)f(B)) et (F(tHa)f(th). Comme f{thy - F(0) = a()(f(b) — F{0)),

on déduit du théereme de Thalds que
Fltt'a) — fO0) = o({f(t'a) ~ f(D)).
On obtient done @{tt'a) = o(typ(t'a) = o (o (I )p(a) et donc

a(tt) = oot |

Donc o st un morphisme de carps de R ot il est conrmu que le seul
morphisme de corps de R est Pidentité. Done o est égal & Idg. Ceci
acheve de démontrer que ¢ est linéaive et done que f est affine.

# Montrons pour conelure que f est une similitude affine. L’application
@, comme f, est injective done bijective car ¢’est utr endomorphisme
d’'un espace de dimension finte. L'application f est affine et conserve
lorthogonalité. On a done, pour {a, b) € (R?)2,

a L b= pla) L @b

Soit (¢1, €2) une base grthonermale de R%. Alors (wle). ¢lex)) est nne
basce de R?, orthogonale. Les vecteurs e; 4 €5 ¢t €1 — e, sont orthogonaux
denc @ler) + plez) et pler) — pleg) également. On en déduit que pler)
et peq) ont mérae norme. que 'on note k (& > 0).

La famille (% wler), éc,o(eg)) est une base orthenormale de B2, done

@ est la composée d’une homethétie vectorielle de rapport & et dun
endomorphisme orchogonal. Clest une similitude vectorielle et f est donc
une simnilitude affine.

Conclusion. Les appiications de B? dans R? qui conservent Iortho-
gonalité sont les similitudes affines. <

La démonstration du fost que § est affine reprend les arguments de
la démonstration du thévréme fondamental de la géométrie affine qui
dans le cas réel s’énonce ainst @ s0it £ et &' deux espaces affines réels
de méme dimension 2 2 ¢ [ upe bijection ensembliste de & sur &,
conservant Ualignement. Alors [ est une bijection affine de & sur £,

Voici quelques erercices sur le théme des isométries.
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4.40. Sous-groupes finis du groupe affine réel

Montrer gqu'nn sous-groupe fini du groupe des bijections affines
d™un plan vectoriel réel E est isomorphe & un sous-greupe du groupe

04(R).

{Ecole normale supérieure)

r> Solution.

Notons GA{E) le groupe des bijections affines de E et soit G un sous-
groupe fini de GA(E). Si f € G, sa partie linéaire fea‘r dans le groupe
GL(E). Nous savons de plus que U'application ¢ : f — f? est 1n mor-
phisme surjectif de groupes de GA(E) dans GL{E) dout le noyau est le
sous-groupe des translations. Comme G est fini, il ne contient ancune
translation non triviale car celles-ci sont d’ordre infini. Par suite, la res-
triction de ¥ & G établit un isomorphisine entre G el ¥{G) qui est un
soug-groupe fini de GL(E).

I nous suffit donc de traiter le cas on G est un sons-groupe fini de
GL{E). Pour ccla, il suffit de trouver un produit scalaire sur ¥ conservé
par tous les éléments de G. L'argument cst classique. On choigit un
produit sealaire { , } quelconque et on pose pour (z,y) € E?,

1
(w96 = & > la(@). 9(w))

geQi

On voit aisément que (, )¢ est un nouveau produit scalaire sur E et que
tons les dléments de G sont orthogonaux pour {, )a. En cheisissant une
hase orthonormée B de E pour ce nouvean produit scalaire, application
qui & g € G asgocie sa matrice dans B, établit alors un isomorphisme
entre G et un sous-groupe de O(R). <

Notons gque le résullal reste vrai quec la méme prewve en toute di-
mension finie. L argument de moyenne utilisé dans cet exercice est trés
important (cf. aussi lo note qui suit Uexercice 6.22 dans le fome 1 i

4.41. Une partie bornée de R? n’est pas dédounblable

Le plan B? est muni de sa structure euclidienne canonigue. Soit
B une partie bornée de R? ayant au moins deux points.

1. Montrer qu’il cxiste un et un seul disque fermé de rayon mi-
nimal contenant B.

2. Montrer qu'il n'existe pas de partition de B en deux parties
B, et B; toutes deux isométriques & B (on dit que B n'est pas

dédoublable). (I:}cole polytechnique)
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> Solution.

1. Le lecteur trouvera la solution de cette question classique dans
Iexercice 1.45. On note D le disque de rayon minimal. ¢ son centre et r
S0n Tayon.

2. On raisonue par ’absurde en supposant qu'il existe deux parties
B, et B, disjointes de R? telles que B = B LU B, et deux isométries fy
et fo de R? telles que By = £1(B) et By = f2(B).

Pourt € {1,2}, ou a f;(B) = B; C B< D. On cu déduit B < f;'(D).
Come fi—l(D) est aussi un disque de rayon r, on obtient, par unicite
de D, f7 (D) = D et donc f,(D) = D. Comme f;{D) a pour centre f;{a),
on en déduit fi(a) = a.

L’isométrie f; est donc soit une rotation de centre a, soit une réflexion
d’axe rontenant a. Si f; est une réflexion, alors on a, pour tout z € B,
fi(x) € By et donc fi(x) € B. On en déduit =z = fi(fi(z)) € fi(B) =B;
et donc B, = B. C'est faux. On a donc montré que f; ct fq sont des
rotations de centre a.

Les rotations f; et fz ont méme centre done elles commutent. On en
déduit f1(f2(B)) C f1(B) € By et fi(f2(B)) = fol fi(B)) C fo(B) < By,
On obtient fi(f(B)) € B; N By = B. C'est impossible car B # §. On
aboutit & la contradiction voulue, <

La preuve qui précéde est due ¢ H. HADWIGER ef H. DEBRUNNER
(1964). Aucune partic bornée de R? n'est dédoublable, mais il existe des
parties nan bornées de R? dédoublables (¢ est le paradoxe de STERPINSK]-
MAZURKIEWICZ (1914)). Par contre, aucune parfie de R n'est dédou-
blable (risuitat dii o SIERPINSKI). Toutes ces questions ont fuit Uobjet du
probléeme de I'Agrégation Interne de 2004.

Larercice suivant est assez difficile. Il montre qu'une application du
plan dans lui-méme est une isomdétrie affine dés qu’elle conserve la dis-
tance 1.

. 4.42. Application conservant la distance unité

Seit f : R? — R? une application conservant la distance 1.
Montrer que f est une isométrie affine.

(Ecole normale supérienre)

> Solution.

Notons F Tensemble de toutes les applications de R? dans R? qui
conservent la distance 1. Il est clair que F contient les isométries. On
veut montrer I'autre inclusion. 5i f € F, notons Dy I'ensemble des dis-
tances conservées par f. C'est un ensemble non vide. contenant 1 et 0.
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Posons D = ﬂ D;. (Mest Vensemble (non vide) de toutes lex distances
feF

conservées par toufes les applications f de F. Le probleme revient 4

montrer que D = R, . On procéde en trois étapes.

e Montrons que Pensemble D est stable pour le produit.

Soient «, 7 deux réels dans D et f € F. On peut supposer « et 3 non
nuls. Soit kA une homothétie de rapport «. Posons g = h~to foh. Si A, B
sont deux points distants de 1, A{A)A(B) = o et comme f conserve la
distance a. ¢{A)y(B) = 1. 1] en résulte que g € F. Ainsi. g conserve la
distance et comme f = hogo k™! on voit aisénieut que f conserve la
distance «3. Cela vaut pour tout f, done af € D. On voit tout l'intérét
qu'il y a a considérer 'ensemble F tout entier plutot que seulement 1'un
de ses éléments.

e On va maintenant trouver divers éléments de D en dehors de O et 1.
Montrons pour commencer que v'3 € D.

Soit f € F. Il apparait que 'image d'un triangle équilatéral de cioté
1 par f est un triangle équilatéral de coté 1. Soient A, DB distants de
V3 et C,D tels que (ACD) ¢t (BCD) soient équilatéraux de c6tés 1.
En considérant les images par f de ces deux triangles, on voit que soit
f(A) = f(B). soit f(A)f(B} = V3. Notons T le cercle e centre A et
de rayon /3. Le résultat obtenu pour le couple (A, B) vaut pour tout
couple (A,B’) avec B’ € T'. §i I'on choisit B’ sur T’ tel que BB’ = 1,
on doit avoir f(B)f(B') = 1 et comme f(A)f(B') € {0, V/3} on ne peut
avoir f(B} = f(A). Conclusion : f conscrve la distance /3. Comme ceci
vaut pout tout f, V3 e D. Il en résulte que 3 € D.

. 1 2 .
Montrons mabitenant que 3 et 3 sont aussi dans I. Pour cela, on
congidere la figure suivante :

D

Comrne [ conserve les distances 1 et J, cette tigure est cnvoyée par
- . s T 1
[ sur une figure isométrique. En particulier, f{B)f(B) = BB’ = 5 e

FICHFC) = CC = g (par le théoréme de Thales).
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On en déduit que Pensemble H = {27 ﬁ n €N, peZ}est inclus
dang D grice & la stabililé par produit. Par ailleurs, H est dense dans .
En effet H est I'imagce par U'exponenticlle de {n In2+ g In3. neN.pc ?ﬂ}

In2

aui est dense dans R, car 3 & (@ (attention toutefois, ce n'est pas un
n

sous-gronpe additif de R). L'exponentielle étant un homéomorphisme e
E dans R} le résultat suit.
o Ou peut enfin canclure que I = K4 . Soit d > 0 un réel quelconque,

f € Fet A, B deux points de R? distants de d. Soit & > 0 dans D. & < 4.
2

Par densité de ID on peut trouver d' € D tel que d —= < J' < d. Le cercle
de centre B et de rayon = coupe le cercle de centre A et de rayon d’ en
deux paoints M. M’

Ona f(AIM) = J(A) fIM) =d et f(B)f(M)=f(B)f(M)=c. H
en résulte que le cercle de centre f(A) ot de rayon d' coupe le corcle de
centre f(B) et de rayon ¢ en f(A) et f{M). Pour cela il est nécessaire
que d’ —: < fIA)f(B) < d +eetdone qued— 2 < f(A)f(B) = d+e.
Comme il y a dans 1) des élénents arbitrajrement petits, on en déduit
en faisant tenslre 2 vers O que f(AYf(B) =d.

Conclusion. D = R et toute application de R conservant la distance
unité est une isométrie. <

Lo résullat w'est pas vrai pour R (prendre | qui fize les points de R\ Z
el qui envoie chogue entier 1 sur n + 1) mars se généralise a B™ pour
oz 3.

Si X est une partic de R™, on peut s'intéresser ou groupe des isomélries
de X. Dewr approches sont possibles @ on peuf regarder le sous-groupe de
S(X) formné des bijections isométrigues de X dans X, c’est-d-dire des
higections qui comservent la distance euclidicnie. Mais on peul anssi re-
gerder le sous-groupe des isomdétries f de RY telles que f(X) = X, La
restriction de [ a X est alors une permutation isométrique de X, En fait,
il est fucile de voir que dang e ras o X engendre affinement R le mor-
phasiie de restriction gion vient de definir est un womorphisme. Par
cuemple st ABC est un triangle équilatiral de 2. le groupe des isoméirics
contient § éléments - UVidentitd. les 3 Lranspositions {qui correspondent au
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symétries orthogonales selon les haulcurs-mddianes-médiatrices), et les
S-rycles gui correspondent wwr rotakions de contre G of dangle £ i? A
trement dif. Loutes les permubations des points A, B, C sant i'.S'OTTIé??'f([’!Lf,’.S'.
It wen est plus de méme pour wn corvé ABCD @ Jo permulution qui
cchange A et B par cromple n'est pus isomctrigue. On montre que le
groupe des isométries d'un polygone régulier  n cétés de R? conticnt 2n
dlenents o ce groupe, ot D, est le groupe diddral d'ovdre ne. Llecercice
suivant compléle UVererciee 120 gvec 'ctade du groupe des ssonnétries du
sitnplexe réqulier. Le lecteur pourra trowver dans Uexcrcice 2,21 du tome
Algebre T un exermple montrand Uintdrét qu’id peul y avoir @ realiser un
groupe comme le groupe des isoradtries d un objei géomdtrigue.

4.43. Groupe des isométries du simplexe régulier

| Pour tout p € N, on identifie le vectenmr (ry.. .., 0,) = H;ﬂ
a (we,....2,0) € RFTD ce qui permet d'identifier R & une par-
tie do [Rxf"*".

Pour » = 1), ou défiuit un simplexe ¢, de RY pay récurrence
en posant ) == (AO,AJ on Ay € K, Ay € R el diAg, Av) = 7,

= (Ap, Ay \v), ot Ay e B2 ot di A, A“) = diA, Ay) =L
f,, ={Ap.... AL on AL e R et d(A, A =rpowr e b — 1]

1. Justifior 'existence d’un tel simplexe.

2. Montrer que la famille ¢, est allinement libre.

3. Déterminer I'isobaryeentre des points de ¢,

4, Montrer que V'ensemble des isoncirics directes de R laissant
t,, globalemenl invariant est isomorphe an groupe allerné A, 4.

L (Ecole polytechm’queg

r> Solution.

On note {¢1... .., e,) 1a base canonigue de B™.

1. On raisonne par récurrence : on montre qu’on peul construire #,
ot quil vérifie de plus A, € B™ Y R? 7). Lexistence de £, est ¢vidente.
Il sagit de chosiv deux réels yuelconguies, distants de . Le simplese
t,, 1 étant construit (n = 1), on cherche A, € R tel que d(A, A;) =1
pour toul 4 £ J0,n — 1]. On pose A, = B, + Ae,, o Bn < ]P-”"_"A. On
a alors, pour tout ¢ £ [ — 1], d(A,, A) = Vd(B3,. A2+ A% On
cierche B, € E" 7" el que la distance d(B,.. A} soit indépendarte de
i e 0, — 1] et wféricure a v

Montrons que le point Q,..q, isobarycentre de (Ag,..., A, 1),

=1

convient. Onan Q, 7 = = 5 A, Enposant. C, = A, - O, 1, o1t obtient
i, ;_“
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mt—1\
3 Cp=0et |G — Cj|l = . soit v2 = ||C]|% + ||C511% — 2(Cs, Cy4) pour
k=0
tout ¢ # j. En sommant cette égalité sur j, il vient
(n —1)r* = (n = DCf* + 3 _IC1I12 - 2(Ci, Y Cy)
A FES
n-1

= (n— DIC* + 3 1C° - [Cill* —2(C,. -Cy
=0

rr—1

=al|C + DG
71=0

Ceci montre gue ||C,[| est indépendant de 1, puis que |C;l] = ﬂ_:nl

En prenant B, = {2, _1, on obtieut d(B,,, A;) = ||C, ||, indépendant de 3.

Si A = &y %—lr, le point A, et le simplexe £, ont les propridtés

voulues. Comme A # 0, on a bien A, € R*\ R" ! Cela termine la
démonstration par récurrence.

Remarquons que si By, esi wn point de R™™1, équidistant de tous les A4,

) . L, T —— . L

pouri € [0,n—1], on a, pour touti # j, 0, _ B, L A;A;. Ainsi 0, B,

. . r rentrEd —_— .
appartient @ Vect(ApAq, ... AgA,_1)*. Or lo matrce de lo famille

r.

3 Trm————— . 1 . )
(AgAq.....AcA.—1) dans la base canonigue de B" ™' est triangulaire
supérieure avec des termes non nuls sur la diagonale cor AgA; € RI\R!
par hypotheése de récurrence. dinsi Vect(ApAq,... . AoAn—1) = R ef
I . .

Q. 1By = 0, done B, = §0,_,. Donc B, est unigue et, t,_1 étant
construét, on o deux points A, possibles. Le point Ay dtant fizé, il y a
donc 2" simplexes t, possibles.

2. En reprenant la démonstration de la question précédente, on voit
que, pour tout n € N*, la famille (ApAj,..., AgA,,) est libre. La famille
(Ao, AL ... A,) est done affinement libre.

3. En notant, pour tout n € N*, ,, lisocbarveentre de la famille

(Ap,Al...., An), il résulte de 1a question 1 que A, = §%, 1L n2—;1 Tep,
puis que
0, = 1 Ag + An)
n + 1( 0 + Ap
1 1 n+1
= n, 1+ A= —— (9] ren
n+1( ! ) n+1((n+ ) ! 2n Te)
= S-'!n.—l + —;671‘
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On obtient. pour tout n € N*,

i +r .
S
=1 4/ 2k(k + 1)

4. 5i f est une isométric de R™ laissant ¢,, invariant, elle induit une
permutation de {Ag. Ay, .., A,}. Réeiproquement, sait # ¢ N* et o
ure permutation de [0,n]. La famille (Ag, Ay, ... Ay) étant une base
affine. il existe une unigue application affine f de R" telle que, pour
tout ¢ € [1,n], f(A)) = A,(). Montrons que { est un endomorphisme
orthogonal.

Soit (4,j, k) € {1,n]?. distincts. On a [|A;A;(|* = 7% et

Q,=Ag+

N 1 L2
(Al AAp) = SUAMGT + [ AAl® — [AA01%) = 5

On en déduit que, pour tout (7.7) & [1,n]?,

. o

(f(ADA;i), f(A{)AJ)> = (AUAia AUAj)'

L'application linéaire f conserve le produit scalaire sur les vecteurs de la
il ‘
base (AgAq.....ApA,,) de R®, donc c’est un endomorphisine orthogonal.
L'application F qui & ¢ associe f est unc bijection de S, sur 'ensemble
T, des isométries de R™ qui laissent invariant t,. 11 est clair que F est
un isomorphisme de groupes de (S, o} sur (Z,, 0).
Si o est la transposition 7 ;, qui échange ¢ et § on obtient pour f
la réflexion par rapport & I'hyperplan médiateur du segment |A;. A,] et

-

dans ce cas det(f) = —1. Il en résulte que pour toute permutation o le
déterminant de F(o) est égal & la signature de o. Alnsi, Flo) est une
isométrie positive si et et seulement si ¢ appartient au groupe alterné
d’ordre n + 1. L'application F réalise un isomorphisme de sroupes de
Arnai sur Pensemable des isométries positives qui laissent ¢, invariant. <
En purticulier, Pensemble des isométries positives de R® luissant inva-
. . PR . . 4!
riant un tébraddre régulier est isomorphe ¢ Ayq. Il comporte donc 5 = 12
éléments.
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Nows rogrovpons sonfenand guelques ecereices ayant pour dénortn-
tenr commun la notion de convegite. Les résillats de covoerifd sont son-
vend itiilifs s difficdes ol mfleal des considerations géomcbrugaes,
topologrgues of algdbrojues. lls sord par consoguent difficiles o closse,.
Par choic nows avons placd la grande majoritd des dnopeds dans {o tome
S danatyse of @’avons gard@ sot que Los cocreiocs ofl les arguments topo-
fogiques sont eoduil s i mininonmn,

Le fr},if cerdent {qu “wrae mnterseciion de prt,"h.(‘.%‘ COTRIET RS Cel CoTEGEe por-
met de definie Denecloppe voncexe done purtye Xoqueleongue (plas petil
convere contenani X ). Les poinls Je cette enveloppe convere suni crac-
femend les baryecnires b coefficicnis positifs des poinls de X. Le résultal
de Carntheodemy gui sort smontie que se on ost duas nn capaee e dupe o-
s1on n o peat so cter aus aryeendres des familles de v+ 1 poings
powr obtenir Uepretoppe conpere J une partie, Le sceonde guestion est
Pupplicution cssenticlle dve oo rdésuliaf,

4.44, Théordéme de Carathéodory (1907)

Soit X une partic non vide de 17 o C(X ) sat enveloppe couvexe
1. Montrer gue tont porol Jde CUX) est binveentre v eoctiicients
positifs d'une famille de w4+ 1 poiuts de X,
2.0 Lnodécduire qne st X ose eompacte. alars C{X) est cotnpacte.
(Ecole polytechnigue)
- Solution.
1. Soil @& C(X), Ou sait gque Tou peut éerive 2 comme barycentre

» P
i eoelficients positils de potnes de X e — Z Apr avee Z A =1 et
L= A=

Ag 2 0 pour ot A, les oy dtant des polts de X0 On v supposer gue
o7+ 1 et mandrer gne Von peut écrire © cotmme barycentre de p— |
points. Par érarion, cela prouve Tien le vésullat demnandi.

On va chercher dantres combliuaisons haryeentrigpees de oy 7,
guit valear et moentror gue parond clled, 1Dy enca e on g des poiud s

spoaun coelliclent il Comme par hypothese p - 1 = a, I famille
{po -y = @y, — ) ost lidel 1 existe done des réels non fons
P P
Whls o e oL vy, vorifiant N oo, — o) — 8 Podois o, = — ;: 0
r P2 i=2
On aalors > oo, = 0ot Fon déduit que podr fout reel 1.
A’
-1

a = Z(\, —I— f,(l,).?',.

i
1

+



4.45. THEOKDMLE DE JUNG (1901 a7

Omn va chereher & choisir £ de manitre o anuuler Tun des coetficients {an
moins) mais en gardant tous leg autres positifs (In somme vand tonjours
{J
| ear E e, = 0. Conane 1es 1, 10 sont pas tous buls el du soumee amlle,
i=1
il existe nécessairowment 7 < [1,p] tel que a, < (.
- _ A, Uin
Soit 7 = min{ —— .a; < 0} >0 Posons iz = A - 7rv,, ponr tout

, J

ie Jlop]. Par conslruetion, ks g, sont positifs ow ol de somme égale
a 1 et 1l existe (aumoing) un indice §otel que g, = 0 {tout indice g
correspond an maxinnm), O obtient # = > e, ot ona éerit e conune

¥

combinaison convexe de g 1 points do A

frtl 1
2. Possiw A = ((A.... A, ) € (|, )+t g AL = ]J_ Il ="agit
£
clairement 'une partie compacte de B¢ La guestion (i préedde
montre que C(X) est Plmage de A x X par Fapplication f qul a
il
o . = Soagndl, - - . Ui
(A A a2 A XN Gssocie L Mg, Uetie applica-
o=,
Lion cbant claiveneent contitte, el lensemble sowee étant compact cn
taut gne prodiit de compacts. C{X} est compact, -7

On sero pmand ¢ uliliser e idor e de Careticodory dans les dewr

deviciéres queslions de Uerercice swivant. Lo premiére quostion st un

creveice s elassigue ol bees spwvent pose a Doval de Loes les concanes,

4.45, Théoréme de Jung (1901)

T ]

Soit W nue partic bornée de B2 euelidien,

1. Montrer qniil existe une nnigue bounle (crmée Bilg. ) de
rayvon ninial contenant K.

2. Sott G le gronpe formé par les isomdtries afiines fde ]R7 telles
que fIT) =K. Monkrer ol existe un point de 27 fixe par Lons les
clements de G.

3. Monirer que si K o compnet. alors b o=t dans 'enveloppe
caouvexe e K S{ng ricl. ot Sty e ) est Ta splicre de cetttre By et

~ (K

4. Ou prend 0 = 2, Mowtrer que r¢ % —=2 ol (K} désigne le

NG]

(Ecole normale supéricure)

die rayon .

diateete de K.
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&> Solution.

1. Posons A ={r ¢ Ry, Fr e B" K  Blx,»)] : ¢ost Vensemble des
rayons des boules fermées qui conticnnent K. Comme K est supposée
bornée, A n'est pas vide et comme il est minoré par 0. il admet unc
borne inféricure ri 2 0. Soit C = {x € R*, K C B{z,rx)}. La question
posée consiste a prouver que C est un singleton. Par définition de ry, il

. . ’ 1
existe pour tout & € N* un point 2y € B” tel que K B(.r;,.. e + -l;)'
Montrons que la suite {2y )15 est bornée. Soit @ € K. On a pour tout

1 1
ko log —al] £ rg 7 done |zl < |lall + rg + x < llall + 1 + 1
La suite {wi )21 est bornée et on peut donc en extraire une sous-suite
convergente (Z,qx))ez1 (v : N — N strictement croissante), d’aprés le

théoréme de Bolzano-Weierstrass. Notons b sa limite.

Pour tout v € K, et tout k =2 1, an a 4 !

T — xsa(k)” s Rﬁ dOIlC,

en passaut a la lirnite. on en déduit que |lo — bf| € rg. Ou a done montré
que K C B(b, rx). Par conséquent b € C et C n'est pas vide, 11 est assez
clair géomdtriquement que C ne peut pas contenir deux points.

Supposons en effet que C contiennc un autre point & distinct de b.
Dapres Péealité de 1a médiane, on a, pour tout z € K,

1 . 1 5 1 .
. §“:r —b" + 5 |z — 8| — an«b |2

1 ,
<ric = b= <k

r

ot K est inclus dans une boule fermée de centre et de rayon stric-
tement inférieur a rg : c’est contraire & la définition de rg.

Conclusion. L’ensemble C est, un singleton dont on notera bk uniquae
élément. On a bien démontré que K est inchis dans une naigue boule
fermiée de rayon minimal.

2. Cette guestion offre une premiére application du résultat préce-
dent. Soit f un éément de G. On a K © B(by,me) et donc f(K) ¢
F(B{bk. ). Par Wypothese, f{I) = K et, f étant une isométric aftine,
F(Blbk.rx)) est la boule de cenire f(by) et de rayon 1. Par Iunijcité
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établie dans la question précédente. on a f(bk) = bx. Le point by est
done invariant par tous les éléments de G.

3. Comme K est supposé compact, 'ensemble K N 8(bi, 11¢) est anssi
compact. I1 est clairement non vide, sans quol vn pourrait trouver une
boule de centre bk et de rayon strictement inférienr & ry qui conticnne
towjours K (car la fonction continie x —— [jz — by atteint son nuaxi-
mum sur le compact I). D’apres, la secotde question de exercice 4.44,
l'enveloppe convexe de K N 8(bk.rk), que l'on notera T cst également
compacte. Voici ime figure dans le cas i plan (K est un polygone et T
le triangle grisé).

Supposons par I'absurde que by n’apparticnt pas & T. Par compacité
de T, il existe y € T tol que {|bg ~ || = d{by,T). Pour tout ¢t € [0, 1] et
acl, ta+{L —HyeT par convexité de T. On a donc

by — (ta+ (L—thll =llbg —u+Hy —adll 2 |lbx — yll.
c’cst-a-dire, en élevant au carré ot en développant,
2y~ al)? +2tlbg — v,y —a) = 0.

En divisant par t puis en faisant tendre ¢ vers 0. on obtient. pour tout
acT, by —yy—ay =0,

Cette inégalite signifie que T est inclus dans le demi-espace ne conte-
nant pas big. Hnité par Uhyperplan H orthogonel & lo droite (byy) passant
par y. On appelle H un hyperplun d'appui de T en y.

Montrons que cette inégalité cst contradictoire avec la définition de by,
Posons uw =y — bk # 0. Pour tout n € N*, la boule de centre by -+ %u
ot de rayon r¢ ne contient pas K. I existe donce a,, € K tel que

1
Ak 4+ —u, 0, ) > rr = dlbk,a,).
n

Cette inégalité s’éerit |bx — a, + %uH 2 bk — an|

et impligue donc

1 . \ . \
2by — Qn. ) + - lu)l? = 0. La suite (2, )01 du compact K posséde nue
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sous-silite (CI. P )n, ke (]U.i. CONverge vexs a < K. On a 3101'5, pour tout
Lo(n) Ineg g
n < 1Y

d(b u, Gap(n)) > TK 2 d(:c,av,(n))

(’f) .
2<bK — Upin), ”> JF ” ”2 =0

En faisant tendre n vers +oc, on obt.tent diby, a) = rg et {bgx —a.uy 2 0.
Ainsi o appartient & S(z, rk) NK et donc & T. Mais on a

(e =,y — @} = {(~w v+ bg — a) = ~|lul|* — (u. bk —a) <0,

puisque |lul] = |lg — k|| > 0 et {u.bg — a} = 0. Cela est contradictoire
avec lindgalité démontrée plus haut. On peut conclure @ by appartient
a lenveloppe convexe de S{by,rg} N K.

4. De la question précédente et du théardme de Carathéodory, il
résulte quiil existe {zq1,22.r3) € S(bi,rx) MK tel que bk soit combi-
naison convexe de {x;, 2. 23). Le point bx est alors & I'intérieur du tri-
angle x12223. La somme des trois angles géométriques xfl_g;_:gz, .Im;;
et ﬂ:‘ml est donc égale 4 27 et 'un de ces angles est done supérieur

a

¥iy f .
7 Supposons par exeruple que ¢'est #1bi 2. On a alors

dlry,xe) = 2rg sin ($lb)KU> 2ri Rln — JK\/_

-

Puisque vy et x9 appartiennent 4 K. on a a fortiors §{(K) = eV 3.
J(K)

;e

Notons gue la constanic % est la meilleure possible car. st K est

Conclusion. On a la majoration rg <

un triangle dqutlatéral de coté a. om a H(K) = a et ry est e rayon
du cercle circonscrit, & savoir v = 2. ay’3 _ b « Dans E™,

3 2 /A

Péqalité étant obtenue pour un

on
peut montrer que ri < §(K) Tnﬂ;—ij
simplexe régulier.

4.46. Points extrémaux d’un ensemble convexe

51 E est un R-espace vectoriel et C une partie convexe non vide
de E, on note Ext(C) I'ensemble des = de C tels que C\ {&} soit
encore convexe (un tel point de C est dit extrémal). Pour p € M* et
r=1(x,...,: rp) € RP, on écrit # = 0 si x; 2 0 pour tout ¢ € [1.p].

On fixe (m n) € (N*}2, Ae Mm,,,(R) et § € R™,
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1. Solent C = {a& € B*, = 2 0 et Az = §} qu'on suppose
non vide, ¢ = (eg,....exy € Cet J = {5 € {1,...,n}, ¢; £ 0}
Sil< )< n onnote A; la j-ibme colonne de A.

Montrer I'équivalence entre :

(1) e € Ext(C);
(i) la famille (Aj);je; est libre,

2, On comsidére Dy = {r e BR*, 2 20 et §—Ar = 0} et
De={{z, ) e R"=xR™, £ 20, y 20 et y+Az =4} Soita € Dy,

Montrer 1'équivalence entre :

(#) = € Ext(Dy):
(i) il existe y € R™ tel que (. y) € Ext{Ds).
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

Un point ¢ de C n'est pas extrémal si, et senlement gi, C\ {&} n'est
pas convexe, ¢est-a-dive 71 existe (y,2) € C\ {r} et A € )0,1] tels que
Ay 4+ (1 — Mz = x. A contrario x est extrémal si. et seulement si, pour
tout (y,2) € C?et A€ 0,10 Ay + (1 — Xz =z implique y = = = z.

1. Notons que C est clairement convexe comme intersection de parties

n

convexes. On remarque que si x = {(1,...,%,) € R™, Ax = Z.rjAj.
=1

¢ Supposons que ¢ € Ext{C). Montrons que la famille {A, ), <5 est libre,
en raisonnant par Pabsurde. Soit (A;);e5 une famille non nulle telle ¢ue
S AA; = 0. Considérons u = {uy,....u,) € R™ défini par u; = A; si
jcd
! hd
j € J et u; = 0 sinon, Par construction Ay = Z U Ay = Z Ay =0

i=1 g
Pour t = 0, posons x = ¢ — tu et ¥y = ¢ + tu. Montrons gue pour ¢ assez
petit, x et y appartiennent a C.

On sait que Az = Ac — fAu = Ac = § et de méme Ay = 4. 1} suffit
de vérifier que x et y sont positifs. Si j ¢ J alors u; = ¢; = 0 done
z;=y; =0.81 € J, alors ¢; >0 ct o et y; sont positifs si t[X;] € ¢;.
1! suffit de prendre tm’iﬁc PYIES mi?(cj). Par construction max |A;| > 0

i€ i€ VI=0 B

min(c; )
et min(c;) > 0, done il suffit de prendre 0 < ¢ < fg ot g = Z— -
Jer max ||
F

1
Pour un tel ¢, on a z et y dans C\ {¢}, car tu £ 0, et ¢ = et y). Cela

coutredit le fait que ¢ est extrémal. La famille (A;);e; est done libre.
e Supposons réciprogquement. que la famille (A;);e; est libre. Considé-
rons A € |0, 1] et (z,y) € C? tels que ¢ = Ao+ (1~ Ny,
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Pour tout 3 ¢ Joonarc, =0 = Az, + 11 = A)y;. Comme & 2 D
ot y, = 0, on en déduit Ax; = {1 — A}y, = (et done z; = y; = 0.
L'égalité Ar = Ay = 4 implique douc Z.TJ A= Zyﬂ'Af et, puisque la

JEJ ied
famille (A;);c5 est libre, &; = y; pour tout J € J. On a done z = y et
c=Ax+ (1 - Ny =x=y Le point ¢ est extrémal.

2. e Supposons que x ¢ Ext(D4}. S'il existe y £ R™ tel que Uon ait
{a.y) € Ext(Dg}, alors nécessairement y = § —Ax. Commcx € Dy, = = 0
et Ax < 4, doney = 0et (v y) € Da. Montrons que (z.y) € Ext(D,).

Soit (z,1) et (1t,2) deux ¢léments de Da et A €]0, 1] tels que

(rog) = Az, 83+ (1 — Mw.w) = Az + 41— Nu M+ (1= Al

Par liypothése z 2 O0etw 2 0, Az =5 —t < et Au=248—-v <4,
done z et w appartiennent & Dy, Puisque z est un point extrémal de
Dy.de A € ]0,1] et o = Az 4+ (1 — A on déduit z = « = 2, puis
t=0—Az=4—Arx = yetdeméme ¢ = y. Alnsi, (2,1} = (u,v) = (2,¥)
et (. y)} € Ext(Dg).

e Supposons réciproquernent qu'il existe y € R™ tel que lon ait
(.4} € Ext(Dg). Montrons que 7 € Ext(D1). Par hypothése y = § — Az,
Soit (z,u) € D¥ et A € 0. 1] tel que 2 = Az + (1 — A)u. Posons t = 4 — Az
et v =4 — Aw. On a alors (z,1) et (w, v} dans Do, Comune

At (1= ANu = A0 — Az)+ (1 = A)(6 — An}
=0-Ae+(-Ap)=d-Ax=y,

on a {2y} = Alz£) + (1 = A {w.v) et comune (t.y) est un élément
extrémal de Dy, on en déduit {z.¢) = {u, v} = (x,y) et donc * = u ==,
Cela montre que = < Ext(D ). <

Un théoréme de Krein-Milmpn affirme gu’un convexe compact de R"
est towjours [enveloppe convere de Uensemble de ses points extréimaut.
Un rarré plein de R? par eremple est Uenveloppe convere de ses quatre
sominets. Le lecteur trouvere ce résultat dans le tome 3 d ' Analyse.

4.47. Rectangle circonscrit &4 un convexe compact

Soit K un compact convexe non vide de R?, § le diamétre de K.

1. Mountrer qu'il existe un rectangle ABCD contenant K dont
chaque ¢oté contient an moing un point de K et tel que AB = 4. On
pose BC = A,

. . . ) o B
2. Montrer que I'aire de K est supérienve on égale & EL
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3. MNontrer que, pour tout point P de B2 la valeur movenne de
v | i ) ye

. . s . .0
la distance de P aux points de K est supérieure ou égale a T
(Ecole normale supérieure)

= Solution.

On supposera que § > 0, sinon K est réduit & un point et tous les
résultats sont évidents.

1. Liapplication (ML.N)} r— MN est continue sur K? qui est com-
pact, donc clle atteint son maxitnuw : il existe (Mg, Ng} € K? tel que
MaNg = 8. Considérons la projection ortliogonale p sur la droite (MyNg).
L application p est continue donc 'image p{K)} est nn compact de la
droite (MpNg); comme p est affine. ¢’est anssi un convexe, Vest done
un segment, qui coutient [MyNg]. Comnne nne projection orthogonale
est. de norme inférieure ou égale 4 1, on a, pour tout (M,N) &£ K?,
p(M)p{N) < MN £ § < MoNp. Ainsi, Je segmens p(K} est de longuenr
inférieure ou égale a § done p{lx} = [M(Ny]. Notons d; et d» les droites
passant par My et Ny respectivement et orthogonales & (MgNy). L'en-
semble K cst contenu dans la partic du plan limitée par ¢y et da.

51 on note ¢ la projection orthogonale sur d;. on trouve comme
précédemment que g{R) est un segment que Fon note [AD]. Notons B
et C les projetés orthogonaux de A et D sur dp. Par construction. K
est contenu dans la partie du plan limitée par (AB) et (CD} donc est
a Jingérieur du rectangle ABCD. Les cotés (A1) et (BC) contiennent
respectivement les points My ¢t Ny de K. Comme A et D appartieunett
a g(K). il existe My et Ny dans K tels que A = g(M;) ot D = ¢(INg).
Les points M, et Ny appartienneut respectivement a {AB) et (CD). Les
quatre eotés du rectangle contiennent done chacun au moins nn point de

k. Enfiu AB = MNg = 6.



324 CHAPITRE 4. GEOMETRIE AFFINE ET EUCLIDIENNE

2. Avec les notations de la premiére question, les points My, Ng, M;
et N; appartiennent a K donc le quadrilatere convexe MgM| NN, est
inclns dans K. En notant ¢ 'aire, on obtient

f.L(K) ,>, LL(I\’I()NI]N(,N]) ? H(B«’Iol\llN[)) + H(l\'IONDNl)
5 AMg - MpNy N DMg -‘)MONU S AD -‘MOND < @

2 2 - 2 72

L énoncé laisse supposer que Patre de K est définie, ce que nous avons
admis. En foufe rigueur, cela doit étve démonbié. On peut raisonner
aingi. On munit e plan d'un repére orthonormal d’origine (My,1,7),
ot i et j sont colinfuires et de méme sens que m et MoA. Pour
tout x € [0.8], on considére la droite passant par le point M de coor-
données (x,0) ef orthogonale 4 (AB). Elle roupe K selon un segment,
ensemble des points d'abscisse x dont ['ardonnée varie entre f(x) et g(x)
(flr) € glx)). On définit winsi dewr applications de [0,8] dans R et
K= {(z,y) € [0.4] x R, f(z) < y < g(x)}. Pour définir l'aire de K, il
suffit de démonirer que les applications f et y sont confinues. car alors

d
w(€) = [ (o(z) - f(z)) do.

La fonction f est convexe et la fonction g concave, car K dtant
conveze, pour (x,2') € [0,8]2 et A € [0,1]. les points de coordonnées
(Az+ 1=z’ Af(a)+(1=A) F(2')) et Qa+(1-2)x, Agla) +(1—N)giz"))
apnartiennent ¢ K done

Fx +{ - 2"y SAf(e)+ (1 N f(@) € Agle) + (1 = Mgz’
< gz + (1A',

Les fonctions [ et g sont donc continues sur |0, 8]

Notons que f(0) = g(0) =0, car sinon [AD] contiendrast un point M
de K différent de Mg et on aurait MNy > §. De méme, f(8) = g(d) = 0.
Soit (1) une suite de [0, 8] tendont vers 0. La suite (f(2,)) est bornée.
Si y est une valeur d’adhérence de cette suite, (0,y) est une wvaleur
d’adhérence de la suite ((n. f(zy)) done M de coordomnées (0,y) ap-
partient @ K car K est fermé, done y = 0. La sufte (f{z,)) qui est
bornée et posséde une seule valeur d’adhérence O converge vers . Ainsi
I est continue en 0. On montre de méme que g est continue en 0 et que
[ et g sont continues en 4.

3. La remarque qui terminait la question précédente justifie aussi
I'existence de cette valeur moyenne m(P). On a, pour tout point P du
plan de coordonmées (g, yo),
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fj MP dedy [[ \/:l,-—.Lo g—yo) da:dy
H(K) #(K)

p(K)
Comme K est inclus dans le rectangle ABCD. on a (K} € hd. D’autre
part, K c‘om‘iem Iintérieur D du quadrilatéere MgM{NgN;. On a donc
m(P) = S dx dy.

Notons A1 1 ordonnee de A et hy celle de D. On a donc &y ~ Ay = /.

On fixe y € [ha ha]: les points de D d'ordommée i ont une abacisse
b

m(P) =

qui varie entre @ et b. Il faut minorer

Ja
b ]

.+ b
{w——:rddr:[i .T‘*.To+9—':— der.

nient de variable, on obtient [

u

L'application  : z

|z — z| dz est convexe et impaire sur R.

‘f@sﬁ(;’_) = »(0). Comnie
b—-a)
4

On a done. pour tout = € R, @(z) =

dr >

o0y = L;a); :

b—o _ hi—y

Par le théoréme de Thales, on a pour y dans [0, A1), — = et
1
.- Deg 82
donc Lb—él—a)— = 6—(%2—@ On obtient de méme, pour y dans [hs, 0],
1
(b—a)® _ 8%(ha—u)* -
SR T On en déduit que
0 52(hy — y)? P g2 (hy — y)?
SR (R CES L RS
/[D o = 2ol dedy hs 4h3 1h? Y

&hy 3%k, 8%

12 12 7 12

L4
On adone | m{P) =2 5l <

=
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Lrs exerciccs suivanls. assez diners, penvent étre rangés dans lo cate-

gorie geométrie discréte, metfant cn jeu des points vartant dans des en-
sembles discrets ef en particuliers des points 4 coordonnées entiéres.

4.48, Théoreme de Pick (1899)

Soit P an polygoue {plein} du plan dont les somnmets sout &
coordonnées entiéres. On note A Paire de ve polvgone, 1 je nombre
de points & coordonnées entitres qui sont strictement a intérieur
de P et ' le nombre de points a coordonnées entiéres qui sout sur
la frontigre de P. Montrer que A =1+ g — L

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

Il est naturel de commiencer par regarder quelques exemples siniples
pour se convaincre du résultat. Prenons ponr P un carré horizantal de
coté n 2 2 dont les somets sont (0,0} (7.0} (0,n) et (.n). Oun a
A= n? F=4{n+1)—4=4n (les sommets sout comptés deux tois) et
[ = (n — 1)% On vérifie effectivement que (n — 1)% + 2n— 1 = »?,

Pour établir le résultat dans le cas général, I'idée consiste & découper
le polygone P en polygones plus simples. On ne va pas prendre des carrés
du type ci-degsus, mais des triangies. I suffira alors d’établir 1a formule
pour un triangle, car on observe que la formule est additive au sens
suivant : supposons que Py et Pg soient denx polygones ayant une on
plusieurs arétes consécutives en commuu mais dont les intérieurs sont
disjoints,

On nole P le po]yg,’mle P} U Pg et A'|,I1,F1 (I’(—!Sp. Az,[g, PQ) l'a,ir(;,
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le nombre de points intérieurs of sur la frontiere de P) {resp. P»). On a
bien cntenda A = A 4+ Ay, Notows z le nombre de points qui sont sar
la frontiere commune a4 Py et Py et dans Viotérieur de Py U Py On a
elaireinent
I=L+lz+2 o F=F, 4+Fy—2r-2
de sorte que
F1 +F2 — 23 -2
2

Done si la formule est vraie pour PPy et Py, elle est aussi vrale pour P.

Moritrons nraintenant que tout polygone P peut &tre décompasé en
triangles & sommets dans Z2. ot néme en triangles dlémentaires. ¢'est-
a~dire gui w'ont atcin point a coordonnées entiéres dans leur ntérieur
ou an berd hormis les sommets. Pour cela, on procede de la maniére
sutvante.

On commence par trianguler le polvgene P n'importe conunent (il
cst aisé de wontrer par réenrrence sur le nombre de sommets e tont
polygoue admet une triangulation) :

F F F
I+5-T=li+h+s+ k1:11+7]—]+12+72—1.

r----Fm---p====r
'
'
'

Si uu des triangles contient un point & coordonnées entitres dans son
intérieus, on le relie anx trois sommets. On continie cela tant qu’il reste
cles points intéricurs a coordonnées entieres. Knfin, pour un triangle sans
point. intérieur & coordonnées enticres. on regarde sl y a des paints &
coordounédes entigres sur un des hords en dehors des sommets. Si tel est
le cas. un relie le sommet oppos¢ A tous les points entiers du coté en
anestion.

Bref, tout polygouce P admet une triangulation en trisngles ¢lémen-
taires. Comme P ost obtenu en assemblant ces triangles élémentaires
avec | ou 2 arétes cn conunun, il suffit, d'aprées 'additivite Jdémontrée
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ci-dessus, de vérifier que la formule est vraie pour un triangle élémentaire
T. Comme pour un tel triaugle on a I = 0 et F = 3, on est rainené a
montrer gue Pajre de T est dgale & % - Quitte & effectuer npe translation,
an pent supposer que 1'nn des somimets de 1" est Parigine (0,0). Notons
(u.h) el (c.d) les deux autres sonunets. Le fait que T soit élémentaire
implique que w = (a,b) et v = (¢, d) forment une base du résean 2. En
effet, si (r.y) € 2%, on peut écrire (7, y) = et + 3o avee (o, ) € B? car
{1, v} est une hase de B2 Qn va voir que a et 3 sont entiers. On peut
écrire v = E{or) ++ ot 3 = E(#) + s avec r, s daps (1 1[. Le point {0, y) —
E()u—E{(@ v = ru+rsest dans Z° of sc tronve dans le parallélogramme
de base (v.v). Comrne T est éémentaire, ce parallélograimme ne conticnt
aucin point a coordonnées enticres en dehors de ses somunets. Ainsi.

r = § = 0. Il en résulte que la matrice est dans GL2(Z). Son

wc
b d
détertminant est done égal a 1. Or ce déterminant représenre 1aive
algébrique du parallélogramme défini par u et «. L’aire de T est done

dgale A 3 <

La formule re convient plus lorsgue e polygome a des trous : au licw
de 1 4l fout retruncher en fait la corvctéristique d’Euler du polygone.

4.49. Droites & une distance strictement positive de 7°

Déterminer Venserable des droites atfnes D de R? telles que
. . . L
I'ensemble des distances des points de Z° & D admette une borne
inféricure non umlie.

{Ecole normale supérieure)
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> Solution.

Soit D nne droite affine du plan P2,

¢ 81 D a pour équation = = .ry, elle convient i ¢t seulement si zy € Z
et la borne inférieure de Ia distance des points de D 4 22 est 1a distance
de wg & Z. De méme si D a pour équation y = g, il faul et il suffit
qne o ¢ Z.

o Supposons darduavant que D a pour dquation y = ar + b avec
(a,b) € B* x R. Nons savons que la distance d'un poiot {m,n) 4 D est
lam + 6 — nﬁ

Vita?

exisle ¢ > 0 tel que

égale & . On chuerche donce les couples (a,b) pour lesquels i

Yim.n) € 22, (am+b-n) 2l +a®).

Nousg savons que, « ot 3 étant deux réels non mls, aZ + 3Z est uu sons-
groupe de R qui est dense dans R si, et sculement si. = est ivrationnel.
(3]

Sia ¢ @, alors aZ + Z est densc dans E. En particulicr, pour tout
¢ > 0, il existe (m,n) € Z2 tel que (b — (—am +n))? < {1 + a?). La
droite D ue convient pas.

Sia € Q. on écrit a = P avec p et g premicrs enfre eux et on a
y

1, 1 - .
alors aZ2+7 = o (pZ+qZ) = 62. On veut douc avoir, pour tout m € Z,
{

P)
(% + b) Zcll+ 02), Lo {m+ bt = c(l+ a? g%, Le réel ¢ > 0 cxiste
si. et senlement si, bg n'appartient pas a Z. Alars [m + bg| est winoré par
la distance de by & Z.

Conclusion. La distance de la droite affine D aux points de E° est
minorée par nne constante strictenient positive si D possede une équation
de la forme @ = @y avec xp ¢ Z, y = yy avec Yo ¢ Z ou y = ax + b avec
ac Q. o= g {p ot g premiers entre eux) ot by ¢ Z. <

4.50. Polygone ayant trois sommets & coordonnées entieres

Soit P un polygone convexe régulier de R?, Ou suppose que
deux sommets consécutifs de P et un troisicme sont 4 coordonndes
entieres. Montrer que P ost un carré.

(Eeole normale supérieure)

& Sohution.

On suppose que P oest un pelygone régulier a n cités (n = 3). On
note M ... M, les sommets du polygone P et 1 son contre. 11 existe
(k.6)ye[1, n]]z, avee £ distinet de & et &+ 1 tel que My, My et M, ajent
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des coordonnées entieres. Les coordonnées du milieu de [My, Mg11] et du
b a—— - I > »

vecteur MyMpyq sont rationnelles. La médiatrice de (Mg, Mpy1] a done
une équation & coefficients rationnels. Il en est de méme de la mediatrice
de [My, My]. Le point I qui est 'intersection de ces deux droites a donc des
coordonnées rationnelles. On en déduit que les coordonnées des vecteurs
—y = . -

iMy et IMgy; sont rationnelles. Notons 2 et zpp les affixes de ces

vecteurs. Leur partie réelle et leur partie imaginaire sont rationnelles.
Zk+1 __ Fk+1%k

. 2 g 2
On sait que zppy; = €7 2. On en déduit que '« =
+ Ik ‘Z}clz

2m . 2m .
Cela, montre que cos — et sin ~— sont des nombres ratjonnels.
n 0

Ly R « 1 2T
On veut en déduire que n = 4, c'est-a-dire que cos — = 0. 1l

Th
s’agit d'un exercice relativement classique dont une version plus générale
congiste & chercher tous les rationuels  tels que cosrw soit rationuel. 11

est clair que n = 3 ne convient pas car sin _2§7r ¢ . Supposons par I'ab-

27 N .
surde que n 22 b et posons cos — = E, ol p < g sont des entiers naturels
n

premiers entre eux. L'idée est d'utiliser les polynémes de Tchebvchev.
Pour tout entier m € N nous savons qu'il existe un unique polynome T,
de degré m, & coeflicients entiers tel que cosmé = T, (cos 8} pour tout
réel 85 de plus Ty, a la parité de m. On a done en particulier,

2 A ;
l =cos2n =T, (cos—ﬁ) =T, (B) .
70 g

® Si n est impair, le polynome T,, n'a pas de terme constant et la

relation g% = ¢" T, (E montre que p divise ¢”. Comine p et g sont
q

, . 27
premiers entre eux, cela ilnpose p = 1. On a donc cos =~ =
T

. .2 t-1 s .
Mais alors sin % = Vo' -1 ne peut appartenir 4 @ (s X>—— =
a

2 '

' . -1

avec p et ¢ dans N*, premiers enfre eux, on a — = ?ﬁ
q

et comme

p ey

(@ — 1) Ag® = 1, on en déduit ¢> = g% et g2 — 1 = p'*, cest-d-dire
I=(g—p)g+p) cequi impossible car ¢ + 9’ 2 3). On en déduit que
n est pair et on pose dans la suite n = 2n’ (avec ' = 3).
s Si n' est impair, on écrit de méme ~1 = cosw = Ty P) et onen
q
déduit comme dans le cas précédent que p = 1 et une impossibilité.

o Sin’ est divisible par 4, on éerit n’ = 4k et 1'6galité cos % =Ty (g)

kid . . .
nicntre que cos 1 est rationnel, ce qui n'est pas vrail.

» Si enfin n’ = 2k avec k impair, k > 3, on a cos ;‘—'— = 2c0s? E’ -1eQ
3 n

et on est ramend & ’étude du cas n' impair (2k remplace 27/).
p
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Toutes les valeurs n 2 5 conduisent & une impossibilité.

Conclusion. La seule valeur possible est n = 4 et lc polvgone P est
un carré. <l

Le raisonnement précédent permet de montrer que les seuls rationnels

r € [O, %] {on peut se limiter & cet intervalle por symétries) tels que

1

1
cosrm € (@ sont 0, 3 et 5

4.51. Recouvrement par des droites

On note C,, = ([1.n] x[L,n])NN?. Pour tout partie finie S de C,,
on note D(S) Vensemble des points de Cy qui sont sur une droite
passant par deux points de 8. Enfin, on note pu,, le plus petit cardinal
d’'une partie S telle que D(S) = C,,. Montrer qu'il existe o > 0 te}
que pour tout n 2 1, u, = an?/?,

(Ecole normale supérieure)

> Solution,

e On a g =4, car pour n = 2 on voit que D{S) = 8 pour tonte partie
S (une droite passant par deux points de J1,2}? ne contient pas d'autre
point du carré en dehors des deux points qui la définissent).

o On a uz < 4, car si on prend les 4 sommets du carré pour S on a
D(8) = [1,3]? {le centre est sur les diagonales). On ne peut pas y arriver
avec S de cardinal 3 : en effet, une droite contient au plus trois points
du carré. Done les 3 droites qu'on peut tracer avec 3 points contiennent
atl maximum 6 points et il y en a 9 dans le carré... On a donc pz = 4.

o Pagsons & U'étude du cas général. On voit gue pour obtenir une
minoration de u, il faut estimer le nombre maximum de points de C,
qu’o1l peut avoir sur nne droite donnée passant par deux points du carré
C,,. Voyons ce que donne une premidre estimation grossiére. Il est clair

qu'une droite posséde au plus n points. Si S est de cardinal s, on a an

plas €2 = H(—Qz_—l) droites. Ainsi, si D(S) = C,, alors n® < ns(i-l—).

On en déduit que 2n < s(s —1) < &2 et cela donne v/2n < iy, Clest déja
pas mal mais 'énoncé demande mieux! Pour cela il faut raffiner notre
estimation du nombre de points sur une droite.

En fait. il n'y a pas tant de droites que cela qui contiennent » points,
et certaines droites ont méme seulement deux points (par exemple celle
qui passe par {1,2) et (2,1)). On va étudier cela en fonction de la pente,
La pente d'une droite passant par denx points de Cy, est soit nulle, soit
infinie, soit de la forme jt% avec a,b entiers de [1,n]. Dans les deux

premiers cas la droite contient n points. Etudions ce qu’il en est pour
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une droite de pente £ % On suppose a. b premiers entre eux. L'éguation

d'une telle droite est de la forme by = tax + ¢ avec ¢ cntier {puisque
la droite contient denx points & coordennées entigres). On connalt la
structure des solutions d’une telle équation diophantienne : si (o, y0)
est une solution particuligre, les autres solutions sont (o + kb, 4o = ka)
avec k € Z. 1l résulte de cela que la droite contient forcément moins de
min{ g . 2y points du carré C,.

Introduisous quelgues notations. Si D est une droite comime ci-dessus,
on note p(D) Tentier max(a.b) (ot % est le représentant irréductible
de Ja valeur absolue de la pente de la droite). On pose p(D) = 1si D
est horizontale ou verticale (pente nulle ou infinie). On vient donc de
monirer gue pour toute droite D le noimnbre de points de D N C, est

ma..J oré par “(—m'

Soit S une partie finie de C,,. Pour k£ < [1.n] on note s; le nombre de
droites D définies par deux points de S telles que p(D) = k. 51 D(8} = C,,,
n n

P 2 no, . g Sk
ol a forcément n° < E 8. — C’est-a-dire n £ E — {1)-

k=1 ’ k=1 "
= . sls—1) &
Par ailleurs, on a Z s, < C —»2—— < ) (2) On va maintenant

k=1
estimer sg. Par un point donné de S, il y a au plus 4k droites D telles que
p(D) = &k qui passent par ce point (car la peute prend au plus 44 valeurs
différentes) et cela est aussi valable pour £ = 1. On a donc s, < 4ks (3)
pour tout k.

On dispose alors de tous les éléments pour conclure. Iinaginons que s,
ne soit pas égal & la valeur maximale 1s autorisée par (3). On diminue
alors sz (ou 83....) di nombre inanquant et on rajoute cette quantité a
51 : I'inégalité (2) reste vraie car la somme globale des s; n'a pus changé

T
c . Sk p
et 'inégalité (1) aussi, car la valeur de Z — est angmentée par cette
k=1
opération. On peut donc supposer que $;. §3,..., 8 preanent la valenr

maximale autorisée par (3), que s,.; prend le «reste» et que s = 0
pour k> 14 1. On a alors

1 t
S s =S dks =4 (t;”\%

k—1 k=1
de sorte que 4% £ 4t{¢ + 1) < s et done 2t < /5. Enfin.
f-l—l She i1
% < <Y s = A0t +1)s < 4(28)s < 45572
k=l k=1

Et on en dédnit que s 2 an®? avec o = 472/% Cela vaut pour tonte
partie S telle que D(S) = C,, et on a donc bien prouvé que yi, 2 an®3. <
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4.52. Rotations de 3 laissant un réseau invariant

Soit (u,v,w) une base de R® et A = Zu + Zv + Zw le réseau
qu’'elle engendre. Que peut-on dire d’une rotation r de B? telle que
A} =A7

(Kcole normale supérieure)

> Solution.

Soit M la matrice de la famille {(r(u}, (v}, r{w)) dans la base (u, v, w)
¢'est-a-dire la matrice de r dans la base (u, v, w).

Supposons r{A) = A, ie. Zu + Zv + Zw = Zr{u} + Zr(v) + Zr{w).
Comme {r{u), r(v}, r{w)} appartiennent &4 A, M appartient & Ma(Z).
Comme 7(A) contient les trois vecteurs de la base (v.v,w)}, la fa-
mille (r{x),r(v),r(w)) est génératrice, donc M est inversible. Conine
r YA} = A, le méme raisonnenient s’applique & M™' qui appartient
done & M3z(Z). La matrice M est donc inversible dans My (Z).

Si réciproquement M € GLg(Z). on a r(A} C A. puisque M est &
coefficients entiers et de méme r~ (A} C A, car M~ est également a
coefficients entiers. Ainsi, il faut et 11 suffit que M € GL3(Z} pour que la
rotation r laisse le réseau globalement invariant.

On rappelle que les éléments de GL3(Z) sont les matrices & coefficients
entiers de déterminant +1. La matrice M est la matrice de r dans la base
(u,v,w). 51 on appelle A la matrice de r dans la base cauonique et P
la matrice de passage de la base cauonique a la hase {u,v,w}, on a
donc M =P~T1AP.

La matrice M est semblable & A, On en déduit

Tr(M) = Tr(A) = 1 + 2cos 8,

ol # est une mesure de 'angle de la rotation r. Comme M € GL3g(Z}, sa
trace est entiére, donc 2cosf € ZN[—2,2], t.e.cosf = {£1. & % ,0}. On

trouve # € {(].ﬂ,:l:g,:b%,i?gE } On en déduit que 66 = 27 {mod 2x)
et done A% — Iy et MP = I;.

On pent démontrer reciproquement que &1 6 € {D\ 7. x 72_r ,t g .t %ﬂ },
il existe un réseau A de R® et une rotation d’angle # qui laisse A invariant.
On suppose que l'espace est orienté.

Une rotation d’angle nul laisse invariant tout résean.

Considérons le réseau engendré par une base orthonormale directe
(u,v, w). La rotation r d’axe Vect(u) et d’angle T transforme w en U,
v en w et w en —u. Blle laisse clairement invariant le réseau A. Les
rotations % et r* ont pour angles 7 et — % et laissent invariant A.
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Considérons un réseau engendré par {u,v,w), ol les trois vecteurs
sont de norme 1, u € Vect{v,w)' et (v, w) ont un angle de -7;: {le plan
Vect{v, w) étant orienté par u). Soit r la rotation d’axe Vect(u) d’angle
%. On ar(u) = u, r(v] = wet r(w) = w — v. Avec les notations

1.0 0
précédentes, M = [0 0 —1|. Cette matrice appartient & M3(Z) et
0t

son déterminant vaut 1 donc M appartient & GL3{Z). Ainsi r laisse in-

variant le réseau. Il en est de méme des rotations =1, 72, r—2 qui ont
T 2w 27

onr angles — =, — et ——-
P 33 3

4.53. Un probléme de Pdlya {(1918)

1. Lemme de Blichfeldt. Soit X une partie de B? d’aire stricte-
ment supérieure & 1. Montrer que X contient deux points distincts
u et v tels que v — u soit dans Z2.

2. Théoréme de Minkowski. Soit C une partie convexe de K2
symétrique par rapport a4 0 et d’aire strictermnent supérieure & 4.
Montrer que C contient un point de Z2 distinct de Porigine.

3. Le probieme de Pdlya. Dans le plan R?, on considere une forét
obtenue en plantant un arbre circulaire de rayon r > 0 en chaque
point &4 coordonnées entiéres hormis ’origine. Pour N € N*, on note
N la borne supérieure de Pensemble des rayons r > 0 tels que P'on

puisse voir au moing un point situé a une distance supérieure ou
1

1
—_— & £ =
Jisne PN

{Ecole normale supérieure) N

égale & N. Montrer que

> Solution.

1. Supposons par 'absurde que pour tout couple (w, v) de paints dis-
tincts de X, le vecteur v—u n’appartienne pas 4 Z2. Dans ce cas, si a et b
sont des points distincts de Z?, les parties X — a et X — b sont disjointes.
Notons K le carré [0, 1[x[0, 1{. En notant g{A) I'aire de la partie A, on a

pX)= 3 pXNe+K)= > u((X-a)NK) < pK)=1

acF? ac#?

car les translations conservent les aires et, comme on vient de le dire, les
ensembles X — @ sont deux & deux disjoints. Cela contredit hypothese.
2. Notons C' I'linage de C par 'homothétie de centre O et de rapport

% - L’aire de C’ est strictement supérieure a L. Par le lemine de Blichfelds

on peut trouver deux points distincts w,v de C/ tels que v — u € Z2.
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Par définition de C', les points 2u et 2u sont dang C. Commme C est
svienétrique par rapport a Uorigine, on a —2v € C. Enfin conme C est
convexe, 4 — v = %(21.« — 20) est dans C et dans Z° \ {(0,0)}. Cest le
résultat demandé.

3. Soit r > 0 tel qu'il =oit possible de voir au moeins un point situé a
une distance supérieure on égale & N. En particnlier, il existe un point
M visible depuis Uorigine et situé & une distance N. Le svmétrique M’ de
M par rapport 4 Vorigine est également visible. Epaississons le segment
[MM'] en un rectangle e largeur 2r et de longuenr 2N commme le montre
la figure cl-aprés.

Le fait que M est visible de O signifie que Uintérienr du rectangle ne
contient aucun point de #? hormis (0,0). Comme il s'agit d'un convexe
symétrique pal rapport & Porigine, la question précédente impose que

S s . N 1
sont aire 4rN soit inférieure ou égale & 4. Il en résulte que » < N En

‘o . . . 1
passant A la borne supérieure on obtient done la majoration py < N

Passons 4 la minoration. On va regarder quels sont les rayons r qui
permettent de voir le point de coordonnées (N, 1} qui est 4 une distance

v14 N2 >N,
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Par symétrie, il suffit clairement que 7 soit iuférieur & la distance du

. . . b 1
oint {1,0) & la droite d'équation y = = Cette distance vaut ———,
point (1,0) q V=3 T

car la distance d'un point (2o, ¥o) & une droite d équation az +by+c =0
‘(I(L‘u +bn+€[ . f
est —————"" D'ol Je résultat. <
5 ,’a? + b2
Le résultat de la question 2 de Uexercice précédent se généralise en
dimension quelcongue ct ¢’est 'obset de Uezercice swivant. La démonsira-
tion est lo meme.

4.54. Théoréme de Minkowski

Une base (e1....,ep) de R définit le résean
) )
Rier,....ep) = ZZei = {Zmie,;, Vie[lp], ;22
i=1 =1
Ou appelle maille du réseau I'enserable M(ey, ..., e,) des vectenrs
P
=3 xe; tels que x; € [0, 1], pour tout i & [I.p].
=1

1. Montrer que, pour tout réel p > 0, 7, = B{0, p)NR{e;. . ... &)
est fini. olt B{(D, p} désigne la boule euclidienuie de centre Vorigine et
de rayon p.

2. Montrer qu'il existe Vo tel que tout convexe symétrigue K
de volume strictement supérienr & Vi contienne un point du résean
awtre que . On exprimera Va en fonction du volume de la maille.

{Ecole polytechnique)
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> Solution.
1. Le résultat est géomdétriguement évident : dans toute partie hornée

de B?, il 1’y a qu'un nombre fint de points du réscau. Mais justifions-
, ¥ .
r

le précisément. L application = = E LG — Lll(LX lx;| est nue norme
1%
i=1
sur RP. Toutes les normes sur RP sont equlvalenters donc il extste A > 0
P
tel que, pour tout 2 € R?, max |2;] < A||z|. Soit ¥ = 3 xie, € 7,. On
1gigp =1
a alors, pour tout ¢ € [1,p],

los] < Allz]] € A

et done =; € [-E(Ap). E(Ap}], ot E est la partie entiere. I y done an
plus 2E(Ap) + 1 valeurs de z; et (2E{Ap) + 1)® éléments dans 7,.

2. On note g le volume. Montrons que Vg — 2Pu{ M) convieut. ou M
désigne la maille du résean.

Soit K un convexe compact, symétrique de volume strictement supé-
rieur & 2°u(M). Notons K’ Vimage de K par I'homothétie de centre
0 ¢t de rapport 5 Le volume de K’ est strictement supéricur & p(AM).
Moutrons que K’ contient deux poiuts distinets w et o, tels que v —v € R.

Les enscmbles M 4 a, ol o décrit R forment une partition de BP. En
effet, pour tout {x,...,2,) € BP, on a

P Fo r
I = Z:c,,-ei- = X:(fra - E(r;))e; + ZE(:L‘Q)U3 M+ a,
i—1 i=1

=1

P P
avec o = ¥ E(m;)e; € R. Réciprogquement, si x € M40, olta = ) a;e;
i=1 i=1
est éléinent de R, on a. pour tout i € [1,p], a, = E(x;), ce gni montre
'imicité de a. On en déduit que

pK) =Y K nM+a)) = (K - a)n M),

aER aeR
car le volume est invariant par translation.

Suppasons par I'absurde que pour tout couple (1, ¢) de points distincts
de I, le vecteur » — v n'appartienne pas a4 K. Dans ce cas, s1 a et b sont
dans R et distincts, les parties K —a et K’ — b soutl digjointes, puisque
R est un groupe additif. On a alors

(K = (( (K - a)) N M) < M),

acRk

ce qui contredit 'kypothese.
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Si v et v sont deux éléments distincts de K’ tels que u — v € R, on
derit u—v = % {(2u—2v). Alors 2u et 20 appartiennent 4 K par définition
“de K/, done —2v appartient A K, car K est symdétrique et done v — v est
dans K car K est convexe. Ainsi u — v est un élément de R non nul et
qui appartient a K <«

4.55, Formule d’Euler

Soit P un polyedre convexe de R*. On note s le norabre de som-
mets, o le nombres d’arétes et f le nombres de faces de P.

1. Montrer que l'on peut agsocier & P une figure plane comme
suit : on choisit une face F de P et on représente & U'intérieur de F les
arétes et les sommets de P de fagon & obtenir un pavage de I par des
polygones convexes gui représentent les autres faces de P. Dans cette
figure plane. deux arétes ne se coupent pas et chaque sormet est
cominun 4 an moins trois arétes. Indication ! utiliser une projection
sur un plan 6 pertir d'un point de espace bien choisi.

2. Calculer de deux fagons différentes la somme des angles de
tous les polygones représentant les faces de P autres que F et en
déduire la formule d’Buler

s—a+ f=2

3. On suppase le palyidre régulier ; chague face posséde « arétes
et chague sommet est entouré de 3 faces. Montrer que

—+B:

11 1
=+
¢

b3 =

¥

(Ecole normale supérieure)

I> Solution.

1. Le polyédre P est l'intersection d’un nombre fini de demi-espaces
Hy, Ha, ... Hy limités par les plans des faces, Hy étant Hmité par le
plan Q contenant la face F. Considérons I’ = H; N ...nHy_; et un
point O appartenant a lintérieur de P\ P. Pour tout M de P, M et
O sont de part et d'antre de Q. La droite {OM) coupe donc le plan Q
en un unigue point M’, qu'on note p{M). Comme P’ est convexe, M’
appartient & P’. Puisque, de plus, M' appartient & Q. M' appartient &
PN Q = F. L’application p réalise une bijection de P \]% sur F. Les
images des sommets de P sont des points. Les images des arétes sont
des segments. En effet I'image de U'aréte [AB] est 'intersection du plan
Q et de l'intérieur du triangle OAB. Chaque face est transformée en un
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polvgone convexe. On obtient ainsi un pavage de F par des polygones
convexes. Voici par exemple ce qu'on obtient dans le cas du cube :

2. La somme des angles d'un polygone convexe a n 2 3 cOtés est égale
& (n — 2)w, comme on Je voit par exemple en triangulant le polygone en
n triangles ayant tous un sommet commun.

La somme 5 de tous les angles des polygones pavant ¥ est donc égale
a (ay; — 2fy)w, ol @y est le nombre total d’aretes des polygones et fi le
nombre de polygones. On a fi1 = f—1, car chaque polygone correspond &
une face de P distincte de ¥ et g; = 20 — aq, oll ag est le nombre d’arétes
de F, car toute aréte qui n’appartient pas a4 F appartient exactement a
2 polygones. On obtient S = (2a — ag — 2f + 2)7.

Pour calculer S, on peut aussi faire la somme des angles correspon-
dant aux différents sommets des polygones. En appelant s, le nombre de
sommets de ¥, on obtient S = {s — 53)2n + S, olt Sy est la somme des
angles de F et done S = (5 — 52)27 + (a2 — 2)7 = (25 — a2 — 2)7. puisque
a9 = (2.

On en déduit (20—az—2f+2)7 = (2s—ap—2)wet donc s—a+ f = 2.

3. Chaque face possédant a arétes, on obtient, en comptant le nombre
total d'arétes, fa = 2a car chaque aréte appartient & deux faces, De
méme, chaque sommet est entouré de 3 faces. On en déduit que 3 arétes
aboutissent & chaque sommet, ce qui montre que 373 = 2a, car chaque

aréte ahoutit & deux sommets. En remplacant dans la relation d’Euler,
. . .. 1 1
on obtient 2a —a+ i_a = 2, soit en divisant par Qa, + E - + 3 <
a
Une fare de P a au moins trois cotés donc o 2= 3 De méme en un
sommet. on assemble au moins trois faces done 52 3. On en déduit

! S 1

1 1
a 372 3

Z

[
=
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et done a < 5. On obtient ainst 3 < a <D ef de méme 3
3 doit étre egal & 3, car sinon l +

des deux entiers a, | , ce qui

1£ i3 éi 5 Lun
553
est impossible car o > 0.

Chague veleur du couple (o, 3) wérifiant ces conditions correspond
effectivement 4 un polyédre réqulier, qui est unigue ¢ une similitude
prés o le tétraédre correspond & (. 3) = (3,3), le cube & (o, ) = (4, 3),
Uoctagdre & {a, 3) = (3,4), le doddeaddre & {a, ) = (5,3), licosaédre &

(e, 3) = (3.5}

Terminons par dewr problémes de pavage de rectangles. Le premier a
€té posé par De Bruiin en 1959 dans une vevue hongroise.

4.56. Rectangles semi-entiers

On dit qu'un rectangle est semi-entier si 'un au moins de ses
cotés a pour longueur un nombre entier. Montrer que tout rectangle
que 'on peut paver par des rectangles semni-entiers est semi-entier,

{Ecole normale supérieure)

&> Solution.

Nous allons donner deux preuves, toutes les denx trés jolies de ce
résultat”.

e Le plan est rapporté & un repére dont les axes sont paralléles aux
cotés du grand rectangle. Il est sous-entendu que tous les rectangles du
pavage ont leurs cotés paralléles aux axes. Etant donnés quatre réels a.
b, ¢, d, considérons le rectangle R limité par les droites z = @, £ = b,
y = c et y = d. La solution tient en quelques lignes aprés la considération
d'une intégrale double judicieuse. On a en effet, par la formule de Fubini,

b d
/f eZﬂ'i(m—l—y)dmdy f 27mxdx / e?wiydy
R a <

- 12 (62wrh _ E'Z?Tiu) (szd - ern'c)
am

et cette intégrale est nulle si, et seulement si, b —a € Zoud—rcc Z,
¢'est-a-dire si. et seulement si. le rectangle R est semi-entier.

Par hypotheése, l'intégrale donble de ¢27#*+¥) sur chacun des rec-
tangles du pavage est nulle. On en déduit que la somme de ces intégrales,
qui est intégrale de ™45 sur le grand rectangle. est nulle, donc que
ce rectangle est semi-entier!

2. 1l existe un grand nombre de preuves différentes mais il est toujours possible d’en
trouver de nouvelles : voir par exernple celle publiée trés récemment par Frangois
Xavier Vialard dans la RMS 116-3, p, 6-10,
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« Voici une autre solution, complétement différente, et qui provient
plutdt de la théorie des graphes méme si on va éviter d’en parler. Elle
illustre aussi la puissance des doubles sommations, mais dans une ver-
sion discréte. On supposera sans perte de généralité que les sommets du
rectangle sont (0,0), {,0), (0,b) et {a,b). Le but est de pronver que
a ou b est entier. Notons R = {Ru,....R,} l'ensemble des rectangles
du pavage et S I'ensemble des points de Z? qui sont dans le rectangle
[0,a] x [0,8]. Pour R; € R et p = (x,y) € S on pose (Rs,p) = L si pest
un sommet de R; et £(R;,p) = 0 sinon. On s'intéresse a la somme

2 Rip)=3 iE(Rnp)v

PESi=1

i Mw

Comme les rectangles R; sont semi-entiers, la sommc Z 2(Ry,p) prend

les valeurs 0, 2 ou 4, car clle compte le nombre de sommets & coordonnées
entigres de R;. On en déduit que a est nu entier pair. Regardons main-
I3

tenant la seconde expression de a. Pour p fixé, Z #(Ri, p) représente le
nouibre de rectangles dn pavage dont p est nn %mmet Ce nowmbre ne
peut valoir que 0,2 ou 4 sauf si p est 'un des 4 sommets du grand rec-
tangle, auquel cas il vaut 1. Coumuie o est pair, il y a un nombre pair de
ces sommets qui sont dans Z2. Etant donné qu'il y a au moins le somniet
{0,0). on a un autre coin dans Z* et cela prouve le 1ésultat. <

Le résultat suwant a été proweé pour la premicre fois par Dehn en
1903,

4.57. Pavage d’un rectangle par des carrés

Soit R 1 rectangle de cotés a et b. On supposc qu’on peut faire
une partition de R en n carrés de mtée I1,.... 7. Montrer que les
nombres % et I— pour tout 2 & [1,n] sont rationnels.

(Ecole polytechnique)

¢ Solution.

11 est évidemment sous-entendu que les carrés du pavage ont leur cdtés
paralléles & ceux du rectangle R. Ou va traduire les hypotheses par 1n
systeme linéaire a coefficients cntiers vérifié par les x,. Soit D une droite
horizontale qui coupe R et telle que chaque carré du pavage traverseé par
D le soit dans son intérieur. Si In est 'ensemble des indices des carrés
qui sont traversés par D on a l'équation 3 z; = a. On considére le

1Elp
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systéme linéaire (S;) obtenu en prenant toutes les équations différentes
ainsi obtenues lorsque la droite D varie. On procéde de méme avec des
droites A verticales ce qui conduit & un second systéme d'équations de
laforme Y @; = b ol Ja est une partie de [1,n]. Notons (8) le svstéme

linéaire obtenu en juxtaposant (S;) et (Sz) et en regardant a = 2o et
b = rps1 aussi comme des inconnues. Si X est le vecteur colonne de
taille n + 2 contenant Zg,21,...,Zn, Tns1 ON a donc une matrice A €
Mum.nia(R) & coefficients dans Z (et méme dans {—1,0,1}) telle que
AX = 0 (m est le nombre total d’équations obtenues). Voici un exemple
trés simple de pavage pour illustrer ce qui précede :

Ty T Zy

T, T

a

On obtient dans ce cas les équations suivantes :

T1t+T2 s = a

Ty+25+ 23 a

(8)= Fibay = b

To+a; = b

z3 = b
-11 1100 0
-1 00111 0

et la matrice A est 0 10010 — . L’idéal serait d'obte-

O 01001 -1
0O 00100 2

nir une matrice de rang n+ 1. En effet, dans ce cas Ker A est une droite
vectorielle et, comme A est & coefficients rationnels, on peut en trouver
un vecteur directeur dans Q72 Comme X est colinéaire & ce vecteur on
a le résultat : tous les quotients ? sont rationnels. Autrement dit, R
est I'image par une homothétie d"u:/n rectangle & cotés entiers pavé par
des carrés a cotés entiers.

Cependant, notre petit exemple montre que ce n'est pas forcément
vrai : notre matrice de taille (5,7) ne peut pas étre de rang 6. En fait, on
voit géométri qu'on a raté ] équations importantes. On
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a ainsi forcément z; = x2 et T4 = @5 en appliquant la méme démarche
qu’avant mais dans les sous-rectangles formés des carrés 1 ct 2 d'une
part et des carrés 4 et 5 d’autre part. On peut vérifier qu'en ajoutant
ces équations (une seule suffirait) on a bien un systéme de rang 6.
Dans le cas général, nous noterons désormais (S), non pas le systeme
précédent, mais le systéine obtenu en écrivant toutes les égalités possibles
entre deux sommes de z; traduisant une égalité de distance entre deux
segments verticaux ou horizontaux apparaissant dans le pavage. La so-
n

lution particulitre X vérifie la propriété suivante : ¥ 7 = ab = ToTni1.

Celle-ci traduit le fait que I'aire du rectangle est l; ;omme des aires des
carrés. Nous allons commencer par prouver qu’il en est de méme pour
toute autre solution Y = (yo,....%») du systeme (S). Soit donc Y une
telle solution. Pour tout réel ¢, le vecteur X' = X+¢Y est encore solution
du systéme. Nous choisissons ¢ assez petit pour que les réels z} = z; +ty;
solent tous strictement positifs. 11 est alors assez facile de se convaincre
qu'il est possible de paver un rectangle de c6té xf, et z,; & I'aide des n
carrés de cOtés x,..., @), en disposant ceux-ci de la méme maniere que
dans le pavage d'origine de R. Cela provient de ce que les xj vérifient
toutes les relations du systéme (S). On a donc, pour tout réel ¢ assez
petit,

n
D o(@i -+ i) = (@0 + tyo) (@ac + tynan)-
i=1
Cette égalité polynomiale valable sur un voisinage de 0 impose I'égalité
n
des coefficients et en particulier le fait que Y y? = yoyn41- Clest ce que
i1

nous voulions prouver.

On en déduit que Je systéme (S') obtenu en ajoutant au systéme (8) :
AY = 0 I'équation ¥+ = —yo est de rang n + 2 puisque 1'égalité qu'on
vient de démontrer prouve qu'une solution de (S’) est obligatoirement
nulle. Tl en résulte que (S) est au moins de rang n +1 et cela termine la
preuve. <

La réciproque est évidente : tout rectangle avec % € Q peut étre pavé
por des carrés. En fait, comme dit plus haut dans la solution, on se
raméne por homothélie o un rectangle & cétés entiers pour lequel c’est
trivial. Il o alors été naturel de se demander si on pouveit trouver des
povages a Loide de carrés de cotés deus ¢ deua distincts (appelés pavages
parfaits). Voici le premier exemple qui a été trouvé, par Morori, en 1925.
11 s’agit d’un rectangle 33 x 32 pavé par 9 carrés :
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18 15

T
1 10 |9

C’est le pavage parfait d’ovdre sninimal (I'ordre est le nombre de carrés
wtilisés, ici 9). Depuis, de nombreuz résultats ont ét¢ obtenus sur ce
sujet. On sait ainsi que Uordre minimal d’un carré parfait est 21 et quil
est unique ¢ syméirie prés. Il a été troued aver Uaide d'un ordimateur
par Duijvestijn en 1978. En fait, Sprague a montré en 1940 que toui
rectangle de ¢dtés a.b avec % € Q admet un pavage parfait.

Signalons pour conclure une autre approche du théoréme de Dehn.
N est possible d'associer & un pavage un yraphe planaive et le résultat
découle alors assez rapidement du théoréme de Kirchhoff sur les réseaux
électriques®.

3. Le lecteur intéressé pourra consulter l'article original dans lequel cette idée est
appatue : RROOKS, (.A.B. SMITH. A.H. STONE. W.T TUTTE, The dissection of
rectangles into squates, Duke. Mah. J.7 (194D).
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