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Introduction

Cet, ouvrage est le second tome d'algébre d’un recueil d’exercices de
mathématiques destiné & la prepdrdtmn des oraux des concours d’entrée
anx Ecoles normates supérieures et & I'Ecole polytechnigue. 1l comportera
81X tomes, trois d'algeébre et trois d'analyse.

La vocation premiére des Eecoles normales est de former des cher-
cheurs ou des enseignants-chercheurs. Le concours d’entrée vise donc
4 détecter les qualités scientifiques du candidat, son aptitude a la
recherche. A T'oral, on jugera avant tout la capacité de prendre des ini-
tiatives, d’utiliser une indication, de meuer & bien une démarche. On
ne sera pas surpris que les exercices possés alent un contenu mathénia-
tigue riche, gu'ils soicnt trés éloignés du simple exercice technique, d'ap-
plication du cours. gu’ils soient souvent difficiles. Ils visent la plupart
du temps & la démonstration d'un résultat mathématique significatif.
[ls pourraient apparaitre excessivement difficiles si on perdait de vue le
<déroulement concret de épreuve. L'oral des ENS est un long dialogue
(Iéprenve dure environ cinquante minutes, comme d’ailleurs & F'Ecole
polyiechnique) entre le candidat et Pexaminateur, qui tout au long «e
I'épreuve fournit des indications, quand ¢’est nécessaire, pour relancer la
réfloxion du candidat et tester ses réactions. Il est d’ailleurs impossible
e rendre pleinement compte dans un recueil d’exercices du caractére
aral de Véprenve.

L'Ecole polvtechuigue, gquant i ellte, est plus généraliste. Les exercices
pnsés an concowrs sont de facture plus classigue et, en régle générale,
I'examinateur intervient moins. C'est au candidat de montrer sa mai-
irise du programme dans la résolution d’un exercice dont la difficnlté est
cependant trés variable. Certains sont proches des exercices d’ENS. Les
‘fnoucés circulent d'ailleurs d’un concours & autre, ou peuvent méme
otre repris d’excreices d'Olympiades.

Les énoncés qui figurent dans ce recneil ont été donnés entre 1993 et
2004. Ils sont extraits pour 'essentiel des listes publiées chaque année
par la RMS (Revue des mathématiques de Uenseignement supérieur aux
¢ditions Vuibert jusquien 2003 et désormais Revue de la filiére Mathéma-
tiques aux éditions e.net} dont nous remercions les auteurs pour 'aide
préciense quils apportent ainsi aux éléves et aux professeurs des classes
préparatoires. 11 8'agit de versions communiguées par tes étudiants, refié-
lnat la compréhension gue cenx-ci out ene de Pexercice et le déroulement
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conjoncturel de leur oral, comme le montrent les variations d’'une année
& 'antre pour un méme exercice. Nous n’avons pas hésité A les modifier,
pour rectifier des erreurs, compléter un énoncé quand manifestement
I'exercice s’est arrété avant que le résultat que 'cxaminateur avait en
vue e soit atteint, ou ajouter des indications.

Nous aveons choisi de laisser quelques énoncés «bruts», ceux pour
lesquels nous estimons qu'une démarche naturelle (qui peut étre longue
et ardue) permet de conduire a la solution. Pour d’autres exercices, nous
avons pris la liberté de rajouter des questions intermédiaires, qui auraient
pu étre celles posées par I'examinateur. Quitte & perdre en concision,
nous avons tenu & rédiger les solutions les plus pédagogiques possible,
essayant d’exposer clairement les idées et démarches des raisonnements
sang pour autant escamoter les détails on calculs qui peuvent paralire
¢vidents. On évite autant que possible l'introduction d'une astuce ou
d'un objet ad hoc permettant d’atteindre rapidement la solution. S'il
n'y a pas moyen d’expliquer 'origine de cette astuce, ¢’est que 1’exercice
est peu intéressant et que I'étudiant en tirera peu de profit.

A Tintéricur de chaque chapitre, les exercices ont été regroupés thé-
matiquement, ¢t & Uintéricur de chaque thérme, souvent par ordre de dif-
ficulté croissante. Ainsl regroupés, ils apparaltront plus accessibles, car
plongés dans leur contexte mathématique, éclairés par d’autres exercices
voisins. Les introductions historiques qui ouvrent chague chapitre, outre
lewr intérét propre, visent an meéme but. Enfin, nous avons agrémenté
les énoncés de quelques remargues préliminaires. Sans faire de rappels
de cours systématiques, nous avons énoncé, voire redémontré certains
résultats : lemmes classiques, intervenant dans la résolution d*un grand
nombre d’exercices, ou résultats au centraire & la ligiere du programne,
mais utiles, powr lesquels des éclaircissernents étaient nécessaires. On
trouvera aussl des remarques de synthése ou des généralisations qui,
nous ’espérons, pourront amener le candidat curieux & approfondir ses
connaissances. Les quelques indications hibliographiques ont le méme
objectif.

Le lecteur ne tirera profit de cc livie d’exercices que s'il cherche des
solutions personnelles avant d’en étudier les corrigés. Une bonne connais-
sance du cours est indispensable. En effet, les théorémes du programme
fournissent bon nombre de schémas de démonstration. Rappelons aussi
quelques démarches générales qui peuvent faciliter 1'appréhension des
exercices difficiles :

1> ne pas hésiter a faire les caleuls ou & étudier le probléme en dimen-
sion 2 ou 3 : par excmple pour I'étude d’un déterminant ou la réduction
d'une matrice.
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> le renforcement des hvpothéses peut aboutir & un probléme plus
simple @ cas on le corps est algébriquetnent clos, cas oi1 les matrices sont
dingounlisables ou inversibles {avec extension possible du résultat par un
argnment de densité).

> considérer des sous-espaces stables permet souvent d’envisager nn
raisonnement par récurrence sur la dimension.

Au-dela des étudiants en classe préparatoire. ces ouvrages intéresse-
ront aussi les candidats au CAPES et & 'Agrégation, qui ¥ trouveront
maticre & réviser les principales notions dn programme, ainsi que des
exetnples pour nourrir un développement pour leur oral,

Voyons maintenant plus précisément le contenu de ce second tome
(’algébre, Le premier chapitre est consacré au déterminant et peut étre
abordé des la premiére année en classe préparatoire. Le second chapitre
sir la réduction des endomorphismes constitue le coeur du programime
d"algebre de seconde anuée et il est le plus riche des trois. Le dernier clia-
pitre, aux exercices plus difficiles. est dédié a I'étude du groupe linéaire.

Comme dans les autres tomes, les exercices sont classés par théme.
La difficulté est toutefois plutét croissante : les chapitres commencent
par des questions techuiques ou des savoir-faire indispensables (calenls
de déterminants, recherche de valeurs propres, génératcurs du groupe
lindaire...) et se terminent souvent par des exercices plus théoriques.

Le troisieme et dernier tome d’algébre portera sur les espaces cucli-
diens, les espaces hermitiens, les formes gquadratiques et la géomdétrie.

Nous remercions André of Catherine Bellaiche et nos éleves Nicolas
Curien, Julien Elie et Baptiste Teyssier pour leur relecture approfondic
e Touvrage et lewrs nombreuses suggestions. tant sur le fond que sur la
[orue.

Enfin, si vous souhaitez nous contacter pour nous faire part
de vos remarques, vous pouvez envoyer un courriel a l'adresse
fyn.cassini@free. fr.



Chapitre 1

Formes multilinéaires et déterminants

L ytilisation des matrices et des déterminants trouve son origine dans
Uétude systématique des systémes linéaires mende ¢ partir du XVIITsiécle.
Alors que Leibniz ef Mac Lourin avaient déja introduit les notations
@ indices et résolu les systémes & deux ou frois inconnues, Cramer,
en 1754, comprend que les solutions d’un systéme lindaire s’expriment
comme quotient de deur expressions polynomicles multilinéoires des coef-
ficients du systéme. Ces expressions représentent des déterminants mais
ces dernders, dludiés notamment par Vendermonde et Laplace ne sont
définis alors que par récurrence sur la taslle {autrement dit par le déve-
loppernent por rapport & une rangée). On doit également ¢ Laplace Uinter-
prétation du déterminant en termes de volume. Par lo swite, au début du
XIX siécle, Gauss, dans ses recherches sur les formes quadratiques, repré-
sente les chungements de base dans R® & Uaide de tableaux de nombres
(les matrices) et introduit le produit de dewr de ces fableawr pour obte-
nir la composée de deuzr changements de bases. Cela devait suggérer en
1812 & Cauchy la régle générale du produit de deux déterminants et @l lui
revient d’tmposer la terminologie moderne.

Les premiers exercices portent sur les formes multilinéaires alternées.
Si B est un K-espace vectoriel de dimension n, Despace des formes n-
linéaires alternées sur E est une droite vectorielle. 5{ B est une base
de B, Dapplication déterminant dans la base B est un élément non nul
de cette droite. Llerercice suivani contient ce résultat et demande plus
géneralement la dimension de Pespace des formes n-linaires alternées
sur un espace de dimension d gquelcongue.

1.1. Dimension de I"espace des formes n-linéaires alternées

Soit E un K-espace vectoriel de dimension fime d = 1. Pour

n 2 1, on note A, (E) l'espace des formes n-linéaires alternées sur E.
Calculer dim A, (E).

(ENS Ulm)
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B> Solution. _
Soit B = (e1, ...,eq) une base de E. A tout (=, ..., 2,) € B,

on agsocie la matrice A = (a45)1gi<d € Man{K) des coordonnées des
igien
vecteurs z; dans la base B :

Vie [ln]. z; = ay,e1 +asjep + - +ageq.
Soit f € A,. Développons f(z1, ...,7,) en utilisant la multilinéarité :

d
( Z i11€4 5 « -y 2 ainnei”> est égal a

i1=1 ip=1

> Qi1 Riz2 o Gin fl€5 0 €000 -6, )

Ur.,oin)ElLd]”

Dans la somme obtenue on peut ge limiter aux indices (i), ..., /] deux
& deux distincts puisque f est alternée. En particulier, si n > d, f est
mille et dim A, {E) = 0. On supposcra donc dans Ia suite n < d.

Comme | est alternée elle est anssi antisymétrique. Pour toutc per-
mutation o € S, on a done

i, o Cu,) = elo)flei e oo ey, b

Il en résulte que f(wq, ..., ¢n) vaut

Z Z e(a)ai”(w)l S @in Flei e, oo e, )

18 g - < &d \gcs,

Notons P, ([1,4]) ensemble des parties & n éléments de |1, d]. Pour
toute partic I = {i; << iy << - < ip} € Po([1,d]}, considérons Ja forine
n-linéairce gr : E” — K définie pour tout (&, ...,z,} € E" par

Q‘](I‘h ...71',1) = Z E(O’}(},;;,U(“] "'[I,ia(n)n.

gCSy

On vient de prouver que toute forme linéaire alternéc f est com-
binaison linéaire des formes r-linéaires gr. Par ailleurs, ces formes n-
linéaires gy sont bien alternées pour toute partie I: cela résulte dn cours.
En effet, A = {a;;}15.¢¢ désignant toujours la matrice de la famille

1545
(1, -..,®n) € E" dans la base B, g1 est le déterminant de la sons-
matme de A obteniue en ne gardant que les lignes d’indice i+, g, ..., iy

Il est alors clair que =i deux des z; sont égaux, cette sous-matrice a
un déterminant nul. Done (g[);epn([[l,d]]) est une partie génératrice de
AR (E).
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Il ne reste plus qu'a vérifier que cette famille est libre. Supposons

done que
Z AIQI =0.
1P ([1,4])

S oon applique cette égalité A la famille (e, ... e;) avec i) < i <
< in. la seule partie I telle que gr(es,, ..., ¢, ) soit non mil est
[ = {i1,d2, ...,ip} pour laguelle on trouve 1. Il en résulte que tous les

A sout nuls et la famille est bien libre. Ainsi. (grhiep, ([1,q)) est une base
de Ap(E) et

| dim Aq(E) = Card P ([1,d]) = C5 | <

Pour n =1 on retrouve la dimension du dual de E qui est celle de E
et pour n = d on obtient 1.

Dans Uezercice suivant on montre que pour qu'une forme n-linéaire
soit alternée, il suffit qu’elle s’annule sur tout n-uplet de vecteurs conte-
nant dewr vecteurs consécutifs dgauz. Lobjectif de Uexercice est de mon-
ber qu'une famille de n vectewrs qui annule toute forme n-lindaire
alternée est foreément lige (dans un espace E de dimension quelcongue ).

1.2. Formes n-linéaires alternées

Soit E un K-espace vectoriel, A,(E) l'espace des formes n-
linéaires alternées sur E.

1. Montrer que si ¢ est une forme n-linéaire vérifiang
Pl L Ze) = 0 dis quil existe 4 € [1.n — 1] tel que x, = 441,
alors ¢ est alternée,

2. Soit f € A-(E) et g une forme linéaire sur E. On pose

n+1
gler. oo Buy1) Z( 1z flmy, o0 Pi 1, Likly - ens Tngl)-

Montrer gue g € A, 1(E).

3. Suvit (xq, ..., rn) € E” tel que g(r1. ..., 2,) = 0 pour tout
g € A,(E). Montrer que pour toute forme f € A, ;{E)on a

S (U R0y T @i, @) = 0.

Moutrer que la famille (1, ... %) ost lide.

{ENS Lyon)
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> Solution.

1. Soit ¢ une forme n-linéaire vérifiant ¢(aq, ....7,) =0 dbs qu'il
existe ¢ € [1.n — 1] tel que &; = 2,1 Soit (71, ..., 2,) € E™ tel quiil
existe ¢ < § avee x; = 2;. Montrons que ¢z, ..., 2,) =0. C'est le cas

8l j =i+ 1. Sinon, dévelappons
Glry, o, B — T iy 2 Biga, -, )

qui, par hypothésce, est nul :

D = oy, oo, T, o) — (@, By o Tn)
+l@y, o T T, Ty — G B, Tig1s - T,
ce quidonne (&1, ... 7, @1, - En) = —@(L1, o Tap 1 Ty e, B
En véitérant le procédé, plxy, ... 2, w0, o n) o5t égal &
-1 —
(—1y @21, o T, Byl -, T 1 T By, Ty =0

2. La (n + 1}-linéarité de g est claire. Utilisons la question 1 pour
montrer que g cst alternée. Soit (x1, ..., %,) € E" avec r; = 241 pour
un certain ¢ € [1,n — 1]. Dans Décriture de g{a, ..., 2,), il y an—2
termes nuls et il reste

y(ml, ---\(L'rz) = (ﬁl)!,u,(ﬂ?;)f(f'l ceeg 1 Tay 1, B3, ...,En)
(- ) (21, - @1, @i B, e, T0)
= 0.

Donc g est altornée.
3. Soit f € A,,_4(E). I’image du vecteur
T
Z(—l)?,z:lf(xl, NN SRR TS A TR
i=1
par toute forme lindaire y € E* est nulle d'aprés la question 2. 1} en
résulte que ce vecteur est nul.

Pour montrer que la famille (@, ..., 2,) est lide, on raisonnc par
récurrence sur n, le cas n = 1 étant immédiat. Supposons le résul-
tat acquis an rang n — 1 et considérons {x,. ...,2,) € E" annulant
toute forme n-lindaire alternée. 8’1l existe une forme {n — 1)-linéaire f
telle que fizi. ... 2n 1) # 0 cest terminé car la relation ci-dessus est
une relation de liaison. Sinon. Phypothése de récurrence s’appligue a
(), ....Zu_1) et le résultat cn découle car si (xa, ... .2,_1) est lide,
{cy, ..., o) Vest aussi. <

La forme (n + 1)-lindaire alternde g définie dans la question 2 est le
produit extéricwr de la forme lindaire p et de la forme n-linéaire alternde
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f. Cette notion de produit extérieur est plus générale ef permet d’associer
i une forme n-linéaire alternde f et une forme m-linéaire g, une forme
{n + m)-linéoire alternée. Ce calcul extérieur se révéle trés important
dans Uétude des formes différentielles (voir por exemple CARTAN HENRI.
Cours de calend différentiel, Hermann).

Dans les exercices gui suivent, on Se préoccupe essentiellement
de déterminants de matrices. La multilinéaritd et le caractére alterné
montrent gue le déterminant d’une mairice ne change pas si on ajoute &
une colonne (ou une ligne) une combinaison lindoire des autres colonnes
(ou lignes). Cela est pratiguement wiilisé dans tous les colculs.

1.3. Borne supérieure du déterminant sur une boule unité

On note S l'ensemble des matrices A = (a,;) € M,(R) telle

que |a;;| < 1 pour tont couple (4, /) et on considére a = supdet A.
AeS

Montrer que a est fini, puis que n est un entier divisible par 271,

(Ecole polytechnique)

> Solution.

I’ensemble S est une partie compacte de M, (R). Le déterminant
Gtant continu, 1l est borné sur 8 et atteint sa borpe supérieure. On peut
done affirmer gue o est fini et quil est atteint. Soit A = (a,;)1 jen
dans S unc matrice telle que det A = v, On va montrer gu'il est pussible
de choisir A avec tous ses coefficients dans {+1}. Le déterminani cst
une fonction affinc de chague coefficient. Pour (4,7) € [1,n]?, il existe
donc des fonctions polynomiales U,, et V;; des coefficients my;, mais
indépendantes de m;;. telles que powr toute matrice M = () <4.4xn
on ait det M = U, (M}ymy; + V,;{M).

Si Uy (A) = 0. rien de nous empéche de remplacer le coetlicient e,
par 1 : cela ne change pas le déterminant. Si en revanche, U5 (A) est non
nul, alors a;; est nécessairement ¢gal & 1 car, sur le segment [—1, 1], une
fouction affine non constante oz +b atteint nécessairemrent son rnaximuim
en 1 ou en —1. Corntne cela vaut pour tout couple (7, ), on a montré qu'il
existe une matrice A € S telle que det A = o et dont tous les coefficients
valent £1. Le déterminant d'une matrice & coefficients dans Z est un
entier donc e est entier. Il ne reste plus qu'd prouver qu'il est divisible
par 2! Pour cela on utilise la multilinéarité. Ajoutons la premiére
colonne de A A chacune des autres. On peut alors mettre 2 en facteur
dans chaque colonne d’mdice 2 a4 n. La multilinéarité du déterminant
perutet, de conclure, <
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Les prochains exercices sont consacrés & des calculs de déterminants.

1.4. Calcul d'un déterminant (1)

Calculer
o351 + bl bl e bl
bz [¢3)] + bg e bz
det . . ) .
bn bn Cas an + bn,
(Ecole polytechnique)

> Solution.

1
1
Notons C={ . |, (e, e2, ... ,en) la base canonique de K™ et

1

ay + bl bl s bl

by ag + b . bz

M= . . .

b, by, R L

La transposée de M admet pour i-2me colanne b;C + a;e;. Ainsi,
det M = det (fM) =dectlare; + b, C azey +0:C, ... ane, + ,C).

On développe cette expression en utilisant la multilingarité du détermi-
nant. Chague terme on apparaissent b;C et b;C avec £ # 7 est nul, car le
déterminant est une forme n-linéaire alternée. 11 reste

det M = det(aiey, ..., ane,)
T
+ Z det(o,lel, ooy ap—1€k—1,0:C, app1p41, -- -, U'nen)
k=1
T
=ai ... an+ Z by (H (1,?;) det(e;, ...ep—i, Ciexry, ..., 6,).
k=1  i#k

SiaConenlovee; + - fepy +epqr+ - +e, (I <k<n), il reste
er. Comme det est une forme multilinéaire alternée,

det(e1, ...ex—1,C.en, ... en) =det(er, ... ex_1,8k a1, +oontn) =1

ct finalement
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det M = Haz—%Zbk Ha,L <

k=1 i#k

Llexemple suivant est typique des calculs de déterminants © on effec-
tue des opérotions sur le matrice de maniére & annuler certains coeffi-
cients, puis on développe selon une ligne ou une colonne pour se rumener
4 des déterminants de toille inférieure.

1.5. Calcul d’un déterminant (2}

Calculer le déterminant de la matrice (Cflj,z)m,jgwl-

{Ecole polytechnique)

> Solution.
11 s’agit de calculer

g G ..oan oo
CE Cl N Gt ni
_1cd i Cﬂ+1 nial
C?’L Cn+1 T CQn 1 5171
On va effectuer sur les lignes de la matrice les opérations élémentaires
suivantes @ Lyqq «— L,y — Ly, L, — L, — L” 1, R s Ll.
Compte-tenu de la relation de Pascal, on a C¢+;n 2 Cf;;,l 3 = CL_H 3
pour tout 1 <iKn+1et 27 <n, et il reste donc
11 1 ... 1 B
0o C° ¢l Cn—1 C(l) C% e Cn '
1 2 T n CO Cl . on-
b_ & -8
S : : 0
0 ¢y ¢l ..o ocpy| 19 G o,
Sur ce dernier déterminant, on réitére la méme suite d'opérations : L, +
Ln - L:"J,—la ) L2 — L2 "'7 Ll :
1 i N SL _
D— 2 T 7 —2 o .
0 Ccé_, ... Czn 5 C“ 1 CQ” 2
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Ainsi, de proche cn proche. au bout de n séries d'opérations, il reste un
déterminant de taille (1,1} :

D:|C,n,f'n |C?1I:]-"/]

2n—n| —
Précisons que lo notetion avec deux grandes barres wverticales pour
signifier un déterminant est due ¢ Cayley (1841).

1.6. Calcul d’un déterminant (3)

Calculer le déterminant

a1 ag 0 0 0
ag @1 an 0 0
0

ftp—1 Hp_2 B “re 451 ap
Uy, in—1 fn-2 FEE B 1) ]

135 (2n-1)
316 (2n)
(Ecole polytechnique)

avec ag = 1, alzé,

- Solutiomn.

Appelons D, le déterminant que nous devons calculer. On va essayer
de trouver une relation de récurrence entre les D, et pour cela on va
développer D,, par rapport 4 la derniere ligne. Le cofacteur de ap est

a1 dn 0 AN 0 0 AN e (3
a2 ap  ag
[oFo . | )] 0 . 0
(= a, 4 ap 0 0 0],
Qp— kgl ay Gy 0 0
aq o 0
Gp—1 ¢y k-2 2y

ce gui donne, d’aprts les régles de calcul des déterminants par bloes,
(~1)**'Dp_pak=t = (=1)5+1D,,_;. On en déduit que
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Dy = (=12, Do + (1) @n_1D1+ -+ + (=1 MaxDy s+ - +a1Dpoy,

avec la convention Dy = 1. Autrement dit. si on pose

Unp = Z(_—l)kaanﬁk:
k=0

onat=1lctyu, =0pourn = 1.
On reconpait dans la suite (u,,) le produit de Cauchy de la suite
((=1Y"a,) et de la suite (Dy). On considére alors les séries entiéres
400 o0
f(x) = EODﬂx“ et g(z) = > (—1)"ap2™. La seconde a un rayon de
=

=0

vonvergence égal & 1 et on reconnait le développement en série entiére de
(1 4 )12, En effet, rappelons que pour tout « réel et tout z € |—1, 1],
QI A

(14 1) _14‘20 r{nz—n-&-l) o

Eu prenant o = —?2, on obtient

ala—1) (e -n+1) (=1/2).(=3/2). --.(1/2—n)7( Va
n! B n! T "

'
Notons que @, vaut aussi (QL%%')LZ = CQ“. Or, (1) = 142z est
aussi développable en série entiere avec un rayon égal & 1 et. comme

”,f{\/l + ) QIﬁ: %g(m),oua

+ oo

Si Von écrit pour [x| < 1, V142 = ) DL la régle du produit de
n=0

{C'auchy donne

n .
S (-t = {1 =
—o Osinz=l

Comme Dy = By = 1, par une récurrence immédiate, on en déduit
1D, =D, ct on obtient donc pour tont n = 1,

\ D, = (-1 —ag;lJ.q

Llegpression polynomiale du déterminant sert rarement dans les ral-
culs pratigues. Clest toutefois le cas dans Uexercice suivand.
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1.7. Calcul d’un déterminant (4)

Soit A = (ay;) € M,(C) telle que :
({) pour ¢ # 7, as; 0= a;; =0;
(i1) (as; # 0 et ajr # 0) = asp # 0 dés que 4, j, k sont deux
& deux distincts.
Calculer det A.

(ENS Ulm)

> Solution.
On va utiliser la définition du déterminant

n

det A = Z E(U) Haig(i).

o8, i=1

Solt & une permutation distincte de l'identité. Elle admet une décompo-
sition en produit de cycles & supports disjoints. Soit ¢ = {41, %2, ..., i),

L
k = 2, I'un des cycles en gquestion. Dans le produit [] a;q;) intervient le
i=1
facteur a i, iy, - o Qi g1, Qi - Mais les propriétés (4) et (44) impliguent
la nullité d’au moins un terme de ce produit (8’ils sont tous non nuls, la
transitivité conduit & a; 4, # 0 et alors a;,;, = 0 par (i) : contradiction).

La seule contribution au déterminant est donc donnée par I'identité ct

Les exercices ci-aprés concernent des déterminants trés classigues, a
commencer par celui de Vandermonde.

1.8. Déterminant de Vandermonde

1. Calculer le déterminant

1
1 oz @ =
1 zz o3 it
V(ﬂ?], ?‘E'ﬂ) - *
1 oz, z2 ... an!




-
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n—1
2. Montrer que, pour tout (mq, ....my,) € Z", entier [] &!
k=1
divise [ (m; —my).

Leressn (Ecole polytechnique)

> Solution.
1. Si deux des z, sont égaux, V(z1, ..., %) = 0 (deux lignes somnt
identiques). Supposons les z, deux & deux distincts et posons

P(X) =V(z1, 22, ..., Tn_1, X}

C'est un polynome de degré au plus n — 1. Le développement sui-
vant la dernigre ligne nous persuade que le coefficient en X! est
V{ry, ..., zp_1). Do plus, si an substitue z; 4 X {1 €4 s — 1), deux
lignes sont identiques et P{x;) = 0. Les r; étant deux & deux distincts.
n—1
P est divisible par [] (X — 2y}, polynome unitaire de degré n — 1. 1l en
i=1
résulte que
7i—1

P(X) =V(ry, oo my ) H(x —x,),

et en particulier

n—1

P(z,) = Vizz, ... y Tn_1) H (e — xi).
i=1

De proche en proche, on en tire la célebre formule de Vandoronde

V('T;la ‘“-,3771)2 H (xj_m’) -

1€5C3:5n

2. On reconnait dans le second entier V{my, ..., my). Or, par des
opérations sur les colonnes, il est clair que V(mg, ..., m,) vaut aussi
L omy my(my —1) .. ma(my —1) - (my —n+1)
I mz wme{me—1) ... mgime —1) - (myg —n+1)
Lot mp(m, = 1) o0 mp{my, — 1) - (my —n+ 1)

Comme un produit de k enticrs conséeutifs est toujours divisible par k!
(cf, par cxemple cxercice 5.20 du tome 1 pour une preuve de ce résul-
tat classique), les entiers de la (k + 1)-itme colonne sont tous divisibles
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par k!. Par multilinéarité on en déduit que V(my, ..., my) est divisible
n—1

par [[ k! <
k=1
Le lecteur trouvera une seconde solution de la question 2 (moins €lé-

gante) dans Uexercice 5.49 du tome 1.

Les cing exercices qui suivent supposent connu le déterminant de Van-
dermonde. On imagine gque lors de Uoral le candidat a certainement été
amené & rapidement retrouver ce résultat classique.

1.9. Matrice de Vandermonde incompléte

Pour 0 < k € n, calenler le déterminant :

F T 7 S
Dk;:

k=1 kil
1 &, ... o R L

(Ecole polytechnique)

&> Solation.

L’idée est simplement de se ramener & un déterminant de Vander-
monde en rajoutant la colonne manguante, une lighe supplémentaire et
d'interpréter le déterminant proposé comme un mineur de la rmatrice
cbtenue. On considere done le polynéme

1 @ zb ... 2y ' ap
1 @y 2 ... ailoup
PX)=1 ¢ : :
1 @, z2 .. ozt al
1 X X2 .. Xt Xm

Le déterminant de Vandermonde incomplet D;, s’interpréte comme
le mineur relatif & X*. On a, d’apreés I'exercice précédent,

P(X) = V(z1, ..o 0, X) = V(wy, ....za) [[(X—22)
k=1

=V(z1, .2 (X — o X" e (21) )

oll les oy, sont les fonctions symétriques élémentaires des . Le dévelop-
pement par rapport & la derniére ligne nous assure que
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(=1 HHFHID, = (< 1) R, BV, LT

et finalement,

|Dk =on_tV(T1, ..., 20) ‘ <

Dans Uezercice sutvant on considére des déterminants qui ressemblent
@ celui de Vandermonde, mais les ezposants sont des réels strictement
positifs quelcongues.

1.10. Vandermonde généralisé¢

Solent oy < -+ <y, des réels strictement positifs et aq, ..., an
des réels non tous nuls.
1. Montrer que la fonction f{z) = ayz®* + --. + a,z%" admet
au plus n — 1 zéros distincts dans R7
2. Solentty, ...,t, desréelstelsque 0 < #; < . < t,,. Mountrer
que le déterminant de la matrice (£;7 )1« s« est strictement positif.
(Ecole polytechnigue)

- Solution.

1. On procéde par récurrence sur n, lo résultat étant clair pour
n = 1, puisque unc fonction puissance xz — %% ne g’annule pas sur
RL. Supposons le résultat vrai au rang » — 1. Solent a; < -+ < a,
des réels strictement positifs et f{z) = ¢12* + - + apz®". On peut
supposcr qu’aicun a, n'est nul sinon 'hypothese de récurrence s'appligue
directement. Supposons par 'absurde que f admette n zéros distincts
0 <> <29 < -+ < &, En divisant par 2™, on constate que la
fonction g définie sur R par

9(z) = a1 + aaz™ 7 4 s g™

g'anmile aussi cn les zy. Le théoreme de Rolle appliqué sur chaque
intervalle [ry,x; 1] montre gque g’ admet au moins n — I wéros deux
8 deux distinets. Il en est de méme de la fonction x — z*'¢'(z) =

n
> or{ag — aq)x™ . Cela contredit I'hypothese de récurrence,
E—2

2. On va procéder par récurrence sur n. Pour n = 1 le déterminant
vant £t et il est stricternent positif. Supposons le résultat vrai au rang
n—Letsoitty, ..., {, desréelstelsque 0 < ¥ < -+ < #,. On considere
la fonction
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par k! Par multilinéarité on en déduit que V(my, ..., mp) est divisible
-1

par [] k. <
k=1
Le lecteur trouvera une seconde solution de la question 2 (moins €lé-

gonte) dans Uezercice 5.49 du tome 1.

Les cing exercices gui swivent supposent conny le déterminant de Van-
dermonde. On imagine que lors de U'oral le candidat a certainement €té
amené 4 rapidement retrouver ce résultat classique.

1.9. Matrice de Vandermonde incompléte

Pour 0 € k < n, calculer le déterminant :

-1
1oz . gh g &y
Dk: = - -
k— kil
1 2z, .. =z, gprt o 2l

(Ecole polytechnique)

> Solution.

L’'idée est simplement de se ramener & un déterminant de Vander-
monde en rajoutant la colonne manguante, une ligne supplémentaire et
d'interpréter le déterminant proposé comme un mineur de la matrice
obtenue. On considere done le polynéme

1 oz 23 ... 31'111’71 ¥
1 wme xf ... mb7h o oad
PXy=1 ¢+ S
1 o, 2 ... 2 gl
1 X X2 ... X»t X0

Le déterminant de Vandermonde incomplet 3, ¢'interpréte comme
le minenr relatif & X*. On a, d’apres I'exercice précédent,

P(X) = V(w1, ..o 0. X) = V(&1, ... on) [ [(X— o)
k=1

=V(zr, ..., 2o)(X" — o X" 4 (1))

oi1 les oy, sont les fonctions symétriques élémentaires des zy. Le dévelop-
pement par rapport a la derniere ligne nous assure que
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(71)n+1+k+1Dk — (_I)H‘kgﬂ_k\[(ajl, . ,ﬂ?n)

et finalement,

|Dk =on sV, ... 20) ‘ <

Dans Uewercice suivant on considére des déterminants qui ressemblent
a celui de Vandermonde, mais les exposants sont des réels strictement
positifs quelconques.

1.10. Vandermonde généralisé

Solent vy < -+ <, des réels strictement positifset aq, ..., a,
des réels non tous nuls.
1. Montrer que la fonction fiz) = ajz® + . +a,z°%" admet
au plus n — 1 zéros distincts dans R7.
2. Sojent ty, ..., t, desréelstelsqued < ¢; < --. < t,. Montrer
que le déterminant de la matrice (¢;7 )1« jr est strictement positif.
(Ecole polytechnique)

> Solution,

1. On procéde par récurrence sur n, le résultat étant clair pour
n = 1, puisque unc fonction puissance z — z% ne g’annule pas sur
R7. Supposons le résultat vrai au rang n — 1. Solent a; < -+ < a,
des réels strictement positifs et f{z) = ;2% + --- 4+ a,2™". On peut
supposcr qu’aucun a, n'est mul sinon I’hypothése de récurrence s'applique
directement. Supposons par 'absurde que f admette n zéros distincts
0 <x <23 < -+ < 2p. En divisant par 2%, on constate que la
fonction g définie sur R} par

?

g(z) = a1y + 0227 § o 4 ga®n

g'amrule aussi en les 3. Le théoreme de Rolle appliqué sur chaque
intervalle [zy, %, 1] montre que g’ admet au moins n — I wéros deux
a deux distincts. Il en est de méme de la fonction © — z*'¢'(z) =

ki
> ap{ag — a1)z®. Cela contredit Uhypotheése de récurrence,
k=2

2. On va procéder par récurrence sur n. Pour n = 1 le déterminant
vaut 77 et il est strictement positif. Supposons le résnltat vrai aun rang
n—1etsoitty, ..., &, desréelstelsque 0 < &, < -+ < #,. On considere
la fonction



18 CHAPITRE 1. FORMES MULTILINEAIRES ET DETERMINANTS

R S

tgm tgz o tgn,
ft) =

p e

Le probléme consiste & montrer que f{¢,) > 0. Or, 51 on développe selon
la derniére ligne, on constate que f est de la forme

P @it™ + o gt

L’hypotheése de récurrence permet de dire que le coefficient a,, est stric-
terent positif. La question 1 montre que f admet au plus n — 1 zéros
distincts. Or, il est clair que f(¢;) = flt2) — - = fltn_1) = 0 {car
pour ces valeurs dewx des lignes dc la matrice sont égales). Il en résulte
que f ne s'annule pas sure Vintervalle |4, _1, 4+oc[, et comme elle est conti-
nue, elle y garde un signe constant. Il suffit d’observer que f(t) tend vers
+oc quand ¢ tend vers +o¢ {car a, > 0) pour conclure que f est stric-
terent positive sur |¢,_;. 400, ce qui termine la récurrence. <

1.11. Une autre généralisation du Vandermonde

Soit i1,ig, ...,ix dans N* et n = 4; + -+ +dp. Pour z € R,
on note C{z) = (1,z,2°%, ....2" ). On se donne =1, ...,z dans
R et on considere la matrice M dont les lignes successives sont

! (41-1) e (ie~1)¢,
Clz1). < (1|m1) G(i] _8:!1)? ...,C(wk)?c_g‘!lgk_)5 C(%’fg‘;f)
Calculer det M.
(Ecole polytechnique)

> Solution.

On considére un polyndme P réel unitaire de degré n — | qu’on écrit
P=as+a1X+ - dan X" 24X 1 On ajoute & la derniére colonne
de M la premiere multipliée par ap, la seconde multipliée par a1, jusqu’a
l'avant derniére multiplide par a,—2. Cela ne change pas le déterminant
et fait apparaitre dans la derniere colonne les coefficients

P'(z1) PN ()
T A §T

P(z:) PO Uz
7 (g - 1)t

\ ..A,P(:Ek),

L’idée est de choisir le polynome P de maniére 4 avoir beaucoup dc 0
dans cette derniére colonne. En fait, on peut s’arranger pour que P(xq) =
P/(z;) = - = PO—D(z) =0 : il suffit que z; soit racine d’ordre 4;
de P. De méme pour les antres x;. Toutefois le degré de P doit étre égal



1.12 APPLICATION DU DETFRMINANT DE VANDERMONDE (1) 19

an— 1 et P ne peut done avoir que n — 1 racines avec multiplicité. On
prend alors

P(X) = (X — :El)il . (X _ :Ck_l)ifc--l (X _ mk)ikfl.

Avec ce polynéme, lc seul coefficient non nul dans la derniére colonne
plix—1) T
(i — 1Y

PO (g0) = (i — Dl (g — 20)™ o (2 — 1)

ost . Or, il cst amé de voir que

En développant selon la derniere colonne, on voit que

P(ikfl)(:ck)

det M = k)
¢ (ix — 1)!

xdetN =[] (zx—=;)% x detN,
1<<h—~1

ol N est la matrice de taille n — 1 fabriguée tout comume M mais avec
xp & ordre ¢ — 1. Une réeurrence aisée sur n, montre alors que

det M = H(mk — @)«
i<k

Les deuzr exercices suivants utilisent des déterminants de Vander-
monde.

1.12. Application du déterminant de Vandermonde (1)

Soit A = (a;;) € M, (K) avec, pour 1 €4, < n, ay; =1 + 2 ol
#1, ..., By Sont des scalaires. Calculer le détermmant de A.
{Eeole polytechnique)

> Solution.
En soustrayant & chaque colonne d’'indice § € [2, n] la colonne précé-
dente, on obtient

t+x o(e—1) ... :U;’“_l(afl -1)

T4+ 25 mg(fL’g — 1) . CC;L_I {wg — 1)
detA = :

T4z, (e, —1) .. 2l Yoy~ 1)

En éerivant 1 + 23 = 225 — (w; — 1) ot en utilisant la linéarité du déter-
minant, on obtient
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2.’[)1 ﬂl‘l(_.’]’,'l —1) .ﬁ,"?il(,fl — 1)
Zrs xe(ra—1) ... wgkl(:sz —1)
det A= :
25 Tplz, —1) .. 2z, - 1)
-1 w10 . 2l Nay - 1)

2 — 1 a{ze —1) ... ;1'5_1(:52—-1)

Ty — 1 Ty(zn —1) ... 207 Mz, - 1)

Dans le promier déterntinant, apres avoir factorisé par 2, on addi-
tionne siuccessivement chaque colonne & la suivante et on ohtient

£ Tg . .’L’g
2

; 2 L

Ly, T Ly

qui est égal A& 2y ---x, fois le délerminant de Vandermonde
\‘r(.lil, ...7.IJ,,,),
Dans le second déterminant, aprés avoir inis en facteur zp — 1, 2~ 1,
., T, — 1 dans les lignes 1 & n, on obtient de nouveau le déterminant
de Vandermonde. On a done
det A =2x .. .0, V(zy, ... 2n)— (20 — 1) o (2n = D)V(w1, .o, 20)

= H(:cj — i) [2mwg oz — (2 — D) —1)(zn — 1)) <

g

1.13. Application du déterminant de Vandermonde (2)

Soit m < n deux entiers naturels, P, ..., P, des polynomes de
Ry [X] et {(ay, ....an) des réels.
1. Calculer
Pi{ar) ... Pilan)
P2 (Q»] ) - PQ ((ln,)

Pﬂ ((11) - Pn (.(I-n,)
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A quelle condition le déterminant est-il non nul ?
2. En déduire pour m < n, la valeur de

1m™ 2m nm
om RUL . (n 4 l)m
nmom+ 1™ (20 - D)7

( Ecole polytechnique)

> Solution.

1. Silafamille (P, ..., Py.) est liée, le déterminant est nul. C'est le
cas en particulier si n > m+ 1 = dim R, [X]. Supposons donc np = m +1.

¢ La premiére méthede est inspirée du calcul du déterminant de Van-
dermonde : s deux des ¢, sont égaux, le déterminant est rml. Supposons
donc que les a; sont deux & deux distinets.

Les polynémes Py, ..., Py, étant fixés, notons D(ay, ..., ay) le déter-
minant cherché et pogons P(X) = D{ay, ....2,_1,X). Le polyntme P

cst de degré inférieur ou égal & m —n — 1 et posséde n — 1 racines dis-
n—1

tinctes a1, ..., an_1. Il 8’écrit Dy(ay, ..., an_1) H(X —a;), olt Dy est
=1
une fouetion polynomiale. En particulier, on obtient

n—1

D((Ll, .. .,(1.,1) = Dl(a.l, e ,a’n—l) H(().n —a,;).

=l
En réitérant le raisonnement avec g, 1 au lieu de a,, on montre que
n—2
Di(o1, ..., 0n 1) = Dafar, ....0n 2) [] (€n- — a;) et finalement. on
il

obtient que
Dia1, .- an) = KV{ay. .. a.),

ott K ue dépend pas des n, mais seuleinent des pelyndmes P,.

Poscns désormais K = S(P1, ..., P,). Il est clair que S cst une forme
n-linéaire alternée. En notant det le déterminant dans la base canonique
de B, —1[X]. on obtient qu'il existe & € R tel que, pour tous polyndmes
P., .... Py

Diay, ... .0, =&V, ... a:)det(P1, ..., P,).

Si (P, ...,Py,) est la hase canonique de R,_;[X], on a alors
D(ar, .- ,an) = Viay. ..., an), ce qui montre que k =1 et
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D{ay, ...,an) = Va1, ...,a,)det{Py, ..., Py).

Cette formule reste vraie si les 4, ne sont pas distinets.

Cela montre que le déterminant est nul si, et sculement si, n > m+1
oumn = m+ 1 et ou bicu deux des a; sont égaunx ou bien la famille
{(P1, ..., Pa) est liée.

o La deuxitme méthode consiste A éerire la matrice des Piia;) comme
un produit : on se place comme précédemment dans le cas m =n — 1.
Sionécrit pour 1 <i<n, Ps=cip+ci X+ - + ci,n,IX“*I, on a

0 1 n—1
Pi(aj) = Ci,00; -+ C;, 10 -+ e 4 Con—10;

si bien que la matrice des P;{a;) apparait comie le produit de la matrice
(Cii)1gien  (qui n'est rien d’autre que la transposée de matrice de
0<i<n—1

(Pq, ..?,Pn) dans la base (1,X, ....X" 1)) par la matrice de Van-
dermonde ((1-3_1)1<i“j<n. On en déduit que le déterminant chierché est
det{Py, ..., Pa)V{ay., ... ).

2. Enposant Py = X", P =(X4+ 1™, ..., Phn=X+n—-1"et
a; =1 pour 1 €1 < n, le déterminant & calculer, que 'on notc D, est

Pifagy ... Pylan)
Pg(al) Pg(().n'
P“n. (a] ) PN Pn (an)

On applique le résultat de la question 1. Sin >m + 1. D, = (. On
suppose 1 = m + 1. On calcule

n o 3—1 n n_1
Viag. .,a) =V, on) =] [IG -9 =[G -0 =] &
j=2i=1 71=2 i=I

n—1

et det(Py, ...,Ppn). Comme P; = 3 C%L_ (7 — 1) 17X¢ on obtient,
im0

en mettant C7_ en facteur dans la {/ 4+ 1)-iéme ligne,
n—1

0 1 2t L (-1t
01 2% .. (n—1"2

det(Py. ..., P =Ch_,Ch ;... CoTL s -I
01 2 ... (n-1
1 1 1 1

(n— 1" n(n_11
mmg”ml1m”—n V0L

bl
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le déterminant est nul dés gue deux «; sont égaux (resp. deux 3, puisque
deux lignes (resp. deux colonnes) sont alors identiques. Nous stitpposerons
maintenant les ¢y (resp. les 5;) deux & deux distincts.

Posons
1 1 1
(11'1-;6)1 01 +,(7’2 O]JrJn
FX)=| ; D e
Q"n—11+ 51 Otn—11+ 52 T Oﬁn—11+ B
X+ 5 X+ 53 X+ Gn

En imaginant le développement de ce déterminant selon la dernitre ligne,
on convient que F est la somme de n fractions nulles ou de degré —1 et
done degF € —1. Towjours avec ce développement, on peut réduire au
ménte dénominateur pour mettre F sous la forme

P{X)
(X+ 80X+ 82) . .. (X +8)

Fo=

On a donc degP < n— 1. Les a; {1 €4 < n — 1) ne sont pas poles de
F et F{a,) = 0 (en substituant o; & X, le déterminant présente deux
lignes identiques). Done Pla;) — 0. Les a; étant deux & deux distincts
et degP < n —1, il existe A £ R avec

P = )\(X — Otl)(X - 052) “. (X - Ctﬂ,_l).

1] s’agit de calculer A. Multiplions F par X + 3, :

1 1
aq + [ a1 + n
(X +8.)F = 1 ’ 1
Qn_1 + 51 e Q1 + Pn
X+ 5, X 4 B .
+ 61 T X + d‘rr-—l

:)\(X —(.‘t]) (X —af,lﬁl)
(X+5) (X1 Bar)

et évaluons en —f, ¢

1 1 X
ar+ 5 T o1+ Ban
| \ _A(—l)"'l(ﬁni-al) B+ 1)
1 1 B (_...1 n—l1 .‘811 - IB e (ﬁ - ﬁﬂ—l) ‘
CGep1 +i1 T a1+ 6n—1 A ) ( ]) ) '

0 0 1
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En développant ce déterminant par rapport a la deruiére ligne, il vieut

1 1
o+ 5 Y )+ B
1 x ' : ! ! : ! )\(d +CE1) . (Bn‘f“an—l)
: 1 (Bn—B1) - (Bn — Bu)’
Qn_1+ i+ 7 an_l +n_1
d’oil
1 1
at + 3 Y at T Fri p
3 : ' ,} (ﬁjn — 181) - '('8'” - !Un—l)
i 1 {On +U"l) "‘(ﬁn‘f“an—l)
G - dl e Un_1 4+ ﬁn—l

Le déterninant cherché, Flan) est donc égal &

e m+ﬁnl [Tt -5 [ (em

i<n <N
__i-_ ]_ H(ﬁn -+ G.') H(Q;, =+ 8,«1)
tta_t + 5 Y @i+ B den <n

On établit par véeurrence la formule du déterminant de Cauchy, <

1.15. Déterminant de Hitrwitz

Calculer le déterminant

T a a
b s

! . - a
b boory,

dans R, puis dans un corps commutatif quelconque.

{ENS Lyon)

- Solution.
Notre démarche va consister & rajouter nne indéterminée aux coeffi-
cients de la matrice. Posons
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ri1+X a+X a+ X
: a+X
b+ X b+X v+ X

Il s’agit d'un polyndéme de degré mférieur ou égal & 1. Pour s’en
convaincre, 1 suffit de retrancher la premi¢re colonne & toutes les autres
avant de développer par rapport & cette colomme. Il suffit donc de
connaitre les valeurs de P cn deux points distincts.

Supposons dans un premier temps a 7 b. On a on a P(—a) = Qla) et
P(—b) = Q(b), en posant Q = (r; — X) ... (r» — X). La valenr qui nous
intéresse est P(0). Si on écrit P(X) = aX 43, on obtient P(—a) = —aa+j3
et P(—b) = —ab 4 3 de sorte que

PO} = 3 — bP(—a) — aP{—b) _ bQla) — ald(d)

b—a b—a

Tl reste A traiter le cas ott @ = b. Dans le cas ol le corps de base st R
il suffit de faire tendre b vers o dans Pexpression précédente. On obtient

pim SU—2A _ i ) — a2 = [fe) — o0

En fait ce résultat reste encore valable avec un corps quelconque :
on retrouve un cas particulier du déterminant de l'exercice 1.4 (avec lcs
notations de cet cxercice il suflit en effet de prendre les by tous égaux a
a et ap = rp — @ pour tout k). <

Le calcul de ce cas particulier a aussi €€ détaillé dans Uexercice 1.11
du tome 1 ot lo matrice de Hilrwitz intervenait dons un probléme com-
binatoire.

L’exercice suivant reprend avec une autre argumentation le résultat de
Uexercice 6.28 du premier tome d’Algébre.

1.16. Liberté d’une famille de fonctions

Soit X un emsemble, K un corps commutatif et n fonc-

tions f1, f2, ..., fn de X dans K. Montrer que les applications
Fi.Fa, -y fu osont libres dans F(X, K) si, et seulement si, il existe
Ty, T, -.. 0 € X tel que le déterminant de (fi(;))1¢ij<n o5t nON
nul.

(Ecole Polytechnique)




28 CHAPITRE 1. TFORMES MULTILINEAIRES KT DETERMINANTS

> Solution.

Si on suppose la famille (fi, ..., f.) liée, il existe des scalaires
A=Az, oA, now tous nuls tels que A fi + Aafz+ - + A fu =081
on évaluc en z;, il vient Ay fi(z;) + Ao falm;)+ -+ nfulz;) =0, co qui
donne une relation de liaison sur les lignes de la matyvice { fi(2,)) 1</ 5¢n-
Son déterminant est donc mul.

Montrons maintenant par récurvence sut nn 2 1 que si (fi, fa, ..., fa)
est libre, il existe zy. 22, ...,2n € X tels que le déterminant de
(file)izijcn est non nul Sin = 1 et (fi) est Libre, fi # 0 et il
existe done 1 tel que fi(x1) # 0. Supposons n » 2 et les f; libres.

La sous-famille (fi, ..., fu—1) est dunc libre et par hypothése de
récurrence, il existe (r, ... ,Ep—1) € X771 el que det(fi (:Bj))lg\i.jgnﬁ}_
est non nul. Considérons, pour z € X, le déterminant
Filxn) filwp-1) Si(x)
Giz) = : . : .
foo1(z) oo faci{®a—1)  fa-1(z)
.fn(ﬂfﬁ s fn (-’En-l) fn(l')

En développant ®{z) par rapport & la derni¢re colonne, on ohtient
P(x) =Difi{z)+ -+ + Dpy faci(z) + Dy fulz),
avec D; cofacteur de f,(x). La fonction ® s'écrit
P=Dfi+ - +Dp1fuy +Dnf-

Comme D, = det(f;(2;))1<i,5¢n-1 7# 0 et les f; sont libres, & ne peut
étre identiquemnent nulle {car sinon on aurait une relation de laison). Il
existe douc x, tel que ®{x,) # 0. Le n-uplet (x, ..., 2s_1,2,) répond
a la question. <

Deux mutrices semblables ont le méme déterminant. La réduction est
done un ontdl puissant qui peud iniervernir dans le colcul des détermi-
nants.

1.17. Matrice circulante

Soit p premier et (gg,a1, ...,ap_1) € ZF. Montrer que
{lp 1y Le5) . Up—1
Up—1 an a1 N ap—2
dp 2 Gpo1  dn Ap-3 Zag+a 4+ -+ Ap—1 [P]

[25] P as B, () .
L {(Ecole polytechnigue)




1.18 MATRICK CIRCULANTE 29

> Solution.
La disposition des aj dans la matrice proposée invite a introduire la

matrice de permutation J correspondant au p-cycle (p.p—1, ..., 1):
o1 0 o0
00 1
J =
0 1
1 0 0 0

OnalJf =Tet A = apl+aiJ+tazJ?+ -+ +a,_1J7~". Notons A la matrice
de M (Z/pZ) obtenne & partir de A en remplagant les a; par leurs classes
modulo p. Le déterminant de A est alors égal & la classe modulo p du

_opl
déterminant de A, On cst done rampené & prouver que det A = Y a;.
i=0
. p-l -
Ona A = Y dJf On va trigonaliser la matrice J. Son polynome
k=0

caractéristique est
x1(X) = (=1)P(X7 = 1) = (- 1)"(X = 1)7 € Z/pZ[X]

car il est bien connu que p divise Cf,' pour 1 < k£ p—1 (cf. exercice
4.24 du tome 1). Comme xj est scindé, J est trigonalisable, semblable &
une matrice triangulaire supéricurc dont les termes diagonaux sont tous

doranx & 1. 1l en résulte que A est semblable & une matrice triangilaire
a—1

supéricurce ayant pour coefficients diagonaux > . Ainsi,
k=0
D1 Foop -1
det A = E dip | = E az? = i
k=0 k=0 k=0

la. derniere égalité résultant du petit théoréme de Fermat. Do le résultat
demandé. <

On s‘intéresscra de mariére plus générale & la réduction des matrices
circulanies dans le second chapitre {exercices 2.20 et 2,21).

Le théme des matrices stochastigues st un swjet riche qui serq lar-
goemnent ddveloppd dans le chapitre réduction (erercices 2.6 et sudvants).
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L'énoncé qui vient propose d’étudier la borne supérieure du déterminant
sur Uensemble des matrices stochastiques.

1.18. Majoration du déterminant d’ume matrice stochastique

Soit M = {m;;)1ciign € Ma(R) telle gque my; = 0 pour tout
ki3
couple (1,7) ¢t > my; = 1 ponr tont @ € [1,n].
=

1. Montrer que < L

2. Etudier le cas d’¢galité.

(Ecole Polytechnique)

&> Solution.

1. Plusienrs approches sont possibles ponr cette gnestion. On pent
par exemple montrer gne tontes les valeurs propres complexes d'une
matrice stochastigne sont de module <€ 1 comme cela est fait dans Vexer-
cice 2.6 du chapitre diagonalisation. Cela implique le résultat puisque
le déterminant est lo produit des valenrs propres. On va i montrer
le résultat par récnrrence snr i, le cas n — 1 étant dvident, Soit
M = {mi o gn € M, (R) vérifiant les hypothéses. Ponr se ramener a
des matrices de taille n — 1 on développe le déterminant de M selon la
premiére ligne. On a

det M = "my;(—1)" dethy;

i=1

on My, est extraite de M en Gtant la premiére ligne et la j-iéme colonne.
Les coefticients de cos matrices My, sont bien positifs mais la somme des
coefficients de chaque ligne ne vant plus nécessairement 1 : ces sommes
sottt tontes < 1. Ce petit probleme nous empéche d’appliquer Miypothése
de réenrrence & ces matrices, En fait, on s'en sort trés facilement en
démontrant un résultat plus fort! On prend comme propriété

(Hy) : toute matrice M € My (R) dont les coefficients sont positifs ou
nuls et telle que la somme des coefficients de chaque ligne est inféricure
ou Cyale ¢ 1 vérifie |det M| < 1,

L'assertion (H;) est tonjonrs claive. Si on snppose (H,,_|) vraie, et si
M = (M) 1< 5gn € Mep(R) vérifie les hypothéses de (I1,,), on a par le
développemaent ci-dessus,

| det M| < Zmuld("[\f_[”' Zmu =1

7=l 7=1
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car toutes les matrices extraites My; vérifient les hypotheses de (H,_1).
Le résultat est donc prouvé.

2. Etudions le cas d’égalité.

Pour n = 1 la seule matrice qui réalise I’égalité est la matrice identité.

On obscrve dans la majoration réalisée ci-dessus que, s'tl ¥ a égalité,
tous les cofacteurs des coctlicients m1; non nuls doivent valoir 1 en valeur
absolue et que la somme des coefficients de la premiere ligne doit valoir 1.
En développant selon unc autre lighe, on a plus pénéralement le cofactenr
de chaque coefficientt non nul quj vaut 1 en valeur absolue, et la somme
des coefficients de chaque ligne doit faire 1, c’est-a-dirc que la matrice
cst stochastique.

d
de taille {2,2). Sia > 0 on a done |d| = 1 et donc d = 1 puisque les
coefficients sont positifs. On a alors ¢ = O car e+d = 1. De |det M} = 1, on
lirea = 1 puis b = 0 : la matrice M est la matrice identité. Lorsque a = (0,
[; (1} ) On a alors 'intuition du résultat
suivant : les seules matrices stochiastiques M telles que |det M| = 1 sont
les matrices de permutation {qui convieunent claircment).

Supposons cela vrai au rang n — 1 et soit M = (mi;)1<i jon € Mn(R)
une matrice qui réaljsé I’égalité au rang n. L’un au moins des eoefficients
de la premiére ligne est non nul. Quitte & permuter les colonnes de M on
peut supposer sans perte de généralité que mq; > 0. La matrice extraite
M’ = (my;)agij<n et de taille n — 1 ct doit vérifier |det M'| = 1 d’aprés
ce qui est dit plus haut. Par lypothése de réeurrence il s’agit d’'une
matrice de permutation. Comme la somme des coefficients de chaque

. . ; a b
Regardons alors ce qui se passe pour une matrice M = c

on voit de méme que M = (

ligne de M vaut 1 on a nécessairement g, = Mgy = -+ = My = 0.
Alnsi, si on développe selon la premiére colonne, det M = mqq det M’
Cela impose done my; — 1 et par suite myg = -+ = mp, = 0. La

matrice M cgt une matrice de perntutation. Cela termine la réeurrence
et prouve le résultat annoncé. <

La comatrice est le théme des exercices suivants. Le seul résultat vrai-
ment important o retenir est la relation

"ComAA = A’ ComA = (det A)],

velable pour toute matrice A € Mp(K). On en déduit notamment le rang
de la comatrice en fonction du rang de A. 51 A est inversible i.e. de rung
n, on adet A #£ 0 et la comatrice de A est inversible. SirgA <n—1, la
comatrice de A est nulle car tous les mineurs de taslle n — 1 extradts de
A sont nuls. Dans le cus 0t rg A = n — 1, la comatrice n'est pas nulle.
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Mais la relation ' Com A A = 0 monire que image de A est incluse dans
le noyav, de * Com A. On a donc dons ce cas rg" Com A = rg Com A = 1.
On se rendra compte G travers les exercices suivants gu'on est souvent
amené g4 discuter selon ces trois cas.

1.19. Calcul d’une trace

Soit A, B dans M, (R) ot X un vecteur non nul de R, On suppose
que AX = 0 et qu'il exdste ¥ € B" tel que AY = BX. On note A;
la matrice obtenue en remplagant la j-iéme colonne de A par celle

Tie
de B. Montrer que > detA; = 0.

i=1
(ENS Ulm)

> Solutiou.

Interprétons d'abord le déterminant de A;. Notons A;; les cofacteurs
de la matrice A et (b;;) les coefficients de B, Si on développe le détermi-
nant de A, par rapport & la j-itme colonne on obtient

det A_:,' = Z be'j Az‘j.

i=1

Cette somme s mterpre‘r(‘ comme le coeflicient d'indice (j, 7) de la matrice
produit AB ot A désigne la transposée de la comnatrice de A. La somime
que 'on demande d’estimer n'est donc autre que Tr(AB)

La matrice A n’est pas inversible par hypothese donc rg(A) < n — 1.
Sirg(A) < n — 1, le rang étant la taille maximale des sous-matrices de
A inversibles, tous les mineurs d’ordre 7 — 1 sont nuals et la comatrice
est nulle. Le résultat s’en déduit. Supposons done que rgA =n-—1 Son
noyau cst alors la droite engendrée par X. On sait que AA = (det A =
En particulier Im A C KerA de sorte que A est de rang au plus 1 (en falt
de rang 1 cxactement car A admet au moins un mineur de taille 2 — 1
non uul}.

Posons M = AB. On a rg(M) < 1 et Im(M) € Ker A = B.X vu ce qui
précede. Si M = 0, on a fini. Sinon, vn prend une base (e1, ...,en_1) du
noyau de M que l'on compléte par £, en une base de R™. La matrice de
I'endotmorphisme canouiquement assceié A M dans la base (e1, ....e;)
cst de la forme
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0 0 0 x
0 0 0 x
Do o
0 0 0 x
00 ... 0 d

On en déduit que d = TrM = 0 si, et seulement si, ImM < KerM.

Or justement, BX est dans 1'image de A donc dans le novau de A et
MX = 0. D’oli le résultat. <

Dans les deux exercices susvants et dans bien d’auires de cet ouvrage,
on uttlise lg densité des matrices inversibles dans My (K) lorsque K = R
ou © ! pour A € M,(K), la fonciion polynéme A —— det(A — Aly)
r’est pas identiguement nulle dope a des 2dros isolés. Pour A assez petif
non nul, A — AL, est inversible. Pour k € N* assez grand, la matrice
Ap=A— %In est inversible ef la suile (Ay) converge vers A,

Lu densité du groupe linénire permet d’¢tendre par continuité & toute
matrice de M, (K) des propriétés valables pour les matrices inversibles.

1.20. Spectre de la comatrice

Soit A € M, (R) non inversible. On note Ala transposée de la
comatrice de A. Quelles sont les valeurs propres de A
(Ecole polytechnique)

- Solution.

On distingue trois cas selon le rang de A,

e Si A est inversible, la relation AA — AA = (det A)T,, montre que
A= (det AYA~!. Le spectre de la A est donc

{@,A S Sp(A)}.

e Sirg A < n— 1, tous les mineurs d’ordre n — 1 de A sont nuls et la
comatrice de A est nulle. Le spectre de A est donc réduit a {0}.

o [l reste le cas rg A = n — 1 1 il existe alors un minenr d’ordre no— 1
non nul, puisque le rang est la taijlle maximale des sous-matrices carrées
inversibles et donc rg A » 1. D’autre part, AA = (det A)T, = 0. Donc
ImA C KerA qui, d’aprés le théoréme du rang, est une droite de R".
11 ¢’ensuit que ImA = KerA et donc dimKerA = n — 1 (toujours en
vertu du théoréeme du rang). Done 0 cst valeur propre de A avec ne



RE1 CHARTTRE 1. FOUMLS 610 ETIDING A THES B0 DETLRMINAN 1S

mmltiplicité ap inoing égale i — 1. Nous savons gue la somme des valenrs
propres cormplées iwvec amltipicitd est doale a la frace. On en déduir done
que 1o spectre de la A st {0.d) mvee d — Tr A Intéressous-uons 8 Te A

Revenons ann cas A nversible @ notons A, ..., A, los racines dn

. P . e et £
polynine caractéristique i soont done non unlles. Les sealaires i)\—A

sonil les valetus propres distinctes on conlomlues de A, Done sa ttace est

Tr A :dmAZ/\i =3 1[* =oui(y)

=17 i=1 j#i

oit ay, () désigne Uexpression svmétrigne élémentaire des produits de
n=1 Tacteurs parad les raciues distinetes ou confondnes de ya. En posant
Xa = X' han_ X"+ - FarX+ap, onobtient ay. ((A) = (=1 lay,
Puisque GL, (IR) est dense dans M, (R). que A v oy st contiune, car
o est nne fonction polynomiale des coellicients de A, ot que Faplication
A TrA cst cealewnent continue. la relation I A= (- Ly reste
valable pony ime watrice non inversible.

Dans o cas on A est e vang 1 — 1, e spectre de 1s comatvice es
{0, 1y} onvay est le coefficion de X dans x4, Si 0 ost nue racine
shiuple de ya. il & agit simplement do produit des » — | agtres racines,
Sinon A ue possede quane valowy propre th <)

1.21. La transposéc de la comatrice de A est un polynome en A

Soit A € M, (K). O note A la transposce de fa comatrice de AL
Moutrer que A est o palynéme en A Oun fraitera stuccessiverment
les cos K = B, K infint. K queleonague,

(ENS Lyon)

r> Solution,

o Comne nows v invite U'énoncé. prengus dCabord K = B, D'apris Lo
théoreme de Cavley-Hamilton, si xa = X" +a, Xttt X tap.
T &1

xA(A) = A" b, AT A b, =0
Supposons A inversible, Alors A = “det(A)ATL Connme
AAY T, AT A gl = —apl, = —det(A)],,
il vieau

AdetfMA = (A" Pa, A T4 o FeeA ol E RIAL
) {
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e résultat est dane vral pour une matrice inversibie.

Nows allons dtendre la propricte sur A4, (R) par densité du groupe
lindaire GL, ([R). Soit {A,),en une suite de matrices oversibles gui
canverge vers A Paur M 2 M, (R), derivons

an(X) =X ba, ((OMX"T 4 (M)X 4 ag(M).

Les a, appenalssent conune des fonctions polvnominles des eoefficients
de AL En particalior. ce sonit des fonclions eontitmes of par consdaquent

e (A, = ai(A). Daulre part, M —— M el continne car polyo-
PR o
nhiale. On a, pour tout p,

A, = ,(A;*' + (AI,)A:}_E + o ag(AAL 1 a(Ag)ly)
e gl donne en Faisant tendre povers Tinlim -

A A S, AT T bua(AJA, o (AL G RIAL
Le vésultal cat done promne penr K = R,

e Supposons maintenant K infini. Comme procédenment, pour M dans
M (RY, éerivons

(X)) =X" o, (AMXT B T (M}X - g (M)

avee Jes o; fonctions polvpomiales des cocfficients de ML Soit A & K81
A est paw valeur propre de AL A — AL, est juversible ot le mcue calenl
que dang lo cas réel assure -

(A~ ALY = —((A=A)"" "y, ((A-AD(A-AD" 4 o ad(A AL,

11 s'agic 1a dine identitd polynomiale en AL veaie pour A e deliors dn
spectre de A v pony yne mtinité de valears. e polvadine

LA —_)E’l“,)Jr(A- XNV o, (A XA =X1)" 4 - o (A =X)L

esto done il En X =0, cela donne

A _(A”"l + (r,h](_f-‘;)A”_g + oo Paa(A3A, 0, (A, € KA

Lo résullat ost donc vral pour K infini.

o Jieste  traiter le cas oi e corps K est Hnie Nons avens dénount vé gie
larsque K eat imlind. A ost cambinmusan hodaire des A avee dog coefficients
QUi sont A signe pros les coefficients do polyniénie cavactoristioue de A,
Sile corps K est (ini, on Te plonge dans un sureorps mfind. par exemple
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L = K(Y). Alors A est combinaison linéaire des A? & coefficients dans L.
Plus précisément, ces cocfficients sont aw signe pres les coefficients dn
polyndénie caractéristique de A, donc des éléments de K. La transposée
de la comatrice est bien un polynome en A A coefficients dans K. <

En particulier, toute matrice qui commute avee A commule avee A,
Cette question a ¢té posée indépendammend, lors d’un autre oral & UEeole

normale supérieure.

1.22. Comatrice d’un produit

Soit R un anneau de caractéristique différente de 2, Pour A dang
M, (R) on note Com A la comatrice de A,

Montrer que Com{AB) = Com A Com B, Avant d’aborder le cas
général, on traitera snccessivernent les cas suivauts :

1. R est le corps des réels ou des complexes ;

2. R est un corps gquelcongne

3. R ust un anneau integre,

(ENS Lyon)

> Solution.

1. On sait que, si A cst mversible et si R est un corps, on a 1'égalité
Com A = (det A)*A~". Ainsi dans le cas ot A et B sont toutes deux
inversibles,

Com(AB) = det(AB)(AB}™' = (det Adet B)("B’A)~!
— det A{*A) " det B{’B}~' = Com A ComB.

Dans le cas B = R (1esp. B — T}, comme GL,(E) (resp. GL,(C)) cst
dense dans ML (IR) {resp. M, {C}) et que Dapplication qui & A associe
Com A est cortinue, le résultat demeure pour toutes matrices A el B de
M, {R), par passage 2 Lo limite.

2, Si R est un corps quelcongue on ne peut plus mvogquer un argiument
topologigue pour étendre la formule anx matrices norn inversibles. On
plonge alors M, (R) dans A, (R(X)), on R{X) est le corps des fractions
rationnelles 4 une mmdélernpinee sur R, Les matrices A —XI et B—XI sont
inversibles dans My, (R(X}) (car det(A — XI) = ya (X} # 0). D'aprés la
¢(nestion précédente,

Com({A = X1}(B ~XD)) = Com{A —~ XI) Cow(B — XI)
Cette égalité matricielle équivaut A 'égalité de n® polynémes formels

en XK. Si on évalne ces polynémes en 0 on obtient 'égalité de tous les
coeflicients des matrices Com{AB) et Com A ComDB.
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3. Si R est un’anneau intégre, on le plonge dans son corps des fractions
pour se ramener a la question précédente. <

Si R est un anneay commutolif quelcongue, le résultat est encore vras.
Soit A = {a;;) et B = {b;;) deux matrices de M (R). Soient (Xi5)1<ij¢n
et (Yij)lgvi‘jgn 2712 indeterminces. Les matrices M — (Xij)]‘gi:jg\ﬂ
et N = (Yij)i<ijcn sont o coefficients dans Uanneau intégre R’ des
polyndmes en X;; et Yy, & coefficients duns £. D’aprés ce qui précéde
on o Com{MN) — ComM ComN = 0. Par la propriété universelle de
R’ il existe un unigue morphisme dannesu ¢ de R dons B tel que
(X)) = ayy et YY) = biy pour tout (4,7). Lidentité Com(MN) —
ComM ComN = 0 éguivaut & lo nullité de n® polynémes de R'. Les
images de ces polyndmes par o sont également nulles, ce qui condudt & la
nullité de tous les coefficients de lo matrice Com({AB) — Com A Com B.

On pourre utiliser le résultat qui vient d’étre démontré dans 'ezercice
suivant,

1.23. Equation matricielle faisant intervenir la comatrice

Soit » = 2 un entier. Déterminer les maftrices A € M, (C) telles

que A + A soit scalaire, of A est la transposée de la comatrice de A.
(ENS Ulm, Ecole polytechnigue)

> Solution.

Notons pour tous A € €, Ey I'ensemble des matrices A € A, (C) telles
que A+ A = AlL,. Commengons par une observation fondamentale : si A
est dans E,, toute la classe de similitude de A est incluse dans Ey. Fn
effet, si B = P~ AP avec P € GL,(C), on a, d’aprés l'exercice 1.22,

B = fCom(P'AP) = {ComP™" ComA ComP)
— PAP~! = (det P)P~1A(det P~1)P
—P7TAP.

11 en résulte donc que B + B = P LA+ K)P = A, ce qui prouve le
résultat annoncé.

On se donne dans la suite ine matrice A € M, (C) et un sealaire A € C
tels que A+ A = AL,. Observons qu'en multipliant cette égalité par A, il
vient A% — AA 4 det(A)I = 0. On va mener Panalyse cn discutant selon
le rang de A. On fera la syntheése directement dans chaque cas.
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& Supposons rg(A) < n— 1. Alors tous les mineurs de taille n — 1 de
A sont nuls de sorte que A = 0. La matrice A est alors scalaire et donc
nulle puisque son rang n'est pas égal & n. Réciproquement, la matrice
nulle est bien dans Eg.

e Supposons que rg(A) = n — 1 et que le scalaire A n’est pas nul.
On a alors A2 = AA de sorte que la matrice A est annulée par le
polynome scindé & racines simples X(X — A}, Elle done diagonalisable,
Comme son rang est égal & n — 1, clle est semblable & la matrice
diagonale D = Diag(A A\, ... A0). Un calcul immédiat montre que
D= Diag(0,0, ....0,A\"""). La matrice D est done dans Ej si et seule-
ment si A = A1, ¢'est-b-dire si et seulement si A est une racine (n —2)-
itme de l'unité (on & supposé ici A # 0),

Réciproquement, pour toute racine {n — 2)-iéme de l'unité X la classe
de similitude de la matrice Diag{A, \, ..., ), 0} est incluse dans E,. On
obtient donc n — 2 classes de similitudes de ce type.

e Supposons toujors que rg{A) = n — 1 mais avec A = 0. On a alors
A? = 0 ¢'est-a-dire ImA < Ker A, Cela impose 21g(A) € n cest-d-dire
2{(n — 1} < n, soit encore n £ 2. Doue Ey ne contient pas de matrice de

. a b
rang n — L lorsque n > 2. Pour n = 2. o1 a. en posant A = ( d )
-

A= ( d ;b ) de sortc que A + A = Tr{A)I,,. Ains}, pour n = 2 le

—c

probleme est entiéremnent résolu : toutes les matrices sont solutions, A

étant daus Eqy a. Dats 1a suite de la discussion on supposera done v = 3.
® 1 reste pour finir le cas o1 A est inversible. Notons A le discriminant

du polyndme P(X} = X* — AX + det A,

* S A # (), P est scindé & racines simples et la matrice A est dia-
gonalisable. Notons \; # Az les deux racines de P et p € [1,n — 1] la
dimension di spus-espace propre associé & A;. La matrice A est sero-
blable & D = Diag{A1, ..., Al Az, ..., A2}, 0it A, apparait p fois et Ao
apparait n — p fois. On a les relations Ay + Ao = A et A3 o = det A (rela-
tion coeflicients-racines pour 'équation du second degré). Par ailleurs,
on a aussi det A = det D = AYAL7F, 1l en résulte que A; et \o doivent
vérifier la relation A} F = A3 7P,

Etudions la récipraque, Soit A; un nombre complexe non nul quel-
conque ot p un entler nagurel compris cntre 1 et n— 1. Soit As un nombre
complexe distinet de \; vérifiant A\ 7' = Al P Sip#n—-1.1ya
n — p—1 possibilités pour Az sauf lorsque A; est we racine (n — 2)-iéme
de I'unité ol il y en a une de moins, Lorsque p = n — 1, ); doit nécessaj-
rement étre une racine (n — 1)-iéme de 1 et Ay est un complexe non nul
quelcongue, diffévent de A;. Posons D = Diag(Ai. ..., A, Ao, .o e
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oll A, apparait p fois ct Ay apparait n — p fois. On a, grace & la relation
vérifiée par A et Ao,

D = (det D)D" ! = A AD™L = Diag(Aa, <., ey Aty <oy A1)

"
p fois n—p fois

Et done D+ D= (M 4+ A2, = M, avee A = A + Az. Toute la clagse de
similitude de D est incluse dans Ey.

« 1] reste & étudier le cag ott A = 0, c’est-a-dire le cas olt A2 = 4det A.
Le palyndme du second degré P admet alors g = T)‘Z comme racine double
et (A — pul,)? = 0. Mais alors p est I'unique valeur propre de A ct on a
done det A = p™. Comme p? = det A, u doit étre une racine (n—2)-iéme
de l'unité (g #£ 0 car det A # 0). Réciproquement, soit g une racine
(n —2)-itme de I'unité et B une matrice quelconque vérifiant B® = 0. La
matrice A = pl, + B est inversible, d’inverse AT = %In — ;Ll—.;B, On a
det A = y™ = p2. Done, A = (det AYATT — uI, — B et A+ A =2ul, est
bien scalaire. <1

1.24. Expression de la transposée de la comatrice de XI,, — A

Soit K un corps commutatif et A € A, (K). On note
* Com(XI, — A} la matrice transposée de la matrice des cofacteurs
de XI,, — A. Montrer qu'il existe une base (Up, Uy, ..., U,_q) de

n—1 )
Kn—1[X] telle que * Com(XI, — A} = 3 Ui(X}JA"
i=0

(ENS Ulm)

> Solution.

Chaque cofacteur de la matrice XI,, — A est un polynéme en X de
degré an plus n —1, ce qui montre l'existence de matrices By, ..., By
telles que

*Com(XT, — A) = BoX" ' + ByX"? &+ -+ 4+ By,

Cette décomposition est unique car, si on écrit By = (bf‘j), pour tout
(1,53 e [1, n]?, la décomposition dans la base canonique de K,,_1[X] du
coefficient d’indice (i, 5) de " Com(XI, — A) est bY X771 4+ - 45270

Nous allons montrer que les matrices By sont des polyndmes en A
en utilisant la relation fondamentale vérifiée par la comatrice. Ecrivons
XA = 0p X"+ ap X7+ oo+ ay X + ag le polyndme caractéristique
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de A, avee a,, = 1. La relation
' Com(XI, — A)XI, — A) = det{XI,, — A)l,
s"éerit
BeX" + (B —BoAX" '+ ... £ (B,_; - B, 2A)X - B, A
=xa (X)L, =an XL, +an X" 'L+ - Fagl,.
ce qui par unicité de la décomposition donne
By =a,l, et pour 1<k<n—-1, B —Bp_1A=a—pl..

On en deduit By = a,1.. B1 = a,,A + an_11; et, plus généralement. par
une récurrence immeédiate, pour 0 <k <n— 1,

k
By = (I.HAk + rl”_lAkfl + -+ O,T,_k+1A +a,_tl, = Z G,TL,;H.-,A,“
=0
On obtient done
n—1 n—ln—k—1
FCom(XL, —A) =Y By X =30 > appin ATXE
k=0 k=0 i=0
n—1 fmn—g—1
= Z ( Z a;‘.”“XL—) Al.
=0 N\ k=0
n—y—1
C’est la décomposition clierchée avec U;(X) = > ak+i+1Xk. Chagque
E=0

polyndme U, est de degré n—7 —1 car le coefficient de X* " lest a, = 1.
Ces n polyndmes étant échelonnds en degré, ils forment une famille libre
donc une base de K, [X]. <

Dans exercice sufvont. on détermine la différentielle du déterminant.
La relation fondamentale vérifice par lo comafrice est {'vutil essentiel.

1.25, Différentielle du déterminant

1. Prouver que l'application ¢ : GL,(R) — M, (R) qui & X
associe {det X)X ! admet un et un seul prolongement continu ¢ &
M (R).

2. Soient A.B dans M, (R). Prouver que

(%{det(A + tB))) = Tr(p(A)B).
’ (Ecole polytechnique)
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t> Solution. _

1. Ponr tout X € M, (R), notons X la transposée de la comatrice de X.
On a la relation XX = XX — det XL,. En particulier. si X est iversible,
alors X = (det X)X7! = @(X). L'application & : X — X est donc un
prolongement de ¢ & M, {R). Elle est continue, car les coeflicients de X
sout des fonctions polynomiales done continues des coefficients de X.

L’application @ est le seul prolongement contin de o & A, (R), car
GL,(R) est deuse dans M, (R).

2. Considérons la fonction f: ¢ € R — det(A +iB) € R. 1] s’agit de
déterminer f'(0).

Notons Cy.Ca, ..., C, (respectivement Cf, C5. ..., () les vecteurs
colonnes de A (respectivement de B). On a, pour tout réel ¢,

Flt) = det{Cy +£C, ..., Cp +£C ).

Par multilinéarité du déterminant, f est une fonction polyvudme. Son
nombre dérivée en (0 est dégal au coefficient du terme de degré 1. Par
multilineéarité, on trouve

23

F0V =" det(Cy, . 0, O Cyyy, -, Gl
Jj=I

Caleulons det(Cy, ..., Cj-1,C},Cjpy, ..., Cr) en le développaut sclon

la 7%2° colonne. On obtient Y bi;A;;. oll Ay; est le cofactenr du coeffi-
i=1
cient a;; de la matrice A. On a douc f/{0) = 3 Ayb,,. Comme Ay;

1%t.55nm

T
est le terme d’indice (j,7) de @(A}, 3 Ay;by; est le terme d'indice jj de
i=1

F(A)B et done f{0) = Tr{mp(AB). On conclut

M;’;(detm + tB)))D ~ Te{p(A)B) | <

On wvient donc de prouver gue la différentielle de Papplication déter-
minant en un point A est la forme lindaire M — Tr{@(A)M].

Une proprité fondamentale du délerminant est gue det{AB) =
det Adet B3 si A, B sont deux mutrices carrdes de méme taille. Toutefois,
le prodwit AB peut étre une matrice carrée sans que A et B soient
carrées il suffit que A soit de taille (n,m) et B de taille {m, n). Que
dire du déterminant de AB dans ce cas ¢ La formule de Cauchy-Binet
répond & cette guestion,
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1.26. Formule de Cauchy-Binet

Pour une matrice A ct deux p-uplets d'indices 4, < iz < - <
et k1 < ky < -+ < k, on note A 2 ? 1 le mineur de A
kika oL ky

obtenu en prenant les lignes i1, ..., i, et les colonnes &y, ... ky.
Soit A € M, ,(K). B € M, .(K) et C = AB. Montrer que si
n > m alors det C = 0. 5i n < m prouver que

12 on Y o (kike ok
keyko . kn 12 ...n

(ENS Ulm)

detC S (
LSk <ha < <kngim

-

P> Solution.
La matrice C est carvée de taille {n.n) : parler de son déterminant a
bien un sens. 5i n > m, rg(C) < rg(A) < m < n donc det C = 0. Dans

la suite on suppose n < m et on note A, .... A, les colonnes de la
watrice A. On a

det ¢ = det (Z brytAry, <o Y bmAkn)

Ey=1 kn =1

12 ...n
- 5 A "N b, b b,
k}lnll?;g i iﬂu h "
(o Jen YE[L m]m

12 ...n
= Z Z A (k:g(” ) bkc(n161»‘.7(2)2'"}}*}(”)71

ky<r k., OES, 'lfcr(2‘; "’kc(n'}

=E(J)A( }.111 h‘22 ky,l )

12 ...n
= Z A (kle kn) Z E(o)bka(l)1bkai2)2"'bkﬁ\wn

ki <loemthe aTESn

12 ...n i\lkghn
N Z A(k]kg...kn>B(12 n)

Tatky <k2< ok wm

D’ou le résultat. <

On a regroupé ci-apres les caleuls de déterminants par blocs. Le seyl
résulfat 4 comnaitre concerne les matrices triangulaires par blocs © e
déterminant est alors égal au produil des déterminants des blocs diago-
nguz. Dans la plupart des cas on essaie de se ramener 4 cefte situation.
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1.27. Déterminant d’une matrice par blocs (1)

Soient A, B, C et D quatre matrices de M, (C) telles que D et

A B
C cormnmutent. Caleuler det ( D ) )

Ecole polytechnique
P

> Solution.

L'idée est d’écrirc M comme produit de deux matrices triangulaires
par blocs (I'une supérieure et I'autre inférieure) dont on pourra calculer
facilement le déterminant. On peut essayer par exemple de trouver des
blocs U, V, W de taille n tels que

M — A BY /U YV I 0
T\ C D/ L0 D w I/}
Pour cela, il suffit que U+ VW = A, V = B et DW = C. Supposons
d’abord que D est inversible. 1l suffit de prendre W = D7'C, V = B

et U — A — BD7'C pour que la décomposition soit valide ct dans ces
conditions

det M = det(A —BD7LC) det D = det(AD —BD'CD) = det{AD —BC)

car D et C commutent.
Pour étendre le résultat au cas oti D n’est pas inversible nous proposons
troig méthodes :

o Premidre méthode : par passage & la limite. On se donne une suite
(D) formée de matrices inversibles commutant avec C et qui converge
vers . On peut prendre par exemple Dy = D — %I . la matrice Iy est
inversible si % cst inférieur & la plus petite valeur propre réelle > 0de D

A B

C Dy
vers det M par continuité du déterminant. Or d’aprés ce qui précede,

(s'il en existe). Posons My — . La suite (det M) converge

det M = det{ADy — BC) T det{AD — BC).

Par unicité de la limite, on a bien det M = det(AD — BC).

e Deuxitme méthode : cette méthode n'est pas trés éloignée de la
précédente, mais elle n’utilise pas de passage & la limite. Pour tout A € €,
D-- Al commute avec C et 51 A est en dehors du spectre de D, cette matrice
est. Inversible, Dans ce cas, on a
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A B
det ( C Dol ) — det(A(D — AI) — BC)

Puisque le spectre de D) est fini, le polyndmce

A B .
P = det ( DXl ) —det(A{D — XI) — BC}
s’annule en une jnfinité de valeurs, il est donc nul. L'identité P(0) = 0
donne lidentité recherchée. Celte méthode est encore valable lorsqu’on
remplace C par n'importe quel corps commmeatil infini.

e Troisitime méthode : par plongement de Mo, (T} dans Mo, (C(X)).
On pose M(X) = A _CXI” D —BXL, ) t eest une matrice de taille
2n 3 coeficients dans le corps C(X). La matrice D - XI,, commute encore
avee C. D'autre part, det(D — XI,) = (= D)™xprx) # 0 puisque xpx) cst
de degré n unitaire. En partienlier, D — X, est inversible, ¢’est-a-dire
D — X1, € GL,(C(X}). Par conséquent

det M(X) = det{(A — XI,, D — XI,,) — BC).
En faisant X = 0, on trouve det M = det M(0} = det(AD — BC). L'avan-

tage de cette solution est gu’elle reste valable lorsqu’on remplace C par
n'importe quel corps commutatif. <

Voici une formule gui généralise le résultat de Dexercice précédent.

1.28. Déterminant d’une matrice par blocs (2) : formule de
Williamson

Soit (Ay;) i, om une famille de matrices de M, (C). gqui com-
mutent deux a deux. On considére les matrices

All e Al'm m
A= ¢ : € Mnm(C) et B = Z E(J)HAUW‘_
=1

Aml e Amﬂn 7ESm

Montrer que det A = det. B.

(Ecole polytechnique)
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> Solution.

On va procéder par récurrence sur m le résultat étant évident pour
m =1 puisqu’on a alors A =B — Aj,. Supposons donc le résultat vrai
au rang 7 — 1 avec m 2 2. Comme d’habitude avec des déterminants par
blocs on va essayer de se ramener & une matrice triangulaire par blocs
pour utiliser ensuite I’hypothése de récurrence.

Supposons tout d’abord que A,,,. est inversible. En s’inspirant des
étapes élémentaires dans Palgorithme du pivot de Gauss, il est facile
d’annuler tous les bloes de la derniére colonne de A excepté le bloc
diagonal. 11 suthit pour cela de multiplicr A & gauche par la matrice

I, 0 ... 0 —A AL

0 I, 0 ... —AxnAnb
M = :

0 T —AnmAGL

0. 0 I,

Notons Cy; les blocs qui interviennent dans la matrice C = MA : on a
Ciyn = 0 pour tout ¢ < m, Cmy = A,y pour tout § € [1,m] et enfin
Cij = At‘j — A:‘,'mA;L%nAmj pour (‘E,j) & [[1,’."”, - 1]]2 Comme M cst de
déterminant 1, on a

det A = det C =det A,y det(Ciid1giigm—1-

Or les matrices C;; commutent deux a deux et il est done possible d’ap-
pliguer 'hypothese de récurrence a la matrice C. On a done

m—1
det A = det Apmdet | Y c(a) [] Cogiys
i=1

GESn—1

Notons R le sous-annean de M, (C) engendré par les matrices A;;. Clest
un anncau commutatif {pas forcément intégre). La matrice B représente
en fait le déterminant de la matrice A regardée comme unc matrice de
taille m a coefficients dans I'anneau R. Si on regarde le calcul précédent
comme étant effectué dans M., (R), on constate que

me-1 m
Amm Z g(o) H Cogiyi = Z S(G)HAa(i)i =B.
OESm 1 i=1 oES,, i=1
On a donc bien det A = det B.
Pour le cas général on peut conclure en utilisant le densité du groupe
linéairc puisque les deux termes de Pégalité dépendent continfiment de
la matrice A, <
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1.29. Déterminant d’une matrice par blocs (3)

A B

SoitM—(C D

) une matrice carrée complexe inversible

A B
o ) avec le

méme découpage. Trouver une relation entre det M, det D et det A”
(ENS Ulm)

avec A ot D elles aussi carrées. On éerit M—! =

> Solution.

On notera m la taille de A et n celle de D. Pour avoir une idée du
résultat regardons le cas particulier ot C = 0, La matrice M est alors
triangulaire par blocs et il vient det M = det A det, D. Nécessairement
A est inversible ot d'inverse A’. On a donce det D = det Mdet A’. Nous
allons tacher de montrer ce résultat pour € quelcongue.

Comme M™'M =1,,,,,, on peut écrire

L, 0 AT A BN [ ANALBC | A'B 4+ B'D
0 I, ) Lo O C D/ \CA+DC|UB+DD /°
On a done, cu particulier, AB4+BD =0et OB+ DT =1,.
Compte-tenu de ces relations, caleulons

s {Te BY_[A B\(I. B
M X(o D)_(C’ o Jlo b
/A |ABBD
= TleBypD

(A0
Lo o1 )

En passait aux déterminants on a

det (M“l X ( IB” g )) =det M ' det D = det A" det I,,,

d’ou finalement ‘ det Mdet A" = detD | <
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1.30. Déterminant d’une matrice par bloes (4)

Soit n = 3, {a,b,e,d) € C* ¢t N € M,,_2(C). On considére la

a % b
matrice M= | * N = € My (C), ainsi queA——(i é)
) )
* b * N N =
(5 e (o (2

1. Montret que det A = det B =0 implique det M det N = 0.
2. Montrer que det Mdet N = det Adet D — det Bdet C.
(ENS Lyon)

B> Solution.,

1. Supposons que det A = detB = 0 et que N est inversible. Dans
ce cas la matrice A n'est pas inversible, done de rang < n — 2, mais
contient une sous-matrice de taille n— 2 inversible a savoir N. On a douc
rg{A) =n — 2 et ¢i on note Ay, ..., A,_y les colonnes de A, alors les
colonnes Ay, ..., A, engendrent 'image dc A (on confond la matrice
A et Uendomorphisme de €71 qui lui est canoniquement associé). En
particulier A; peut s’écrire sous la forme Ay = dAg+ - + X140,
On calcule alors le déterminant de M en cffectuant sur les colonnes la
manipulation C; += Cy — ACy — ++ — Ap1Cre1 puis en développant
selon la premiere colonne. Il vient :

b

[l )

det M = = (1" detB=0.

.

* 2 x®

K
d

)

2. Supposons dans un premier temps que N est inversible. Le vecteur
colonne de C"™2 qui apparait dans la premiére colonne de M cntre les
coeflicients a ot ¢ peut s’écrire comme combinaison linéaire des colonnes
de N. En effectuant la manipulation correspondante sur les colonnes de

M, on a
'

]

det M =

=
x A #*
AL ow oo

O\

De la méme maniére, on peut faire apparaitre des zéros entre b et d :

a « b

¢ = d
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En manipulant sur les lignes on peut également rcmplacer les * par des
Zéros :

ad 0 ¥
detM=| 0 N 0
d 0 d

(les coefficients o', ', ¢/, d" nc sont pas affeciés par ces dernidres opéra-
tions). On développe maintenant par rapport 3 la premidre colonne :

N 0 0 ¥
0 d N ©

=a'd det N4 (—1)"{~1)"'¢’ det N.

det M =da' + (=)t

Mais on a a’'detN = detA, ¥detN = detB, ¢ detN = detC et
d'det N = detD, car les manipulations précédentes n’ont pas modifié
les déterminants des matrices extraites A, B, C,D. En muliipliant 1'éga-
lité ci-dessus par det N on obtient donc

[det MdetN = det Adet D — det Bdet C|

Par densité de GL,_5(C) dans M,,_2(C), le résultat demeure vrai pour
N quelconque. <

Dans Uexercice suivant on caleule le déterminant d'une application
lincoire sur L(E) gui fait intervenir des matrices par blocs.

1.31. Déterminant d’un automorphisme intérieur

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et g € GL(E).
On considére ¢ : u — gug~'. Détermincr det i et Tr.
(Ecale polytechnique)

> Solution.

On va commencer par le déterminant. Le probleme devient plus simple
si on le généralise. En effet, multiplier a ganche et 4 droite sont deux
opérations indépendantes : si on note ¢, (resp. ¢9) Uapplication v — gu
(resp. u —— ug™l), on a @ = v © Yy = vy 0, et par conséguent
det 0 = det ¢y det 0.

On regarde alors le probleme matriciellement. Si A est une matrice de
My (K), on notera Ga : M —— AM (resp. Dy : M — MA) I'application
consistant & multiplier & ganche (resp. & droite) par A. Considérons la
base canonique (151 <1 <0 de M, (K) ordonnée de la maniére suivante :
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(Ell,EQI, - ,Enl’E]_Q, EQQ, v ,Eng? ey Eln: E2n1 - Eﬂﬂ).
Si A = (aij)1giign, ON 8
GA(E”) - AE"’T = a]iEl_j + - +aniEnj-

Il en résultc gque la matrice de G, est une matrice diagonale par blocs
formée de n matrices A, On a donc det G = (det A",

Pour la multiplication a droite, il est inutile de faire une étude sup-
plémentaire. En effet, notons T : M —— *M la transposition. Clest
i isomorphisme involutil de A, (K). Pour toutes matrices A et M on
a T(AM) = T(M)T(A), c’est-a-dire que T o Gy = Dy o T. En pas-
sant au déterminant on a done det Gy = det Dy {car det T # 0). Une
matrice et sa transposée ayant méme déterminant, on en déduit que
gaet Dy = (det A)™,

Dans le cas qui nous intéresse, on choisit 1ne base de E et on on note A
la matrice de g dans une base. Le déterminant de ¢ est celnide GaoDa-1.
On a douc detp = det Gy det Dy 1 = {det AY?(det A™1)" = 1.

Pussons & la trace. Iel la décomposition de ¢ en Ga 0 Dy—1 ne sert &
rien (la trace n’est pas multiplicative!). Il n'y a guére d’autre choix que
de regarder directement la matrice de » dans la basc (Eij)lgtjgﬂ. On
pose Al = (bij)lgi,jgn- O a

\'P(Eij) = AEiinl‘ = Z (i'.mbjsETS.

1< sin
La coordonnée de p(E;;) selon E;; vaut donc ay;b,;. 1l en résulte que

Tig— Y auby —TATA™ —|TrgTrg' |

1<6,7<n

Les exercices suivants concernent des malbrices o coefficients enfiers.
Le premier se rattache & la théoric des ensembles.

1.32. Déterminant de la matrice d’incidence des parties non
vides d’un ensemble

Soit T = {1,2,...,n}, (Argigan_1 les parties non vides de I
numérotées dans un ordre guelcongue et B € Mya_; () la matrice
définie par by; =151 A;MA; # 0 et b;; =0 sinon.

Montrer que le déterminant de B ne dépend pas de la numéro-
tation choisie et le calenler.
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> Solution.

Changer Ta nmndrotation des parties non vides de T revient a considérer
uue permutation o de {1, .., 2" — 1} et & noter (A icigan— les
parties non vides de 1On consicdore alors 1o matrice B ¢ My, ({E)
definie par b, = 151 Ay N AL 7 B et U = 0 sinon. Ona done
h’u = by ety La matrice de penmtation Po = (p,,) € Moo ((R)
définie par py, = 1 st o(@) = j et 0 sinon, varific (Py)~" =2 Pya = 'Pa.
Ou en déduit que

h:,i = ha{a).rﬂ";) = Z 'pif"hl-""l'j]'!‘

(SRR |

ce gui montre que BY = PLB(P,) 7" Les wmatrices B3 ot BY sont sen-
blablos, donc ont méme déterminant.

Oun note désorinais By, une deg ratnices précédentes of 1), son déter-
iinant. On le caicule en rajsonuant par véonrrence, On a claweent
Dy 1. Ponr v enbier n 2 20 on nmudrote les parties non vides de 1
de la facon suivante © dabord Tes parties ve contenant, pas i, pois les
parties contenant n, la derpicre élapt {n}, On suppose de plus gque. pone
142" - Lona Ay o — AU {n} On obtient

0
B, By 5
7 B 0
B, = Uy
Bufl J
o 1
0 0/t T

oit | & My 11 (B) est Innatrice doe tons Tes coellicients sont egaux
a ol
En sonstrayant la derniere colonne anx 27" — 1 précédentes, 1} vient

0

B”,] BJ;.—] .

(1

D, = det ) [
B, | 0 :

1

t) ala 01
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Bn-- 1 Bn--—l Bn -1 ‘ Br 1
= dot —do t
et ( B, 0 ) ot ( 0 ‘ B

=detB, jdet(- B, )= (detB,_ )" = -D? .,

puisgue la taille de By,—; est impaire. Comnpte teun de Ia valeur de Dy,
on obtient, pour tout n = 2, D, = -1, <

Llegerciee qui suel wlilise un déterminant pour résoudre un probléme
de dénombremoent.

1.33. Dérangements pairs ct impairs

Un éément de S, st appelé dérangement si ¢’est une pernn-
tation sans point fixe. Y a-t-il plus de dérangeanents impairs ou de

i dérangements paivs dans &, 7
% (Ecole polytechnique)

> Solution.

En notant D, Fensemble des dérangements d’ordre i ot Ay la dillé-
retice eutre ko nombre de dérangernents pairs of le nombre de dérange-
wments lnpairs, oo obtlent

A, =Y (o).

ag=D,

Considérons la matrice A — (o) € M, (R) dont tous les cocthicients

sonb éganx a1 sauf cenx de la diagonale qui soul nuls. On écrii det A =
Yo elo)oigiyy - anapn- Le produit @ ooy a0 st nul s existe

oeS,

Fe ] tel que o(v) = 7. cost-a-dive s o n'est pas un dérangenand.

Siuo, P1ie(1) oo Cno(n) = 1. Oun obtient douc

det A — Z elay — Ay
oD,

Reste & caleuler le déterminant. Clest un cas parcticulicr du calenl eflfeciug
dans Pexercice 1.4, Sion note (er. .. ¢, ) la base canonigque de R ot «
le vectenr (1, ..., 1), on obticnt

Ay —det{u—ep, ...ou—e,)=det(—e, ... —e,)

n
+ E det{—er. «oo =€ =€, .., —6)
i=1

(=D (=) = (1)
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Il y a donc plus de dérangermnents pairs si n — | est pair, f.e. 51 1 est
nnpair. <

L'énoncé qui suit présente un coleul particuliérement gstucieur.

1.34. Déterminant de Smith (1875)

Soit A = (a;;) € M,L(R) ol a;; = pged{i.j). Calculer det A. On
utilisera la relation n = Zp(d) oll p est 'indicatrice d’Euler.
din
{ENS Ulm)

&> Solution.

Notons que le lecteur trouvera une preuve de 'identité vérifiée par
I'indicatrice d’Euler dans l'exercice 4.17 du tome 1. L'idée du calcul
de det A est vrainent trés astucieuse : il s'agit de décomposer A en
un produit de matrices plus simples, en utilisant justement la relation
n = Zcp(d). On a effectivement

dn "
ay =pgedli,fy = Y wld)= > wld) = oldbaba,
1

d| pged(i,g) 4|4 d|s d=

avec by =1 si k divise [ ¢t by = 0 sinon. La matrice B = {b;;) de M., (R)
est la matrice d'incidence de la relation de divisibilité. Clest une matrice
triangnlaire supérienre unipotente {(4.e. avec des 1 sur la diagonale} et la
relation ci-dessus équivant a U'identité matricielle

A = "BDiag(p(1), ..., ¢(n))B.

En passant au déterminant, on obtient donc le joli résultat

det A = H plk) | <
k=1

Liintroduction de la mutrice B permet aussi de calculer le déterminant
de lo matrice dont le terme (4,7) est le nombre de diviseurs communs &
ief 3.

Dans Vénoncé suvant on étudie & quelle condition un vectewr de 2"
peut étre complétd pour former une buse du résean Z° . Le lecteur frouvera
wne outre approche de ce probiéme (qui w'utilise pas les déterminants)
dans Vexvercice 7.18 du tome 1.
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1.35. Premiére colonne d’une matrice inversible de M., (%)

1. A quelle condition une matrice de M, (E) est-elle inversible
dans M, (Z)?

2. A quelle condition wn vecteur de Z* est-il la premidre colonne
d’une matrice inversible de M (Z)?

(ENS Cachan)

> Solution.

1. Soit M € M, (7).

® Supposons M inversible dans M,,(Z), i.e. M € GL,(Z). Alors ML
est & coefficients entiers. On a det Mdet M™! = detL, — 1. Or detM
et det M~' sont des entiers. Donc detM est inversible dans 7. Par
conséquent, det M = 1.

e Réciproquement, supposons que det M = ¢ = 1. Notons N la trans-
posée de la comatrice de M. C’est unc matrice & coefficients entiers. On
a la célebre relation : MN = NM = eI, et M(eN) — (eN)M =1,,. Comme
eN € M, (Z), M est inversible dans M, (Z). On conclut :

| M € GL, (%) = detM = 1]

Plus généralement, si A est un anneau commutatif et M € M, (A),
M est un élément inversible de My (A) si et seulement si detM est un
inversible de A.

a1
az
2. Soit X = ) € Z"™. Montrons qu'il existe une matrice inver-

30
sible de M, (Z) dont la premitre colonne est X s et senlement si le pged
des a; est égal & 1.
¢ La condition est nécessaire : soit A une matrice inversible de M., (Z)
dont la premiegre colonne est X ; on calcule le déterminant de A en déve-

H
loppant sclon la premiere colonne : det A = E a: Ay, ot A; est le cofac-

i=1
teur de a;. Par hypothtse, les A; sont enticrs ct det A = +1 d’aprés la

pretiere question, done les «; sont premiers entre enx d’aprés le théoréme
de Bezout.

e Montrons que la condition est suffisante en raisonnant par récur-
rence sur n. Cest évident pour n = 1 : 4, = £1. Supposons la pro-
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a1
ag

priété vérifiée au rang n — 1 et considérons X = . £ Z" tel
an

que pged(ay,az, ...,an) = 1. Posons d = pged{ai,ag, ..., an—1) et,

pour 1 € k €< n -1, a, = %. Diaprés Uhypothése de récurrence, il
existe une matrice inversible B" de M, ;(Z) dont la premiére colonne

!
)
as
est : . En multipliant sa premiere colonne par d, on obtient
!
an—l
a;
- a2 .
une matrice B de premiére colonne . , de taille n — 1 ot de
n—1

déterminant +d.

On a par hypothése pged{d,a,) = 1 et donc pged{detB,a,) = 1. Il
existe (u,v) € Z7 tel que udet B + va, = 1. Cherchons unc matrice A
de taille » répondant an probléme, de la forme

Ty
A= B : : ; 7L st 3 cholsir
= ol (1,22, ..., Tn_1) € est & choisir.
Tp—1

ay 0 O‘ U

Développons le déterminant de A selon la derniére ligne. Pour ccla,
DPOSODS :

(i1 @€
B=| C et D= C

pn_1 Tn—1

Dans ces conditions detA = wudetB + {—1)"+lg, det D. Pour avoir
det A = 1, il suffit d’avoir detD = {(~1)"H'v. Si (), ..., ¢0—1) =
(af, ...,al,_ ), alors la matrice T est obtenue & partir de BB en faisant
une permutation circulaire des colonnes. Alors det D = +det B/ = £1.

En prenant (@, ..., %n-1) =cv(a}, ...,al,_;), avec & = 41, on pent
choisir € pour que detD = (—1)"+'y et donc det A = 1. <



i.47 OPERAILON DE GL,(Z) sUR LE RESEAU Z7

cn
[,

1.36. Opération de GL,(Z) sur le réseau Z™

Pour toute matrice X € M, 1(Z) = Z* on note A{X) lo pged des
coefficients de X. Pour A € M, (Z) montrer qu’il ¥ a équivaleuce
entre :

{i) det A = 41
(i) vX € Z". A(AX) = A{X).

(ENS Ulm}

> Solution.

o (i) = (4i}. Par homogénéité du pged. il suffit de montrer la rela-
tion {##) lorsque A{(X} = 1. Dans ce cas, le théoréme de Bezout donne
Vexistence de U € Z" tel que ‘UX = 1. On sait que A est inversible
et que A~! est dans M, {7Z) car det A — +1 {voir Iexercice précédent).
Posons V = "A~'U0 € Z", On a alors *VAX = 1, ce qui promve, par la
réciproque du théoréme de Bezout, que A(AX) = 1.

o (1) = {i}. Montrons que la matrice A est inversible. En effet, si ce
n'est pas le cas on peut trouver X € Z™ non wul tel que AX = 0 ce qui
contredit ({{). Donc det A € £*,

Supposons par l'absurde |det A 3£ 1 et soit p premier divisant det A.
On note A € M, (Z/pZ) la matrice obtenue 4 partir de A par réduction
modulo p. Comme det A= 0, cette matrice n'est pas inversible. Il cxiste
done Y € My ((Z/pZ) = (Z/pZ)" non nul tel que AY = 0. Ou pent alors

31 X1
) ) T2

éerire Y = . avec les », enticrs. S1 X = ) e Z™ le nambte
Tn Tn

premier p divise A(AX) mais sans diviser A{X), Contradiction. <1

Loimplication (1) = (#) monlre gue si on fait opdrer le groupe
GL,.(Z) sur Uensemble Z" de maniére naturelle, deux points X et Y
qui sont dans lo méme orbite vérifieni A(Y) = A{X). Il est naturel de
se demander si cela caractérise les orbites. Clest bien le cas. En effet, si
A(X) =1, X est dans Uorbite du vecteyr (1.0, ... ,0) car il existe une
matrice M de GL,(Z) dont la premiére colonne est X (of. exercice 1.35).
Pay suite, pour tout d € N, les éléments X de Z™ vérifiont A(X) = d sont
dans lorbite de {d,0, ... .0} (i suffit de multiplier par d).

Lénoncé suivant ufilise ausst lo réduction modulo un nombre premier.
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1.37. Un probleme de poids

1. Soit A = (ay;) € M, (R) avec a;; = 0 pour tout i et a;; € {+1}
pour ¢ # j. 81 n est pair, montrer que A est inversible,

2. On dispose de 2n +1 catlloux, n = 1. On suppose que chaque
sous-cnsemble de 2n caillonx peut se partager cn deux paguets de n
cailloux de méme masse totale. Montrer que tous les cailloux ont la
méme masse.

(ENS Lyon)

> Solution.

1. On va montrer que le déterminant dc A est un entier impair, Pour
cela on passe dans Z/27. La classe de det A modulo 2 est égale au déter-
minant de

0 1
1 0

e M, (Z/2Z).
1 ... 1 0

En additionnant les n — | premigres colonnes 4 la derniere, on obtient
une n-ieme colonne ne contenant que des n — 1 et par multilinéarité

0 1
1 0

det A = — det, . . . 2]
1 1 1

car n est pair. En retranchant cctte derniére colonne a toute les antres,
on ohtient

—1 0 (}
| 0
det A = —det : . -0ttt =12
0 co. oo =11
0 e 0
2. Notons Ty, ..., Zan+ los masses des cailloux. Soit ¢ fixé. On peut
trouver deux sous-ensembles disjoints A;, B; de [1, 2n+1]\{4} de cardinal
2n41
n tels que Z Tp = Z 2. Cela g'écrit aussi Z ;% = 0ol g =0,
kEA; kEB; i=1

a; =1sij € Ayetay; =—18s1j¢€B;. On dispose donc d'nne matrice
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A = (aiy) € Mapq(R) de diagonale nulle et dont les antres coefficients

valent +1 telle que AX = 0, avec X = (21, ..., 22,41). Par ailleurs,
chaque ligne de A contient exactement n coefficients éganx 4 1 et n
coefficients égaux & —1. Le vecteur U = (1,1, ....1) est donc aussi dans

Ker A. Or, d’apris la question 1, le mineur principal de taille 2n est non
nul. Done le rang de A est 2n et dimKer A = 1. Les vecteurs X et 1J
sont donc proportionnels. <1

Le dernier théme de ce chapitre est lo décomposition LU. On dit gu’une
matrice A admet une décomposition LU si elle peut s'écrire comme pro-
duit d'une mairice L triangulaire inférieure (lower) et d'une matrice
trianguladre supérieure (upper). Dans Uexercice swivant, on cherche 4
quelle condition une telle décomposition existe pour une matrice tnver-
sible. La méthode exposée fournit un algorithme pour déterminer L et U
basée sur la méthode du pivot de Guuss. La décomposition LU est uti-
lisée dans lo résolution numérigue d’un systéme lincoire. Flle raméne
o résolution de AX = Y & lo résolution successive de deur systémes
trianguloires : LZ =Y et UX = 7.

1.38. Décomposition LU avec pivot de Gauss

Soit A = (U'ij)léz',jén & Mn(R)

1. Donner la matrice qui, multipliée & gauche de A, va intervertir
les lignes 7 et 7. Quel est son déterminant ?

2. Donner la matrice qui, multipliée & gauche de A, va ajouter
a4 la i-itme ligne o j-igme ligne multiplide par A € R. Quel est son
déterminant 7 son inverse ?

3. On suppose dorénavant A inversible. Montrer qu'il existe
M & GL,(R) telle que MA = T ol U est triangulaire supérieure.

4. Préciser & quelles conditions on peut éerire A = LU, ot U
(resp. L) est triangulaire supérieure (resp. inférieure).

(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. Soit 1 € 4,4 < n, ¢ # j. Considérons la watrice M; ; obtenue en
échangeant les lignes © et 7 de la matrice [, ¢’est-a-dire

k]

Pour tout couple d'indice (p, g}, on obtient, M;;Epy = Epy si p # 4,7,
1\”-‘[ijEiq = qu et NI@jqu = E;’q. La multiplication 4 gauche par 1\'11'3'
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LS

échange les lgnes i et j des roatrices de base. Par linéarité de ta mnlti-
plication par M;,, it en cst de méme pour toute matrice de M, (R).
Comme M;; est obtenue en échangeant deux lignes de I,. on a
det M;; = —detl, = —1.
2. Soit 1 < 4,5 < n, 7 £ j. Posons T,,(A) = 1, + AE;;. Pour tout
couple d’'indice (p. ¢). on obticnt

Tz'j()\)qu = qu si Y #_} el T,j(/\)qu = EM’ -+ )\Eiq-

Alnsi, pour fes martrices de base, la multiplication a ganche par T;;(A)
ajoute a la i-ibme ligne de la matrice sa j-itme ligne multipliée par A.
Par linéarité, il en est de méme pour toute matrice de My (R).

La matrice T,;{A} est triangulaire supérieure ou inférieure selon que
i< jouid> j.avee des bsur la diagonale. On a douc det{1;,(A}) = L.
La wmultiplication & ganche par T,;;{—A) ajoute & la ¢-icwe ligne d’une
matrice la j-iéme multipliéc par —X. On a done Ty { —AYT; (M1, =1,
et (T (M)~ = Ty (- A).

3. On applique la méthode du pivot de Gauss. La matrice A = (a,;)
¢tant inversible, sa premitre colonne n'est pas nulle. Si a;,1 # 0, la
matrice My;, A = (byy) vérifie b1 # 0. En remplagant. pour 2 < / < n,

g;; L, i.e. en multipliant 4 gauche

la Hgne L, de ccette matrice par L; —

par les matrices T, (fgi—ll) on chtient une matrice A = ((}.:}J). dout

les ternes de la premigre colonne sont nuts & part le premier.

Si on note By la matrice obtenue en supprimant la premiére ligne et la
premidre colonne de AM, on a det(A(V} = a(l) det By # 0. La matrice
B, est donc inversible et sa deuxigme coloune posscdo 1 tertae non uunl
QS; avec i3 > 2. En multipliant AM) & gavche par My;, on obtient une
matrice dont le terme d'indice {2, 2} est nou nul. En multipliant & gauche
la matrice obtenue par des matrices de ln forme T;o(A) pour 3 <1 < n,
on obticnt une matrice A de la forme

2 2

&1 (1,%22) . A1n

0 aQQ) . agi?

0 0 ,
: : Bz

0 0

oil an et agz) ne sont pas nuls et on By est inversible.

On poursuit le procédé. On obtient unc suite de matrice AL, AG)
. A=) dans laquelle 1a matrice A" a tous ses termes d’indice (4, §)
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avec j < p et i > j qui sont nuls. La matrice AT=1 est donc triangu-
laire supérieure. On pose A"~1 = U. La matrice U a été obtenue en
mltipliant & gauche A par de matrices de la forme M;; ou Ty;(A). Le
produit de ces matrices inversibles est une matrice inversible qu'on note
M. On a donc MA =T,

4. Pour toute matrice A € M,(R) et 1 < p < n, on note A, € M,(R)
la matrice obtenne en gardant les p premiéres lignes ct los p premidres
colonmes de la matrice A.

e Supposons qu’il existe une matrice L triangulaire inférieure et une
matrice U triangulaire supérieure telles que A = LU. On a alors pour tout

p € [1,n], A, = L,U,. En effet, L est de la forme ( I;(p 2 ) et U de
’ L

la forme Up ) Par conséquent, A est de la forme ( pUp X )
0 x x w

et A, = LU,

La matrice A est inversible, donc les matrices L et U sont inversibles.
Comme elles sant triangulaires, cela signifie que leurs termes diagonaux
sont non nuls. Mais alors, pour | < p < n, les matrices Up et Ly, qui
sont également triangulaires, ont leurs termes diagonaux non nuls. Elles
sont done inversibles et leur produit A, est inversible. On a donc

Vp € [1,n], det(Ap) #N0.

o Moutrons que cette condition est sutfisante. Soit donc A € M, (R)
telle que, pour tout p € [1,7n], det A, +# 0. Reprenons la construction
effectuée dans la question 3.

On a det Ay = a11 # 0. D’emblée le coeflicient d’indice (1, 1) est non
nul. Il n'est donc pas besoin de multiplier A par unc matrice du type
My;. On obtient A" en multipliant A par un produit de matrices de
la forme Ty (A) avee 2 € ¢ < n. La matrice A} gobtient & partir de
A en effectuant des opérations démentaires sur los lignes. 11 en est de
méme de A;U a partir de As. On a donc det(Agl)) = det Ay #£ 0. Comme

0
D’erblée le terme dindice (2,2) de AM) n’est pas nul. La matrice
A®) va s'obtenir & partir de AD en multipliant & gauche senlement
par des matrices de la forme Tjp, avec 3 < ¢ < n. Le raisonncement
peut se poursuivre. Si A®~!) est construite, elle cst déduite de A par
des transformations élémentaires sur les lignes. 1l en est de méme de
AP 4 partir de A,. On obtient det AP = det A, # 0. Comme

. —1 . . P . .
par construction Al(f ) cst triangulaire supérieure, on a en particulier

-1 . .
a,(ng ) # (0 et on peut se servir de ce terme comme pivot.

a * ,
Agl) = ( 1 am) cst triangulaire supéricure, on a aé;) Z 0.
22
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Av tolal a matriee M oest le prodnit de o matrices de o forme T 00,
avec 7 - (en offer. dla premidre élape, oun p — 104 = 20 4 la seconrde
Jo=2.0 %2300 ) Toukes ces matrices sont triangulaires inférigies, wvee
des 1 sur la diagonale, I en résulie gue lenr prodoit M oest triangulaire
infericure, avee des T s 1 diagonale. La matrice est inversible ei L =
M7T5est triangulaiee inlévienre, avee des | sine la diagonale, De MA = U
o dedmit A — LU
Conclusion. Lamatiice A o GL(R) pent s'éerire sons Ta forme LU avee
L triangulaive inféricure of U triangulaire supéricure si et seuletnent si.
pour tout p € [Lon], an o det A, # 0. Quand la décotposition existe,
ot peut supposer de plus que ln diagonale de 1 est constituée de |-

Lovsque A est inversible. Lo decomposition N = LU guand elle ciiste.
est wnigue sioon ampose gue oo wne diogonnde de 1. En offel, si on o
deive telles décompesitions A = LU Z VWU o g alors L7 'L = U0 7,
Coure V'L st fronnguluoe pferenne unoe e diagonale de 1o}
U riomguinere supereure. oo o necessairement 1 L=t -,
ol dope =1/, 1T — 17,

Pour demontrer Penstenee de la décomposition LU d wutres sncthodes
g colle da preol caisiont, On pend par cremple prusonner par récure qer
sl taille node donatvice, o propricl € élond Fpidenle pourn — 1057 elle
est rdrifide aw rang o= 10D ariste Tpoob Uy sespectivernend Jeiamguluie
mftvicave of supcricnee. arce des | oswe o dwigonale de Ty dclles gue

: . , AL Y - ,
A\, o= Iy U O Ferd N sous To Jurme A — ( vl ) i N Py

X iy
sont des malrices de ML (R pla e B of on checohe Toel U1 vony ia
. I. 0 ;Y e .
Formme 1, - ,XII | P I U} (lll avce g ER50X, 08 Yy dans

M, RY. On obtient

1 'I;‘[i| l4|\’| )
7 XUy VR RN

b

Ouwreab Y — LY O = "X0Uy e "XN 4o, = soll Y, — I, 'Y,
Ny () X et = - "Xl'l_lJ_._IY = — fX_-"‘\“_“\'/. Conne
det A — g det Uy det Ly, on a0y 7 00 Les motiices ainst constrailps
coniennend donc.

Notfows poar Jinde geon ponl démontrer yue powr Towle et iee A
qnicesdhle. onopeat tronece e madeiec deopeepndalion 1 felle gre PA
aidirctle wne diédcompostbon LU Le Dioctemr iederesse poarre foire o uon
avee du didcomposdion de Bruhal gui o ele proseolde dans Peroverer 740
i fore ! f[—.f“gr"hf‘(:,
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Lerercios suwenan! regroupe der cnoneds sur o deconiposilion LU des
rhelviees bridiagonale.

1.39. Décomposition LU d’une matrice tridiagonale

Soit (ay, .)€ R (b, ... _fJ,i,_]) eR* T (e, o) C
Bt ot A = {1y ) Lgign définie par

Vielln]. ap =a,. Ve [Loo 1w = b, e 200l a0 0=

o, = Osmon. Ponr b & ﬂl.n”. o1 pose gy = (lt'f(rJ,L)p P

1. Ftablir ine relation de recuerenee s les 8

2. On suphose que tons ks &, sont now nnls. Fablir Vexdstonee
d'une décomposition de A sous la lorme LU

T T A AU B L
Iy | 0 o 0 Q.I;’ fr o 0
A —
’ ’ l’];,‘_|
0 0 A 0 0 o _\_r)” _
o

3. Déterminer los déterpinants 4y et Lo dccomposition LU quaned
elle existe, dans le cas on

Viaton]. a =2, Fisln 1) b~ = —1.

{Ecole polytcehnique)

= Solution.
Lo Pour & < jTon]. on note Ay © MR la matrice constitnde des &
prendered lgnes of colonnes de A el 8, — det Ay Ong

aq [y il 0
T
A= 0 {]
: S I T
0 . 0y 7
On obtiewt & — ay. Ay — ayoa — e ob poue £ 2= 30 ot abtient o

développaut selon e derniere e
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ar b 0 0
oy as
A = apdp_1 ~ cp_1det | g b2 [
: R T 0
0 ... 0 cp—2 bg_1

et en développant par rapport 4 la derniére colonne

[ék =agh_1 — bk_lf-‘k—]dkf'ﬂ-

2. Soit {1, ... ln—1) € R On pose L = (I;) et U = (uy;), avec

lii =1 81 1€ [[1 Hﬂ, lz’,i—]_ = lif‘l i i€ [[2?711],

Ui — 51511 gl i€ ﬂl,n]], Ui g1 = bt sii¢ [[1??, — 1]]

et {,; = u,;, = 0sinon, en posant dy = 1. On cherche a montrer 'existence
de ({1, ... L, 1) tel que A = LU. On note que la matrice U est bien
définie car les 8 ne sont pas nuls. 11 fant. pour tout (¢,7) € [1,n],

k3
0y = Y gty = iy + lo1way 4,

k=1
car ljp =0si bk #iet & #£i— 1. Cela équivaut A a; —ay; = % et
Vi e [2.n]. ay = G = 5—61—1 +hi_1bi
Vi € Hl,?’b — ”], b = Qfgtl = Uigt] — bi X
Vi€ [[2 ﬂﬂ, Ci 1 =iz 1 = fi,]ui_l:i)] = [i_l%i,

var pour j & {¢é—1.4,% + 1}, les deux membres de U'égalité sont nuls.
Légalité a; = g{; est vérifiée. On doit avoir, pour 2 < § < n,

ce qui définit ({1, ..., l,_1}. Il ne reste plus qu'a vérifier que, pour tout
i€ 2,n],

& #, Ciibio105 2
= limili ) = — + — ,
5,;1 + - fsi—] rsifl
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¢ egt-a-~dire
51‘ = &555,1 - bi_lci_léi_g,
ce qui résulte de la premigre question. On remarque gne cette décompo-
sition est uniqgue.
Il résulte de [crercice 1.38 que la non-nullité de tous les &, est aussi
une condition néeessaire pour Ueristence dune telle décomposition.
3. On a, tonjonrs avec &y = 1, pour 2 < £ < n,

5k = 2b5k¥] - 5k_2.

La suite (8z)ks0 est récurrente linéaire d’ordre 2. Intéressons-nous aux
racines de r> — 2hr + 1 = 0 dont le discriminant est A = 4p% —

e Premier cas : |§] > 1.
Dans ces conditions, A > 0. Les racines de r* — 2br + 1 — 0 sont réelics
ot distinctes b+ V62 — 1 et & — /b2 — 1. T} existe donc A et D réels tels
qne pour tout k € N,

S= A+ B2 —1)F £ BH— /b2 - 1)
En écrivant cette égalité pour £ = 0 on k£ = 1, on obtient le gysttme

A+DB=1
A(f}+vb2—l)+B(b—\/b2wl):2b
b+ Vb2 1 etB— b— b2 —1

qui donne A = N EW , ¢e qui permet d'écrire
nout k£ = 0,

O =

o+ VI - - VB 1) |

2\/b

La condition dp = 0 équivant & (b + b2 — DT = (b — /B2 — 1)*+L
Dans ces conditions,

b+ /b2 —1=2d(h—+/b —1) et en élevant an carté b4/b2 — 1 =0,

ce qui est impossible puisque || > 1

Par conséquent. si |h| > 1, on a, pour tout k& € [1,n], & # 0. La
atrice A pent s'écrire sons la forme LU.

Sib>1,lexistef >0 te] que b — ch t. Dans ces conditions, on obtient

b+ Vb2 —1=c¢t b— b2 —1=¢"" et pour tout k = 0,

o shik 4 1y
YT T oht ‘
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Sib < —1, il existe £ > 0 tel que b = —cht. Dans ces conditions, on
obtient, pour tout & = 0,

pshik + 13t

B = (=1) sht

e Deuxitine cas : b= +1.
Dans cos conditions, A =} et b est la scule racine de #2 — 2br +1 = 0.
Il existe alors A et B réels tels que pour tout » 3 0, &, = b*(Ak + D).
OnaDyp=1=BetD; =2b=0A+1),cequidonne A=B=1et

Se=(k+L)sib=1 et & =(-1Fk+1)sib=—1,

L& encore, aucun dy n’est nul et A posséde une décomposition LU.
¢ Troisieme cas : [b] < 1.
Dans ces conditions, A < 0. Les racines de 72 —2br+1 = 0 sont complexes

conjugués :

b+iv1—82 et b—iy/1—b2.
Posons # = arccosh € [(hw[. On & alors /1 —b® = sinf et les racines
sont e et 7% Tl existe A et B daus C tels que pour tout k 3> 0 on ait

5k _ Aeikb‘ + Be—ikeA

. . if)
Ona A+ B = 1ct Ae?? + Be™ = 2cosf. 1l vieut A — ?EG;TH et

ig . . .
B=—gimg ot dk = slinéi [e?* A8 e=ile41)0] ay plus simplement

sin(k + 1)0
sin .

Ok =

8 = 0 équivant & (k+1Y8 € 7Z. Comme 9 € |0, =[, 8z = 0 si, et seulement

81, @ = kljﬁ 7 avec 1 <1<k On conclut que la décomposition LU de la
matrice A existe si et seulement si b n'est pas de la forme b = cos kf{ i

avee 1 <l <€k<n «



Chapitre 2

Réduction

On doit & Camille Jordan (1838-1922) de nombreur vésultats sur
le réduction des endomorphismes, qu’l décoyuvre nolamment 4 frovers
I'dtude des groupes. Dépussant lo notion des groupes de permutations
pour en atteindre une plus abstraite, il s'intéresse ¢ la clossification des
groupes finis a travers leurs représentations linéaives {autrement dit les
morphismes dun groupe fing G dans le groupe linéaire GL(E) d’un espace
vectoriel E). Nl va méme jusqu’d donner lo description des classes de
simalibude & Uaide des formes dites de Jordan.

Le probléme fondamental de lo rvéduction est bien celui de caractériser
les closses de similitude de Palgebre L(E) ot B est un K-espace vectoriel
de dimension finie ou, cc qui revient aw méme, les closses de similitude
de Ualgébre M, (K). La recherche d'une matrice lo plus simple possible
pour représenter un endomorphisme donné vise de mulliples buls @ cal-
culer les puissances successives de cet endomorphisme, son commutant,
resoudre des systémes différentiels lindaives... Une idée naturelle powr
essayer de « rédaire» Uétude d'un endwmorphisme u donné @ des choses
plus simmples consiste 4 essayer de décomposer Uespace vectoriel E en une
somme directe de sous-espaces non trivieus stables par u. Cela west évi-
demment pas toujours pessible (le lecteur se reportera aux erercices 2,37
et 2.89 copcernant la simplicité et la semi-simplicité). Les sous-espaces
stables les plus simples sont ceux sur lesquels v cotneide avec une homo-
thétie. On est ainst noturellement amnené 4 la notion de valeur propre. Si
A est un scaloire, on s'intéresse done qu sous-espace By = Ker(u— M Idg)
appelé sous-espace propre pour la valeur propre A lorsgu’il n'est pas nul.
Le théoréme de décomposition des noyaux nons assure que les differents
sous-espaces propres d un epdomorphisme sont en somme directe. Le
cos o lo somine remnplil tout Uespace E méne 4 lo notion d’endomor-
phisme diagonalisable : un tel endomorphisme peut éfre veprésenté par
une motrice dingonale {1 suffit de prendre une hase formée de vecteurs
propres). Pour les endomorphismes diagonalisables il est alors frés facile
de répondre & la question initiale de savoir quand ils sont semblables :
il faut et suffit qu’ils pient les mémes valeurs propres et que les espaces
propres associds atent to méme dimension. Il est aussi farile, cn se rame-
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nant ¢ une matrice diagonale, de caleuler les puissaneces dun tel endo-
morphisme, son exponentielle (si on travaille sur un sous-corps de C),
son commutant... Cependant il ne s’agit lo que dune réponse particlle
¢ notre probigme. Un pas supplémentaire vers sa résolution, lorsque le
corps de base est algébriguement clos (par exemple sur C), consiste 4 éta-
blir le théoréine de décompositivn de Dunford : toul endomorphisme o
d’un C-espace vectoriel de dimension finte s'écrit de maniére unique sous
la forme uw = d 4+ n ol d est diegonalisable, n est nilpotent et commute
avec d. Ce résultat, qui n'est pas dans les programmes actuels des closses
préparatoires, fait Uobjet de Uerercice 2.30. Cette décomposition améne
Voltention sur les classes de stmifftude des endomorphismes nilpotents.
Avee un pew de travail il est alors possible d’obterir le théaréme de Jor-
dan qui régle complétement lu question de lo détermination des clusses de
simnilitude sur un corps algéhriguement clos. Dans le cadre général. Doutil
fondaemental pour résoudre cette guestion est la notion d’endemorphisme
cycligue : voir les exercices 2.38, 2.42 ainsi que le commentaire qui suit
le second exercice. Aprés ['étude de ces dewr exercices, le lecteur pourra
suns mul se lancer dans lu lecture d’un bon vuwyrage d’alyébre linéaire,
pour avoty enfin o solution compléte au probléme posé en introduction. !

Voici maintenant la liste des themes successifs selon lesquels nous
avons regroupd les exercices. Le plan suif la progression logigue gue nous
venons d’évoquer plus haut.

o Nos premiers crercices concernent les valeurs propres. Un scalaire
A est valeur propre d'un endomorphisme u si et sculement si uw — Aldg
n'est pas ingectif donc, comme on est en dimension finie, non bijectif.
aoit encore de déterminant nul. Aufrement dit, les valeurs propies de u
gont exactement les racines du polynéme caractéristique v, de u. Celo
peirmet de définiv lo. multiplicité d'une velewr propre comme son ordre
de multiplicité en tant que rocine de xu. I est facile de montrer que
cette multiplicité majore (o dimension de ['espace propre associé @ M.
Les énoncés des exercices concernent des déterminations de spectve, des
guestions de multiplicaté, ou de localisation des valeurs propres. Il y a
notarpment plusieurs exercices sur les matrices 4 coefficients réels posi-
tifs.

o Le théme suivant sera consacré quxr polynémes d'endomorphisines
{ou de matrices). On suit que le critére de diagonalisation lo plus puis-
sant est Uexistence d'un polyndme annuloteur qui soit scindé & racines
sitmples. Les cxercices porteront sur la notion de polyndme minimal, le
théoréme de décomposition des noyauz...

o Viendront ensuite les exercices concernant lo diagonalisation. la tri-
gonalisation, puis lo réduction de Dunford avec guelques applicetions
notamment & [ceponentielle des matrices. Comme nous [avons déji dit,
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la décomposition d +n raméne le prebléme de lo réduction pour un corps
algébriguement clos 4 lo réduction des endomorphismes nilfpotents. Plu-
sieurs exercices sont alors consacrés a ces dernders.

o Nous regrouperons ensuite les exercices concernant les sous-espaces
stables, lo notion d’endomorphismes cycligues.

s Viendront ensuite diverses applications : recherche de commutant,
dquations a base de crochet de Lie, éguation de Sylvester AX — XB = C,

o Le dernicr théme sera consacré o des exercices de nature topologique.

Por convention, souf mention contraire, K désigne un corps commu-
Latif quelcongue. Selon 'usage, on identifie souvent les dléments de K™
avec les matrices unicolonnes et les matrices avec Dapplication linéaire
canoniquement associde.

Dans le premier exercice ci-aprés on connoit la dimension de l'espace
propre et on cherche Uordre de multiplicité de la valeur propre,

2.1. Valeur propre simple

Soit K un corps commutatif, A € K, A € M, (K), XY ¢
M, 1 (K tels que

AX =2X, 'YA=2Y, 'YX #£0, 1g(A-A,)=n— 1L

Montrer que A est valenr propre simple de A.
(Ecole polytechnique)

> Solution.

Les vecteurs X et Y sont différents de 0 puisque *YX # 0. Le scalaire A
cgt valewr propre de A (ef aussi de *A) et par hypothtse I'espace propre
associé & A pour A est une droite (car rg(A — AIL,) = n — 1). Cette droite
est done dirigée par X. Comme on sonthaite caleulor 'ordre de multiplicité
de X en tant que racine du polynome caractéristique de A, on va essayer
de calculer ce polynémc mais en choisissant une matrice semblable &
A qui soit plus simple. Il faut évidemment utiliser les informations que
Pon a sur la trausposée de A. Le vecteur Y est un vecteur propre de ‘A
pour la valeur propre A. Il définit une forme linéaire non nulle sur K*
(par Z +— *Y'Z) dont le noyau est un hyperplan H. L'hypothese fYX £ 0
signifie que X n’est pas dans cet hyperplan H.

On remarque alors que, powr tout 7 € H, on a *¥YAZ = A*YZ = 0 ct
A7 € H. Ainsi Vhyperplan H est stable par A. Considérons une base de
K" constituée de X et d'une base de H. Dans cette base, I'endormorphisme
canoniquement associé & A a une matrice de la forme
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NoD 0
1]
M= . ,
; N
0
ot N & M,,_(K). On a donc
K—-A 0 e 0
0 x )
va = xn = det : = (X — A~
: XL, 1 —N |
O
La matrice A, — M cst semblable & AL, — A. Elle est done de rang
¢ 0 o 0
(o
r— 1. Comme AL, — N = | . N ALy st de
. Al,_1 —N
0

rang »— . Alnsi. A nest pas valeur propre de N et A est hien une valenr
propre shuple de A. <

Il est Dmporiont de retenir gue siw est wn endomorplisine dun espece
E et f une forme Hncuire non nudle sur E. Uhyperplan Ker [ cst stable
par w s o seuloment &1 f est un veclewy propre de bu.

Lénoned snivant concerne encore dos gueslions do wpuliipleitd de
'UO!.IFYHT Propire.

2.2, Existence d'une valeur propre double

Soient A, B ot C trols matrices de My (K). Montrer qiiil existe

m triplet (. 3,7) € KAW{0} tel que aA -+ 313 +1C ait une valonr
propre double,

(ENS Lyon)

™~ Solution.

Bien entendu si la famille (A B, C) est lide 1o résultat st clair, car on
peut trouver nne combinaison lindaire nnlle des trois mutrices avee des
coeflicients (a4, ) noit tons puls,

Suppusons done que la fanille (A B.CY est Libre, On connat des
malrices simples qni ont une valeur propre double : toutes les imatrices
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Ao
0 A
matrices forme clairetnent un sous-cspace vectoriel de Ma(K) de dinen-
sion 2, Ce sous-espace ne peut donc pas élre en somine directe avec
lespace Veet(A, B, C) qui cst. de dimension 3 {car dim My(K) = 4). Il y
a done wne matrice non mlle de la forme oA + JB + ~C i achnet une
valenr propre double, <

Lriangulaires supéricures de la forme ( . Or, Vensemble de ces

2.3. Détermination de spectre

; . . 1
On définit nune suite de matrices par Ay = ( 1 1 ) et la reln-

-1
. An ‘A‘H

Lion de réeurrence A, = ( A A ) Détermimer les valeurs
250 iy

propres de A,,. )
(Ecole polytechnique)

> Solution.
On comnence naturellement par regarder le cas n — 1. Le polvudme
caractéristiyque de Aq est

X—-1 -1 2
XY = . = X° 2.
On a douc Sp A, = {2}
Essayons maintenant de trouver une relation entre le polvndme
caractéristique de A, et celui de 4,1 1. Notoms que la matrice A, est de
taille 2™ On a

X[’ o A.ﬂ "A
Xnp1(X]) = ‘ 2—AB Xzn —:An

Les quatre matrices qui interviennent commutent denx & deux, On a
doue (cf. exercice 1.27)

Xop (X)) = det(XPTon — 2A2) = det(Xla. — V2A,,)det(Xl. + V2A,).

On oblient done en factorisant /2

" X —X
2 Xj=2° ]l "= | Xn| —F= |-
Xt 1{X) X(ﬂ)x(\/@)

Les racines de x,p1 sout donc obtenues en multiplians celles de x,, par

+v2.
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Conclusion. On a pour tout n, Sp A, = {j:\/—fn}. <

Pour une maetrice donnde (disons réelle ou compleze) de taille smpor-
tante le caleul des valeurs propres nw'est pas chose facile, D’une part le
caleul du polyndme caroetéristique n'est pas sinple (rappelons gue ¢’est
un détermunant) ef d’auvtre part on soit bien que la recherche des rucines
o un polynone est un probléme difficile. Ces questions ayant une grande
smportance pratigue on ¢ été amené a chercher des algorithmes efficaces.
On se préoccupe ici du caleul de xa ot A est une matrice de My (C). Les
cocflicients de \ a sont donnés par les fonctions syméiriques clémentaires
Gl .., Tg des valewrs propres Ay, ..., A (prises avee multiplicité). Une
premicre idée est de caleuler ces fonctions symdétrigues €lémeniaires d
PVeide des formules de Newton gui relient les o aur sommes de New-

n
ton 8, = 3. A En effet, ces sommes de Newton sont plus faciles
i=1
trouver puisque Sgp = TrA® pour tout k (trigonaliser A pour le voir).
Cela constitue la méthode de Leverrier. Lexercice suivant présente [ al-
qovithme de Faddeev qui consiste a4 remplacer la suite A% par une autre
suite de matrices avee le méme objectif @ obtenir les coefficients successifs
du polynome ceractéristigue. On y utiisera les formules de Newton que
le lectenr trouvera dans Uexercice 5.26 du premier torne dolgébre.

2.4, Algorithime de Faddeev

Soit A & M, (C}. Ou définit une suite {Aglgzo de matrices en
posant Ay = A et pour £ 2 1,

1
A=A (Ak—l % Tr(Ak—l)In> .

Montrer que A, est mulle. .
(Ecole polytechnique)

> Solutiou.
On cotnuence par calenler les premiers tennes de la suite {Ag)pso

1

9

Ag=A; Ay =A%  Tr(A)A; Ax =A% —Tr{Ag)A% — - Tr(A A,
Par une récurrence immédiate, on montre alors que pour tout & & [0, ],

1
Ap =AML Tr(Ag) AR — 5 Tr{A AR %Tr(Ak_l)A.
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Pour calculer A,,, il fant calculer Tr{Ag) pour tout & € {0,n — 1]. On

note Ay, ..., Ay les valeurs propres de A comptées avec multiplicité. Les
ki3

valeurs propres de A® sont Af, ..., A% et Tr{A%) = 3" AF. Ou obtient
im1

Tr(Ag) = Tr(A) puis

Tr(Ay) = Tr(A%) — sz (Zn:/\) =2 D

1€i<i<n

En notant oy, ..., o, les fonctions symétriques élémentaires des valeurs
propres, on a donc Tr(Ag) = o1 et Tr{A;) = —202.

Montrons par récurrence sur k que Tr(Az) = (=1 (k + Dogyy. Clest
vral pour k = 1 et k = 2 comme on vient de le voir. Si la propomtmn cst

vérifide jusqu'au rang & — 1, on obtient, en posant Sy = z P
i=1

Tr{Ay) = Te{A"H) — Tr(Ao) Tr(A*) — % Tr(A;) Tr(A" -
o Tr(A 1) Te(A)
=Spy1 — 715k + 02841 — T3Sk—2 + -+ +(=1)*01Ss.
Les formules de Newton {cf exercice 5.26 du tome 1 d’algébre) donnent
Sk — oSk + o+ (=1)FoS + (=1 k4 Doy, =0
et on a done Tr{Ay) = —(-1)* 1k + Dok, = (—1)*k + Doy, La
proposition cst vérifiée an rang & + 1 et done pour tout k. On obtient en
particulier
Ap =A™ — A" 4 A" L g AL

Comme A1, ..., A, sont les racines du polyndme caractéristique, on a,
e
XA = X + E (71)11'0_}6}(7?,7%‘,

et donc A, = Axa(A). D'aprés le théoréme de Cayley-Hamilton,
xa{A) =0donc A, =0. <

Les coefficients dy polyndme caractéristique sont done, au signe preés,
les k—}r—l Tr(Ag) (pour0 < k < n—1). Lo suite (Ay,) définie dans ['énonce
fournil ainsi un olgorithme de calcul du polyndme caractéristique appelé
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algorithme de Fadeev, bien plus rapide gue celui qui consiste & caleuler
det{XT, — A).

Notons & cette occasion que ¢'est le mathématicien allemand Frobenius
(1849-1317) qui donna en 1878 lo premiere démonstration du théoréme
de Cayley-Hamilton.

Le calcul des valeurs propres étant difficile, on peut éfre amené & sir-
plement essayer de les localiser. Voici un résultat assez classigue de e
type, basé sur le lemme d’Hadamard.

2.5. Lemme d’Hadamard, disques de Gershgorin

Soit A = (aij)léi’jgn < MR(C) On pose RwL = Z |(1.1'ﬂ pour
igign
ki
tout 5 € 1, n].
1. On suppose que pour tout ¢ € [1,n], |a;| > R;. Montrer que
A est inversible.

n
2. Moutrer que Sp A C U{z £ C, |z —asl € Ry}
i=1
3. On suppose & nouvean que pour tout 4 € [1,n]. |a;| > R,
Montrer que

T

|det Al = H (las;| — Ra).

1=1

4. On suppose que A € My(R) et que pour tout ¢ € [1,n],
aq; > R;. Montrer que

det A = H(\G‘.m\ - R}
=1

g (Ecole polytechnique)

&> Solution.
1. Rajsonuons par Pabsurde ¢t supposons A non inversible. Il existe

alors X = (i, ..., z,) un vecteur colonne non nul tel que AX = 0. Pour
n
tout 1 i< n,ona Y, ax,; =0 puis, en isolant le terme d'indice 4,
i=1
;] = E _ i) < E _ 12T < Ra lg_llggnlff’kﬂ-
i e
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Prenons ig & [1, 7]

5| = max |rel. Ona |z, > 0 car X # 0.
1sksin

On obtient |a;q, [le:,| S Ralza,] et done |aqg,q,] < Ry,
I'lypothése. On conclut gque A = GL,, (C).

Ce résultat constitue le lemme d’Hadamaid.

2. Soit A € Sp(A). Alors A — ML, n'est pas inversible. Done, 1l existe
ip € [1,n] tel que |a,,., — Al < Ry, de. A€ {z € Cllzg —aiy,] € Ry}
Finalement,

Cela contredit

0

ryelJlzellz—aul <R}

=1

Les disques de cenire ay et de rayon Ry dont la réunion contient le
spectre de A sont appelés disgues de Gershgorin,

3. Notons A’ la matrice obtenue & partir de A en multipliant, puur
tout 1 < 4 < n la -ieme ligne par m (le dénominateur est biey

non nul). On obtient

det A = det A" | [ (Jas| — R.).

=1

Il n’y a plus qu’éj prouver que det A’ 2 1. Posons A’ = (a};)1<ijgn. O
a pour tout 1 €4 < n,

, il —Ri _ as] — R
ail. — al. = ‘(n'”| juand ? :1
il = 2 = TR el <R,

= |asi] - R

Pour toute valemr propre A de A', il existc 1 € ¢ < n tel que
|)‘ - azf:tl < Z ‘azg‘
i
et donc, par Uinégalité triangulaire,
| {aul Zlazjl et |A| Idul 7Z|azj| - 1
RED iEL

Toute valeur propre de A’ a un module supéricur ou égal & 1. Or le
déterminant de A’ est le produit de ses valeurs propres {distinctes ou
confondues). Done |det A’| = 1. On cn déduit gue

[det A[ = [ det A'{l H mml R) 2 H ﬂ‘rjul

=1 =1
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4. D’apres la question 3. nous avons seulement A établiv que det A =~ Q.
Pour cela nous allons utiliser un argument de connexité. Notons C en-
semble des matrices (a:; )<y jon € M (R) vérifiant

Yie[l,n]. ay> Z |ris]
l<i<n
JF

et montrons que C est convexe. Solent A = (as,) ¢t B = (by;) dans C «t
t € 10,11 Montrons que {1} — #)A +tB = ({11 — oy + #h,;) €C.
Pour tout ¢ € [1.n], on a

I = By + thi| <> (0= Dlag] + b))

a7t i

“ (L= fayl 1t byl
i o
{1 = Ny + 1hy;

Done (1 — DA + 1B € C ot C st convexe et en particulier connexe. Or
la fonction M & €' —— det M est continne et, d'aprés la question 1. ne
stannle pas sur C. Son fmnage est done un mtervalle de R ne contenant
pas (0 : celbe image est contenne dans R on dans B* . Comme I, € €
ot detl, = 1 3= 0, powr tout M € C, det M > 0. La question 3 donne le
résultat voulu. <)

On peut appliquer le résultal odteny dans la guestion 2 & une matrice
commpagrion. powr &n didwire un résultat de localisalion des ruemes d un
polyndme quelcongue.

Nowus commengons maiatenoni une série dercrcices sur les malrices
a coefficients révls positifs el tout dabord sur les wmatrices stochas-
tiques. Celles-cidnterviennent naturcllement en Probabilités dans Détude
duvs chaies de Markov (le lectcur pourra se reporler auw commentaice
pricédent Vexereice 7.14 dans nolre premier tome d’erercices dalgébre
porr un pew plus do détaauls). Le premier énoned monire gue le spectre
dune matrice stochastique est entiérement contenu dans le disque unilé
du plan complexe, résultal que précisero Udnoncd daprés.



26 MATRICTS §10CHASTICURS (1) 75

2.6. Matrices stochastiques (1)

Soit S enseinble des matrices réelles stochastiques, ¢’est~i-dire
Pensemble des matrices P = (p;;) € My () telles que

T

Vi) € [l py 20 et Vielln], Y op, =1
i=l

1. Montrer que tous les éléments de S ont une valeur propre
cominypc.

2. SiP,Q sont dans 5. en est-il de méme de PQ 7

3. Soit P € 5 et A npe valenr propre complexe de P Montrer
que fA £ 1

{Ecole polytechnique)

| —

> Solution.

1. SiPe8, et st Ucst le vecteur de R dont toules les coordonnées
valent 1, la seconde condition qui déhnit les léments de S équivant 2
[PU = U, Done tous les matrices stochastiques adinettent 1 cormne valewr
prapre et 1] commne veetomr propre associc,

2, Sil. Qsont dans S. les coclicients de PQ sont tous positifs. De plus
(PQIU = PU = U de sorte que la seconde condition ost aussi remplic.
Donc § est stable pour le produit.

3. Soit A € SpP et X = Yz, ..,%,] un vecienr propre associe.
Choigissons un indice i tel que || = max Lz |- Comme PX = AX on
1<khsin

a, en regarcdant la +ieme coordonnee,
DA+ o Piala = Ay
Et en passant au module. il vient

|As| = [Allv] = [py + - + Pmn| S (Do + - 4 pin)

ZL‘;| st ‘.T'i|.

On conelut que |A} € L <

Dans Uénoncé suivant on prouve que les éventuclles valeurs propres de
module 1 sont des racines de Punité.
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2.7. Matrices stochastiques (2)

Soit A = (ay;) € M, (R) une matrice stochastique. Soit A une
valeur propre de A de module 1et X = {x;, ..., z,) € T™ un vecteur
propre associé,

1. Si z; est une composante de X de module maximal, montrer
que Az; est encore une composante de X de module maximal.

2. En déduire que A est une racine m-iéme de 'unité avec m < n

3. On suppose que pour tout / € [1,n], a,; # 0. Montrer que la
sentle valeny propre de A de module 1 est 1.

(ENS Ulm)

t- Solution.
1. On suppose A £ 1 sinon la quostion est ¢riviale. La i-igme ligne de
I'égalité AX = AX conduit 3

— i = Zatg . (l)
JF#EL
On en dédnit que

1‘“arr:}>‘}70u = _aul Zatf

J#i

= E Uy =1— -

i#i

Les inégalités sont donc toutes des égalités. On dédnpit de cela plusieurs
choses.

o L'¢galité 1 — a;; = |4 — ay;| montre que \ est sur le cercle de centre
ay; et de rayon 1 — ag;. Si ay; > 0 ce cercle est tangent intérieurcment
au cercle unité de C en 1. On aurait alors A = 1 et cela est exclu. On
a done néeessairemcnt a,; — 0. Il en résulte notamment que ensemble
I={j+#i, a, # 0} n'est pas vide.

e D'aprés le cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire, les complexes
(l,,j_,'% pour j # ¢ sont tous sur une méme demi-droite d’arigine 0. Cela
est, intéressant uniquement si@;; # O c'est-a-dire si j e L.

v

ePour jeclonaay;|y

‘ = ay, c'est-a-dire |z;] = |z

En combinant ces deux dern1er<; pomts on obtient l'existence d'un récl
# tel que, pour tout j € L. x; = ;. En remplacant dans la relation

(1), on obfient

Jjel
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Ainsi, €%
dernandé.

2. On suppose encore A # 1. Soit k& 2 1 le nombre de coordonnées de
X de module maximal. Parmi les &+ 1 complexes x;, \e;, A2y, ..., Az,
qui sont tous des composantes de X de module maximal, il y en a néces-
sairement deux qui sont égaux (principe des tiroirs). Tl existe donc r < s
tels que A'z; = A x; et comme x; # 0, on a A" = 1 avec m € [1,n] en
posant m =8 — 1.

3. La contraposeée a été vue dans la question 1. <

= Aet &y = Ax; pour tout indice 7 € L. Dol le résultat

Lénoncé suivant n'e rien 4 voir avec la réduclion, mais comme il
porte aussi sur le théme des matrices stochastiques nous avons choisi de
le présenter ici.

2.8. Matrices stochastiques (3}

Soit S l'ensemble des matrices carrées d'ordre n réelles stochas-
tiques.
1. Montrer que S est un convexe compact.
2, Déterminer le plus petit entier p tel qu'il existe un sous-espace
affine de dimension p de M,, (R} contenant S.
(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. Rappelons qu'une matrice A est stochastique si ses coefficients
sont tous positifs et s AU = U ol U désigne le vecteur dont tontes les
composantes valent 1 (voir exercice 2.6). Si A, B sont dans 5 il est aisé
de voir que

Vie [0, 1], 1-HA +iBeS.

En effet, les coefficients sont positifs par convexité de 'intervalle [0, 1] et
on a bien ((1 —¢)A + tB)U = (1 —£)U 4 tU = U. Done S est convexe.
On choisit de munir M, (R) de la norme définie par ||Alj; = max|a;]
i

(toutes les normes sont équivalentes). Alors S est borné par 1 et fermé
comme intersection d’hyperplans affines ¢t de demi-espaces fermés. Donc
S est compact.

2. Cette question demande de trouver la dimension du sous-espace
affine engendré par 5. Notons f; la forme lindaire sur M, (R) qui & une
matrice associe la somme des coefficients de sa i-ieme ligne. Par définition

n
S est inclus dans le sons-espace affine V = ﬂ f71(1). De maniére plus

i=1
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preévise 8 est Pintersertion de Voavee la partie de MG (R) formée des
matrices a coofficients positils. Comme les formes lindaires (f1, ..., fi,)
sont clairement libres, lo sous-capace affine V est de dimension n? — n.
On va prouver que 5 engendre affinement V.

Soit A = (&s;) une matrice de V. Alors, A pent §’¢éerire cotnne bary-
centre de nomadrices de Vodomt la derniére ligne ost positive

A= ia”;’;l};

i=1
on By est obtenne en gardant les lignes 1, .. p—1de A of en romplagant
Ia derniere ligne par (0.0, ... 0. L0, .. 0) avee le 1 en j-ibme pogition

(la somuoue des poids a,; est dgale a1 puisque A est dans V).

De meme, chacune des matrices B, peat s@crire comune barycentre
de miatrices de Vodont les denx derniores lignes sonl positives. PPar asso-
clativite du baryeentre, A ost done barycentre de matrices de Vo dent
les deux dernitres lignes sont positives. On jiere cotte idée pour obtenir
nalement A comme harveentre de matrices stochastignes. <

Eni reprenant les coleuls déjd mends dans Uencreice 2.7 on monire
maintenand gue powr une walrice strictemont stochastique Uespace propre

assocn’ & la palewr propre 1 est une droite.

2.9. Matrices strictement stochastiques

Soilt A = (0,14, 590 & My (RY une matrice strictement. 8vo-
chastigue, c'est-a-dire stochastique avee des cocllicicuts strictement
positils.

1. Monfrer que 1 € Sp A ot que dim Ker(A - T) = 1.

2. Moutrer que toute valenr propre complexe de A cst de module
inféricur a 1 et que 1 ¢st la seule valeur propre de module 1.

{ENS Ulm}

&> Solution.

1. Le veclenr B dont toutes Jes coordounées valent i est un vecteny
propre ponr la valeur propre 1 Soit X = (r1. ..., x,) € C" nn vectenc
non il tel que AX = X. On reprend la démoustration de la premiére
question de Pexercice 2.7 On cholsit mn indice # tel que ] soit maximal.
Eun regardant [ i-itme coordonnée de Uépalité AX = X il vient
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=7 L eem .
= E Qg5 =1 — gy

g

i
2

f1-— flu)ll”,z’ = E a,y < E g
Iy :

g7 ) q#i

Toutes les indgalités sont done des égalités, 1 en résulte dunce parl gue
2 I i
peaw tout < [Ln]. a, ] = L] {car az; # 0) ¢t dantre part que tons Loz

", 1—: ont le ménie argument (cas d’égalité dans T'inegalité (riangnlaire).
Conune ., est un réel strictoment positil, les x; sont done tous égaux
ot X st colhincaire a U,

Le lectear powrra mondrer qu'en foil 1 est une racine stpple du
polyndme caractCristique de A (e qui est plus fort que lo vésultal pround
23]

2. La prewdere partic de la question o été résalie dans Uexercice 2.6 o1,
L seconde est un cas particilier de la question 3 de Fexereire 2.7 pnisgie
los coefhicients diagonanx de A sont non nuls. -1

Iy a en fail beawcoup de résullats concernant le spectre des mafrices
rdelins dont les cocfficients sont positifs. Le théoréme de Perron Frobe-
pius. qicr est prouwvd dens erercice suivant, genéralise les résullals vus
en 2.0 ¢l LT pour les malvices stochastigues. Celui-ci affirme g wne
wedries réelle A cocfficients positifs qui vst wrdductible (notion défi-
nie dans Uédnoncé) admct ope valeur propre reéelle positive p telle gue
Al < p opowr toute valewr propre {compleze) de A De plus, on peut trou-
wer pour p un veckeur propre & coordonndes positives (vecteur de Perron).
Ce résulinl a dté obteny par Perron en 1907 pour les matrices ¢ cocf-
Ferenls sivictement postlafs. puis géndrolisé par Frobenius par lo swide,
Lapproche wtilisée dans Perercice est due d Wiclandt,

2.10. Théoréme de Perron-Frohenius (1907)

Sait A € M, (R) une matrice i coefficients positifs. On note «
Pendomorphisme de B" canoniguement sssocié a A et (e, ..., ¢,)
L Detse cnmonique de BY. Ouw suppose que A est irréductible @ cela
signific gqn'il p'existe ancune permuiation o de {1, 7] telle que la
natrice de w dans ln base {e501y, .., 05,;) s0il trlangulaire par
blocs.

1. Montror que (1, +A)™ 1 est a coefRcients strictement positifs.
S5 X € R est un vectour non mil & coordorniées positives, on palura
comparer le nombre de caardonnées sericterent positives de X et de

Y = (1, + A)X.
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2. S5i X = (Xq,....Xs) € R? est non nul, on posc r(X) =

min ol {AX); désigne la é-ieme coordonnée du vecteur AX.

K70 X
Montrer que r admet un maximum p sur R \ {0}.
3. Montrer que p € Sp A et que |A] < p pour tout A & SpA.
{ENS Cachan)

&> Solution.
1. Soit X = (Xy, ..., X,) € B}y et Y = (I, + A)X. Posons Y —

1L
(Y1, ....Y,). On a pour tout i, Y; = X; + 3 a;;X; et il est donc clair
j=1
que Y est aussi & coordonnées positives. Comime nous v invite I'énoncé,
on va comparer le nombre de coordonnées strictement positives de X et
de Y. 8i X =0 on a ¢vidernment Y = 0. Si X > 0 (on note ainsi le
fait que X; > 0 pour tout 7), alors Y > 0. Supposons donc que X ait
exactement p coordonnées strictement positives avec 1 < p < n. Il est
clair que si X; > 0, alors ¥; > (0. Donc Y a au moins p coordonnées
strictement positives. On va prouver qu'il en a au moins une de plus.
Notons i1,....7p les indices des p coordonndes strictemaent positives de
X (les autres étant nulles). Supposons par I'absurde que Y; = 0 pour
i ¢ {i1,..,ip}. On a done pour un tel indice €,

b3 »
Y Xy =Y 05, X, =0.
i=1 k=1

Comme les X;, sont non nuls, cela impose que a, = 0 pour tout ¢ ¢
{i1,....1p} et tout k € [1,p]. Cela contredit I'irréductibilité de la matrice
A. En effet, si on cffectue sur A une permutation consistant & mettre les
colonnes et les lignes d’indice 44, ..., 4, cn premier, la matrice obtenue est
triangulaire par blocs,

11 découle directement de ce résultat que si X est un vecteur non nul
4 coordonnées positives, alors (A +I1,,)" X > 0. C'est en particulier le
cas en prenant pour X les vecteurs de la base canonique. Ainsi, toutes
les colonnes de (I, + A)"—" sont A coefficients strictement positifs.

2. Il est clair que pour tout X = (X4, ..., X,) € R7 \ {0} et tout
t > 0 on a r(tX) = r(X). Cette homogénéité permet de ramener la
recherche du maximumn de + sur Uensemble K = {X = (X;, ..., X,,) €

3

R7, ; X; = 1} qui a le mérite d’étre compact (il est clairement fermé
ct born¢ dans R™). Il reste & ¢tudier la continuité de r. Les fonctions

%

X — (AXX)i sont toutes continues sur 'ensemble P = (Ri)” Par ailleurs
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le minimum de deux fonetions contimmes (et done, par récurrence, de n)
est encore une fonction continue (rappelons que pour deux réels a et b
on a minfa,b) = a_—{—rb — |b—7ra’|) Il en déconle que r est continue sur P.
Mais rien ne garantit que r reste continue en un point de la frontiére de
P. ¢’est-a-dire en un vecteur positif X gui & an moing une coordonnée
nulle. Et d’ailleurs c’est faux en géndral | Prenons par exemple la matrice

A_( 21 ).PrenonsX€=(1,€) poutr € > 0. On a

01
)=

pour tont ¢ > 0. Bt r{1,0) = 2 n’est donc pas égal & la limite de r(X,)
lorsque € — 07. Certes A n’est pas wrrédnctible mais ce nest pas la
causc du probléme : le lecteur fabriguera sans mal un exemple de matrice
irréductible pour laquelle r n'est pas continue en tout point de K.

On va utihser la premiére question pour contourner ce probléme.
Posons K' = (I, + A)" 1(K). Comme image continue d'un compact,
K’ est encore compact, et il cst inclus dans P d’aprés la premigre ques-
tion. Done # ¢st continue sur K’ et par suite atteint un maximum p.
Il ne reste plus qu’a prouver gue p est le maximum de r sur K. Soif
XeKetY=(l,+A)" "X € K. On va montrer que »(X) < »(Y). Par
définition de #(X) on a (AX); 2 r(X)X; pour tout ¢ € [1,n] (méme si
X; = 0). Autrement dit, le vecteur AX — #(X)X est positif. Son image
par (I, + A)Y*~1 est donc & coordonnées positives. Or, cette image vant,
AY—?"(X)Y car A et (In~»~[3&)‘nﬁl commutent. On a donc {AY); > ?"(X)Yi
pour tout ¢ et par suite (Y) = min

(AY),
1ign Y,
est majorée par p sur K. Mais cette valeur est atteinte dans K : en effet,
il existe Y € K’ tel que #(Y) = p et il suffit de prendre l'unigue vecteur
de K colindairc 4 Y.
Conclusion. La fonction r admet p pour maximum sur K et done sur

24 &

m | M

7{X¢) = min (

=z r(X). Il en découle que r

RY A {0}
3. Par définition on a p 2 0. En fait p n’est pas nul, car il est clair que
r{1,1, ..., 1) > 0. Reprenons Y € K’ tel que 7(Y) = p. On va prouver

gquen fait AY = p¥Y. On a AY —pY = 0. Supposons que ce vecteur ne
soit pas nul. D’aprés la question 1 son image par (I, + A)™ ! est alors
un vecteur strictement positif. Posons Z = (I, + A)" 'Y, On a alors
AZ — pZ > 0. Pour & > 0 assoz petit le vecteur AZ — pZ — &7 teste
stricterent positif. On a alors r(Z) > p+¢, ce qui contredit la définition
de p.

Montrons enfin que p majore le module de tonte valeur propre com-
plexe de A. Soit A € SpA et X € €™ un vecteur propre associé. On a
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L
pour tout 4, AX; = 3 a;;X;. En prenant le module il vient, par inégalité

i=1
triangulaire,
il
MKl < 051X
i=1
pour tout 4. Autrement dit, si on note X le vecteur (|X1], ..., |X.l), ou

a (Af()a > E)\\)ﬂ(b pour tout ¢ et done |A| € r(f() Or, r(X) € p. Dot le
résultat.
Conclusion. p est une valeur propre de A et |A| < p pour tout A € SpA.
On notera par ailleurs gue A adinet un vecteur propre 4 coordonnées
strictement positives pour p. <

Le lecleur pourra en fait prowver que 'espace propre associ€ & p est
de dimension 1 et méme, ce qut est un peu plus difficile, que p est une
racine sisnple du polyndme caractéristigue de A. Indiquons que la seconde
épreuve du concours de UENSAE en 1894 a porté sur ce sujel ainsi que
le début de DUéprewve d’Agrégation Brterne de 1995, Une trés bonne réfé-
rence pour toutes les questions relatives aur matrices positives est le livre
de Henry Mince, Nonnegative Matrices, paru our éditions Wiley.

Avant d’aborder les ewercices concernant la diagonalisation, nous
regroupons ci-aprés des énoncds portant sur les polyndwes d’endomor-
phismes. Rappelons que si u cst un endomorphisme d'un K-espoce
vectoriel E application 4 qui ¢ P € K[X] associe P(u) définit un
morphisme d’algébre de K[X] dans L(E). Son image K[u] est donc une
sous-algébre commutative de L(E). Lorsque E est de dimension finie le
morphisme ¢ ne peut pas étre injectif. Son noyau est un idéal non nul
de K[X] dont le génémteur unitaire est appeld polynéme minimal de u.
En revanche, lorsque B est de dimension infinie, Kerv peut trés bien
étre réduit & {0} et Veristence d’un polynéme annulateur non nul nest
plus assurée.

2.11. Polynime annulateur

Soit B un cspace vectoriel de dimension infinie et «, v deux endo-
morphismes de E gui commutent. On suppose que u (resp. ») admet
un polynéme annulateur non nul P (resp. Q). Montrer qu'il en est
de méme de u + v.

(Ecole polytechnigue)
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> Solution,
Notons que l'existence d’un polynéme annulateur non nul de w équi-
vaut au caractére lié de la famille (u*)zcn. Notons n le plus grand entier

tel que (Id,u, ...,u""") soit libre. La famille {Id,u, ..., u™ ! u™) est
alors lie ¢t on a donc u™ € Vect{Id,u, ...,u™ 1}. 1l est alors facile de
prouver par récurrence sur & que u® € Vect(Id,u, ..., 1™ 1) pour tont

k Zz n. Autrement dit, on a
Vect{ld, u, ...,u""") = Vect(u* }rz0.

En fait, n w'est rien d’autre que le degré du polynéme minimal de w.
Notons de méme m. le degré du polyndme minimal de v. Il est alors clair
que
K, - ij
F— VCCT-(’U, U )(k,l)eN2 = Vect(u UJ)ogign_l,ogjg.,n_l.
En particulier, il s'agit d'un cspace de dimension finie. Cotnme u et v
ki

k
commutent, on a {u + v)* = 3 CLu's*# pour tout k. Le sous-espace
i=0

Veet{ (1 + )" )g=o est done contenu dans F et par suite il est de dimen-
sion finie. D’apres la remarque initiale, cela prouve que u + v admet un
polynéme annulateur non nul. <

2.12. Noyaux et images de polynomes d’endomorphismes

Scient A et B dans K[X], f un cndomorphisme dun K-espace
vectoriel. On puse D = pged(A,B) et M — ppem(A, B). Expri-
mer Ker D(f), ImD(f), Ker M{f), ImM(f) & laide de Ker A(f),
ImA(f}, Ker B{f) et Im B(f).

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Nous noterons A’ et B’ les quotients de A et B par D (sans risque
de confusion avec la dérivée). On a done A = DA’, B = DB et M =
DA'B’. Les polynémes A’ et B’ sont premicrs entre eux et nous allons
utiliser une relation de Bezout A'P + B'Q = 1 (et done D = AP +
BQ). Nous utiliserons enfin le résultat évident suivant, : si u, v sont denx
endomorphismes, Kerw C Ker(v c u} et Im(v o u) C Iimv. Commengons
par chercher le noyau ct U'image de D{f).

e Comme A(f) = A'{f)oD(f), onaKer D(f} C Ker A(f). Il en est do
méme avee B et Ker D(f} est donc inclus dans Ker A{f} N Ker B{f). On
va montrer qu'il y a égalité. Pour cela, on utilise la relation de Bezout :
D(f) = P{fYe A(f} + Q(f) o B{f). I! en découle directement gue si
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Ay = B ){x) = 0, alors D(f)(x) = 0. On conclut

\ Ker D(f) = Ker A(f) 1 Ker B(f) |

o Cousidérons I 1D{f). Comwe A(f) = D{f) o A(f}, on en déduit
que I A(f) ¢ ImD{J). De méme, [nlB(_f) C Im D) ot on a done
'incdusion Tin ACS) + D B(S) € i D{f}. laversement, comme D(f) =
ARy o P(14+BeQ) oua T DY C L A1 4+1m B{). On conelut

que

Lh]ﬁ')(f) =l A(f)+ImB(/) ‘

o Regavdons maintenant Ker M{f). On a M = AB’ ot done M(f) =
(f) o A(f). Ainsi Ker A{f} C KerM(f). De méine, Ker B(f)
[Ker M{f) e par conséquent la sornme Kor A(f) + Ker B(f) et conte-
nue dans Ker N( f).

[nversement, soit 2 € Ker M(f). Onald = A'(feP(/) 4 B oQ(f)

ot cu apphaquant en o,

w0 = (AYfy o PUNGE) + (B(f) 0 QU

Or lo prewier vectenr est dams Ker B{ ). car BA'P == MP cst 1 muliiple
de M, ot pour des vaisons analogues le second est dans Ker A(f). 11
ensit que @ ost dans Ker AL} + Ker B(f). Ou conelut qne

Ker M{/) = Ker A(f) + Ker BUf) |

o Consirddrons cufin nM(/). Comune M = AB'. on cu déduis que
[Im M) C I ACS). Tar symétrie. I M(S) < hnB(f} et inalement
i M) C hn Ay nbn B{f). ¢l encore il ¥ a dealité. En effel, on éerit
tonjonrs

= (AL o LU () + B 0 QUIN ).
Stz € I B/ on pent Véerire . — By of dans ce cas

(AP ey = (AP NoBU ) = (M(F)oP(f)) () € Im M{f).

De meéme, si v € lm A(f), 1o veetour (B'(f1oQ(f))(r) est dans Iin M(f).
Done st w € inA(f) NTn B, il est d,uw L M{f). On conclus done

(que

M) — I AL 0 o B

Pour un endomorphisme u d'an espace de dimension flnde, i est clus-
sigue de montrer gue la suie de sous-espaces (Ker '!q“k)‘f\‘;(] et steictement,
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crofssantbe jusqun wir cerlain voeg pos stationnaire, Le leclewr browver,
velu duns Uercreoe 6014 du prewiey lome dalgihie. Dans Udnonce sui-
nank on constate qoe cet indice pon'est oulre gue la velealion da polynone
mraimal de .

2.13. Valuation du polyndome minimal

Soit 10 onn K-espace vectorniel de dimension v, 0 nn endomaor-
pPhisme de T2 On nole T le polynome minimal de o et p la valimation
de D.

1. On suppuse p= 0. Qne pent-on dire de w7

2. Owcsappose p— 1 Monteer que 15 = Kerwo ™ Do,

3. Daus e cas gendrall tmonlver que o= Koerse?® 1 linon? ot e
jest e plus petit entier pour lequiel on acotte propridtd,

(Ecole polytechnique)

- Soluation.
[Yive gie 0w eql pas racine de Forevient a dive que O n'est pas valear
propre de i el done que west inversible.

2, Sip — Lo pent Gorire P XOUX) avee GO) 7 00 1Y apris Te
théorcme de décompesition des novanx, on a Ker oo Kch(u) =
Dantre part, Ple) — Qu) 0w = 0. L s'ensnil qne Toe ¢ Ker Qa). En
vertu dic théoréme du vang, dit hin v — dimn B - dim Ker o, ce gui vaanl
i Ker Q) dPaprds co gui précede. Ou adone Fogalitd Tnp — Ker Qu)
ot finalemaont -

“‘] — Wers T \

3. Onsupposera dans Lonte cotre quostion p 2 1, e n oo im’('l"s‘ihlo
On procede comme avaul, Tlerivons P = XPQUX) uvee QO0) 7 0. Par e
Lthéoréime de déconmposition des novans. on a B - Kera? © F\(‘r ().
Comme Qe o — 00 on a lnw? 7 Kev Qia) ol les dense espaces ayant
By mctne ditnension. ils sont éganes On o done

‘F = Kuvr ! | ful nﬂA

Nolous (|1|(‘ st = Py le polvndme XPQ(X) anmile aussi o of on a
I = Kevw? | Ker Q). Comne Ker o < Ker o, on a Jorcémenl dgalite
\(‘w (1(]]\ (HD(L”H ot LI |}|( e r||T||(]|~\l(1|]) .f"\irlf-iL 1.‘| Iw||il(‘, (K('T?.’."”}L‘,.U
estocattsbante  partie duovaae g Cotne b C e e thdoree
i rang montre que daosuite (hnoe® by o est ansst constante & partic Jin
rang peo Bo particndier. o oa [ IKer a5 D powr tond g 22 po On v
maintenanl moutrer e oc uiest plus le cas pour g < p
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5i1 =% g < p,le polyndme X9Q(X) n’anmile pax w {par définition du
polvndme mmimal) et on a done Kerw? & Rer Q(u) # E. Ainsi, Kero
cil, strictemnent inclus dans Ker o, Supposous par Pabsurde quon ail
tout de méme E = Ker w9 P Imu?. On va voir gqu’alors on a foreéinent
Ker 7 = Ker w9 ot Imy? = Iimuft!, En itérant cela, on aura alors
Ker u? = Kerw#, et on vient de voir a Vinstant que ce n’est pas le cas.

Linelusion Ker 29 C Ker u¢T! étant triviale, prenons » dans Ker wi*1.
On a alors w?(z) € Imu® o wiv?(z)) = 0. Done w¥(x) est dans Tm u¥ et
dans Ker o, donc anssd dans Kerw?. Ainsi w9(z) = 0 et » € Keru?, On a
done Ker u? = Ker u™ ! 1 antre part, Tm w9t C Imu? ot dim [ gt +! =
ditn E — dim Ker 247" = dimE — Keru? = dimIm «?. Par conséquent,
Im ¢ = Imw/t!. Comme dans ces conditions B = Kery9™! & Ima? ™!,
on a de méme Ker 9% = Keruft! — Ker? et Im w2 = Imu?t! =
Im n¢. Et ainsi de proche en proche. Les suites (Ker 16 )is; et (Tinw® )5,
sont, dong stationnaires & partiv de ¢. Or on o v que Kern? C Kor ¥,
Contradiction.
Conclusion. [Lleutier p st le plus pefit cnfior naturel tel que B =
Wer 471 Ima” ; ¢'est aussi Pontier & partiv duquel los suites (Ker u"');,.,ﬁ;
et (hm ¥ )1 sont stationnaires, <1

Dans Dezercice suivant on monire que le polynéme wminimel d’une
matrice A € M (K) a ci fait ses cocfficients dans le plus petits sois-
coeps de I gqui conticat Lons les coefficients de lo matrice AL

2.14. Invariance du polynéme minimal par extension de corps

Soit M € My(Q). Ou appelle 7 € Q[X] (resp. pv € R[X])
le polyndme minimal de M en tant que matrice de M, (Q) (resp.
A (R)). Montrer qne my — .

(ENS Lyon)

> Solution.

Si P e R[X] est tel que P(M) = 0, alors ypy divise P (lensemble des
polynoes annmlatenrs dens R[X] de M est un idéal engendre par jon).
Or my € R[X] et e (M) = 0. Alnsi g divise mmg. Pour prouver que ces
denx polynomes sont ¢ganx, il suffit de montrer qu’ils ont le ménie degré
{ils sont tons denx unitaives). Cela découls de invariance din rang par
extension de corps :

Lemme, Seit D € M, L (K), L un sur-corps commutetif de IX On nole
rr (Tesp. L) le rang de A comme matrice 4 cocfficients dans Ix (resp.
dans L). On a alors ric = ro.
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215

Démonstiration. Tout d’abord, on a 'équivalence suivante pour B €

M (K -
BeGL,(K) —= detB£0 +— Be GL,,(L)

le déterminant étant le méme. que le caleul se fagse dans K ou L. Par
couséquent. toute sous-matrice B de T est inversihle sur K si, et seile-
ment si, elle est inversible sur .. Or, vy est la taille maxiimale des sons-
matrices de D inversibles sur K donc, d"apres 1'équivalence, la taille maxi-
male des sous-matrices de D inversibles sur L. Ainsi vg = . &

Posous alors d = degmy. Par minimalité de d, la famille
(L, M.A[?, ....Md"l} est libre dans M, (@), Eerivouns la matrice

D de cetie famille de vecteuwrs dans la base canorigque (B, )<, g0 de
M, Q). Elle possede d colonnes et n? lignes. Les eoelficicnts de D sont.
tons dans Q puisque ce sont des coefficients des matrices M¥, Le rang de
D sur @ ost égul 4 d par hvpotliese, Le lemme perwet de dire gu'il s’agit
avssi dn rang de D sur R, I s'ensuit que les colonnes (I, M, ... M%)
sont libres dang M, (R). Il n'existe done pas de polynéme anmilateur
de M 4 caellicients réels, non nul, de degré strictement mnférienr a o,

On en déduit deg ppr = d = degmy. Comute on a g (T &6 corue
les deux polyndmes sont unitaires, on peut affirmer que . <]

Le résultat s7étend & vn corps quelcongue IS et wne extension L de K|
avec la méme démonstration.

Dans Uexercice suivant on twontre gue, deux matrices A el B de
MKy dtant donndes. st A et B sonl semblables lovsqu’on sc place
dans un sureorps de K, alors clies sont semblables dans M (K). La
wrevve dovndée wof est velable uvee un corps infiod, le cas géncral néressi-
Lant e theéoréme de caructévisation des classes de simililude @ Uaide des
Jacteurs invariants. Notons que la premidre gquesiion est souvent posde
conume erercice d'oral. Quant & la seconde, on reconnaitra qu’elle nlest
plus dans Pesprit des progrummes actucls.

2.15. Similitude et extension de corps

1. Montrer que denx matrices carrées réelles semhlables dans
M, (C) sont également semblables dans M, (R).

2. Soit K un corps commutatif infini, . un sur-corps de K, M
et N denx matrices de M, (K). On supposc M et N semblables dang
M, (LY, Démontrer quelles le sont également dans M, (K).

(Ecole polytechnigue)}
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> Solution.

1. Soit M et N deux matrices de M, (R} semblables dans M, (C) :
il existe done P € GL,(C) telle que N = P7IMP, ce qu'on peut aussi
écrire PN = MP, Eerivons P = Q + iR avec Q,R € M, (R). On a done

(Q+iR)N = M(Q +iR)
et en identifiant partie réelle et imaginaire, il vient
QN = MQ et RN = MR.

Si Pune des doux matrices. ) ou R est inversible, M et N sont bien
semblables dans M, (R). Senlement, il se peut gn’aucune de ces deux
matrices ne soit inversible. Dans ce cas, considérons pour A € C, la
matrice Py = Q + AR € M, (C). La fonction A —— det(Pa} est une
fonction polynomiale en A non identiquement mille puisgi’en 2 elle vant
det P # 0. 1l existe donc Ay € B tel que dct(Py,) # 0. Comme Py N =
MPy, et Py, est inversible dans M, (R). M et N sont bien semblables
en tant que matrices réelles.

2. Une généralisation de ce qui précede pour des corps quelcongues
et exelne, Considérons le svstéme linéaire homogéne (8): PN-MP =1
o inconnue est P = (p; ;)1<i<n. Cest un systéme & n?
n” équations et on clierche en fait & montrer qu’il admet une solution
P € GL,(K) sachant qu'il en a unc dans GL, (L), Notons 7 1c rang de ce
gvstéme c’est-a-dire le rang de la matrice de ce systéme gui est de taille
n- et & coofficients dans K. Comme ! 8) a upe solution nen nulle dans L
on a forcément r < n”. En effet, gue le rang de (S) cst le méme que on
considre le systéme & coefficients dans K on dans L {ef. excreice 2.14).
Pusons m = n? —r. L'cspace des soluions du systéme dans K (resp.
dans L) est done un espace de dimension m sur K (resp. sur L).

Choisissons mue base (Pq, ....P,) de lespnce des K-solutions du
gystérne, L'invariance du rang par extension de corps que l'on vient
de rappeler montre que eette famille (P1, ..., Pm) est encore de rang
m dans lespace M, (L). Autrement dit, P'espace des K-solutions cst
KP, & - 2KP,, et Uespace des L-solutions est LP; & .- s LP,. On
sait par ypothése qu'il existe une inatrice inversible Q € GL, (L} qui ost
solutioi. Elle se décompose sous la forme ) = e Py + - +am P, les
étant dans L. On cherche & prouver qu'il existe des scalaires Ay, ..., A,
de K tels que P = Py + - + A\ Py 5016 encore inversible,

Congidérons pour cela le polyndme det(X;Py + -+ + XpPp)
de K[X;, .... X5 Ce polyndome cst non mnl puisque sa valeur cn
(@1, ooy ) est non nulle (car Q est inversible}, Conune K est infinj
{Clest iei seulement que sert cette hypothése), ce polyndme ne peut

inconpues et



2.16 DIAGONALISABILITE IUNE MATRICE 89

étre identiguement nul sur K% : il existe donc (Ar, ..., An) € K™ tel
que P = AMP1+ - 4+ AP ait un déterminant non nul. La matrice
P e M,{K) est inversible et vérifie QN = MQ : les matrices M et N
sont donc semblables dans M, (K). <

Le résultat est vrai en toutes géndralités mnais & notre connaissance i
ny en a pas de preuve élémentodre, ¢’est-a-dire gui ne passe pas par la
détermination des classes de similitude.

Nous en venons maintenant aur exercices concernant lo diagonalisa-
tion.

2.16. Diagonalisabilité d’une matrice

Soit K un sous-corps de C et (a1. ..., a) € K". On considere la

matrice

0O 0 ... 0 a

0o . 0 as

M= - : .

0 0 0 Tyt

ay  as . [P [£3%
A quelle condition A est-elle diagonalisable? )

{(Ecole Polytechnique)

> Solution.

Lorsque a; = -+ = a,—1 = 0, la matrice A est diagonale. Nous
supposerons désormais 1'un des «; pour i € [1,n—1] non nul. La matrice
A est de rang 2 ot donc dim Ker A = n—2. Regardons les valewrs propres

L1
i
non nulles @ soit A € K*, X = ) et le systéme (S} AX = X,

Explicitons (S) :
(8) > (i € [l.n—1], an = Axsj et {a121 4+ - + an®n = Az, (%)),
Comme A est non nul, on peut multiplier (x} par A qui devient

2 2 3
AjTn + 0 F a5 1T+ AanT, = XNy
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ou encore
(A’ —anh— (@l + -+ Fdi_ Nz, = 0.

Le systéme n’est pas de Cramer si, et seulement si
Mg —(af+ - 4 d_ ) =0

ct dans ces conditions, le sous-espace propre associé & A est de dimen-

sion 1 (le rang du systéme étant n — 1. Pour que A soit diagonalisable,
il fant et il sullit que la somme directe des sous-espaces propres soit
de dimension n, autrement dit dans notre cas, il faut ct il suffit que le
polynome X2 —q, X — (a? + .- +a271) posséde deux racines distinctes
non nulles, autrement dit

a4 el #0 et ol Falai4+ - +ai ) #0. <
Orn remarquera que 51 K =R, ces conditions sont toujours réalisées, ce

4 quoi on pouveit s’altendre, puisqu’alors A est syméirique réelle, donc
diggonalisable.

2.17. Racine d’une matrice diagonalisable inversible

Soit A € GL,(C). On suppose qu'il existe p € N* tel que A soit
diagonalisable. Montrer que A est diagonalisable.
La propriété subsiste-t-clle 8i A n'est pas invergible ?
(Ecole polytechnigue)

> Solution,

I1 existe Ap, ...,Ar dans € deux & deux distincts tels que
(X — M) ... (X — A;) annule AP. Par conséquent, le polyndme
(XF — M) o (X2 — ) annule A, Ce polyndme est scindé & racines
simples, car pour tout A € C*, XP — X\ cst scindé & racines simples
(dans C*, tout nombre complexe non ml adinet exactement p racines
p-itmes) et 8i A #£ g, XF — A et XP — n'ont ancune racine en comumun.
Il s’cnsuit que A est diagonalisable.

La propriété ne subsiste pas si A n’est pas inversible : par exemple,
si A est nilpotente non nulle, A™ = 0 est diagonalisable sans que A le
s0it. <

Voici une étude plus détaillée du cas p = 2, sur le corps C, el aussi
sur le corps R.
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2.18. Diagonalisabilité de f dans le cas f? diagonalisable

1. Soit f € £{C™). Montrer que f est diagonalisable i, et seule-
ment si, 2 est diagonalisable et Ker f = Ker f2.
2. Soit f € £(R"). On suppose [ diagonalisable. A quelle condi-
tion nécessaire et suffisante f est-elle diagonalisable ?
3. A quelle condition nécessaire et suffisante la matrice complexe
(vesp. réelle)
0

&

0 n

0 0 ... 0

A= 0 as 0
(25} 0 0

ext-elle diagonalisable?

(Ecole Polytechnique)

& Solution.

1. 51 f est diagonalisable, il existe uue base B de C" telle que la
matrice de f dans cette base soit Diag(A;, ... A0, ... 0) avee A;
valeur propre non nulle de f. La matrice de 2 dans cette méme base
est Diag(/\%, A0 .0} : Tendemorphisme f? est done diagonali-
sable et rg f2 =rg f = r. Comme on a Ker f C Ker f2 il en découle que
Ker f? = Ker f.

Réciproquement. supposons f? diagonalisable et Ker f = Ker f2.
Notons iy, ..., i, les valeurs propres non nulles de f%. Pour 1 <7 < p,
on prend A; € C* telle que A7 = p;. Comme X — A; et X + A; sont
premiers entre enx, le théoréme de décomposition des novaux donne
Ker{f? —1; Id) = Ker(f — A; Id) 4 Ker(f + A, Id). Dans ces conditions

on peut éerire

C™ = Ker 2 (@ Ker(f* — p, Id))

i=1

?

—Ker f @ (@ (Ker(f — A, Id) & Ker(f + A, Id))) :

i=1

si bien que C" est sornme de sous-espaces propres de f, i.e. f est diago-
nalisable.

2. Si f est diagonalisable, cn écrivant la muatrice de f dans une base
de vecteurs propres, il apparait gque Ker f = Ker /2 et que les valeurs
propres de f* sont positives ou nulles.

Réeiproquement, si Ker f = Ker f% et Sp 2 < Bo, ce qui a été fait
dans la premiére question peut €tre repris (chaque valeur propre g non
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nulle de f# posséde bien une racine carrée A dans ), et on démontre de
maniére analogue que f est diagonalisable.

La condition nécessaire ot suffisante csi done Ker f = Ker f2 et
SpfPCR,.

3. Soit (ey, ....¢q} la base canonique de C" (resp. B*}. On a pour
tont 1 €4 € n, Ae, = aen_;pq ot done A2e; = a,u, 16, 11 sensuit
gue A? est diagonalisable. Pour que A le soit, il faut ot il suffit que
Ker A = Ker A% 81 K = C (resp. Ker A = Ker A? et les produits a6, |
positifs ou nuls si K = R). Tradnisous la condition Iver A = Ker A%, Le
sots-espace Ker A est engendré par les ¢; tels e a; = 0 et Je sous-
espace Kor A7 ext engendrd par los o, tels que a,ay o = 0. Pour ue
Wer A = Ker A2 il fant ot il suflil que pour Lout i,

ittp-.i11 =0 = a; =10,

ce qui vst encore Ggaivident &, pour tout ¢, @y =0 == a1 = 0
Conclusion. La matrice complexe (resp. réelle] A est diagonalisable si
et seulement sl pour ot L €@ s ng, =0 = a, ;0 =0 (vesp. oy
et «, oy somt duwéme signe stricl pour tont ). <

Loalgébre des malvices diggonales cst commutatioc. Pour qu’on puisse
diagonidiser stimultanfment plusieurs cudomorphismes i1 est dooe niéecs-
saire que conp-cl cormautent. I Jaif, cela est suffisant of ¢'est co vésultal
que propose {ercreice suivant.

2.19. Diagonalisation simultanée

Soit I un espace vectoriel de diension fnde. T

L. Montrer gne la restriction d'nn endomorphisine diagenalisable
& un sous-cspace stable est diagonalisable.

2. Soit A € L{E) formée d’endomorphisines diagonalisables com-
mntant denx a deux. Montrer qne leg éléments de A admettent nne
base conmmnne: de dinponalisation.

QEcole polytechuique)

> Solntion.

1. Soit u un endomorphisme diagonalisable dn K-espace voetoricl
E. Il existe T polyvnome do K[X], scindé & racines simples aormlant o,
Supposons gue i laisse stable mm sons-ospace T Mo P oanmule ansst ayy
ol wp ost diagonalisable,
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2. La partie A engendre un sous-espace de L(E) gqni est de Jimension
finic. 1 cxiste alors une famille (21, ..., u,) de A coustituant nne base de
ce song-espace. Si on tronve une basce diagonalisant tons les ¢léments de
cette fanrille, tout endomorphisme do A gexpritmant comme combinalison
tméaire des u; , 1l sera diagonalisable dans celte base.

Montrons Iexistence d'une base commune de diagonalisation des u,
par nne réamrence sur p 2 Lo Clest trivial st p = 1, Supposons p 2 2 et
lo résultat vral an rang p — 1. Comme u, cst diagonalisable, si Ay,

Ay désignent les valeurs propres deux & donx distinctes de wy,. on pent
Corire

k

L = P Ker(u, — A, Id).

=
Comme chaque g, ponr 1 = § < p — 1. comunile avee u,. u, laissc
stable chague sous-cspace propre Ker(u, — A, Id}. Notons v, Temdomor-
plisme udnit par w; s Ker(u, — Ay 1d). A fixé dans {1.2. ..k}
lews 1e4; en fant que restrictions dendomaorphismes diagonalisables, sont
eix-1némes diagonalisables of cormmtent deux & denx. 1y en a2 p — 1
vt ils sont done justifiables de hypothése de récwrence @ il existe B,
base de Ker{u, — A; Id), qui diagenalise chague ;. La base B, est done
constituée de vectewrs propres pour wy. 1 < 7 =0 p — 1, mals aussi ponr
1, puisane les vecteurs de B; sont dans Ker(u, — Ay Id). Comme E est
somme direete des sous-ospaces propres de w,., (Br,Ba. ... By) st nne
hase de B constituce de vecteurs propres pour up. ..., Uy, @ C'est une
base commune de diagonalisation. <

Il est ausst possible de fure wne téowrrence (forle} swr la dimension de
Uespace B 8¢ tous les ddments de A sont des homothéties Ie eésultal osl
trivial. Swnon, on choisif wun dldment w de A qui vest une hemothétie.
Les sous-cspaces propres de o sont stebles pin tous los €iéments de A et
de dimensions striclement inférieures ¢ celle de E. Les endomorphismes
induwits sur coy sous-espoces commutent dewr a4 dowr ce gui permet dap-
pliguer Vhypolhése de réemrrence. Le lecteur posyra aussy tnondier par
wne récurrence du méme tupe que, sur un CT-cspace vectoriel de dunen-
siom, fine I, tonte famille conimuatative o endomaorplismes de Voadmet
WHUCCECUY propre corpipiig.

Voivr un exemple ot Uon codiegonalise, mais éliémentairement, une
sous-algébre commatative de M, (C).
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2.20. Matrices circulantes (1)

Soit A 'ensemble des matrices de la forme

a9 Gp—1 N
[13] ag R ¢ £}
A1 flm—a ... Gp

de M,{C) (on les appelic des matrices circulantes).

L. Montrer gue A ¢st une sous-algtbre commutative de M, (C).

2. Montrer que les éléinents de A sont simultanément diagona-
lisables.

3. On remplace € par un corps K dans lequel X™ — 1 est scindé.
Le résultat de la question 2 subsiste-t-11 7 Discuter selon la caracté-
ristique de K.

{ENS Ulm-Lyon-Cachan)

> Solution.
1. Chaque ligne d’'une matrice A £ A4 s'cbtient par permutation cir-
culaire & partir de la précédente (ce qui cxplique le nom de matrices

0 ... ... 0 1
I 0 . 00
circulantes quwon lenr doune). Soit J = |0 - . | cest-
: . o0
6 .- 0 1 0
adire J = {m;;)oim,; =187 =7+1 modn et m;; =0 sinon.
('est la matrice de permutation associée an n-cvele (1,2, ... n). Cette
interprétation de J rend facile o calcul de ses puissances : J agit sur les
vecleurs de la base canonique (e, ....e,) de % cn augmentant l'in-
dice d'une unité (modulo 1), On obticnt alors facilement que, pour tout
kel JF = (mf),oumf; =1si=j+k modnetm; =0 On
obtient en particulier que J* =1,,.
ag n_1 N a
@ ag R ¢ ]
Ainst nne matrice A = . . | de A s'éerit tout
thyy 1 Aoy —2 Cas g
n—1
simplement comme un polynéme en J @ A = Zrzk.]k. Done A =

k=0
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Veet(I,J, ....J" 1) est un sous-espace vectoricl de M, (T). La famille
(I,Jd, ...,J% 1) est libre donc A est de dimension n. Comme le prodnit
de deux vecteurs de cette base appartient encore & la base et que ce pro-
cduit est commutatif, par linéarité 4 cst stable pour la multiplication et
la. multiplication ¢st commutative dans A, Enfin A contient la matrice
L., et est douc une sous-algthre commutative de M., (C).

2. Puisque J* = I, la wmatrice J possede un polynéme annulateur
seindé  racines simples X —1. 1l existe done D diagonalc et P € GL,(C)
telles que J = PDP %, On obtient, pour tout k € N, J* = PD*p~1 et
avee les notations précédentes. pour tout A € A,

™1 re—1
A=>"ad =P (> aD* | P
k=0 k=0

n—1
Comme E ay DF est diagonalc, tontes les matrices de A sont diagonali-
k=0
sables dans la méme hase que J. Les valeurs propres de J étant les racines
n—1
n-iemes de Punité, celles de A sont les >~ apw
k=0
3. 5i K est un corps quelconque, on exprime de la méme fagon les

matrices de A en fonction de J. On suppose n 2 2 sinon toutes les
matrices sont diagonales.

¢ Si K est de caractéristique nulle, le polyndme P = X" — 1 est encore
geindé & racines siniples puisque P = nX™ ! a comme seule racine 0. Le
résiltat de la question 2 subsiste.

» Supposohs que K soit de caractéristique p, nombre premier.

Si p ne divise pas n, la scule racine de P’ est encore ) qui n’est pas
racine de P. Le résultat subsiste. Si p divise #1. on pose n = pg. On a alors
X' 1=XP -] = (X% —-1)" carpour L £ b < p- L, pdivise Cﬁ. Les
valenrs propres de J sont des racines de X9 — 1. 8i J est diagonalisable,
on a J? =1,. Cest manijfestement faux : le plus petit cutier pour lequel
J% =1, est n. Douc J nlest pas diagonalisable et lc résultat ne subsiste
pas. <

Orn peut verifier de suite gue. pour toute racine n-icme de Dunits w, le
vecteur de coordonndes (1w, .., w™™ 1) est une base de la droite propre
tle J associde o la valeur propre w.

Eoottw & 1,

St on se place dans Vespace quotient C[X]/(X™ — 1) muni de la base
(LX. ..., X" ). la multiplication par X (plus précisément par la classe
de X ) induit wa n-cycle suy Jes vecteurs de lu buse. Cela permet de denner
une réalisation abstraite des rnatrices circuluntes étudides dans Uexercice
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précédent. Clest ce que propose Uénoncé suivant qui se place toulefois
dans C,_1[X] pour éviter de parler de quotient...

2.21. Matrices circulantes {2)

|— n—1
Soit F e Cp 3N F = > apX¥ et @ 1 €y [X] — Cpy[X]
k=0
Papplication qui & P associe le reste de la divigion enclidienne de PF
par X™ — 1.

1, Vérifier que ® est linéajre cf écrire sa matrice dans la base
canonique.

2. Trowver les valeurs et les vecteurs propres de Papplication
linéaire ¢. Est-elle diagonalisable ?

(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. Le degré de ®(P) est ipférienr & celui de X® — 1, done ®(P) appar-
tient & C,_{[X]. Montrons que @ est linéaire. Si Py et Pz sout deux
éléments de C,,—;[X]. Ry et Ry leurs images par &, il existe Q) et Qo
dans C[X] tels que

FP; = (X" — 1)1+ Ry et FP2 = (X" —1)Q2 + Ra.
Pour tout (A1, A2) € T2, o a
F(APy + 2Po) = (X7 — DA Qr + 22Qg) + (A Ry + A2Rz).

Puisque ARy + ARy € €, ([X], ¢’est le reste dans la division de
F(/\J_P| + /\sz) par X™—1et

‘I‘()\lp1 + )\QPQ) = /\]Rl + A2Rz = )\J@(Pl) + )\2‘:1?(1)2).

1
Déterminons ©(X7) pour j € [0,n —1]). On a FX7 = Z ap Xt 8i
k=0
kzn—j alorsn <k+j<€2n—2 Onéerit XA+ = XFH="XY et done
Xbi = XF+i-n[X" 1] avec 0 € k4§ —n < n — 2. On obtient modulo
Xt —1

n—ji—1 1 n—j—1 n—1

FX/V= 3 apXFig Y X = 3" Xy Y g X

k=0 k=n—j =0 k=n—j
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Puisque ce dernier polyndme est dans C,,_1[X]. on en déduit

n—j—1 n—1 P! 1
(X = ap Xt 4 apXFH T =N T XY g
+n—j ]
k=0 k=n—j =0 I=4

Nous en déduisons gue la matrice M de @ dans la base canonique de
Cp1[X] est

an Q1 e 1

. tn . [25)
M=

Un—1 Qp-2 P 2y

2. La matrice de @ dans la bage canonique de €, 1[X] est donc une
matrice cirenlante. Nous n'allons pas utiliser les résultats de Vexercice
2.20 maig cliercher directement les valeurs propres et vecteurs propres
de F.

& Soit A une valeur propre de ® et P un vocteur propre associé. Par
définition de &, 3 existe Q = CIX] tel que FP = (X* - 1)Q + AP, c’ost-
a-dire

(F(X) - MP(X) = (X" - 1)Q(X).

Siw € U, ('ensemble des racines n-iémes de l'unité), on a Uégalite
Piw}{F(w) — A) = 0. On en déduit que si X # F(w), alors P{w) = 0,
ot done que si, pour tont w € U,, A # F(w), le polyudme P est uul,
puisqu’il appartient & C,_;[X] et a n racines distinctes. Cela montre que
Sp(®) C {¥F(w).we U,}.

o Réciproguement, soit w € U,. Alors w est racine de (X)) — Flw)
ainsi que de X" — L. Il existe donc @) ct P, dans C,,_1[X] tels que

F(X) - Fluw)
X —w

XTL _ 1
t P, = .
¢ X—-w

QX) =

On a alors (F(X) — F(w))Pu(X) = (X" - 1)Q(X), c’est-A-dirc
FOPL(X) = (X7 1)QIX) + Flw)Pu(X).

On obtient done ®(P,,) = F(w)P,, et P, est vecteur propre de ® pour
la valeur propre F{w). On en déduit que Sp{® = {F(w),w € U, }.

o Maontrons que la famille (Py),z0, est une famille libre. Supposons
Z APl =0, on les A, sont des complexes. En évaluant cela en tout
wé Uy
wo € Uy, il vient Ay, P f(wa) = 0. Comme Pu,{wy) # 0, car X — 1
n'a que des racines siraples, on cu deéduit gue AL, = 0, et ceci pour tout
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wo € Uy. La famille est libre et est done une base de ©,,_1[X], puisqu’elle
comporte n vecteurs.

Liendomorphisme © est done diagonalisable, puisque (P, )ueu, est
une base de vecteurs propres. On notera que les F{w) ne sont pas néces-
sairement distincts. Pour A € Sp(®), Ia dimension du sous-espace propre
correspondant est égale & Card{w € Uy, A =F(w)}. «

Voici rnaintenant quelgues exercices concernant {'étude de lo diagona-
lisabilité de matrices définies par blocs. Les variantes sont nombreuses
mais les techniques sont toujours un peu les mémes.

2.22. Diagonalisabilité d’'une matrice par blocs (1)

0 I,
Soit U € My (C) et V = ( U (JL ) € Mg, (C).
1. Relier les sous-espuces propres de V a ceux de UL
2. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur U pour que
V soit diagonalisable.

(E‘cole polytechnique)

> Solution.
1. Soit X ef Y dans €7, 7 = {

Y) € € ) e €. Le vecteur VZ est

égal & (L%() et on en déduit que
ZeKer(V—JAa,) <= Y =xX ct UX=)Y

<=>Z_(X

AX) et X e Ker(U — )\°L,).

On en déduit done que les valeurs propres de V sont les racines carrées
oo X
des valenrs propres de U. Comme de plus Papplication X — ()\X) de

" dans C" est injective, si u? = \ € Sp U, la dimension du scus-espace
propre relatif & la valeur propre p pour V est exactement la dimension
du sous-espace propre relatif & A pour U.

2. La solution la plus naturelle consiste & utiliser la question précé-
dente. La matrice V est diagonalisable si et seulement si la somme des
dimensions de ses espaces propres vaut 2n. Tout complexe non nul admet
deux racines carrées distinctes maig pag 0. On cst obligé de distinguer le
noyau de V. La question 1 montre que
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dimKer V + Z dim Ker(V — pil,) =
wESp Vi {0}

dimKerU+2 > dim Ker(U — 4I,).
AESp U {O}

Cette somme vaut 2n si et seulement si Ker U = {0} et U est diagona-
lisable. Donc V est diagonalisable si et seulement si U est inversible et
diagonalisable. <1

Voict une sutre approche possible qui ne fait pas appel & o question 1.
On observe gque V2 = g 8 Ml en découle que V? est diagonalisable
st et seulement st U Uest. StV est dingonalisable il en est de méme de
V2 mais la réciprogue est fausse en général (cf exercice 2.17). Il faut en
plus gque Ker V. = Ker V2 ce qui ici n'a liew gue lorsque U est inversible,

2.23. Diagonalisabilité d’une matrice par blocs (2)

Soit A € M, (C).

1. On pose B = i g

nécessaire et suffisante sur A pour B soit diagonalisable.
A0 N

C A) < MQn((C) ou C = Mn((C)

commute avec A. Que peut-on dire dans le cas ot A et C ne com-

mutent pas?

€ Ma,(C). Donner une condition

2. Meéme question avec B =

(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. Regardons le cas n = 1 pour avoir des idées. Pour a € C, si

a
a est sa scule valeur propre. Mais alors M = als, et nécessairement a = 0.
Cela donne déja une idée du résultat.

M= ( @ g ) est diagonalisable, M est semblable & la matrice als car

Supposons B = i E\) diagonalisable. On va regarder les polynomes

2A7 A7 3A8

Ak
kAF
ment par une réeurrence sur k. Comnme la matrice B est diagonalisable,
elle est annulée par un polyndme scindé & racines simples P. On a alors

2 3
en B. On a B? = (A 0 ) et B = (A jgg) ce qui nous invite &

penser que BF = ( 1& ) pour tout k. Cela se vérifie immédiate-
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P(A) = 0 et aussi, en posant P = a;X* + .-+ + ag,
kapA* 4 (k= Dag 1 A" L+ aiA =0, d.e. (XP)(A) = 0.

On en déduit déja que A doit étre diagonalisable (ce qu’on pouvait voir

dircetement, car si (e, ..., e3,) est la base canonique de C?" le sous-
espace F = Veet{en4y, ..., 62.) est stable par B ot A ost la matrice de
cette restriction dans la base (e,+1, ..., €2,)). Mais plus précisément,

le polyndme minimal ya de A divise P et XP', Comme les racines de P
sont simples, P et P’ sont premiers entre eux, et ya est done égal & X,
Ce qui signifie que A == 0,
Réciproquement, si A =0, B = 0 est évidemment diagonalisable.
Conclusion. La matrice B est diagonalisable si, et seulement s1 A = 0.
2. & On utilise les mémes idées. Si A et C commutent, on vérifie par
récurrence que pour tout & = 0,

AF 0
B _
B = ( KCAR-L AF )

Supposons DB diagonalisable. Son polynéme minimal pp  est
scindé & racines simples. Comme pour tout polynéme P on a

_ P(4) 0
P(B) = (CP’(A) P(A)
A ot donc diagonalisable avec pa qui divise pp et d’autre part
Cuiz(A) = 0. En fait on a xp = X3, donc A et B ont les mémes valeurs
propres. En particulier, on a pa = ug, et done

Culy (A) = 0.

), il vient d'une part pug(A) = 0, et

Or la matrice , (A) est inversible : en effet, comme ya est scindé a
racines simples, us ot uy sont premicrs entre cux, si bien qu'il existe
P,Q € CiX] tels que Pua + Quly = 1, d’aprés le théoréme de Bezout.
En ¢valuant cn A, il vient Q(A)p/y (A) =1, et uy (A) est bien inversible.
Par conséquent C = 0.

Réciproquement, si A est diagonalisable et si C = 0, il existe P scindé
4 racines simples annulant A. Dansg ces conditions, on a P(B) =0 ct B
est diagonalisable.

¢ Dans le cas ol C et A ne commutent pas, B peut étre diagonalisable
sans que C soit nul (par contre A doit étre nécessairement diagonali-
sable), C'est ce que prouve I'exemple suivant traité avec Maple :

> with(linalg):

Warning, the protected names norm and trace have been redefined
and unprotected
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> M:=[[1,1,0,0],[0,0,0,01,[0,1,1,1]1,[0,0,0.01]:B:=evalm(M);

11 0 0
0 00 0
B = 01 1 1
0O 0 0 0

> P:=charpely(B,x);mu:=ninpoly(B,x);
Pi=(x—1)?z"
o= —x 4 w?

Le polynéme minimal est scindé & racines simples, et donc la matrice
cst bien diagonalisable. <

Le résultat de Uemercice qui suit concernce la théorie algébrique des
graphes. Il o aussi fait Uobjet d'une partic de Uépreuve d’algorithmique
du concours 1996 de UENS Lyon. On y utilise le fait qu’une matrice
symétrique réelle est dingonalisable.

2.24. Théoréme de Hoffman et Singleton (1960)

Soit A une matrice carrée réelle d’ordre n 4 coefficients dans
{0,1}, de trace nulle, symétrique et telle qu’il existe un entier d > 1
vérifiant A2+ A — (d — 1), = J ont J est la matrice carrée dordre
n dont tous les cocfficients valent 1. On note U le vecteur colonne
dont tous les coefficients sont égaux & 1.

1. Montrer que AU = dU. En déduire que n = d* + 1.

2. Soit a.b les racines du polynéme X* + X — (d — 1). Montrer
que le spectre de A est inclus dans {a, b, d}.

3. Montrer que d & {1,2,3.7.57}. Déterminer A pour d = 1 ou
d=2

(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. Notons A:((Lj,j)1§57jgn et A? = (bij)lgi,_'jgn- La nullité de la trace
de A implique la nullité de tous les coefficients diagonaux a;;. Par ailleurs,

QI &
n n
bij = E Gig g = E QikQjks
k=1 k=1

car A ost symétrique. Il 8’agit du nombre de 1 communs & la ligne i et
a la ligne 7 de A, En particulier, b, est égal au nombre de 1 qu’il v a
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dans la ligne i. La rclation vérifiée par A conduit & by +ag; —(d—1) =1
dest-a-dire b, = d. Or, AU est exactement le vectour dont la é-itme
coordonnée cst la somme des termes de la ¢-itme lgne de A, somme qui
vaut done d. Aipsi, AU = dU.

11 vient alors A%U 4+ AU — (d — 1)U = JU = »U, donc

Frd-d-1)=d+1=n

2. Soit A une valeur propre de A, X un vecteur propre associé. On a
alors JX = (A2 4 )\ — {d —1)X. Donc X est aussi an veeteur propre de
J pour la valeur propre A* + X — (d — 1). La watrice J est de rang 1 ct
diagonalisable : ses valeurs propres sont O ct n, I'espace propre associé
a n ftant la droite vectoriclle dirigée par U, Il en résulte que, soit X est
lie & D, et alors d’apres la question 1 A = d, soit X € KerJ, et alors
Ae {a. b} Cest le résultat voulu.

3. Observons que e, b, d sont deux & deux distinets. La matrice A
cst svindtrique réelle, done diagonalisable. L'espace propre associé a d
est la droite dirigée par U, Notons v et 3 les dimensions dos espaces
propres associés A act b. Onan =1+ a+ 3 =d* +1 (1), car A est
diagonalisable. Le fait que la trace de A est nulle conduit i la seconde
relation ce + 30 + d = 0 {2). Les contraintes sur d vont provenir de ce
que a ot 3 doivent étre enfiers. Explicitons pour commencer @ cl. b :

-1 ++4d—3 ; -1 —+/4d -3
e — ) = .

(i 5 Cr 3

En substituant dans (2) on obtient

v+ 0 o — 3
AT Vad =327 g
2 2
et en remplagant « 4 /3 par d? : VAd — 3o — 3) = d(d - 2) (3).
e 5i v = 3, on a néeessairement o = 2.
e Si v #£ 8. vdd — 3 est un nombre rationncl. Donce 4d — 3 est un
carré d’entier @ 4d — 3 = p?. La relation (3) impose alors que p divise
2 2
3p? -5
did—2) = I P

impose p|15 cest-a-dire p € {1,3,5,15}.

Les senles valeurs possibles de d sont done 1,2, 3,7, 57.

Sid =1, alors nn = 2. Les termes diagonaux de A sont nuls et chaque
ligne de A conlient np torme égal 4 1. On trouve une scule solution

A= ( 0 1 ), dont on vérifie qu’cllc convient.

et done que 16p divise (p? + 3)(p? — 5). Cela

1 0
Sid = 2 alors n = 5. Chaque ligne de A contient exactement deux
termes égaux a 1 ct les termes diagonanx sont nuls. Si on échange deux
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lignes de A ainsi que les colonnes correspondantes, la matrice obtenue
reste symétrique et il est clair, an vu des relations que doivent vérifier
les oeflicients, qu’elle est encore solution. On pent done supposer qui'on
aajg =ag = 1etay =a5 =0 Comme bjg = 1—a;z =0, les lignes
I et 2 n'ont pas de 1 en commun et as3 = . On a donc a3y = 0. De
bog = 1 — agg = 1, on déduit que les lignes 2 et 3 n’onl qu'un 1 en
commun, le premier terme. On a done asy = 0 ou ayy = 0. Quitte 4
échanger les deux derniéres lignes et colonnes. on peut supposer azq =t
ot aag = 0. Alors A cst entidrement déterminée :

O 1 1 0 0
10 0 1 0
A=1J1 0 0 0 1
0 1 0 01
001 1 0

el cette matrice convient. Le raisonnement gui précéde montre qu'une
lois fixés les cocllicients non nuls de la premiére lighe ay; ¢l a4, 11 y a deux
possibilités pour les lignes 4 et § et qu'ensuite A est entigremeni, déter-
miné. On obtlent donc CF x 2 = 12 mairices dillérentes qui s'obticnnent
a partlr de la préeédente en pamutant les lignes ot les colonnes, <

Exposons un peu de théorie des graphes pour bien comprendre le résul-
tat qite Uon vient de démontrer. Un graphe G est un couple (S, A), oul
S est un ensemnble fini dont les éléments soni appelds les sommets et A
un ensemble de pafres d'éléments distincts de S, appelés les aréies. Le
cardinol de S st appelé UVordre du graphe. Dewr sommels & et y sond
adjacents si {x,y} € A. Etant donné un sommet x, le nombre de som-
mats adjceents ¢ x est appelé le degré de . Un chemin de longnenr p
entre les sornmets & of 4 st une suile (X = 50,80, ..., 5 = ) de som-
mets adjacents. La distance entre deun sommets & et y est lo longquenr
minimale d'un chemin de x a vy et le diamétre du graphe est la distance
mazimale entre deny sommets distinicts.

Un graphe d'ordre n peut élre représenté par sa mairice d adjacence
A e M, (). On numérole les sommels S = {x;, ¢ € [1,n]} et on définis
A =(aigign par gy = 1 si{w. 25} € A et a;; — 0 sinon.

On considére un graphe d'ordre n, de diomeéire 2 {deur sommets quel-
comques sont done G une distance 1 on 2) et de degré maximal d. On g
alors n < d% + 1. In effet, si on fixe un sommet s, il posséde au plus d
voigtns et chacun de ceur-ci posséde au plus d — 1 voising autre gue s.
Donc le graphe posséde au plus 1 +d +d{d — 1) = d? + 1 sommets. 57l
posséde fe nombre mazrimal de sommets, c’est-a-dire d° + 1, on dil que
c’est un graphe de Moore.
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Le raisonnement précédent montre qu’alors chague sommel est de degrd
d {on dit que le graphe est d-régulier) el est velié @ tout sommeat distinct
par exacternent wn chemin (dCordre 1 ou 2).

La maotrice d adiecence A dun graphe de Moove vérifie Uéquation A% 4
A—(d - DI, =1 En cffet, avee les nolations de Uénoned, ecla dguivant

kL3

a by +ay =11 (d- 1)d;;. On remarque que by — > dypag est le
k=1

nombre de choernans de longueur 2 du sommel © e sominel j.

"
o Pourg =4, onca, =0elb, — > ”‘?1,- = d, nombre de sowmmets
s==1
votsins du s-ienre ot done ay + by = d.

o Sii F J, soit a;, = O el alors les somunels @ et § somt relids par
wir chemin dordre 2 el by = 1, soil ayy = 1 ef alors 7 oel § ne sond
pas relid par wn chemin dordre 2 done by = 0. On a dans tous les cos
iy + b“ = 1.

Leczereice montre que d € {2.3,7.57} {le cas d = 1 doil ére doarté
car alors n =2 el le diamctre est 1) Powr d = 2. d =3 eld =7, ona
wislenee de graphes de Moore. Powr d = 57, on ignore encore

imontre e
57H en existe un.

Voier maintenant une série dexercices copoernant la trigonalisation.
Rappelons e résullal fondamental @ une malvice est trigonalisable si el
sewlerment st som polynome caractévistique est scindd. Les arercices pro-
posés concernent presgue tous des questions de trigonalisalion simel-
Lanee.

2.25. Trigonalisation simultanée (1)

Soit A, B deux matrices de M, {C) qui commuutent. Montrer quo
A et B posstdent un vecteur propre conunun, puis établir quelles
sont trigonalisables sitnultanduent.

(Ecoie polytechnique)

> Solution.

o Comine C est algéhriquentent clos, le polynome cavactéristique de
A qui ost de degré n = 1 admet ag moins wne racine. Done A admet au
moing wue valenr propre A Lespace propre Ker(A AL} ost stable par
B car A ot B commutent. Le méme argmnent montre que la restriction
de B a cet espace propre adinet une valeur propre oo Si X est wn veetour
propre associé on a alors BX = pX o AX = AX. Done X répond o
probloe,
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o On va montrer par réourrence sur 2 quil existe 8 € GL,(T) el que
S TAS ct S7'138 solent riangulaives supdricures. (Pest trivial sin = 1.
Supposons o2z 2 ol lo vésultat veal an rang 5 — L D’aprés la premiére
question, 1 existe ¢ € T non nul el A ol g complexes vérifiant Ae = Ac

of Be = pa. Compldtons ¢ en une base (e.g3. .., 6,0 do C". 81 Q désigne
I+ matrice de passage de la base canonique de C" b (e, 22, ..., &n), o1t a:

Q7 'AQ = et Q 'BQ —

Comme A ot B commutent, il on va do mdéme pour AY ot B
Dapres Phypothése de réorrence, il existe R < GL,, .. (C) tel que
R7IAR — T ot RT'BR = U soient triangulaires suparioires, Posons

Iar consequent :

P='QT'AQP =

ol de wéme,

PIQTIBQP =

e T,(C).
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La matrice inversible QP convient. <

On a déja signelé plus haut {cf. page 93] que si(A;)iey est une famille
commutative quelcongue de matrices de M, (T) on peut troucer un vec-
teur propre commun 4 toules les matrices de la famille. La méme récur-
rence montre alors que la famille {A;);e1 est cotrigonalisable.

Bien entendu, comme dent maitrices triangulaires ne commutent pas
forcément. le fait que A et B commutent est suffisant mais n'est pus
nécessaire pour que A et B soient cotrigonalizables. On va voir dans la
suite plusieurs autres conditions suffisantes. La variente suivanic cst wne
premieve généralisation. puisqu’on retrowve U'rzercice précédent i C = 0.
Les mémes idées interviennent dans le solution.

2.26. Trigonalisation simultanée (2)

Soient A, B et C trois matrices de M, () telles que
AB-BA=C, AC—CA, BC=CB.

L. Montrer que ces trois matrices ont un vestour propre commun.
2. Montrer que ces trois matrices sont trigonalisables simultané-
menl.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. On remarque que si X est un vecteur propre pour A et B, alors X
est forcément un vecteur du noyan de C. On va donc regarder ce gy se
passc sur le noyau de C.

e Supposons que Ker (" n’est pas réduit & {0}. Alors les endomor-
phismes définis par A et B laissent stable ce sous-espace puisque A et B
commueent avee G, Lewrs restrictions A’ et B' & Ker C commutent car
si X € Ker C,

Comine C est algébriquement clos, A” ¢t B' ont un vecteur propre com-
mun (cf. exercice précédent).

o [ reste done & montrer que Ker C # {0}, Supposons par Pabsurde
C inversible. On a alors

C'AB - C'BA =1,

Or, Tr(C~1AB) = Te(BC'A) = Tr(C~'BA) car B et C~1 commutent.
C’est absurde car I, serait de trace nulle.
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2. On identifie les matrices et les endomorphismes canoniquement
associés. En prenant une nouvelle base 5 qui admet comme premier

vecteur un vecteur propre commun i A, B et C, on peut trouver P €
GL,(C) telle que

PTIAP =

PICP =

On a alors A'B’ —B'A" = ¢/, A'CY = (YA’ et B'C' = ¢'B’. Une récur-
rence sur la taille de la matrice permet de conclure. <

Voics encore une version différente.

2.27. Trigonalisation simultanée (3)

1. Solent A, B € M, (C) telles que AB — BA = B. Montrer que
B est nilpotente.

2. Solent A, B € M, (C) telles qu'il existe M, pu € C vérifiant
AB — BA = AA + pB. Montrer que A et B ont un vecteur propre
commun, puis qu’elles sont simultanément, trigonalisables.

(Ecole polytechnique)

> Solution,

1. On va calculer les puissances de B & partir de larelation AB—-BA =
B. En multipliant par B & droite on a AB% - BAB = B? ¢t cn multipliant
par B a gauche BAB — B2A = B?. Ajnsi, 2B? = AB? — B?A. Montrons
alors par récurrence sur k 2 1 que AB*¥ — B¥A — kB*. (est vu pour
k=1onk =2 Supposons k£ = 3 et le résultat vrai aurang b — 1. On a
par hypothése de récurrence

AB® —B¥A —(AB* ! DA 1AVB 4 BETL(AB - BA)
=(k — 1)B* + B* = kB*.

Dot le résultat. Pour en déduire que B est nilpotente, nous vous propo-
sons pas moins de trows arguments.
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s On peut utiliser le résultat classique de 'exercice 2.33, puisque ponr
tout k = 1 on a Tr(kB*) = Tr(AB¥*) — Tr(B*A) = 0, et done Tr(B*) = 0.
e Il est aussi possible d'ntiliser la notion de polyndme minimal. En
effet. les relations précédentes montrent que pour tout polyndme P on a

AP(B) — P(B)A = BP'(B)

Si on applique cela en prenant pour P le polynémce minimal p de B,
on voit gue X' (X) annule aussi B. Danc u4(X) divise Xp/(X). Ces deux
polynoémes ayant le méme degré, ils sont colindaires. La seule racine de
ft est alors O {Tordre de multiplicité d'une autre racine serait le méme
dans p et dans ;' ce qui cst impossible). Done g = X¥ pour un certain
enticr p et BY = 0 : B est nilpotente.

s Voici enfin un dermer argument trés court ; application f: M —
AM — MB est un endomorphisme de M, (C). Les égalités obtenues plus
haut signifient que si B* cst non nulle, alors k est dans lc spectre de
f- Comme M, (C) est de dimension finie, le spectre e f est fini et les
puissances de B sont done forcément nulles & partir d'un cevtain rang,

2. 8= pu =0, A et B comnmtent et on se retronve avec la sitnation
de l'exercice 2.25. On supposera donc (A, u) # 0 et pour des raisons
de symétrie, on peut supposer u # 0. Comme dans les deux exercices
précédent il suffit de prouver que A ot B admettent un vecteur propre
coinun, la cotrigsonalisation s’obtenant alors faciloment par récurrcrce
sur la taille 7 {la relation se transinet bien au rang imférieur).

Pour cela, on va essayer de se ramener A une relation de la forme
étudide dans la question 1. Posons B = XA 4+ uB. On a alors
AB’ — B'A = uB'. La question précédente, appliquée avec %A et B
montre que B’ e¢st nilpotente. En particulier son noyau est non nul. Si
X € KerB' on a B'AX = 0 ce qui montre que Ker B’ est stable par
A. Comme on travaille sur €. la restriction de A A Ker B’ admet une
valeur propre a. Soit X un vectewr propre associé. On a alors B'X = 0,
ce qui donne AAX + pBX = 0, soit encore BX = —'-\EX. Done X est un
vecteur propre commiun 4 A et B. <

Voici encore une question du méme type, mais plus difficile.

2.28. Trigonalisation simultanée {4)

Soient: A et B dans M,,(C) telles que rg(AB — BA) < 1. Montrer
que A et B sont cotrigonalisables.
(ENS Ulmn)
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> Solution.

Posons C = AB — BA. 5i C est nulle, alors A et B coinmutent et on
retrouve la sitnation de Pexeveice 2.25. On va done supposer C de rang 1.
Une premigre idée est de chercher un veeteur propre commun a A et B
pour faire ensuite une récurrence sur la tailie n. Il est clair quun tel
vecteur propre commun X de A et B doit &re dans le noyau de C. Par
hypothése, ce novau cst un hyperplan de €7, Soit A une valeur propre de
A, Quitte & remplacer A par A’ = A — AL, on peut supposer que A =0
{on a toujours A’B — BA’ = C). Deux cas se présentent :

& Dans le cas onl Ker A < KerC, tout se passe bien. En effet, pour
tout X de Ker A on a ABX = CX + BAX = 0. Donc Ker A est stable
par B. Un vecteur propre de la resiriction de B & Ker A est alors vecteur
propre comimun a A ot B.

¢ Regardons maintenant le cas ol Ker A n’est pas inclus dans Ker C.
On peut donc trouver X € C™ tel que AX = O et CX # 0. On a alors
CX = ABX € Iin A. Comme CX est un vecteur non nul de 'image de C
et que Im C est une droite, on a ImC < Tm A. Dans ce ¢as on voit que
Im A est stable par B reneffet, soit Y € Im A et Z tel que Y = AZ. Alors
ABZ — BAZ = CZ ce qui donne BY = ABZ — CZ € Iin A. Probleme :
oh ne voit pas pourquol A et B auraient un vecteur propre commun
dans Im A.

Mais en fait, i1 n'est pas essentiel de trouver un vecteur propre commun
a A et B, c’est-a-dire ume droite stable par A et B : n'importe quel sous-
espace gtrict de T" stable par A ot B permet de faire une récurrence sur
la dimension! Et on vient justement de montrer que si A € Sp A, alors
soit Ker(A —AI,,) soit Im(A —AL,) est stable par B (et naturellement aussi
par A). Comme A n'est pas scalaire (sinon C = 0), ces deux sous-espaces
somt non nuls et strickement inclus dans €™

Rédigeons alors la récurrence. Le résultat est trivial pour n = 1. Sup-
posons le résultat vrai pour tout couple de matrices de taille < n et
prenons A, B dans M, {C) telles que rg(AB — BA) < 1. 51 AB = BA on
sait que A et B sont cotrigonalisables. 35i C = AB — BA est derang 1, on
vient de prouver quil existe un sous-cepace non trivial ¥ de C™ stable
par A et par B. En prcnant une base de F que Pon prolonge en base
de C", les endomorphismes canoniquement associés & A et B admettent
dans cette base de C" des matrices de la fornie

A — ( ) et B = ( ) respectivement.
2 2

On a alors
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| BB x
0 ALB, — ByAs

Puisque rg(A’B — B’A’) =1, on a rg(A1B] — B1A;) < 1 et rg{A3B; —
BLAz) < 1, et par hypothese de récurrence it existe P et Q inversibles
telles que P7YA P et P71B,P d’une part, Q7*A;Q et Q71B;Q d’autre
part, soient triangulaires supéricures. Si R est la matrice diagonale par
blecs Diag(P, Q), R71A'R et R™!B'R sont triangulaires supérieures et
done A et B sont simultanément trigenalisables. <

Aprés tous ces exercices le lecteur se demandere [égitimement sl y
a une condition nécessaire et suffisante pour que deux matrices A ef B
de M, (C) soient cotrigonalisables. On wvoit de suite que si A,B son!
cotrigonaelisables, la matrice AB — DA se trigonalise en une matrice dont
la diagonale est nulle. Elle est donc nilpotente. En fait, il en est de méme
de toute matrice de la forme P(A,B)(AB — BA} o0 P(X,Y) désigne un
polyndme en deur variables XJY non commulalives © par exemple si
P(X,Y) = XY*X? on a P(A,B) = AB?A® Ft bien un théoreme de
Me Coy affirme que la réciproque est vrate : st P{A, B)(AB — BA) est
nilpotente pour fout polynéme en deur variables non commutatives P,
alors A et B sont cotrigonalisables. On en déduit directement le résultat
de Uezercice 2.25 (cas ot AB — BA = 0) mais aussi celui de Uexercice
2.26. En effet, si C = AB — BA commute avec A et B on a C* =
(ACF—1B — B(AC*) pour tout k = 1 et on en déduit que Tr(CF) = 0.
Cela impligue classiguement que C est nilpotente {(woir exercice 2.35).
Pour tout polynéme P en deur variables non commutatives on o alors
[P(A,B)C|" = P(A,B}"C" =0 car C commule avec P(A,DB).

Voici un exercice délicat 0@ on Uon cherche un vecteur propre commaun
& une fomille commutative de matrices.

2.29. Vecteur propre commun a une famille de matrices

Soit K un corps commutatif et S une partie de M, (K} telle que
les éléments de S commutent deux & deux. On suppose de plus que
les ¢léments de S possédent un vecteur propre commun. Démontrer
Pexistence d’un vecteur propre commun aux ¢léments de ©S,

(ENS Ulm)

> Solution.
Le résultat a déja été évoqué lorsque K est € ou plus généralement un
corps algébriquement clos (voir page 93).
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Quitte a rajouter les matrices AL, pour A € K, on peut supposer sans
perte de généralité qu’elles appartiennent a 5. On peut remarquer ue les
dléments du sous-espace engendré par S possédent la méme propriété que
ceux de 8 : ils commutent deux a deux et possédent un vecteur propre
en commun. On peut donc supposer que S est un sous-espace vectoriel
de M, (X} et en prendre unc base B dont le premier élément est I,,.
Ferivons B = (In.Aq. ..., A,). Nous savons qu'il existe Xg € K® non
nul tel que pour tout 7 € J1,p]. il existe A; € K vérifiant A; Xy = A Xp.
En changeant A; en A; — AL, la famille 5 reste une base de S. et pour
tout ¢ € [1,n], A, Xy = 0. Nous allons démontrer Uexistence d'un vecteur
non nul appartenant aux noyaux de chaque *A;. Ce vecteur sera alors
un vecteur propre commun i tous les éléments de 'S,

Pour cela, opérons une récurrence sur 'entier n. Le résultat est trivial
pour 1 = 1. Supposons n =2 2 et le résultat vrai en taille < n.

Le polynéme caractéristigue des matrices A, peut sc mettre sous
1a forme XP(QQ avec ¢ > 1 et Q{0) # 0. Supposons que pour ['une
des matrices A,, disons A; pour fixer les idées, on ait p < n et
deg Q@ = 1. Lo théoréme de décomposition des noyaux permet d’éerire
K" = Ker A7 @ Ker Q(A,), ces deux sous-cspaces n'étant pas réduits &
10}, Censidérons B; une base de Ker A7, By une base de Ker QA;) et P
la matrice de passage de la base canonique & la hase {8, Ba). Comme les
A, commutent denx & denx, ils laissent stables les sous-espaces Ker AY
ot Ker Q(Aq). Pour tout 1 < i <1 p, la matrice P~ A,P est de la forme

! ) , ;
Ay L avec Al (resp. B;) la matrice de I'endomorphisme induit par
0 B : b

A; sur Ker AY (resp. sur Ker Q(A1)). Les matrices A} commutent deux
a deux ot posstdent un vecteur non nul appartenant a tous les noyaux
Ker A}, Corame la taille de ces matrices est strictcment inférienrc a n,
par hypothése de récurrence, il existe Yo non nul tel que *AlYs = 0 {la
seule valeur propre de A} est 0 car Al est nilpotente). Dans ces condi-
Yo
0
pour tout 4. Comme ‘P'A;*P~1Y] = 0, le vecteur non nul *P71Yy est
dans le noyau de chague *A; et répond au probleme.

I} nous reste b traiter le cas oll pour chaque matrice A;, le polyndme
caractéristique est égal & X™ {ce qui correspond avec les notationg uti-
lisées plus haut & p = n et @ = 1). Les matrices A, sont donc nilpotentes.
Ainsi, la famille (*A,, ..., ‘A}) est composée de matrices nilpotentcs
commutaitt deux & deux. Llexistence d'un wecteur propre commuin a
toutes les matrices tA; est assurée par le lemme suivant :

T,i()l’lS7 Ic vecteur Yé f ( & K™ cst non nu! et t(P_JA1P)Y6 =0

Lemme. Scit E un K-espace wvectoriel de dimension finie non nulle ct
(11, ... up) une fomille d’endomorphismes nilpotents coramutant deux
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@ deux. Il existe alors & € E, vecteur propre commun ¢ tous les endo-
morphismes u;.

Démonstration. Procédons par réeurrence sur Uentier p. Si p = 1, comme
E # {0}, Keru; n'est pas réduit & {0} et un vectcur non nul de Ker w4
convient.,

Supposons p = 2 et le résultat vrai au rang p — 1. Si up, = 0, on
applique I'hypotheése de récurrence a la famille 4y, ..., u,_1. Le vecteur
& trouvé convient anssi pour 4,. 8i up #£ 0, F = Ker u, est un sous-espace
non rédnit & {0} laissé stable par les u;. Pour 1 < 4 €< p — 1, notons ]
I'endomorphisme induit par u; sur F. Les endomorphismes uj, ..., Up_y
commutent deux & deux et sont nilpotents, et donc redevables de 'hy-
pothise de récurrence : il existe o € ¥' un vecteur propre commun a tous
les uf. Clest donc un vecteur propre pour u; avec ¢ < p —1 et méme pour
iy, car 2 € F = Keru,. La preuve du lenune est achevée. ¢ <

Lexzercice suivant fuif démontrer {‘importante décompostiion de
Dunford.

2.30. Décomposition de Dunford

Soit E un C-espace vectoriel de dimension n 2 1 et © un endo-
morphisme de E. Montrer I'existence d’un unique couple (d,n) d'en-
domorphismes de E tel que

Hu=d+mn,
{i1) d et n conmnutent,
(14) d est diagonalisable et n est nilpotent.

Vérifler en outre gue d et n sont des polynomes en u.

(]:]cole polytechnique)

> Solution. )
e Traitons d’abord lexistence du couple (d, n). Ecrivons

Xu = (X =A™ (X - A"

avec les A; € C deux A deux distincts et les enticrs my; 2 1. D'apres
le théoréme de décomposition des noyaux et le théoréme de Cayley-
Hamilton, E est somme directe des sous-espaces caractéristiques F; =

Ker{u — A; Id)™ :
E={PF..
i=1

Soit d l'endomorphisme de E dont la restriction & F; cst exactement
Ai ldp, @ autrement dit, d est diagonalisable et admcet chague sous-espace
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F; comme espace propre pour la valeur propre A;. Posons n = 4 —d. Il ne
reste plus qu’a vérifier que n est nilpotent et commute avec d. Comnme
chague sous-cspace caractéristique de F est stable par u et par ¢ (donc
aussi par n), il suffit de le vérifier pour les restrictions aux F;. Notons
avec un indice 7 les restrictions 4 ¥, On a u; = d, +7n; et d; = Aidp, .
Or, par définition de Fy, (u, — A Idp, )™ = 0. Donc n; est nilpotent et
commute clairement avec 'homothétie d;. D’ol1 le résultat. Le couple
(d,n) convient donc.

Avant de prouver I'unicité, vérifions que d et n sont des polynomes en
. Cela se voit dans la démonstration du théoréme de décomposition des
noyaux : pour tout 4 la projection w#; sur F; parallelement & la somme
des autres sous-espaces caractéristiques est un polynéme en w. Or. par
construction, on a simplement pris

d= Z:\qﬂﬁ' = C[u]
i=1

Bien entendu n = u — d est alors aussi dans Clu).

¢ Supposons l'existence d'un autre couple (d',n') répondant au pro-
bleme. On a alors  —d = n—n'. Comme o commute avee »', il commute
auss1 avec u, douc avec tout polyndéme en w. En particuliet d’ commute
avec d. Ainsi d et d’ sont codiagonalisables (cf. exercice 2.19) et donc
d' — d cst diagonalisable. De méme n commute avec n’. Il en découle que
n —n' est nilpotent. Le seul endomorphisme diagonalisable ef nilpotent
étant Donad=d et n=n'".

Cette décomposition peut étre effectude sur un corps quelcongue IC dés
lors que le polyndme caractéristigue de u est scindé sur K d.e. dés lors gue
w cst tigonaliseble. Clest une condition nécessaire puisque siu = d+n. d
diagonalisable. n nilpotente. nd = dn, alors d et n sont co-trigonalisables
(cf. exercice 2.25), donc u est également trigonalisable.

La décomposition de Dunford est trés witile dons le calcul des puissances

d’unc matrice et inferwment done ossez noturellement dons Uétude des
exponentielles de matrices,

2.31. Image de Pexponentielle

On admet ici que toute matrice A de M, {C) se décompose de
manidre unigue sous la forme A = D 4+ N avec D diagonalisable, N
nilpotente et DN = ND {voir I'exercice précédent pour la preuve de
ce fait). 1l s’agit de la décornposition de Dunford.

1. Déterminer la décomposition de Dunford de e® on fonction
de celle de A.
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2. En déduire toutes les matrices A de M, {(C) telles que e® =T,
3. Quelle est Pimage de Papplication M —— eM de M,,{C) dans
lui-méme ?
(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. Posons A = D+ N avec D diagonalisable. N nilpotente et DN = ND.

Comme D et N commuteut on a e = ePelN. Posons e = I,, + N’ avee
n—] Nk
r_
N'=> 5
k=1

La matrice N’ est nilpotente, puisque de la forme NP{N)
avec P polynome. La inatrice el est diagonalisable car si
D = P !'Diag{dy, ...,d,)P alors eP = P7!Diagle®r, ..., e%)P.
De plus. cone P et e commutent, N commute avee eP. L'éeriture

e = e 1 ePN ost done la décomposition de Dunford de e® car PN

est nilpotente et commute avec eP.

2. Soit A € M,, () vérifiant ¢ = L,,. On reprend les notations de la
question précédente. L'unicité de la décomposition de Dunford permet
de dire que

eh =T, = (¥ =1, et "N’ =0).

Comme e est inversible, on doit donc avoir N* = 0. Or, N’ = NP({N)
w1 k

-1
avec P(X) = 3 Xk_ . Le coeflicient constant de P oest égal 3 1. 1 en

découle que la matrice P(N) est inversible : en effet, dans une basc tri-
gonalisant N on obtient une matrice unipotente {(triangulaire supérieurc
avec des 1 sur la diagonale). Ainsi N’ = (0 et la matrice A est diago-
nalisable. En se plagant dans une base de diagonalisation on voit que
les valeurs propres de A doivent ctre dans 2énZ. Réciproguement, tout
matrice diagonalisable dont le spectre est contenu dans 2inZ a comme
image [, par exponcentielle.

3. Nous savons que si M € M, (C), alors exp(M) est inversible puisque,
M et —M commutant,

exp{M) exp(—M) = exp(0) = I,,.

On sait ¢galement que l'image de Uexponenticlle sur € est € : il est
done raisennable de penscr que l'image de M, ({C) par I'exponenticlle est
GL,, () tout entier. Clest ce gue nous allons prouver. Soit B une matrice
inversible dont on note D' + N’ la décomposition de Dunford. On cherche
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A telle qne e® = B par sa décomposition de Dunford A = D-+N. D’aprés
la question 1. cela égnivaut done & eP = D’ et eP{eM ~1,,) = N/,

e On s’occupe d’abord de 1a premigre équation. T est clair que DY est
aussi inversible : cela se voit dans la preuve de 'exercice 2.30 mais peut
aussi se retrouver directement ici puisque D' == B —N’ = B(I, — B~ IN/).
La matrice B7TN’ est nilpotente, car N/ et B™! commutent, donc la
matrice I, — BTN’ est iversible (elle se trigonalise en une matrice avec
des 1 sur la diagonale).

Soit P € GL,(C) telle que D' = P~1 Diag(d), ...,d,)P. Les nombres
complexes d), sont tous non nuls et peuvent donc s’écrire d, = e® on
di, € C. Si on pose D = P~ Diag(dy, ...,dn)P on a bien ® = D’'. Les
nombres complexes dy ne sont pas uniques : ils ne sont définis qu’a un
¢lément de 2i7Z pres. On vient en fait d’expliciter toutes les solutions : en
effet, comme D est diagonalisable et commute avee e’ = DY, les matrices
D et D’/ se diagonalisent forcément dans unc méme basc.

e Passons maintenant 4 la seconde équation qui s’écrit anssi e — T, =
DY ~'N’. Comme D'~ et N’ commutent, la matrice N = D/ "N’ est
aussi nilpotente. La question posée se reformnle donc comme suit : si N

désigne 'ensemble des matrices nilpotentes de M, (C), Papplication
: n—l ok
qui & N associe N =eb =1, = 3 Ek,— est-elle une surjection de A sur

r'i':]
N7
En fait, ¢'egt méme unce bijection! Pour éerire la bijection réciproque
on penge bien entendn an logarithme et cela ne pose ancun probleme
particulier car on travaille avec des matrices nilpotentes. Considérons
danc
= ko NP
9N In(l, + Ny = > (=1 -

=1

Ed

Notons tout d’abord que 1 et ¢ sont bicn des applications de N dans
N car ¥(N) = NR{N) oft R est un polynéme et il en est de meme
pour . Il ne reste plus qu’a justifier que ¥ 0 p = p o ¢ = 1d. Posons

n—1
PX) = k§1 %ﬁ— et Q(X) = 1@-2::1(_1);671)%' L’application 17 associe a N
la matrice P(N) ct I'application ¢ associe a N la matrice Q(N). Ainsi,
¢ o associe a N la matrice P{Q{N)) = (P o Q)(N). Pour la calculer
on a seulement besoin du polynome P o Q tronqué 4 la puissance n — L.
Or, comme e — 1 = P{x} +olz" ') et In(l + x) = Q(x) + ofz™ )
celui-ci est exactement la partie polynomiale du développement limité a
Pordre n — 1 en 0 de la fonction e3+2) 1 = z c’est-a-dire X! On a
donc (P o Q)(N) = N pour toute matrice nilpotente N. C'est pareil dans
Fautre sens puisque In(1 +e* — 1) = @,
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On peut done trouver une unique matrice nilpotente N telle que e —
I, = N".

e Ce n'est pas tout & fait flui : on vient de trouver une infinité de
matrices diagonalisables D telles que e” = D’ et unc unigue matrice
nilpotente N telle que e¥ — 1, = N = D'"'N’. La matricc A =D+ N
sera un antéeédent de B si D et N commutent (n'oublions pas que D+ N
est supposé étre la décomposition de Dunford de A}! Or ce n’est pas le
cas a priori. Ce qui précéde montre que N est un polynome en D’ N
En fait on peut trés bien choisir pour D un polyndme en D' : il suflit, avec
les notations ci-dessus, de prendre d; = d; chaque fois que df = d;. On
a alors D = Q(DY), ou Q est un polyndme d'interpolation de Lagrange
qui envoie les 4 sur les d;. Si on fait un tel choix de D, alors D et N
commutent et on a eDHN = ePeN = D/(1, 4 DTN = D' £ N =B,
Conclusion. L’image de M., (C) par exponentielle est GL,(C). <

On notera qu’il y o toujours une infinité d’antéeédents 4 un élément
B € GL,,{C) donné. Lorsqu’on se ploce sur K la situation se complique et
Dimage nest pas égale & GL,,(R). ce qui se voit déjd pour n = 1. On peut
en foit démontrer que limage est Uensemble des corrés de GLn,{RR}. On
peut ausst quoir un antécédent unique comme ¢’est le cas dans ['exercice
suzvant, dont nous donnons une solution auvtonome méme 74 découle
directement de ce qui précéde.

2.32. Exponentielle de matrices réelles diagonalisables

Soient A, B deux matrices diagonalisables de M, (R). On sup-

pose que ¢® = e”. Montrer que A = B.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Si A et B sont toutes les deux diagonales le résultat est évident car la
fonction exponentielle est injective sur R. Il nous suffit dons de montrer
que A et B sont codiagonalisables pour conclure. On sait pour cela qu’il
suffit de prouver que A et B commutent (¢f. cxercice 2.19). Tl est clair
que A commute avec e® = e5. Or, B est un polyndme en e, Pour le
voir il suffit de se placer dans une base diagonalisant B : si B = P7IDP
avee P oinversible et D = Diag(d,, ..., d,.), alors B — PTLIYP avec
DY = Diag(e?, ... ed}. Or il est aisé de trouver un polynéme Q tel que
Q(e?*) = dy pour tout k (en utilisant un polynéme d'interpolation de
Lagrange}. On a alors Q(D') = D et donc Q(e®) = B. Ainsi A commute
avec B. <
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A partir de lo décomposition de Dunford, on est fondamentalement
ramené ¢ 'étude des classes de similitude des matrices nilpotentes. Les
epercices qui suivent sont consacrés quz éléments nilpotents.

2.33. Caractérisation des matrices nilpotentes avec la trace

Soit K un sous-corps de C et A € M, (K). On suppose que pour
tout k > 1, la trace de A* est nulle. Montrer que A est nilpotente.
(Ecole polytechnique)

> Solution.
Nous allons proposer plusieurs solutions de cette question classigue :
s Le polyndme caractéristique de A est scindé sur €. Raisonnons par
I'absurde et supposons A non nilpotente. Alors A posséde des valeurs
propres (complexcs) non nulles. On va noter Ay, ..., A, ces valeurs
propres non nulles de A (r 2 1) et ny, ..., n, leurs multiplicités res-
pectives. Pour tout k& 2 1, on a

Tr(A") = AP+ - + 0,00 =0

Si on éerit ces relations pour k variant de 1 &4 v, on obtient quc

(1. ...,n,) est solution du systéme lindaire
Al Az ... Ar T
. = (.
AL AL AT Ty

Or, ce gystéme cst de Cramer puisque le déterminant de la matrice du
systeme vaut

A [T g =M A0 (of. exercice 1.8)

1i<i<r

Nécessairement, on any = -+ = n, =, ce qui est exclu.

e Deuxieme solution & l'ajde des formules de Newton : on considére
désormais Ay, .... Ay, les racines complexcs de ya comptées avec multi-
plicités. Dire que Tr(Ak) = 0 pour tout k = 1, ¢’cst exactement dire que
les somics de Newton relatives & Ay, ..., A, sont nulles :

Tr(A®)y = XF + - 28—,
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car A étant semblable & une matrice triangulaire supérieure 3 coefficients
diagonanx A;, ..., An, A¥ est semblable & une matrice triangulaire supé-
rieure & coefficients diagonaux A¥, ..., Ak,
Les formules de Newton {voir exercice 5.26, tome 1 d’algebre) donnent
alors que les fonctions symdétriques élémentaires des A; sont nulles : oy =
- =g, = 0. On en déduit que

XA = X" 70_1Xn71 4 o4 {_])n71X+ (_])no_n _ Xn!
et A" =0 d’apres le théoréme de Cayley Hamilton.

& Voici enfin une troisitme solution par récurrence sur la taille de la
matrice. Sin = 1, comme Tr(A) = 0, on a A = 0. Soit n = 2. Supposons
le résultat vrai jusqu’an rang n— 1. Ecrivons le polyndme caractéristique
de A :

xa=X"—anX g o (DX 4 (D).
D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, on a
xa(A)=0=A" g A" ' 4 o L (=1)"TRA 4 (1),
et en exprimant la trace de cette somme, par hypothése, il vient
{(—1}"a,n =0,
ou encore ndet A = 0, soit det A = 0. Donc 0 est valeur propre de A.
Ecrivons x4 = XPQ avec Q(0) #0,p 2 1.
D’aprés le théoreme de décomposition des novaux, on a

K™ = Ker(ya(A)) = Ker A” & Ker Q(A).

Supposons Ker Q(A) # {0}. Prenons une hase obtenie par réunion d'ime
base de Ker AP ct d'une base dc Ker Q(A}. L’endomorphisme A dans
cette base admet une matrice de la forme

Ao
o B/

On a A" = 0, donc A’ est nilpotente et, pour tout k = 1, Tr(A’k) =0.

Comme A* est semblable &
0

0o |



2.35 SOUS-ESPACES STABLES PAR UN ENDOMORPHISME NILPOTENT 119

on & Tr(B’k) = 0. Dautre part, la restriction de A & Ker Q(A) est injec-
tive, &l bicn que B’ est inversible, Or par hypothése de récurrence. B est
anssi nilpotente, ce qui fournit la contradiction.

On peut done affirmer gque Ker Q(A) = {0} et K™ = Ker A? ; la matrice
A est bien nilpotente, <

La troisiéme solution cst valable sur un corps commutatif de carccté-
ristique nulle quelconque. Les autres aussi ¢ condition d’admetire Uczis-
tence d'un surcorps dons lequel le polyndre caracteristique est scindé,

Les énoncés gui suivent concernent des questions de sous-espaces
stables.

2.34. Sous-espaces stables par un endomorphisme nilpotent

Suit E un K-espace vectoriel de dimension n et « un endowor-
phisme nilpotent de E de rang n — 1. Montrer que E admet exacte-
ment n + 1 sous-espaces vectoriels stables par u ¢t que ce sont les
Ker u* pour k € [0,n].

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Bien entendu les sous-espaces Ker u* pour k € [0,n] sont tous stables
par u. On va d’abord montrer que dimKerv” = & pour tout k& € [0.n]
ce gul prouvera gue ces 7 + 1 spug-espaces sont denx a deux distinets,
Le théoreme du rang appliqué A la restriction de u i I «* montre que

rg u® = rg vt + dim(Kerw 1 Imo®) < rg o™+ + 1.

Antrement dit dim Ker ¥t < dimKer 4® + 1 : la dimension des noyaux
itérés augmente d'une unité au plus & chaque fois. Mais comme Ker u” =
{0} et Keru” = E on a néeessairement dim Ker u* = & pour tout & €
[0.n].

Considérons maintenant 1m sous-cspace quelcongue F de E stable par
u, Notons p sa dimension. La restriction de # a F est encore nilpotente
avec un indice forcément < p. On a donc u|f = 0 ce qui veut dire que
I € Kerw?. Comme les deux cspaces ont la méme dimension ils sont
gganx. <

On vient de vefrouver dans cet exercice un cas particulier d'un résulfat
bien connu sur la suite des noyanr iérds @ elle est croissante, mais crodt
de moins en moins vite {cf. fome 1, exercice 6.14).
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2.35. Endomorphisme nilpotent semi-simple

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Trouver les endo-
morphismes nilpotents de E tels que tout sous-cspace stable admette
un supplémentaire stable.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Soit u un endomorphisme nilpotent de E tel que tout sens-espace stable
admette un supplémentaire stable. Le noyan de « admet done 1un sup-
plémentajre stable F. Comme x,, — X" (n étant la dimepsion de E),
lc polynéme caractéristique de up est X” avee r = dimF. Or, comme
FrKeru = {0}, up est injective é.e. 0 n’est pas valeur propre de uy.
Mais alors, + est nul et Keru = F. L’endomorphisme u est donc nul.
Réciprequement, 'endomeorphisme nul convient. <

Il s’agissait de trouver les endomorphismes u nilpotents semi-simples
(voir Uexercice 2.37). Comine X, est scindé, cela revient & trouver,
d’aprés Derercice mentionné, les endomorphismes a la fois nilpotents
et diagonalisables : sew! O convient.

Lexercice susvant est plus difficile. Il précise quels sont les sous-
espaces stables por un endomorphisme nilpolent qui ont un supplémen-
taire stable.

2.36. Existence d'un supplémentaire stable par un
endomorphisme nilpotent

Soit It un K-espace vectoriel de dimension finic, f € L(E) nil-
potent ¢t V un sous-espace stable par f. Montrer que V' admet
un supplémentaire stable si et senlement si pour tout & € N,
V) = FENV. ,

(Ecole polytechnique)

> Solution.

e La nécessité de la condition est facile ot n’utilise pas le caractére
nilpctent de f. Supposons que V admette un supplémentaire stable W.
Soit & un entier naturel. On a toujours f*(V) C f*(E) et comne V est
stable on a aussi f5(V) © V. On a donc f5(V) € fF(E)NV.

Soit z € f*(E)N V. Il existe un. vecteur y € E tel que z = f*(y). Ce
vecteur s'écrit ¥y = yv - yw aver yv € V et yw € W. Ainsi, par stabilité
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de V ¢t W, il vient
= f"lyy) + fk(yw) avee fk(yv) eVet fFlyw) € W.

Or comme V et W soni en somme directe ot x € V., nécessairement
FElyw) = 0. Tl en résulte que » = FF(yy) € FX(V). On conclut

V) = IHE) NV

¢ Réciproquement, supposons que l'on ait (V) = f*(E)n V. pour
tout & € N. Nous allons procéder par récurrence sur l'indice de nilpotence
pde f (i.e. le plus petit entier p = 1 tel que f¥ = 0,

Sip =1, f = 0 ¢t w’importe quel supplémentaire W de V est stable
par f.

Supposons p = 2. Alors f induit un endomorphisme f nilpotent de
f(E). De plus, l'indice de nilpotence de l'endomorphisme festp-1
puisque f(f(E)) = f*TH(E) pour tout k 2 0. Notons F' = f(E) et V/ =
F1V), qui est un sous-espace de E'. Nous allons appliquer 'hypothése de
récurrence au sous-espace V' de . Pour cela, véritions que pour & = 0,
f“"(’V’) = f’“(E’) N V', antrement dit que fEH1V) = fERLEY M f(V).
Liinclusion fF+'(V) C fTHE) N f(V) est immédiate, Si x € fFH{(E)N
FOVY, alors @ € fPYYEINV = f#THV) par hypothése. L’égalité des
sous-espaces est done vérifide.

Par hypothése de récurrence, nous pouvons donce affirmer existence
d'un sous-espace W de E' = f(E), stable par § tel que

JE)=fV)aW=(fE)ynV) s W

Les sous-espaces W et V sont ¢n surume directe puisque st @ € VT W,
€ fFE)NVetz=0cr (fIE}NV)NW = {0}. Constrnisons &
partir de W un sous-espace W' stable par f, supplémentaire de V. Il est
naturel de penser & Wy = f~1{(W) qui a le mérite d’étre stable par f.
Malheureusement, il n’a ancune raison d’étre un supplémentaire de V (il
contient Ker f et Ker fNV # {0} si V n'est pas réduit a {0} puisque f)y
est nilpotent). Nous allons corriger cela : le sous-espace 1V est clairement
contenu dans W,. Les sous-espace V ot W étant en somme directe. la
somme (V N'Wq) + W est directe et contenue dans Wi. Prenons Wz un
supplémentaire de (VN W;) & W dans W1 : on a

W= I Wy =(VAW)LTWS W, =(VAW) & W,

en ayant posé W = W4, Le sous-espace W' est stable par f puisque
FIW) CWC W



122 CHAPITRE 2. HEDUCTION

Moentrons que W’ est bien un supplémentaire de V. Soit 0 € VNI W',
Alors ¢ € Wy MV et comme Wi MV est cn sormme directe avec W,
z =0:lasomme V& VV’ cst directe.

Soit z € E. Alors f(2) € f(E) = f(V) & W et il existe donc vEVet
w e W tcel que f(z) = f(v) + w. Dang ces conditions, f{z—v)=w e W
et z — v € Wy. Le vecteur z — v s’éerit o' + w' avec v/ € V11 W’l cV
ot ' € W Alnsi, ona z = {v + ') + o € V&S W. On concdint que
E =V & W et W constitue bien un supplémentaire de V stable par
f.<

Le lecteur pourra ainsi vérifier gue dans la situation de Uexercice 2.34
les seuls sous-espaces stables par u qui ont un supplémentaire stuble sont
{0} et E,

On dit qu'un endomorphisne v de E est semi-ssmple si foul sous-
espace de I stable par w cdmet un supplémentaire stable. Lvrercice sui-
pant montre qu’un endomorphisme est diggonalisable s'il est senid-sirmple
el 51 son polyndme caractéristique est scinde. Il en résulte qu'un endo-
morphisme d'un C-espace vectoriel est semi-simple si et seulement st il
est diagonalisable.

2.37. Endomorphismes semi-simples

Soit E un K-espace vectoriel, v € £(E). Montrer 1'équivalence
des dewx conditions sujvantes :
{1} u est diagonalisable;

{11} ¢y est scindé et toul sous-cspuce de E stable par v admet
un supplémentaire stable par w.

(ENS Lyon)

> Solution.

o Supposons (i), Alors ¥, étant le polyndme caractéristiqne d'une
matrice diagonale, il est scindé. Soit F un sous-espace stable pour 1. On
peut supposer F non nul et distinet de E. Posonsn = dimE et p = dimF.
Clwisissons une base B = (A, ..., fp) de F et B = {e1. ....7,) une
base de vecteurs propres de E. Le theoreme de la base incornpléte permet
de compléter la base Br en une base de E en rajoutant des vecteurs
de B disons €;,, ..., e, ,. 1l est clair que le sous-espace engendré par
les vectenrs que 'on rajoute est un supplémentaire de F qui ext stable
par u.
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e Supposons (ii). Considérons F = @ Ker(u — A1dg), la somme
AESpu

dos cspaces propres de u. Clest un sous-espace stable par w donc par
hiypothese il adiet un supplémentaire stable G, Supposons dim G 2 1 et
notons ug Vendoemorphisme induit par » sur G. Comme 1, est scindé, il
en va de méme pour ¥, qui admet donc une racine A puisque son degré
n'est pas nul. Il existe done © non nul dans G tel que u(r) = ug () = Ax.
Mais alors z est dans F'N G, ce qui entraine que F 1 G n'est pas réduit
& {0} On aboeutit 4 une contradiction,

On cn déduit que la dimension de G ne peut valoir gue 0 et que E est
donc somme de ses sous-espaces propres pour « ¢ u est diagonalisable. <

On peut démontrer que, dans le cos dun corps gueleongue, Vendo-
morphisme w st semd-sumple si et ceulement si son polyndéme nvinimal
est produtt de polynémes irréductibles unitaires distincts. On en déduit
gu’une matrice de M, (R) est semi-simple 51 et seulement si elle est
diagonalisable dans M, (C).

Une maniére trés simple de construgre des sons-espaces stables par un
endomorphisme u d'un espace E est de prendrc un vectewr x guelconque
de E et de considérer le sous-espace vectoriel B, engendré par la famille
(u¥ (2 pen. Il s'agit bien entendu du plus petit sous-espace u-stable qui
contient x. Le cas ou l'on peut trouver un vecteur & tel que B, = E
conduit @ la notion importante d’endomorphisme cycligue. L’énoncé qus
suit en donne une caractdrisation simple o U'aide du polynéme minimal,

2.38. Endomorphismes cycliques

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, w € L(E) et
z € E. On définit

1={PeK[X] Plu)=0} et L, ={PecXK[X], Plujz) =0}

1. Montrer U'existence de polyndmes unitaires non nuls u et p,
tels gque I = pK[X] et I, = p, K[X]. Montrer que p; divise p.

2. Montrer qu'il existe = € E tel que p, = pu.

3. On dit que w est cyclique s'll existe » € E tel que E =
Veet {oF () xew. Moutrer Péquivalence

n est cyclique <= = x,.

| (ENS Ulm)




124 CHAPITRE 2. REDICTION

- Solution.
1, L’ensemble I est le novau du morphisme d’algebres

0 P2 K[X] — Plu) € L(E).

C’est done un idéal de E. L'algébre £{E) étant de dimensior finie, y ne
peut étre injectif et T # {0}, Nous savons alovs qu'il oxiste un unique
polyndie unitaire nou nud g, appelé polyndéme minimal de w, tel que
I = uKI[X].

Montrons dircctement gue I, est un 1déul. Soit P et Q@ dans 1, et A
dans K[X]. Le polynome nul est dans I, et

(P + Q)(u){z) = (Plu) + Q(u))(z) = Plu)(z) + Qu){z) = 0,
{AP)(u)(z) = A(u) o Pu)(z) = Alw)(P(u){z)) = A{u)(0) =0,

ct o a bien P+ Q & I, et AP € [,. L'enscmble I, est donc un idéal
de K{X1, non réduit a {0} puisgue 1 C I, : il existe done .. polynome
unitaire non nul, tel que I, = ¢, KJ[X]. Comme p € 1, p. divise g1

Le polynome unitaire u, est appelé polynome minimal poncluel de o
an .

2. Supposonsn =dimE 2 1 {(8sili = {0}, z = 0 convient : . = pg = 1).
Dans ces conditions on a degu = 1. On va ntiliser la décomposition de
g en facteurs irréductibles,

e Si g est irréductible, alors pour © # 0, gy cst un diviseur de p
distincet de 1, ¢'est nécessaircinent. .

* Supposons que g soit de la forme P™ avee P irréductible. Considérons

uue base (g1, ...,ep) de EC Pour 1 <<i < n, p,, ost de la forme P™ avec
1 £ < n:sion note 5 = Iga.x Ty, alors s < roet Ps(u) cst nml en
15a€n

chaque e; ct donc P*(u) = 0. Autrement dit p|P*. Cela entraine r < s, el
finalement + = s : autrement dit, il existe ¢ € [1.n] tel que ., = P7 = g,
e Supposons g quelconque : on peut écrire

p="Py . P,

avec 3 2 L, les P; irréductibles deux a deux distincts, et les r; ontiers
naturels non nuls. Posons pour 1 < ¢ < &, ; = P} et B; = Ker Q;(u).
Comme y(u) = 0, le théoréme de décomposition des noyaux nous assure
que

E=Ker@Q(u)T - Ker Qs () =E; & - - & E,.

Chague E, est stable par v ; nous noterons y; Pendomorphisme induit
sur B; par w. Comme pour tout © € E;, Qq(u){2) =0, on a Q) = 0.
Ainsi, le polyndéme minimal de w;, que nous noterons g; est un diviseur
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de Q; = PJ*. Il est cu fait égal 3 Q;. En effet, si on avait g, = P} avee
7! < 1, alors le polyndme

’
— tal .. Ti-1 Ly Tit1 ... Ts
P= Pl . Pz’—l Piapa‘,+1 Ps

annulerait » (en effet P(u) s’annule sur chaque E; pour j # 4, puisque
si x e By P:J {u)(x) = 0 et annule aussi sur E;. puisque si r € £,.

P;‘; {fu)(x) = 0; comme E cst somme directe des sous-espaces By, Plu)
cst Pendomorphisme nul). Cela contrediralt la minimalité de .

D’aprés cc qui précede, il existe x; £ E; tel que le polyndme mininial
ponctuel de w; en x; soit égal au polyndéme minimal de w; i.e. Q;. Or le
polynome minimal ponctuel de w, en z, est aussi le polyndéme minimal
ponctuel de u en z; puisque si I € K[X]. P(u)(z) = P(m)(x). On a donc
e, = Q.

Considérons ¢ = @1 + --- + &s. Ou va montrer que p, = p. Soit
P c K[X] tel qie P(u){z) = 0. On a alars

0= Plu)(@) = Plu)(ay) + P(u)(e2) + -+ + P(u)(@:).

Chaque E; ¢tant stable par w, ona P{u){x;) € E; ponr tout i et, cormne 1a
somine de ces sous-espaces est directe, P{u)(x;) = 0 pour tout 1 €4 < 5.
On en déduit que Q, = jg, divise P ¢t comme ces polynomes sont
premicrs entre eux deux & deux, p = @, ... Q, divise P. En particulicr,
st divise danc i, et finalement p, = o

3. Powr x vecteur de E, on pose By = Vect{u*(z))ren. Clest le
plus petit sous-espace de E stable par u, contenant . Montrons pour
contmencer que la dimension de E, n'est rien d'autre que le dogré r
du polynéme minimal ponctuel i, En cffet. par définition la famille
Veet(z. uf{x). ..., 1"~ Hx)) est libre. Notons W le sous-espace de ditmen-
sion, r quelle engendre. Clest un sous-cspace de E,. On va montrer en
fait qne W = E,. Comme py(u)ix) = 0 la famille (x,u{x), ... o (&)
est lide. Done w” (i) € Vect{w,u{z), ..., " "{z)) = W. Cela prouve que
W est stable par « {'image d'un vecteur quelconque de la base de W est
cncore dans W), Comme W contient  on a donc E, € W et finalement
W = [£,. En particulier £, est bien de dimension r.

La sohition en découle alsément :

e 51 v est cyclique, il existe x € E tel que E; = I done tel que
deg, = m ot n = dimE. OQu a alors degpe 2 n dapres la premiere
question. Mais on sait par le théoréme de Caylev-Hamilton que ¢ divise
le polynome caractéristique y, de w. Ce dernier élaut deo degré n on a
done i = xu.

e Réciprogunement. supposons . = ji. D’'aprés la question précédente,
1] existe © € B tel que y, = ¢ = xy. Pour un tel  on a dimE, =
deg p, = deg = deg x, = n ot donc B, = E. Ainsi © ost cyvelique. <
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Il décounle directement de cet exercice qu'un endumnorphisine nilpotent
d'indice de nilpotence égal 4 la dimension n de Uespace E est cycligue.
En effet, son polynéme minimal vnnt X™ et est égal wu polynonie carneté-
ristigue. Clest un exercice clossique de démontrer cela dircciement
on sait que pour tout vecteur x en dehors de Keru™ ' la fomille
(e ul(z), ... w"*"1{x)) est une base de E.

Voici une premicre application de lo notion d’endomorphisme eyclique
pour carecteriger les endomorphismes stmples, ¢'est-d-dire ceur gui v'ont
aucun sous-espace stable non trivial.

2.39. Endomorphismes simples

Soit E un K-egpace vectoriel de dimension finie n 2 1, v mn
endomorphisme de E. Montrer ['équivalence des deux conditions sui-
vantes :

(7) les seuls sous-espaces de E stables par w sont {0} et E;
(7) le polynome caractéristique x, de w est irréductible sur K.
(ENS Ulm)

> Solution.

Supposons y,, irréductible. Soit F un sous-espace de E stable par «.
Nous savons que v, . divise x.. Pav hypothese, il en résulte que deg vy
vaut 0 oun (= degx,). Puisque deg ., = AimF, le sous-espace T est
donc réduit & {0} ou est égal & E tout entier.

o (3} = (i1).

Réciproquement, supposons que les seuls sous-espaces stables par u
soient {0} et E. Il est facile de voir que le polvnéme minimal g de u st
irréductible. En effet, supposons que p = PQ avec P, Q de degré 2 1. On
a alors E = Ker p(u) = Ker P(u) @ Ker Q(u). Les sous-espaces Ker P(u)
et Ker QQ(u) sont stables par E et non trivianx : en effet, si par exemple
Ker P(1) = {0} alors P(u) est inversible ¢t on a alors Qu) = 0 ¢e qui
contredit la définition de .

I ’exercice 2.38 permet alors de conclure. En effet, si @ est un vecteur
non nul de E. le sous-espace B, = Vect(u*’(.’c))ng est siable par w et nion
nul. Il cst donc égal & E, ce qui veur dire que u est cyvelique. On sait alors
que son polynome minimal g cst égal & son polynome caractéristique.
En particulier x, est iréductible. <
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Voict dewx exercices sur la notion de polynéme mininal ponctuel. Lors-
qu’on se place en dimension infinie, i peut arriver que tout vecteur x
admette un polyrnome minimal ponctuel non anl sans gue 'endomor-
phisme v w'ait de polynome minimel. Prenons par exemple ln dérivetion
D dans espace T[X] : pour tout polynome P la fomille (DF(P))ien est
lice mais D n’a pes de polyndme annuloteur non nul. En effet, le degrd
du polynéme minimal ponctuel pp d'un polyndme donné P est égal 4
L+ degP {clest tout simplement X T9EF ) Un polyndme annuloteur de
D doit étre multiple de fous les X*, k € N. et est donc nul. Lerercice
sutvant montre que le caractére majoré de la famille des (deg 1, )ocw est
en fait suffisant pour avoir Ueristence d'un polynome minimal global. 11
est wnporiant de foive Dezercice 2.38 avant de 'aborder.

2.40. Polyndéme minimal ponctuel (1)

Soit ¥V oun espace vectoriel guelcongue, f un endomorphisme
de V ot n € ", On supposc que, pour tout & £ V. la famille
(z, f(z), ..., fM(z)) est lide. Montrer que la famille {Idvy, f. ..., f™)
cst lide,

(ENS Ulin)

> Solution.

On peut remarguer que larsque n vaut 1. on retrouve le lemme célebre
qui affirme que s pour = dans V., r et f{z) sont colinéaires. alors f est
unc homothétie.

Pour z € Von pose T, = {Q € K[X], Q(f}{z} =0}. Comme il a été vu
dans exercice 2.38, T, est un idéal de K[X]. non nul par hypothese, dont
loe générateur unitaire sera noté u, (on Uappelle le polynome minimal
ponctuel de ). Par hypothése on a deg 1, < n pour tout 2 de V. Quitte
4 prendre n plus petit on peut trés hien supposer qu'il existe un vecteur
o de T tel que deg jiq = n.

Nous allons montrer que p, annule f ce qui répondra & la question,
Prenons un vecteur @ queleonque dans V. Le sous-cspace

N o— k 4 £k
W \keg%t f (.’1:)4—\;{2%‘@ (@)

est stable par f (car somme de deux sous-cspaces stables) et de dimensjon
finie. Notons f' l'endomorphisme induit par f sur W. Par hypothése
le polyndme minimal ponctuel pour f' de tout vecteur y de W est de

-

degré € n (cc polynome p'est aufre gue gy}, Or nous savous d'aprés
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la question 2 de l'exercice 2,38 qu'il existe y € W tel que g/ = py oh
¢ désigne le polyndme minimal de f'. Comme ¢ € W le polynome g,
divise ;i et comme ils ont tous les deux le méme degré, ils sont égaux.
On & done ' = p.,. En particulier, comme r € W le polvnome py, divise
i = pa et on a pa ()2} = pe(f)(z) = 0. Comme cela est valable pour
tout £ € V, on a ua(f) =0et (Idy, f, ..., f7) est lide. <

Dans Pexercice suivant, qui fournil une coractérisation des maotrices
cyeliques. on trouvera une prevve différente du fait que le polyndme mini-
mal est le polynome minimal ponctuel en un certain vecteur, prewee
volable sur tout corps infini,

2.41. Polynéme minimal ponctuel (2)

Soit K un corps commutatif infini ot A £ M, (K). Montrer que le
poliynome minimal de A est de degré n si et seulement si Vapplication

(K")Z _— K
e (X)Y) (XY XAY, ... XA™Y)

est surjective.

(ENS Ulm)

> Solution.
e 5i deg ya < n, il existe done ap, a;,. ..., a,—; dans K. non tous nuls
tels qus
aoly +a1A+ - 4a, A" =0,

Dans ces conditions, pour tout (X, Y) € (K”)? on a

0= "X(agl, + e, A+ - Fa,_ A" NY
= (ij(tXY) + al(tXAY) + 4 a‘n,ﬁl(tXAnle)_

Par conséguent, tout élément (ng, ....@n_1) dans Pimage de & est
dans I'hyperplan de K" d’équation

aptyy + a1 + -0 a1, =0,

1l g’ensnit que @ r’est pas surjective.

o Supposons deg ya = n. Comme pour tout P € K[X], P(A) = 0 équi-
vaut & P("A) = 0, le polynéme minimal de A est ya. Daprés exercice
2.38 il existe X € K" te] que le polyndme mininal ponctuel de X pour
YA s0it ua. En particulier, la famille (X, *AX, ..., YA®X) est libre. La
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famille des vecteurs transposés ("X, TXA, . . XA 1) Vest tout autant.
Les n formes linéaires Y € K" +—s *XA*Y pour 0 € k& < n — 1
souf, donc libres dans Vespace dual et le systeme (S) @ "XAFY = ay,
0< k< n—1dIinconnue Y est un systéme de Cramer pour tout second
membre (o, . ..., ap-) € K™ 1N en résulte que la fonction & est sur-
jective. Nous allons pour finir donner une nouvelle preuve de 'existence
de X € K" tel que le polynéme mininal ponctuel de X pour *A soit
ia, preuve qui utilise Uliypotheése K infini. (Mest sans doute cette preuve
quaurait. amené 'examinateur lors de l'oral. Plagons-nous dans le cas
abstrait. Soit I nn K-espace vectoriel de dimension finie, I étant infini,
et u un endomorphisme de E. Considérons Uensernble D des diviseurs
urnitaires de j,. Cet ensemble est fini. Pour tout x £ E. le polynome
minimal ponctuel g, de z pour ¢ est dans D. Le vecteur z est dans le
novau de Ker g, (u), si bien que

E= U Ker gz (u).

zeE

Par conséquent, E est réunion des noyaux Ker piy, »(u). Or, ces sous-
espaces sont en nombre fini puisque D est fini. Un résultat classique
affirrne que, Jorsque le corps e base est infini, E ne peut étre réunion finie
de sous-espaces stricts (voir I'exercice 6.2 de notre tome 1 d’Algébre). Il
existe donc un vecteur « tel que Ker y,(u) = E. I} ’ensuit que py, = gy,
ce qui achéve la preuve. <

Natons que lorsqu’on se place surC, ou plus géndralernent sur un corps
algébriquement clos, on peut aussi prowser ce dernder résultat par réciur-
reace sur la dimension o Uegistence d'une valeur propre pour "u donne
un hyperplun stable par u qui permet de sc ramener 4 une dimension
inférieure. Le lecteur est invité a rédiger les détails. La preuve gque nous
venons de rédiger montre que, st le corps de bese est B ou €, Pensemble
des wecteurs v tels que u = pg est en fait brés gros @ c'est le complé-
mentaire d'une réunion finie de sous-espaces stricts, done clairerment un
onvert dense de Iespace.

Lerercice swivant est un pus vers le théoreme de décomposition de Fro-
hendns qui régle le question des closses de similitude (voir le commentoire
qui suit Dexercice).
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2.42. Réduction d’un endomorphisme en somme
d’endomorphismes cycliques

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et « un endo-
morphisme de E. On note 7 le polynéme minimal de u. Pour tout
z € E, on note E; = {P(u)(x), P e KIX[}.

1. On suppose 7 irréductible. Soit F un sous-cspace de E stable
par u et z € E. Montrer que B, C F ou E; NF = {0}. Montrer qu’il

»
cxiste des vecteurs 1, ..., z, de I tels que B = @Em,.
i=1

2. Moutrer le méme résultat en supposant que la décompaosition
de 7 en factcurs irréductibles est sans facteur carré.

3. Soit A & M, (Q) telle que A* = I,. Montrer qu’il existc
P c GL,(Q) tel que P7YAP appartienne & M, (Z).

(ENS Lyon)

= Solution.

Nous supposerons connus les résultats de Pexercice 2.38.

1. e Supposons E, NF £ {0} (en particulier = # ). Nous allons
montrer que E; C F. Notons v = g, la restriction de u & E,: v est
alors cyclique. On a done = X mais comme g, divise p, = 7 qui cst
supposé irréductible, on a x» = @ = 7. Prenons alors un vecteur y non
uul quelconque dans E; NTF. On a By, C B, car I, est le plus petit sous-
ospace contenant g qui est stable par v. Comme dim E,, 2 1, Xvj, €5t un
polynéme de degré supérieur ou égal & 1 qui divise x,, = 7. Commne celui-
ciest irréductible, on a forcément xv ;= 7. En particulier, la dimension
de Ey est égale a degn = dim E,.. Ainsi E; = E,. D’autre part E, C F
puisque I est stable par u et contient y. Donc, E; = Ey clk.

e Montrons Uexistence de @y, ..., xp tels que E = @EI»

On considére les familles (1, ..., z,) d'éléments de E telles que la
somme des B, soit directe (il en ex15tc, (0) par cxemple). On en choisit
P

upne de telle maniére gne dim@ Bz, soit maximale (unc telle famille
=1
existe car la dimension des sous-espaces de LI est majorée par n). Imagi-

]
nons un instant que F = EBE;,;% soit distinct de E. Alows, il existe z € I
i=1
tel que = € F. Par conséquent, E; n'est pas contenn dans F, et d’aprés
ce qui préceéde, B, N¥F = {0}. Mais alors, la somme F + E;, cst directe et



2.42 BEPUCTION EN SOMME D ENPOMORPIISMES (YCLIGUESR 131

dim(E;, @ ... 35, @ E,) >dimE,, & ... SE; )}

ce qui contredit le choix de la famille des ;.
2. Ecrivons m = P, ..., ou les P; sout irréductibles et denx a deux
distincts. D'aprés le théoréme de déecomposition des noyaux on a

T
E=Kerw = @KE‘I'PR(U).
k=1

On note F, = KerPy(u) pour 1 £ &k £ r. Alors ¢ induit un endomor-
phisme wg, sur Fy et pr,,, = Py, {en effet, Py (ug) = 0 d'ott gy, [Py ; comnme
Fi. # {0}, sinon m/P; annulerait u, on a hien Pégalité). On sait alors
qque Fy. est somme directe de sous-espaces du tvpe :

{P(ui)(z). P € KIX]} = (P(u)(z). P € K[X]} = E,

Par associativité de la somme directe, on a le résultat pour E tout entier.

3. On prend dang cette question E = " et u 'eudomorphisme cano-
niguement associé 4 A. Le polynéme g divise X* — 1 = (X — 1)(X +
L)(X* + 1). Douc pp est produit d'irréductibles de Q[X] deux & denx
distinets. D'apres ce i précede §7 est somnie directe de sous-espaces
cycliques du type E, avec flayg, = X -1, X+1oun X"+ 1. Dans unc

r 0

.. . ; 0o -1
hase bien choisie. la matrice de ujg, ast (1}. (—1) ou ( ) Par
conséagnent. A est semblable dans M, (@) & une matrice B diagonale par

0 —1
blocs, avec sur la diagonale des blocs du type (1}, (-1) ou ( )

L 0
On a alors B e M, (%).

Le cas gindral esl sans douic un pew long pour faire Pobjet d'un cxer-
vice d’oral. Donnons touf de meéme le rdsultal qur répondre enfin 4 la
question posée toul au début du chapitre de savoir quand deuz endomor-
phistes sont semblables. On sc donne E un K-espace de dimension o = 1
et u un endomorphisme de B dont on note p le polyndme winimul. Le
but est de décomposer E en somme divecte de sous-espaces stables par
dans lesquels w induit des endomorphismes cycliques. On sait qu’on peut
trovver un vecteur v de B tel gue p, = pp oty désigne le polyndmme mini-
mal ponctuel en x (voir Vevercice 2.58). Le lemime fondemental consiste
i proweer yue £, = Vecl:('u,k(lr))k;g admet un supplémentaire F stable
par u. Il suffit alors de recormnmencer le travasl avec la restriction v de u
a B, O netera que comme p annule v, le polynéme minimal de v divise
jt. On obtient danc le résultat suwivent - Despace B se décompose sous la
forme E = E,, $E,, & --- DE,, ef, en notant Py le polyndme menimal
fou caractéristique) de la vestriction deu d Eq, , Po[DPsq| . |Pa[Py = o
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On a done xy = P1Pa ... Py, Les sous-espaces B, ne sont pas unigues,
mais on démontre que lo suite (P, ..., P;) Uest. On appelle cette suite
de polynimes la suttc des invariants de similitude de u, En effet, le résul-
tat essentiel est alovs gue deur endomorphismes u et v sont semblables
st et seulement si ils ont les mémes invariants de simalitude.

Nous commencons maintenant une séric d'exercices consacrés o
diverses éguations portant sur des endomorphismes {ou des matrices).

2.43. Equation matricielle

1 1

Trouver les matrices X € Ma{R) telles que X2 X = ( 11 )
{Ecole Polytechnique)

> Solution.

La matrice A = ( 11

11
sable (en base orthonorméce) ct ses valeurs propres sont 0 et 2. Le

cst symétrique réelle, donc diagonali-

1 L
vecteur (_1) étant dans le novau de A, on en déduit que A est

diagonalisable dans la base orthonormeée (% <j1> , ﬁ G)) et s1

P = ﬁ ( 51 1 ) P~'AP = Diag{0, 2).

Si X est une matrice solntion, X commute avec A et lajsse donce stable
les sous-cspaces propres de A : la matrice X' = P7'XP est donc dia-
gonale. On recherche les matrices répondant au probléme de la forme
X = PDiag(e, 5)P~'. La matrice X répond an probleme si et sculement
si Diag{a, )% + Diag(a, 8) = Diag(0. 2), autrement dit si et senlement si
a® +a=0et 324+ 3 = 2. On trouve alors quatre conples solutions cor-
respondant & @ = —1 ou0et 3= 1 ou 2. En calculant P Diag{o, 3)P71,
on obticnt les quatre solutions suivantes

0 1 1/ =3 -1\ 171 1Yy (-1 1) _
o1/ 2\ -1 3/ 32%v1 1)1 )

Les deux exercices sutvants sont consacrés au commutant - la recherche
du commutant de u correspond @ la vésolution de Udguation uv —vu = 0,
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2.44. Commutant d'une matrice carrée de taille 2

Soit A € Ms(C). L’algtbre C des matrices de M3 {C) commutant
avec A peut-elle étre un corps? )
(Ecole palytechnique)

> Solution.

La réponse est non! Si A cst une homothétie, son comummtant est
My (C) tout entier et ce n'est pas un corps. Sinon, le comrmutant de A, qui
contient tous les polyndmes en A, contient au moins le plan Vect(Is, A).
Comioe le coips de base est €. la matrice A admet au moins une valeur
propre A. Alors A — Al, n’est pas inversible et est dans le commutant de
A<

Notuns gue le résultal vw'est plus vrai sur le corps des véels par ezemple.

Sion prend A = ( ¥

-1 A , L
{0 ), i est facile de vérifier que le commutant

. . a —b .
de A est le plan Vect(la, A) formd des matrices ( b4 ) Or, il est
aisé de vérifier que ce commutant est un corps tsomorphe o C.
On sait que le commadant d'une matrice A contient la sous-algébre

K[Al des polynémes en A. Lexercice sutvant montre qu'il y a égalite si
et sculement st A est cycligue.

2.45. Dimension du commutant

Soit A € M, (IK). On suppose A diagonalisalle et on note
AL, ... Ay les valeurs propres deux & deux distinctes de A et
11, ..., R leurs multiplicités respectives. On note C{A) le commu-
tant de A et K[A] = {P(A), P € K|X]}.

1. Calculer les dimensions de C(A) et K[A].

2. Montrer les équivalences suivantes :

dimC(A) =n <= dimK[A] =n &= r=n <= C(A) =K[A].

3. Ou ne suppose plus A diagonalisable. Trouver une coundijtion
nécessaire et suffisante sur A pour que K[A] = C(A).
L {ENS Ulm)
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> Solution.

1. » Calculons la dimension de K[A]. Le polynéme minimal de A est
pa = (X=X ... (X - puisque A est diagonalisable. Si on considére
l'application linéaire

w: P e KX]— P(A) € K[A],

elle est. surjective ot son noyau est paK[X]. Sa restriction & K, _[X] est
done injective, et méme surjective puisque si P € K[X] on a P(A) =
R{A), oi R est le reste de P modulo pa. Ainsi, la dimension de K[A] cst
égale & cclle de K, _, [X], ¢'est-d-dire & r.

o Identifions les matrices aux endomorphismes de K™ canoniquemets
associés et notons Iy, ..., 5. les sous-cspaces propres de A associés res-
pectivernent & A, ..., .. S5i B commute avec A, alors B laisse stable
chaque sous-espace By et induit sur E; un cndomorphisme B;. Congidé-
rons 'application ¥ qui & B dans le commuteant de A associe (B, ...,B;)
dans L(E)) x -+ x L{E.). Cette application est clairement linéaire et
injective (car si B est nulle sur chague E,;; B = 0), Elle est également sur-
jective : en effet, sion se donne (B, ..., By) dans £(E))x --- x L(E,),
I'endemorphisme B qui coincide avec B; sur le sous-espace E; est bien
dans le commutant de B, puisque chaque B, = B: commute avec
Ap, = A ldg,. Nen résulte que C(A) est isomorphe & L(E ) x -+ x L(E,)
et

dimC(A) =nf +n; + - +n,

puisque n; cst la dimension de E;.
2. Notons que comme pour tout i € [1,7],onanl > n; = 1, ona
linégalité

dimC{A)y=ni+ - +nZzm+ - +n.=n

Rappelons aussi que K[A] < C(A). Pour avoir égalité il suffit donc que
les deux espaces aient la méme dimension.

e Supposons que dimC{A) = n. 1’inégalité précédentc montre que
négessairement nf = n; pour tout i. On a donc n; = 1 pour tout 7 et par
suite 7 = n. Alnsi, dim K[A] = n = dim C{A) et C(A) = K[A].

o Supposous que dimK[A] = n cest-a-dire que r = n. Comrme la
sOmMINE 11+ - - - +n,, vaut n, chague n; est nécessairement égal 4 1. Dong
dimC({A) = ni+ - +n? =n = dimK[A] et comme on a Iinchision
K[A] € C(A), on a J'égalité des deux sous-cspaces : C(A) = K[A].

e Supposons enfin que K[A] = C(A). On a done les indgalités suivantes

dimKAl=r<n=n+ - +n.- <07+ - +n? =dimC(A).

Comme dimm K[A] = diin C{A), on en déduit que C(A) est de dimension n.
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3. La dimension de K[A] est toujours égale an degré de pa. Cette
dimengion est donc d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton inférieure
ou ézale a4 n. Etablissons le lemme suivant sur celle du commutant :

Lemme. La dimension du commutent de A est toujours supérieure ou
égale @ .

Démonstration. * Il s’agit en fait de démontrer que dimS = n, ot S est
le sous-espace des solutions du systéme lindajre

AX -XA =0

ol l'inconnue est X = (4 )1gi59n € Mn(K). Plagons-uous d’abord

dans le cas ot A est trigonalisable. Quitte & se placer dans une nouvelle

base idoine, on peut supposer A = (645)1¢4 5¢n triangulaire supdrieure.

Cherchons les solutions X = (#i)1<ijcn triangulaires supéricurcs. Si

n{n 4 1)
2

on restreing le systéme & T, (K). il reste inconnues. Comme
AX — XA cst triangulaire supéricure, dite gue X est solution revient

a éerire ELn—;—_—ll éeuations correspondant & la nullité des coefficients
de AX — XA dans la partie supérieure. Mais de ces équations. on peut
on retirer i, puisque les équations traduisant la nullité des coefficients
diagonanx sont triviales @ eg2; — 250, = 0 (pour 1 € 4 € n). Ce

systéme homogéne a done seulement. n(i;—]) —n équations pour M;—l)

inconnues. Nons savons alors que Uespace des solutions est an moins de
dimension =.

Si dim SN TL(K} = n, o fortiori) la dimension de S est au moins n.

I.c résultat reste valable lorsque A n’est pas trigonalisable. La dimen-
sion de 'espace des solutions du systéme AX — XA = 0 reste inchangée
gl on remplace K par un sur-corps commutatif L de K (c’est un corollaire
direct du lemmie de exercice 2.14). 11 suffit alors de prendre L de telle
maniére e X soit scindé. Dans ce cas-la, A est trigonalisable et la
dimension de Pespace des soluntions est supérieure ou égale & n, que cc
soit sur L ou sur K. On conclut que dim C(A) = n. §

Dans le cas ot K[A] = C(A). le lemme entraine que la dimension de ce
sous-espace est n. Ex particulier, on a dim K[A] = degpa = n. Comme
jta est un diviseur de ya, on obtient que

[ =%a]

Réciproquement, supposons que xa = pa. On sait alors que A cst
cycque (se reporter a lexercice 2.38), antrement dit quil existe un

1. Le preuve que nous allons donner est celle de notre collegue Yves Duval. Elle a
¢té publice dans la RMS 114 de janvier 2004.
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vecteur ¢ de K7 tel que (e, Ae, A%e, . ... A"} soit une base de K7™,
Considérons alors Fapplication

f:BeCA)r—Beec K™

Cetle application est lincaire. Elle est également injective, car si Be =0,
on a
BA*e = A*Be = 0 pour tout & = 0.

L'endomorphisme B s annule sur une base de K™, done ests uul.

On on déduit que dimC(A) € dim K" = »n, Compte tem du lemnne,
on a done dimC{A) = dim K[A] = deg 1 = n. Comune on a linclusion
K[A] € C{A), on a J'égalité C(A) = K[A].

Conclusion. ’C(A) =K[A] &= A cvelique = xa = ,LLIJ. <

Notons que le résultat de la derniére question est fmanddiaf dés lors que
Uon dispose du théorémme de décomposition en somimes de sons-espaces
cycliques erpost page 131 En effet, st w n'est pus cycligue. afors so

liste de fucteurs invariants (Py. ... Py) conlient wn moing 2 polyidmes.
Nolons E = B, & - o By, upe décompuosition de B en sous-espuces

cycligues correspondants aux polyndmes Py, Il est cluiy que lo projection
sur B, parellélement 4 la somme des autres sous-espaces compmaute avee
q. Mois elle ne peunt pes Clre un polynome en u car Py divise Py

Voicu nne équation loujonrs construite ovee lo crochet de bie ([, g] =
Fu—gf mais avec un sccored membre. Lovsgu iy o des solulions (g Stont
Uinconnue), @ s'agit bien entendu dun sons-cspace affine dirige par le
cormrattant de . Le solution est courle cop la plupart des erguments ont
déjd £i€ rencontrés dans les exercices préoddents.

2.46. Equation avec un crochet de Lie (1)

[ |

Soit E un K-espace veetoricl de diiension finic n (K sons-corps
de T et f et g des cudvmorphismes de E tels que fg — gf = [.

1. Montrer que [ est wmlpotent.

2. On suppose quoe g est diagonalisable ¢t que dimKer f = 1.
Déterminer g.

(Ecole polytechniquc)

L- Solution.

1. Nons avons dennd trods solntions différentes de cette question dans
l'exercice 2.27. Notows que ¢est powr cette question que sert. Phypothiose
faite sur le corps K.
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2. Dendomorphisite f est nilpotent de rang » — 1. Ou a vu dans
l'exercice 2.34 qu’on a alors dim Ker fp = k pour tont k £ [0,n] et,
comme nois Pavons signalé page 126 dans la remarque qui surs Uexer-
cice 2.38, [ est cyclique : pour tout veclenr ¢ ¢ Ker [*7! la famille
(e, fe), ..., fA7L{e)) est une base de E.

On va expliciter g dans nue telle base en choisissant poar e nu vectone
propre de g : Cest possible prusqne 81 g est diagenalisable elle posséde
forcémuent un vectenr propre ¢ qui appartient pas A Ker " “1 Own note
A la valenr propre associée. On a alory

fley = fale) —gfle) = Af(e) — g{fle)

de sorte que g(f{e)) = (A = 1)f(e). Autrement dit, f(e) cst vecteur
propre de g pour la valenr propre A — 1. En itérant. ou voit deméme gne
F¥(e) est un vectenr propre de ¢ relativement i la valeur propre A — k
pour tout & € [0,72—1]. On en déduit que (e, fe), ..., /" '{e)) est une
base de vecteurs propres de g.

Réciproquement, si e est un vecteur quelconque de E qui n’appartient
pas & Ker /27" la famille (e, f(e), ..., 7' ()} est mie base de F et
pour tout A € K, l'endomorphisme g défini par g(,f‘"(e)) ={A- kr)f’“((t)
pour tout k € [0,n — []. est solution de fg —gf = f. <

Voici une Sgueation du méme type ot o 7'y o pas de solution.
¢ Y Y

2.47. Equation avec un crochet de Lie (2)

Soit 2 nn K-espace vectoriel de dimension finie, {f,h) € L(E)%.
On suppose ) irrdductible et 1gh = 1. Montrer que Uequation
fo—agf =h dinconrne g € L(F) 'a pas de solution.

(Ecolc polytechnique)

> Solution.

On raisenne bien entendn par Uabsurde en supposant (iil ¥ a une
solution g. On va essaver de tronver un spus-espace F stable par f ot
non trivial {i.e. de dimension comprisc entre 1 et dimE — 1), ce qui
contredira Firréenetibilité de x 7 @ en effet, le polynome caractéristique
de Lo restriction de f A F sera un divisenr non trivial de x5 {on utilise
le sens facile de Pexercice 2.39). Seit e une base de Im 7 et F Uespace
angendré par los veotans fE{e). k€ N Clest nn sons-cspace vectovicl
de E stable par £, de dimension non mlle puisgin’il eontient ¢, Montrons
que B C Kerh, ce gqui montrera qne dim Y < »n — 1. Il suffit de montrer
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que, pour tout k € N, f¥(e} € Kerh. Il existe # € E tel que e = h(z)
et f¥(e) = (f*h)(x). On a rg(fi‘h) <rgh < 1. Soit f*h =0ctilny a
rien a démontrer, soit rg(f*h) = rgh = 1. Ov considere alors une base
B = (e .. .,e) de E telle que Vect(er, ....en_y) = Ker(f*R) ct soit
A la matrice de f’“h dans cette base. Oun a Tr(,f"'h) = TrA = a,, et
par ailleurs Tr(f*h) = Tr(f*H1g) — Tr(fFgf) = 0, douc ayn = 0. Cela
montre que Im(F#h) C Ker(f7h). 11 est clair que Kerh ¢ Ker(f*n).
Comme ces sous-espaces ont méme dimension, is sont ¢gaux. On en

déduit que f5(e) = (f*h)(x) € Kerh et F € Kerh. <

Encore un exrercice porlant sur le crochet de Lie.

2.48. Le crochet de Lie

Soit ¥V oun espace vectoriel de dimension finic sur €. Pour a, b
dang £(V}, on pose ¢, (b) = ab — ba.
1. Calculer o7 (h) pour o, b dans £(V) ¢l n € M.

L
2. Montrer que a"'b — ot = Z o®(ab — ba)a™ *.
k=0
3. Montrer que si 0 est valeur propre de @ € L{V}, alors @ cst
nilpotent si ot seulement si ¢, cst nill)o‘rcnt
4. Moutrer que 81 ¢ € £(V) n'a quune valeur propre, alors g,
est nilpoteni. Etadior la réeiprogue.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

L. L’application ¢, se décompase sous la forme @, = g—d ol g (resp.
d) est la cawmposition & gauche (resp. a droite) par a. Comme g ot d
comutent, on peut appliguer la formule du bingnie de Newton daus
Valggbre £(L(V)). 1l vient

= 3o che K

Autrement dit, pour b€ L{V),

(10(1 Z( k a® Afs:bak‘.

k=l

2. Pour a et b dans £{V}), on peut ¢erire
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i

n
E (L ab ) n—Fk :§ (LkJrlbafn———k: o E :ak:ba‘n+lfk
k=0

k=0 k=0
T4 1 3
= Z alpartt=k _ Z afpan 1 —h
k=1 k—0
aty past

3. e Supposons a nilpotent ot prenons n 2z 0 tel que a® = 0. Si
E€0.2n], 2n — &k on k est supérienr ou égal & n, i bien que pour tout
be L(V),

2

‘T’i“ (b) Z C,Zn( )fa'l,l'ank‘ b‘a'k =0
k=0

Done 2, est nilpotent.

s Réciprognement, on suppose que 0 est valour propre de a ot que a
v'est pas nilpotent. Nons allons monirer que @, n'est pas nilpotent en
constriisant un vectenr propre de ¢, correspondant A une valeur propre
non nutle.

Comme a n’est pas nilpotent, 1l existe A € C* tel que Ker(a — A1d) £
{0}. Commic 0 cst valeur propre de a, o 'est pas un isomorphisme ot
Ima # V. Soit F # {0} un supplémentaire de Ima. On peut construire
un endomorphisme & nul sur hiva et qui envoie B osur une droite doe
Ker(a — A1d) (avee by # 0). Par construction, 'image de b est contenue
dans Ker{a — Ald). Six €V, on a

(ab — ba){x) = ab{z) — 0 = Ab{x), ot donc @, (D) = Ab.

4. Si A est Vunique valenr propre de @, on constate que @,_a14 = @n
et @ — Ald est nilpotente, Done ¢, est nilpotente d'apres la question
précedente.

Réciproquement, supposons ¢, nilpotent. Soit A ane valeur propre
de a. Alors @, a0 = 42, est nilpotents et 0 est valewr propre de a — Ad.
Draprés la question précédente, e — A ld est nilpotent et finalement, a n'a
gu’une valeur propre. La réciproque est done vraie. <

Le théme des exercices suivants est dguation de Sylvester AX - XB =
Y ot A BY sont des matrices carrées fizdes of X Uinconnue. On
retrouve le probléme de lo recherche du comumutant en prenant A = B ot
Y =10.
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2.49. Equation de Sylvester (1)

Soient A et B dans M, {C). A quelle condition éqnation
AX-XB=Y

a-t-elle une solution X € M, (C), quelle que soit Y € M, (Cy?
{Ecole polytechnique)

r- Solution.

On chercehe & quelle condilion Uendomorphisme © de M, (C) déhini par
DX = AX — XB est surjectif. Comme M, (C) est de dimension finie. il
faut que @ soit injeclif, AMontrons que ceci est réalisé si ot seulement si
Aot B v'ont pas de valeur propre commune.

» Supposons que A ot B n’ont pas de valear propre commune. Commme
C est algébriquement clos, leurs polynomes caractéristiques xa et xu
sout premicts entre cux. D'aprés le théoreme de Begout, il existe U
ot V dans T[X] tels que Uxa + Vxs = 1. On a alovs UiA)xa(A) +
VIiA)xr(A) = L. Puisque xa{A) = 0, d’apres le théoreme de Cayley-
Hamilton, on en déduit gque V{A)yg{A) = [,, et done que xp(A) esg
inversible. Soit maintenant X € M, (C) tel que ®(X) = 0. ¢’est-a-dire
AX = XB. On wontre facilement par réemrrence que pony tout k € N, on
a: APX = XB*. D'on l'on déduit, pour tout P € C[X], P{A)X = XP(B).
En particulicr, on a xp{A)X = Xye(B) et done xg{A)X = 0, puisque
yu(B) = 0. Pnisque xg(A) est inversible, un en déduit X = 0: D est
dons injective,

® Supposons gu’au contraire, A et B ont une valcur propre comunine
A. On va construire upe matrice non nulle dans e noyan e ®. L'idée est
de trouver une matrice non nulle M telle que AM = AM of MB = ML
La premiére égalité a licu si toutes les colonnes de M sont des vecleurs
propres de A pour la valeur propre A et la scconde a licu si toutes les
lignes de M sont des vectenrs propres de B toujours pour la valeur propre
AL suffit pour fabriguer une telle maltice de se donner un vecteur propre
X pour A, un vecteur propre Y pour B ot de considérer la matrice M =
X'Y @ toutes ses colonnes sont colindaires & X et toutes ses lignes sont
colinéaires & Y. De plus ¢lle n'est pas uulle, car son terme général est 2y,
ol X = (zy. ....ep) el Y = (i1, ..., ya) ef ciacun des deux vectewrs a
al moins e coordonuée non pulle. On vient done de construire M non
mille telle que P{M) = 0 : © n’est pas injective ot équivalence voulic
est, Ctablie. <1
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Voici un second énonce, plus détaillé, ot ['on retrouve ce vésnliat en
étudiant plus précisément le spectre de Uapplication X — AX — XB.

2.50. Equation de Sylvester (2)

Soit (A, B) € M, (C)2

1. Détermincr les spectres des endomorphismes de A, () défi-
nis pat ¢ : M —— AN ot 5 M — MB. Décrire los sous-aspaces
propres de e et 3 el donner leur dimension en fonction des dimen-
sions des sous-espaces propres de A ot B.

2. Montrer que si A (resp. B) est diagonalisable, «r (resp. B) I'est
aussi,

3. Donner unc coudition nécessaire ou suffisante pour que Uendo-
worphisime ¢ de M, {C) défini par (M) = AM — MB s0it surjectif.

4. Soient A = ( %1 ii ), B= ( gi g": ) telles que A et
B commutent et Sp Ay N Sp Ay = @ Montrer que By = 0.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. 5i X est un vecteur propre de A pour la valeur propre A, la matrice
M composée de n colovues égales & X virifie AM = AM : ainsi, A est
valeur propre de a.

Réciproguemnent, soit A est une valewr propre de a et M unc matrice
non nulle de colonnes (Cy. ..., C,). On a

M e Ker{a — Ald) <= AM = 2M <= Vi< [1,n], AC; = ;.

Conmne une des colonnes de M est non nulle, A est uhe valeur propre de
A, On adone SpA = Spa.

De plus, Ker{o — Ald) cst composée des matrices M = (Cy. ... Cy)
avec C, dans Ker{A — AL,) pour tout 1 <4 < n. Alnsi, Ker{a — Md) est
isomorphe & (Ker{A — AL,))” et on en déduit que

dim Ker(ar — Ald) = n dim Ker{ A — AL,).
Il st inutile de refaive Je méme travail pour 3. En effet, on a claivernent
B(M) = AM <= MB = AM «—" B'M = A"M

ot comune la transposition est un isomorphisme de A, (C) sur Tui-rméme
il suffit d appliquer le résultat précédent a 'B. On a done

Sps=Sp'B=5pB
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ot ponr toute valcur propre A de B,
ditn Ker{d — A1) = ndim Ker(‘B — AL)) = rdim Ker(B — A1d).

car 1he Wnatrice et sa transposée ont méme rang.
2. Si A est diagonalisable, on pent écrire

Z dim Ker{e — AdY = Z ndim Ker(A — A 1d)

\eSpa AESp A

=7 Z G Ker{A — ) 1d) = »°,
AESp A

On cn déduit que « est diagonalisable. De méme, on montre que si I3 est
diagonalisable, 7 'est aussi.

Ce calcul provwe qu’en foil il y o dquivalence cafdre la dicgonelisalilité
de A ot celle de o Pour le montrer, on pend égalenrent dorive lo malrice
de o dans lo bose (B Es. o By By, o KL ) - on constale qu il
<aget diune motrice diagonale par blocs 0w sur ln diagonale, on trowve
i bess AT en résulte que pa = pe.

3. Remarquons que M, (C) étant de dimension finie, dire que o cst
swrjcctive revient & dire que @ ost bijective.

Les endomorphisines v et 3 commutent, si bien qu'il existe nune hase
cormnune de trigonalisation (voir excreice 2.25%), Dans une telle basc Ia
matrice de @ st triangulaire el ses cocfficients diagonanx sont de la tornne
A —giavee N € SpA et pe SpB I Fensuit gue st le speetre do A et e
spectre de B sont disjeints, les coefficients diagonanx sent tous noy mus
et w est done inversible. Réeiproquement, si A el T3 ont une valeur propre
comnine A, on procéde comine dans exercice précédent pour fabriguer
nne matrice propre A la fols pour a et 3 c’ost-dedire dans le novau de ¢ :
rappelons qu'il suffit de prendre la matrice M = XY = (wf5 i jsn

KB N

o a0 ) Yo
ol X = ) est un veetewr propre de A et Y = . niu veckeur

‘I:!’.', yn

propre de "B,
Conclusion. L’endomorphisme ¢ est surjectif si et seulement si

SpANMSpB=0|

4. En éerivant les matrices par blocs AB et BA. on constate que
AB = BA entraine A ;B; = Ba A, Autrement dit, By est dans le noyau
de M — A M — MA,, Or cet endomorphisme est injectif puisyue les
spectres da Ay el Ay sont digjoints. On oa done By = G <



2R BQUATION DD SYIVEST R {3) 144

Dans la version suivante. formalde abstraitement, on se place sur un
eorps guelcongue. Liweistence dune valewy propre comipune west alovs
plus assurée. Elle est remplocée par une condilion erilhimdtique sur les
polyndimes caroctéristiques.

2.51. Equation de Sylvester (3)

Svit E nn espace vectoriel de dimension finie » 2 1 et (f. g} €
L(R)=.

1. On snppose f ol g non inversibles. Moutrer qui’il existe i €
L(EY non nul telle que o f =goh.

2. On suppuse que f el g ont une valeur propre commune. Mon-
trer qu'tl existe b ¢ L(E) vonnnl tel que ho f =goh.

3. Soit he LBy tel que ho f = gol el rg(lY = r = 1. Moutrer
que les polynomes caractéristiques de f ot ¢ ont nn facteur commun
de degré r.

4. Tronver f et g tels que x5 ct ¥, ont un factenr commun de
degre r, mais tels qiil n'exdste aucnn b de rang supérienr on ¢gal &
r vérifiant o [ =goh.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. On va construirc / non nul dans L(E) (el que 1o f = gol =0,
Géometriquenient la condition b o [ = 0 signifie que e noyan de 7 doit
contenir hin f el la condition g o h = 0 signifie que Vimage de b doit
&lre gontenue dans Kerg. Soit F un snpplémentaire de Im f et /i unc
application linéaire non nmlle de F duns Ker ¢ @ cela est possible car ni F,
m Ker g ne sont nnls. Lapplication i € L(E) dont la resinction a4 F est
Iy et la restriction & Im £ est nulle vérific bien ho f = O car Iin f C Ker b,
ctgoh =0ca Iinh C Kerg.

2. Soit A une valeur propre commune & [ ot ¢. Les endomorphismes
J — Aldg ct ¢ — Aldg ne sont pas mversibles. D'aprés la question 1, 11
exista A € L(EY, non nnl, tel que

ho(f—Aldg) = (g~ Aldk)oh.

Par distribntivité, on obtient ho f — Al = goh ~Xh et dong ho f =goh.
3. Soit F, GG, H les mainces de f, g, i dans nne base quelconque.
[ existe des matrices P ot Q dans GL,(K) telles que H = PJ,.Q

¥

o
on J. = ( 1(?) [; ) L'¢galité h o f = goh s'éerit HF = GH soit
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J.QFQ~! = P7!GPJ,. On écrit par blocs QFQ ' = ( Fp Ty ) ot

F: Fu
Gy Gz
Gy Gy

( G 0 ) et donc Fy = G, Fo =0, Gz = 0. On en déduit que

_1 -
PGP—( 0 0

). L’égalité précédente donnc ( Fi Fy ) _
Gz O

X[, —F4 0
= yp = ~1 = det "
Xf = XF = XQFQ-! € ( —F, XL,_, — F4 )
= det(XI, — F,) det(XL,—, — Fy)

ot de méme
Xg — det(XI, — Gy} det(XI,—, — Gy) = det(XI, — Fy) det(XL, , — Gq}.

Les polyndmes caractéristiques de f et ¢ ont un facteur de degré r en
commun,
4. Soit f D'application nulle ¢t ¢ un endomoerphisme dont la matrice
dans une base quelcontque est une matrice nilpotente de rang n — 1,
0o 1

par exemple o . Les endomorphismes f et g ont méme
' 1
0
polynéme caractéristique X™. 8i h € L(E) vérifie ho J = go h, alors
goh =0etImh C Kerg. On cen déduit que rgh < dim(Kerg) < 1.
Pour r £ [2,n], les polyndmes caractéristiques de f et g ont un facteur
de degré r en commun, mais il n’exigte pas d’endemorphisme A de rang
rtelquc ho f =goh. <

Voici une équation non linéatre. On s’intéresse auz cubes de Mz {R),

2.52. Matrices possédant une racine cubiquoe

Déterminer I'image de © : A € M3(R) — A? € M3y(R).
(ENS Ulm)

> Solution.

Commengons par guelgues observations fondamentales. Si B est dans
I'image de ®, donc de la forme B = A3, alors toute matrice semblable &
B aussi : en effet, pour P € GLg(R} on a
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P IBP =P lA®P = (P 1AP)S,

On cherchie done plutot les classes de similitude incluses dans Vimage
de @. Une antre remarque qu'on pent faire dés maintenant est que si
B = A% alors A et B commutent : en effet, AB = A* = BA.

Soit B € M3(R) donnée. On va discuter selon la manitre dont on peut
réduire B. L'exnminateur s'attendra sirement a ce que le candidat com-
mence par regarder le cas simple oht B est diagonalisable. Comme tout
réel admet une racine cubigue, il est clair que toute matrice diagonale
D = Diag(a. b, ¢) cst dans 'image de @ : il suffic de constater que D — A3
avec A = Diag(¥/a, ¥/b, ¥'b). Il en résulte donc que toute matrice diago-
nalisable est dang Mimage de ®. On va pourspivre la discnssion selon le
polynéime caractéristique x de B, Celui-ci est de degré 3 donc admet an
moins une racine réelle,

e Regardons pour commencer le cas ol y n'a qune scule racinc
réelle a et un facteur irréductible de degré 2 qui admet deux vacines
complexes conjuguées i £ v avec v # 0. Dans ce cas B est diagonali-
sable dans M3(C). En fait, B est scrblable dans M3(R) & la matrice

a 0 0
B'=|0 u —w|.Eneflet,onay=(X-a)((X—u)*+v?) et daprés
0 v wu

le lernme de décomposition des noyaux,
R? = Ker(B — ala) & Ker((B — ul;)® + v?I3).

Prenons X ¢ Ker((B—ula)?+0%I3) et Y = %(BX—uX), Alors Y n’est pas
colinéaire & X, sinon X serait vecteur propre de B. On a BX = uX +vY
et ,
BY —uY = (B —ul;)Y = ;(B —ulz)"X = —vX,

soit BY = —vX+uY. Dans une bage constituée d’un vecteur propre pour
la valenr propre 4, de X ¢t de Y, Pendomorphisme canoniquernent associé
A B a pour matrice B'. Il existe donc P € GL3{E) telle que B = PB'P L.

On peut aller un pew plus vite en utilisand exercice 2,15, Prenons une
hase quelconque du pian Ker((B —uls)? +v?13) et notons C la matrice de
la restriction de B a ce plan dans cette base, La matrice C est semblable

aur € a lo matrice ( U 0

) ) Mais il en est de méme de la
0 Y — Tt

—

ratrice car ses valeurs propres sont u + jv. Done C est

semblable sur C et donec aussi sur B a4 cette derniére matrice. Le fait que
B ¢st semblable a B’ en découle de suite.
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Comine g admet une racine cubique, il nous suflit de rogarder si la

matrice ( T - ) ost un cube de My(R). Or, si ou identifie C et R?,

7

. . 9 . u o —n . N e
Veudomaorphisme de R de matrice { ) s identific & la similitude
R-linéaire de € : 2 — (u Fir)z. I st alors clair que si on se donne s
ot t dlenx véels tels que (s + i) = (u+ 4w), on a

wo—v\ s —l ¥
(?; ki ) N (T S) )
fa 0 0
Onaalors B = (AN ol A'=[ 0 s —f]ctdoncBcim@,
0 t &

o Il nous reste a regarder le eas on y ost scindé sur R S7l adimet 3
racines distinctes alors B est diagonalisable ef ccla a déja été traité, 1
reste done deux cas A regarder @ A admet une valeur propre simple a
ot e valenr propre double b en étant non diagonalisable, ou A admot
une valeur propre triple b sans étre diagonalisable (c’est-A-dire sans étre
I'homothétie dl;). Commencons par le premicr de ces deux cas, On a
alors R? = Ker(B —alz) O Ker(B —bl3)? et Ker(B —bl3)% # Ker(B —bl3)
car la dimension de Pespace propre associd 4 b est égale & 1. Prenons
X, e KCI'(H—(LI,%)_ X!i S KP.I‘(B—[)Ig)z\K(‘l'(belg) ct X, = (B'—bIg)X;;‘
Dans la base (X4, X, X3), Padomorplisme canoniguement associé a B

a 0 0
a pour matrice B" = [0 & 1}, Il nous suflit de regarder si B’ ost
0 0 b

un cube ou non. Si A% = B/, alors A ot B commutent de sorte que A
stabilise foreément les sous-cspaces Ker(B — al3) ot Ker(B — b13)%. Elle

a 0 0
doil dowe étre de la forme A = | 0 3~} Comme préeédemment
0 4 ¢

on doit prendre @ = /@ ef le problime se raméne finalement A savoir

b1 ) ost un cube de Mao(R), Essayons dabord de

i la matrice
g1 la matrice (0 b

. . \ 1 v
chercher une solution triangulaire supérienre de la lorme ( f ?j ) On

cst conduit aux relations 3% = b et 3732 = 1. 816 west pas nul on a une
solution obtenue on prenant 3 = Vb et v = ?125 Montrons que dans le

cas 0 = 0 il n'y a pas de solution. Supposons quiil existe M € Ma(R)

: 1
telle que M? = ( U

0 0 ) =J. On a J* =0 (J est nilpotente) done
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MP = (et M cot foreément nilpotente. Mais son indice de nilpotence est
foncétient < 2 done M2 =11 ot par saite M® = 0 1 contradiction. Done .
n'est. pas un cube.

e Terminous par le dornier cas : B admet une valeur propre triple & sans
étre diagonalisable. Quitte A remuplacer B par une matrice semblable,
on peut supposer que B o= 6y + N oil N ot triangulaire supérionre
de diagonale mille {N st nilpotente et non nulle). Comwe avant on
pent dabord chercher une sohition triangulaire supérieure de la forme
A = Blz4eN4dN2, o @ est La racine cubigue véelle de b Un calenl facile
donne A% = b1y + 332N 4 3(3¢? + 9°dYN2. Sih 2 0 alors J £ 0 et pour
avoir A¥ = B il suffit de prendrc ¢ = ﬁ ot d = —%; Montrons ponr finir

que lorsgue b = 0, B = N nlest pas i cube. Clest le méme arginent
guavant. Si N = M3, alors M est nilpotente ¢t done M* = N =0 : [a
sonle matrice niipotente de Ma(R) qui est an cnbe est la matrice nulle.
Conclusion. On constate quie les scules matrices 3 € Mz(R) qui ne
sont pas des cubes sont celles qui admettent (0 pour valeur propre doublo
oy triple el pour lesquelles la dimens=ion de Kor B nest pos égale o la
nmltiplicite de Ia valenr propre. Une antre wmaniore de dive la meme
chose @ une matrice B est dans Uimage de @ 81 et seuloment si KB =
Ker B?. <

1 est classique de montrer que la condition Wer B = Ker B2 éguivend
ausgi ¢ IImB = IB? ou cneore 4 B3 = ImB 1 Ker B (le lecteur se
reportere 6 erercice 6.15 duw torne 1 d’algébre).

Nons allons terminer co chapitre par des cacreices de nature topolo-
gigue. I est vemnarguable de ponvor tre cerlames proprictds algébriques
d’une matrice compleae sur des caractéristiques topologiques de sa closse
de similitude. Le premier énoned montre que les seules classes de simili-
tide: bornées sont celles des matrices scalaires {ce sont done des single-
tons ).

2.53. Classes de similitude bornécs

Détermincer les matrices A & cootficients complexes dont la classe
de similitude ost bornde.
(Ecole polytechnique)

> Solution.
Il est clair que ¢ la matrice A est sealaire, sa classe de siinilitude ne
contient qielle-méme, danc est bornde.
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Montrons gue les matrices scalaires sont les seules matrices ayant cette
propri¢té. Toutes les normes sur M, (C) étant équivalentes, on va fra-
vailler avec la norme infime. Seit A € M,(C) et f Pendomorphisme de
C™ canoniquement associé & A. 51 A n’est pas scalaire, f n’est pas une
homothétic vectorielle. C'est un résultat classique qu’il existe alors un
vecteur v € C" tel gque la famille (u, f(u)) soit Libre. Soit A € C* ef
B = (e1, ...,¢,) unc base de C" telle que e1 = Au, o = f(u). On a
alors f{e1) = Aes. La matrice B de f dans la hase B est semblable a

0
A

A. Sa premiére colonne est | U |. On a donc ||Bl|s 2 [Al. Comme A ost
0
quelcongue, la classe de similitude de A n’est pas bornée. <

Lénoncé suwant montre que les matrices diagonalisables compleres se
caractérisent par le foit que leur classe de similitude est fermée.

2.54. Classe de similitude d’une matrice diagonalisable

Si A € M,.(C) on note S(A) la classe de similitude de A.
1. Montrer que si A cst inversible, adhérence de S{A) est incluse
dans GL,{C).
2. Montrer que A est diagonalisable si et seulement si S{(A) est
fermée.
(ENS Ulm)

> Solution.

1. Soit A € GL,(C) et (Ap) une suite d’éléments de S(A) qui converge
vers une matrice B, On a alors det A, = det A pour tout p € N. Le
déterminant est une application continuc, done det B = p_ljgloc det A, =

det A # 0 et B € GL,(C).

2. o On suppose que A est diagonalisable. On se donne encore (Ay)
une suite de S{A) qui converge vers une matrice B. Comme A, est sem-
blable & A, on a xa, = xa. Les cocfficients du polynome caractérstique
sont des fonctions continues. On en déduit que yg = p_l}gr_lco XA, = XA-

Le polynéme minimal po4 de A est & racines simuples car A est diagonali-
sable. Puisque A, est semblable & A, on a pa (A,) = 0 pour tout p. Par
passage A la limite, on cn déduit que pa(B) = 0. La matrice B possede
un polyndéme annulateur 4 racines simples, donc est diagonalisable. Les
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matrices A et B sont diagonalisables et ont méme polyndme caracté-
ristique {donc mémes valeurs propres comptées avec multiplicité); elles
sont semblables. Cela montre que B € S(A) et donc que S(A) est fermée,

e Montrons la réciproque. Soit A = (ai;) € My(C) telle que S(A)
soit fermdée. Quitte & remplacer A par une matrice semhblable, on peut
supposer que A cst triangulaire supérieure. Notons B = (e, ..., e,) la
base canonigue de C*. Pour p € N¥, écrivons la matrice A, de I'endomor-

phisme « canoniquement associé & A dans la hase ( %el‘, E}geg, R #en)

On a, pour tout j € [1, 7],

(Le) = Lt = & Sanges = 35 o,
Ul —e; | = —HlEq)] = — Q'!'e': P G{,j,:'_.(’,‘.
P pl Y T Pt

Le cocfficient (4,7) de A, cst donc égal & p*Ja;; si§ < j et est mul
sinon. Autrement dit, A, est aussi triapgulaire supérieure et a la mérne
diagonale que A, mais tous les coeflicients strictemcnt an-dessus de la
diagonale sont divisés par une puissance de p. Il en découle que A,
converge vers la matrice diagonale D = Diag(e11, ..., 0n,) lorsque p
tend vers +00. Or, A, est semblable & A pour tout p. Comme S(A) est
fermée, D est scmblable & A qui est done diagonalisable. <

Notons qu’une classe de similitude ne peut pas étre ouverte. Voioi un
argument simple : la trace etant constante sur une classe de similitude,
celle-ci est incluse dans un hyperplan affine de M, (C).

Dans lerercice ci-aprés on montre que les matrices nilpotentes sont
les matrices dont la classe de similitude est adhérente 4 la matrice nulle,

2.55. Classe de similitude d’une matrice nilpotente

Soit n € N* ot A € M,(C). Montrer que A est nilpotente sl
ct seulernent si il existo une suite de matrices semblables & A qui
converge vers la matrice nulle.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Supposous quune suite (Ap)yeny composée de matrices semblables &
A converge vers (. Alors, comme le polyndme caractéristique de M est
unc fonction continue de la matrice M, xa, converge dans R,[X] vers
xo = X" Or la suite x4, est constante et égale & xa. On en déduit
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que ya = X" ef A" = (} en vertu du théorenie de Cayley-Haniloon : la
matrice A est nilpotente,

Réciproquement. supposons A nilpotenle. Identifions A ot Uendomor-
phisme 1le K" canoniquement associé 4 A. 11 existe une base {e,, ... e,)
telle que la matrice de A dans cette bage soit triangulaire supérienre a
diagonale nulle. Notons Ay = (a4 )<i -, la matrice de A dans celte
bage. Comme dans Pexerciee 2.54, pour p 2 1. on considére la base
B, =(e1/m cofp?, L, e, /pt). Ona

Alen) = an \kok—) T ap_ 2 ek 24+ -0 + ke,
it done
Ck ek Ck_ U 9k €F_2 a1k €1
A (A) - T T 2 ka2 T F—T
12 nooopr Y » v 2

Notons A, la matrice de A dans 1la base B, ¢’est upe matrice semblable
; 1

a A. La sulte de malrices A, converge bicn vers 0 car chaque cocfficient

tend vers O quand p tend vers linfind. -1

2.56. Adhérence de ’ensemble des racines de ’identité

Trouver Padhérence de A = {M € M, (C), Jp < H*, AP =1,}.
(Ecole polytechnigue)

> Solution.

SiM < A et vérilie M? = 1, Jes valeurs propres de M sont des racines
pitmmes de Fanité, De plus M est diagonalisable car le polynéme X7 — 1
annule A ot est sciwdé A racines simples. On remarque que réeiproque-
tent, st M oest une matrice diagonalisable de A (C) dont les valowrs
propres sont Loutes des racines p-icmes de 1) ou a M? =T, et M appar-
tient & A,

Regardons le cas n = 1 qui va nous donner une iddée du résultar géndral.
ki ddentifiant M, (C) avee €. A eyt ensemble des racines de Vanité. Sou
adhdrence sl alors le cercle ynité 81 de T, Bu coffer, A est Uhnage de
7@ par le morphisme surjectif f: R — 8§ défini par fley = e, Cormno
Jest conlinn, et comme 7@ est demse dans B, on o A = [(R) = S'.
Revenous an cas géudral. Nons allong wontrar que Fadlidrenee e A axt
cxacteincut ensernble F des matrices de M, (C) dont les valeurs propres
sont toutes de module 1. On a évidemment A C F. Montrous que F ¢ A,
Soir M € F. La matrice M pent s'éerite D7ITP, avee P inversible ot
T triangulaire supcrienre. Comnne A est stable par conjugaison. il suftit
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de pronver que T est dans Uadhérence de A : si T, est une suite de A
qni converge vers T alovs la suite M, = P~'T,P converge vers M et les
matrices M, sont tontes dans A. Les termes diagonanx de T = (#;;) sont
de module 1. D’aprés le cas n = 1, pomr tons & € [1,n], on peut trouver
nne suite I:gfjf)
alors la matrice

de racines de Munité qni converge vers ti,. On considere
I

Iy dont les termes non dingonaux sont les tormes de
T et les termes diagonatx sont lis tfﬂ,}. La suite (T),) converge vers T.
Pour que les matrices T, soient dans A, il suffit de faire en sarte que fes
coeflicients diagonanx soleut deux & denx distinets, car dans ec cas Ty, est
diagonalisable ¢l I'une de scs puissances vaut T,,. Or cela n'est pas trées

difficile & réaliser. Pour 1 = k < n, (‘onmd(*xom 0. e R tel que fgp = e+,
Pour p & N*. on prond ¢, = 2w e ukm = ﬁ + ,%)IL (%er—") On a
i (D . 2nk 27w
eZmis” _ o | < 2aul? — 0y« 284
]

ce gl montre que tgfl;) couverge vers .y ponr tout k. Vériflons que les

termes dingonanx de T, sout deux a doux distinets pour p assce grand.
Soit k et I deux entiers distinets dans [1.w].

o S0y, =6 27, alovs 2mpy — 2mpy = L(”";’ [27].

o 506, # 0 [2m], alors 2wy, — 2mp ~ #, — 0
P0G

Ce qui prouve le résnltat.

Pour montrer que I oest Padhérence de A, il suffit de vérifier que
F est fermé. Seit (My) une suite de matrices de F qui converge vers
M2 ML(0). Ouote Ay oo Ay p les valenrs propres de N, (complées
avee nnultiplicité ot rangées dans un ordre quelcongue). Les coofficients
dn polvnome caractéristique étant des fonctions palynomiales des coof-
ficients e la matrice, o a yu = pETm AnM, (fe. les coellicients de

xu sont les limites des coefficients de xn, ). Diantre part. la snite
(Mg, - Anpleen de T Stant bornée, on peut on extraire une suite
convergente. Soit 0 M — N une telle extraction et

(M, ) = o _Iffx()‘lwp\‘ e Aa(e) )

143

oy = H(X — Ajpipy). On en dédnit par

=1

Four tout p € M, ot a xnr

n
passage a la limite e yar = H(X — A; ). Les valeurs propres de M sout
i=1
done Ap. .., Ay, Comme. ponr tont ¢ € [1,n], || = lim [}, ,0] =1,
P00
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les valeurs propres de M sont de module 1 et M apparticut & F qui est
fermeé. <

Il est facile de géndraliser le résultat de cet evercice. Si X est une
pariie de C. Uadhiérence de Uensemmble des matrices A € M, [C) telles

gue Sp A C X est Uensemble des matrices A felles que Sp A C X,
Dans [dnoncé suivant on prowve que [identité est isolée dans Uen-
semble des racines g-iemes de Uidentité (por exemple dans Uensemble

des symétries pour g = 2 ).

2.57. Point isolé dans I’'ensemble des racines g-iemes de I'identité

Soit g € N*. On note E; Tensemble des A € GL,{C) telles que
Al =1,.

L. Que dire de A € £, si 1 est la seule valeur propre de A7

2. Montrer que [, vst un point isolé de E,,.

3. Soit Ay € Ey. Montrer 'existence de ¢ > 0 tel que si A € E,,
et [JA — Aq|| < e, alors A et Ay sont semblables.

{ENS Lyon]|

> Solution.

1. Toute mratrice A de B cst annulée par X% — 1 qui est scindé A
racines simples. done est diagonalisable. 81 1 est sa seule valeur propre,
la matrice A est semblable. done égale; & la watrice identité 1,

2. Oun munit M, (C) d'une norme triple agsociée i une normne quel-
congue de €7 Si A € M, (C) et A € Sp(A), de vectewr propre associé
X.ona [AX] = [AIX] < JJA|IX] et done [A] £ [JA].

Soit alors A £ B, distinete de 1,,. D’apres la question 1. A admet e
valewr propre A différente de 1. Cette valeur propre ) cst nne racine ¢-

20k

1éme de I'unité. 11 existe donc k e M, 0 < |[k] < % tel que A==€ ¢ . On
aalors [A 1] =2

Cowmme A — 1 est une valewr propre de A —1, on a

P
51 G

= 28in T ear la fanction sinus crolt sur [0, %,
G )

-
BA = L) = |A - 1] = 2sin—.

q

Autrement (it la boule ouverte de centre 1, et de rayvon QHiII% e
contient pag d’autre élément de I, en dehors de l'identilé. Cela montre
que I, est un point, solé de Fg.

3. Raisonnons par I'absurde of supposons que pour tout b € ', il

existe My € E, tel que |A M| < l.l sang que My ot A soient setnblables.
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Comitne {My)gzo converge vers A, xm, converge vers ya (dans C,[X])
puisque les cocfficients de yp sont des fonctions continues de M. Cn,
l'ensemble des polynémes caractéristiques des matrices de Ey est fini :
cn effet, le spectre de ces matrices est contenu dans l'ensemble des racines
g-icwics de Punité. T s’cnsuil que la suite ya, est constante & partir d'nn
rang kg ot égale & ya. Dans cos conditions. My, st semblalde a A car
ces matrices sont diagonalisables et comme elles ont méme polynome
caractéristique, elles out meme spectre et mémce ordre pour les valeurs
propres. Clest la contradiction cherchée. <

Le résultot prouvé dans Uvzercice suivani est fmportant. Il monire que
Pensemble des matrices diagonalisables de M (C) est dense. Ainsi. Jors-
giv'oa cherche @ proweer une propriéteé g dépend contindment d une
matrice A € My(C). on peut se contenter de la prouver lorsque A esl
diagonalisable, ce qui est snuvent beaucoup plus fucile, el Uélendre par un
argument de densité. On en verra un cremple d’applicetion dans Uexer-
cice 2.61.

2.58. Adhérence et intérienr

1. Trouver l'adlid¢rence et Uintéricur de l'ensemble des matrices
diagonalisables de M, (C).

2. Trouver I'adhérence et l'intéricur de Uensemble des mmatrices
cycliques de M, {C). On rappelle que A est dite cycligue s1 py =
Ya, ce qui équivaut A Uexistence d'un vectowr X tel gue €7 =
Veot{X, AX, ..., A*71X) (sc reporter & Uexercice 2.38).

(ENS Ulmn)

b= Solution.

1. Notons D l'enscinble des matrices diagonalisables de M, (C}. On
va prouver que T est dense dans A1, (T, cet espace étant muni de
ga topologie d’cspace vecturiel normé. Pour cela, on utilise le fait que
toute matrice A de M, (T) est semblable & nne matrice triangnlaire T.
Ecrivons A = PTP~! avec 'I triangulaire supérienre ot P inversible.

fTa)

Ponr . € H”, on cousidere la matrice T, = (£.7) dont les coefficients

Y]
sont. éganx a ceux de T, sauf les coefficients diagonaux qu'on définit par
(n) _ i T P PP {n) (n) oy
L' =1y + . Pour 4 et jindices distinets, on a 37 # 607 8l ti, = {5

et sinon  limn tf-?) - t;@
o S

ternies diagonaux de T, sont distinets deux @ deux. Antroment dit. A
partir dn ceriain rang T, posséde n valeurs propres distinctes ot est

=l —tj; # 0. Pour n assez grand, lous les
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donc diagonalisable. Il en est de méme de PT,P~!. Comme la suite
(PT,P~"} converge vers A, on a le résultat voulu.
Notons que ce résultat ne reste pas vrai dans M, (R). La matrice A —

-1
de My(R). Dans le cas contraire, son polyadme ceractéristigue ya serait
limite de la suite xa, . Pouwr tout n € N, le discriminant de ya, cst
positif. Par passage a la limite, le discriminent de xa serait positif. Clest
faux prdsgu il vaut —4.

2. Soit A une mafrice cvclique et X un vecteur tel que C" =
Vect (X, AX, ..., A" 'X). La famille (X, AX, ..., A 1X) est alors une
base de €". Notons B la base canonique de C*. La fonction f qui a
M e M, (C) associe f(M) = dets (X, MX, ..., M"7'X) est continue car
polynomiale en les coefficients de M. Par hypothose elie prend une valeur
non nulle en A. Done elle ne s'annule pas sur tout un voisinage V de A
et toutc matrice M de V cst alors cyclique. Autrenient dit, l'ensemble
des matrices evcliques de M, (T) est ouvert. On va voir que cet ouvert
est dense. Cherchons d’abord des exemples de matrices cycliques simples.
Une matrice diagonalisable n’cst pas forcément cyclique : par exemple I,
west pas eycligue (pour = 2z 21 En fait. une matrice diagonalisable dont
le gpectre est de cardinal » est cyclique. En effet, notons Ay, ..., A, les
valeurs propres digtinctes d'une telle matrice A et Xy, ..., X, une base
de vecteurs propres associés A ces valeurs propres. Congidérons le vecteur
X=X, +Xg+ -+ + X, La matrice de la famille (X, AX. ..., A"'X)
dans la base (Xy, ...,X,) cst une matrice de Vandermonde : elle ost
inversible et la famille (X,AX. ..., A"~'X) est une base de CT”. 1l est
clair que toute matrice diagonale est limite d'une suite de matrices dia-
gonales a cocflicients diagonaux deux a deux distincts. 11 en découle que
toute matrice diagonalisable cst limite d'une suitc de matrices diago-
nalisables dont le spectre est de cardinal n. L’adliérence de I'ensemble
des matrices cycligues contient donc I'ensemble D des matrices diago-
nalisables. Or celui-ci est dense dans M ,{C) d’apres la question précé-
dente. <

( 0 a ) west pas limite d’une suite (A} de matrices diogonalisables

On revient maintenant sur la localisation du spectre d une matrice
compleze et notamment sur le plus grand module des valeurs propres
gu’'on appelle le rayon spectral. Il intervient notamment lorsgu’on dtudie
la convergence de lo suite des puissances d’une motrice.
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2.59. Rayon spectral

Pour A € My,(C), on notc p(A) = max |a| le rayon spectrul

acSp(A)
de A.
1. Montrer que 37 A® converge si et seulement si p(A) < 1.
2. Soit A, B, C dans M, (C). On supposc que p(A)p(B) < 1.
Montrer qu'il existe une unique matrice D € M,,(C} telle que

ADB-D =C.

(Ecole polytechnigue)

> Solution.

1. Supposons p(A) = 1 et soit A € Sp(A) une valeur propre telle que
|A] = 1. Soit e € €™ un vecteur propre de A pour A. Pour tout entier
k, on a alors A¥e = A\ et comme || = 1, A¥e ne tend pas vers 0 (car
en ayant choisi une norme quelconque, |A¥e| = |A|*|e|l = |le|}. Ainsi,
(A*) =0 ne converge pas vers 0 et nécessairement la série > A¥ diverge.

Supposons maintenant que p(A} < 1 : les valeurs propres de A sont
de module strictement inférieur & 1. En particulier, 1 n’est pas valeur
propre et B =1 — A est inversible. On a pour p = 0,

BI+A+A L o fAP) =T APFL

et donc
I+ ALAZ 4 - FAP =B7HI - AP,

Nous allons démontrer que pl];-r}»]:oo AT = 0 ce qui nous garantira la conver-
gence de la séric et donnera pour somme B™! = (I — A)71. Pour cela
nous allons utiliser la décomposition de Dunford (cf. exercice 2,30}, On
peut éerire A = D + N dans M, {C} avec D diagonalisable, N nilpo-
tente et ND = DN. Soit {e1, ...,e,) une base de vecteurs propres
pour D. On considére la norme hermitienne de C" qui fait de cette
basc une basc orthonormale, autrement dit, si X = z1ep + -+ + Enep,
IX||> = lz:* + -+ +|zn|>. Dans ces conditions, en considérant la triple
norme de A, (C} associée & la norme que nous venons de définir, véri-
fions que la norme de D vaut p(A) < 1 @81 | X €1,

1/2
IDX|| = Ao + -+ Mezazall = (Mo + -+ Pazal?)

1/2
é(&%ﬁMl) K] = p(AY K] < plA),
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Aty ..., Ay désignant les valeurs propres respectivemcnt assccides &
€1, ... Ep. 3t Ay est une valeur propre de module maximal égal & p(A),
[Deiy i = || Mo || = p(A). Ainsi. il vient ||D|| = p(A) < 1. Les matrices

D et N commmutant, la formule du bindéme de Newton permet d’écrive
pour p = n

AP = (D+ N
= Zc’w "NF=DF + CIDF7IN & - 4 CpTIDPTRTINGT

compte tenu du fait que N™ = 0. Aiusi, AP apparait comme la somme de
n termes : CgD*’_ka pout 0 << k < n— 1, [l suftit done de montrer que

! p—k+1 e
chacun de ces termes tend vers 0. Or, comme Cf, = %rm < %1-,

ou a ponr k fixé dans [, n — 1]

H

k
HO5De~ g < DI N < B g ——

car la suite géométrique Pemporte sur la puissance. On en déduit que
AP converse vers 0 lors que p tend vers Uinfini.
Conclusion. > A% converge si, et senlement si p{A) < 1 et dans co cas,

ZA" (I— Ay~

Comme pour tout U < k < n ~ 1, |[CEDF=*N?|| = O(p*p(A)?), on
obtient ||A¥| = O(p”—lp(A)p). C'e feaulmt est d’uilleurs valable quelic
que soit la valewr du rayon spectial,

2. 11 suffit de prouver que Papplication linéaire

M (C) — M, D)
D D —  ADB-D

est bijective. Comme nous sommes cu dimension finie, il suffit de prouver
que P est injecrive. Prenons D dans le noyau de ®. Alors ADB = D et par
une récurreuce immédiate, on obtient que pour tout & € N, A*DB* =D,
En considérant la méme norme subordonnée que précédemment, et en
tenant compte de la remarque faive & la fin de la premigre question, on
pent majorer ainsi

IDJ| = JAFDB*|| < |A*|lID|IB*|| = O(+*™ *p(A)* p(B)*)
< O(R™ 2 (p(A)p(B))*) 0,

k—+o00

puisque p(A)p(B) < 1. T en résulte que §D|| — 0 et D est nulle, <
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2.60. Suite des puissances bornée

Déterminer 'ensemble des matrices A € A1, {C} telles que la
suite (Ak)kzo soit hornée.
(ENS Ulm)

> Solution.
On note p(A) = Jax, |A| le rayon spectral de A. Lorsque n = 1 on
AChD S

ost ramené a une simmple suite géomdétrique de C et il est bien connn que.
pour @ € C, la suite ¢* est bornée si ¢t senlement si la| £ 1. La position
du rayon spectral par rapport & | joue donc un role mportant.

e St p(A) < 1, la suite A* converge vers 0 (voir l'exercice précédent)
et en particulier lex puissances de A sont bornées.

* Supposans p(A) > 1. Alors A posséde une valeur propre A € € dc
module > 1. 8i X esl nn vecteur propre associé, on a

HARXI = XY

+oc,
k— 4o

et la suite (Ak)keN ne saurait étre bornée.

o I reste & éludier le cas ot p{A) = 1. Dans cc cas la suite (AF) nlest
pas forcément bornée : ¢’est le cas par exemple avec A = 1, mais ce n'eat

L1 1 k

pas le cas par exemple pour A = ( 0 1 ) AF = 0 | ) powr
tont k& € N, Comuuengons & lous ramener an cas ol il n'y a qu'une seule
valeur propre en utilisant la décomposition en sons-espaces caractéris-
tiques, 1 espace ©™ est somme directe des sous-espaces caractéristiques

Fy. ... F, respectivemont relatifs aux valeurs propres denx a deux dis-
Unctes Ay, ..., A S1B est une hase obtenue par recollement de Luases
de Fi, ..., F. lao matrice de U'endomorphisme associé & A daus cefte

nouvelle base est diagonale par blocs, de la forme

el 0
v

Les pulssances de A sont bornées si et seulement si toutes les suites
(A¥)pen sont bornées (pour 1 < 7 € 7). Comrme on Fa déja dit, lorsque
|A;| < 1 la suite (A% }en ost bornée. Regardons ce qui se passe lorsque
1A = 1. En remarquant que (A*) ey horné équivant & ce que les (A,A )"
golent hornées, on peut supposer A, = 1, Antrement dit, A; cst une
matrice nnipoetente que Ton peut ecrire A; = 14+ N avec 1 matrice identité
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ol N nilpotente. Soit p le plus petit entier naturel Lol quo NP — 0. Nous
savons alors que (I N NPT estune faanille libre que nous pouvons
compléter en une babo ./\/f de Pespace dos matrices complexes de méme
taille que A Pour & 2 p, la formule (o bindme donne

AY — T+ N = T AN + CIN? | o 0 INe

On obtient alors les coordonmées de AF dans 1a hase MM en lisant los
coefficients de ce polvidine en N. Si p = 1. le coeflicient. de N est & qui
n“(‘%l pas bornd. Pour que (Af-“)k@] sCil borné. il est ndeessaire que p — |
Ay soll diagonale) ce qui sigmifie encore que le sous-espace propre
rolatil a A; ost dgal au sous-espacc caracléristique @ Ker{A — A1) =
F.. Réciprogquement, si A, est diagouale, ses puissances sont clairement
bhorndes.
Conclusion. Les puissances de A sont horndes g1, ot seulenient si p(A) €1
et pour toute valeur propre complexe de module I, Ker(A — Al) = I
Fy désignant le sons-capace carnctéristique relatif & X <0

Llezercice survant ulilise des orguments de densgld pour dendre un
résullal démoniré duns un ces perlicelicr @ le densite de GL,(€) dans
ML (C) ef celle de Uensemble des wetrices divgonalisodies de M, (C)
dans M., (T),

L premdey vésultar s°ctoblit e yemarquant gue pour A ¢ M, (O,
la fonclion polyndme X — det (A — AL,) nlest pas identiguement nulle
done o des zéros isolds. Mour A aqs-cz pc{/i! non nwl, A — M, est inversible,
Pour k€ N, la melrice Ay = A - L L, est dnversible of To suile (A
2.58.

converge vers Ao Le soeond e sull‘rn‘ a ¢té e dans Derercic

2.61. Fonctions polynomiales & sur M, (C) vérifiant
$(AB) — ®(BA)

On désigne par [, .o, [, Tes o fonctions de A € M (C) qui
donnent les coeflicients du polyndme caractéristique xa de A

vo= X SAXTT e (A)X 4 F (A

1. Montrer qrion a f;(AB) = [;(BA) pone Lout # C [1on] of tous
A et B dans AL (T,

2. Soit @ nne fonction polyndme de A4, (C) Jdans C, telle gne
pour tout conple (A, B} € M, (C). ®(AB) — ®(BA). Mourrer que
P ost un polyuome en f1, . fa.

(Ecole polytechnigque)




2401 PORCTIONS POLY SOMIALES ® sul M, () VERIFAN | BrAB) = b(13A) 150

I~ Solution.
Lo Tl suffiv on fait de pronver que yap = xpa. 5t B est inversible. on
peil Gorire

yau = det(XL, — AB) = det{(X13~" - A)B) = det(XB™ — A)dlet B
— det(B(XB ' - A)) — det(XI,  BA) = \pa.

Ponr A fixé. les fonctions B — f(BA) — fi(AB) (I < i < n) sont
des [onctions polynomiales des coeflicients de B € M, ()« ce sont dos
fonctions coutinues «Jde B3 Comime y vp = ypa ponr B3 nversible, elles
soul tnlles sur GL, (00 qui ost dense dans A4, (T). Par continnite, elles
sonl mitlles snr rone M ().

On pewt éviter do s appuyer sur Ty densite fopologigue de GL,, (C) por
un argiient algébrigue valable sur o covps cormptatif K quelcongue
la matrice B=Y1,,, i coefficients dans le corps K(Y) des fractions ration-
nelles en Y est iocersible dons M, (K(Y)), puisque son ddterminant st
wn polyndme en Y onon ol de degré i Linst, on o comne précédere it

Na(Bov Ny = )\’(B_’Yw,,);\(}\')-

En fuisantY = 0, il vient yau = ypa. Une froisidege solution est possible
err ntilisant un astociewy calenl de détermenants por Mocs.

2. Remnrquons qne P osi constante sur les classes de similitnde 5 =i
AB sout dans M (0 et P2 GLL(C) avee 3 2T TAD,

B(13) — P(P~'AD) = P(APP ") = (A}

Qu va natnrellerent s intéresser an cas des malrices diagonalisables ponr
lesaielles leg lonctions f, soul an sigue pres los [onctions symctrigies
Clémentaires des valeis propres st AL oo A, sant les valears propres
de A eomplées avee mmliplicite. o a

7 Fi— |
xa = [JX =20 = X"+ > (-1 Fow(h. o AXE
i=1 E—0
Cousidérons le polynome en (A o N, ) e U7

PLAL ) — B Dig(M, A

St a estnne permmtation de Lo, Disg(A, . oo Ag(ay) ost semblable
A Hag (AL L0 AL {eela cortesponed a la permntation o des veetimrs (e
L Dase canrouigqne). Hosensuit e

]){)\,,(]). ‘..‘/\q[,,)}:l’)()n. ..... \7:)‘
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Autrement dit, le polynome P est symétrigue en les A;. 1l existe done un
polynéme R tel que

PA1, oo dn) = R, - A0), - on((Ar, o Aw))
=R(—fi(D), f2(D}, ..., (—1)"fa (D))

ot D = Diag(A, ..., M) SIR = R(—X4,Xs, ..., (=1)"X;), on a donc
pour toute matrice diagonale D

(I)(D) = R’(fl(D)ﬂ ' fﬂ(D))

Comme © et les f; prennent les mémes valeurs sur deux matrices sem-
blables, on a done pour tout matrice A diagonalisable, scmblable & D
diagonale,

B(A) = (D) = R'(f1(D), ..., fa(D)) =R (fi(A), ..., fa(A)).

Nous savons que l'ensemble des matrices diagonalisables est dense dans
M, (C). Comme les fonctions ©, R’ et f; sont continues car polynomiales,
I'identité suivante valable pour A diagonalisable

(I)(A) - Rl(fl(A) L. fn(A))1

reste vraie par densité pour A quelconque dans M, (C).
Conclusion. La fonetion ® cst une fonction polynomialeen f1, ..., fn- <

Nous terminons ce chapitre avec un exercice relativement difficile mais
trés intéressant.

2.62. Familles de matrices anticommutantes

Déterminer le cardinal maximum d’une faiille de matrices de
GL,(C) qui anticommutent deux & deux.
(ENS Ulm)

> Solution,

On considérera qu'une famille de GL,(C) réduite & un seul élément
répond au probleme. On notera r, € N* U {oc} le cardinal maximal en
dimension n.

1l est clair que 7, = 1 si n est impair : cn effet, si A et B sont deux
matrices de M,{C) telles que AB = —BA, en passant au déterminant,
il vient
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det Adet B = det AB = det(—AB) = (—1)" det Adet B = — det A det B,

d'ott det Adet B =0 et A ou B n’cst pas inversible.

Passons au cas n pair. 51 A et B sont dans GL,(C) et anticom-
mutent, A est semblable & son opposée puisque AB = —DBA entraine
A =B(—A)B~!. Comme x_a = det(XI,+A) = {—1)* det(—XI,—A) =
xa(—X) ct puisque A est semblable & —A, xa = x—a = xa{—X) ce qui
cntraine que si A est valeur propre de A, alors — X est valeur propre avec
la. méme multiplicité.

o Le candidat passant l'oral prouvera son bon sens scientifigue en
essayant de voir ce qu'il en est pour les petites dimensions. Etudions
donc le cas n = 2.

Prenons unc famille anticommutante (A, ..., A,) de GL2(C). On
suppose r = 2. Soit A € SpA, (C est algébriquement clos). Alors
—XA ¢ SpA;. Comme A est non nul. la matricc Ay a deux valeurs
propres distinctes et est donc diagonalisable. Soit P € GLa(C) tel que

P AP = ( A0 ) Alors la famille des P71 AL P est aussi anticom-

0 —X
mutante et on a donc construit une nouvelle famille de méme cardinal
avec la premidre matrice diagonale. On la notera encore (Aq, ... A

Quitte A toutes les diviser par A on peut supposer A, = ( é Pl )

Ecrivons A = ( LC““ flk ) (2 < k< ). On a alors
ko Ok

e by o —or bk
A1Ak( —cr  —dy )_ A = ( —cp  dy )

Dol ap = di = 0 pour tout & = 2. Supposons r 2= 4, Les complexes by
ot ¢ sont non nuls puisque les matrices Ay sont inversibles. On a

| bucs 0 _ _ —bseo 0
AQAS o ( 0 bgCQ ) B ASAQ - ( 0 *bQCS )

Dol boeg = —bzen et 52 = b3 By gerivant AsAL = —AjAs, il vient
[ 1

b2 — b1 De mame avee AzAy = —A4As, 55 = b4 . C’est impossible!

(6] Cq

On a donc nécessairement r < 3. En fait, on peut exhlber une famille
anticommutante de trojs matrices :

(0 5) (o) (50)

Aingi on vient de prouver que r3 = 3.
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e On va essayer de trouver une relation de récurrence entre r,, pour
ne pair et des valeurs vy plus petites. Posons n = 2p avee p € N*. On
fait ’hypothese que le cardinal maximum d’une famille anticommutante
de matrices de GL,(C) est fini et vant ry,. Soit (A, ..., A,) une famille
anticommnutante de GL,(C) avec r > 3. Comme dans le cas . = 2, on va
montrer qu’on peut sc ramener & une famille de matrices diagonalisables.
Comme on 'a vu plus haut pour n = 2, A; cst semblable &4 —A,. Soit
A une valeur propre de Ai. Nous allons noter Iy = Ker(A; — A, )™ et
F_x =Ker(A1 + Al,)™ les sous-espaces caractéristiques correspondants
de Al.

Lemme., Pour k2 2. Ap(Fy) CF.y et Ap(Foy) C Ap(Fy).

Démonstration.
Soit XeFy, A—A et B=A;. Ona
(A - AL,)™"BX = (A — /\In)m_lB(—A —AMX = ... =B(—A —AL,)"X
= {—1)"B(A+ AL,)"X =(-1)"B0 = 0.

Par conséquent BX € F_y. Cela montre la premiére inclusion. L'autre
g’obtient en remplagant A par —A.

Lemme. Pour k = 2, By = F) & F_, est stable par Ay.

Démonstration. Pour & = 1, c’est parce que les sous-espaces caractéris-
tiques de Ay sont stables par A,.

La stabilité par Ag pour k& = 2 résulte du lemme précédent. Le fait que
F» ct F_y solent en sonune directe est une conséquence da théoréme de
décomposition des noyaux pusque (X — X)™ et (X 4 A)™ sont premiers
entrc eux.

Nous avons vu que x4, pouvait s'éerire
XA, = (X =AM X F A" (X =A™ (X4 22)™ (X =A™ (X4 Aa)™,
ot les Ay et — Ay sont deux A denx distincts et les ny, € N*. On obtient
C"=Fy, ®F_5 BF:,0F _,F ... BF, B F_»,
—E,, ®Ey @ ... ©F,.

Nous identifions les matrices ot les endomorphismes canoniquernent
associés. D'aprés les lemmes précédents, pour 1 <1 < s, Ey; est stable
par chaque Ag. Prenons By unc base de Fy, et B] une base de F_y,. Pour
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k = 2, la matrice de Ay restreinte & E, dans la base (5, B]) est de la

forme
0| C
BlO

Tuisque C™ est somme directe des Ey,, il existe un unique endormnor-
phisme « de C”* dont la restriction & chaque Ey, admet comme matrice

dans la base (B, B5]) :
1|0
01
On remargue gue
0 | B 1 | 0 N 0 |BY 0 ] B 1 | 0
clo oj-1/) \-Clo /) \Cjo 0] -I
Autrement dit, pour & 2 2, Ay et u anticommutent sur chague Ey, et
donc sur C® tout entier. Si on note D la matrice de « dans la hasc

canonique, (D, A2, ..., A} cst une famille anticommutante de GL,{C)
de méme cardinal dont la premiére matrice I est semblable &

I, | 0
01,

En remplacant A, par ID et les matrices par des matrices semblables,
{0
0] I
commutante de cardinal r > 2, il en existe une gue nous notcrons encore

I
(A1, A2, ..., A) dont la premiére matrice est Ay — ( pl 0 )

on peut suppoeser que A = ( ) . Ainsi, '1] existe une famille anti-

0] -1,
e Si By = Veot(er, ....ep) = Ker{A; — 1) = Ker{A} —1)? et By =
Vect(epii. ... en) = Ker{A,+1) = Ker{ A, +1)7. on a d’aprés lc premicr

lemme Ap(E)) C Ey et Ap(Es) CEy pour 2 < k < r. |l existe donc By
et Cy, dans GL,(C) tels que

_ 0 | Bx
Ak(ck U)

Pour 2 < k] < r distincts, on a

ApA = ( BiCi] 0 ) — AAg— ( —BiCi| 0 )

B.C,=-—B
On en déduit que Cigz _ Cigi . Comtne les Aj sont mversibles, les

By et les € sont inversibles. Posons, pour & 2 3, B = B3, C = 5 et
Dk = BR;B71 .



164 CHAPITRE 2. REDUCTION

Lemme. D3, ..., D, anlicommutent.

Démonstration.
Pour 3 < k,1 < r, distiucts, on a B,C = —BCy ou B™'B; — —C,C~1.
Par conséquent,

DiD; = ByB7'BB™! =B, (B'B;)B™!
= —B(C,C"HB~l = —(BCHC B!
= B;CxC 1B = By{C,,C B!
= -B;B ‘BB = -DyD;

Par hypothese, le cardinal d’une famille anticominutante de matrices
inversibles de taille p est infériour ou égal & ryp. On a done r — 2 < 7y, et
r <y + 2. On en déduit que v, ost fini et », <y, + 2

e Nous allons montrer qu'en fait v, =1, + 2. Par hypotheése, il existe
une famille anticommutante de GL,(T) de cardinad »,. On la note Dy,

-y Dyoavec v = rp + 2. On pose

L _ I) () o 0 I . - 0 Dk-
V() () e ()

pour 3 £ k < . On vérific aiséinent que A, anticommute avec As,
A, ot que Ay anticommute avec tous les Ay pour & = 3. Enfin, pour
k[ =3, distincts

D 0N /DD 0N
= (o) = - (P o) -

On a done construit une famille anticornutante de cardinal r = rp, + 2.
Le cardinal maximal des lamilles anticommutantes de GL,,(C) existe et
vaut donc r, + 2.

¢ Pour terminer. montrons par réeurrcnee sur i gue le cardinal
wmaximum des familles avticommutantes de GL,(C) est (ini et vaut
rn o= 2wp(n) + 1 ot () est Texposant de 2 dans la ddeomposition
de n en produit de facteurs promiers.

# Clest vu si n est impair on n = 2 (la forinule convient bien).

* Sim > 3, n pair, on posc p = % I¥Yaprés Uhypothése de réenr-
rence, le cardinal maximum des familles anticommmutantes de GL,{C) est
2ug(p) -1, D'apreés ce qui précede, le cardinal maxiinun des familles anti-
coinmutantes de Gl (C) est 2u5{p)+1+42 = 2(v2(p)+1)+1 = 2p(n)+1.
Conclusion. Le cardinal maximal des familles de matrices de GL,(C)

ro = 29(n) 41 ‘ <]

qui anticommutent existe et vaut




Chapitre 3

I.e groupe linéaire

La connaissance d’une partie génératrice d’un groupe est fondamen-
tale comme le lecteur powrra s’en rendre compte a travers la plupurt des
exercices de ce chapilre. Pour un groupe donné, on cherche 4 avoir des
éléments géndrateurs les plus simples possibles. Lorsgue ce groupe opére
naturellement sur un ensemble (comme ¢’est le cos du groupe symélrigue
ou i du groupe lindaire), on ve done regarder les éléments qui ont le
plus de points fizes. Pour le groupe syméirique on considére alors les
transpositions {qui bougent seulement deur éléments) et qui en forment
bien wne partie générotrice. Dans le cas du groupe linéaire d'un espace
vectoriel de dimension finde, on regarde les applications lndaires inver-
sibles qui admettent un hyperplan de poinis fizes. Cela méne alors aux
transvections (cas non diagonalisable) et auv dilatations (qui sont dia-
gonalisables).

Le premier exercice de ce chapitre se propose de démontrer que le
groupe linéaire GLo{K) est bien engendré par Uensemble des mabrices
de dilatation el des matrices de transvection. N s’agil stmplement de
regarder convenablement algorithme du pivet de Gauss permettant de
colculer Uinverse d’une matrice.

3.1. Génération du groupe linéaire

Soit n 2 2 et K un corps comnmtatif. On appelle matrice de
transvection toute matrice de la forme Ty;(A) =L, + AEy; olt 4 # 7
et A € K, et matrice de dilatation toute matrice diagonale D,{a) =
L. + {0 — 1)E;; avec v € K*.

1. Montrer que I'ensemble des matrices de transvection cngendre
le groupe SL,{K) et que 'ensemblc des matrices de transvection et
de dilatation engendre le groupe GL, {K).

2. Déterminer les centres des groupes GL,(K) et SL,(K).

3. On suppose que K = R ou C. Démontrer que SL,(K) cst
CONIexe par arcs.

(Ecole Polytechnique)
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> Solution.

1. Notons que les matrices de transvection sont toutes de détermi-
nant 1. Le groupe quelles engendrent est donc inclus dans SL,, {K). La
multiplication & gauche (resp. & droite) par une matrice de transveetion
T (A) revient & eflcctuer Popération élémentaire L; « L; + AL; {resp.
C, — C; + AC;). Notons qu’il est possible de réaliser 'échange de denx
lignes (ou de deux colonnes) uniquement a aide de transvections modulo
nn changement de signe : eu eflet, la wmatrice Ty, (DT ;;:(—1)T, (1) a pour
effet {par multiplication & gauche) de remplacer L; par L; et L, par
—L,, leg autres lignes étant invariautes. 11 n'est évidennnent pas possible
de réaliser Péchange de deux lignes saus apparition de ce signe meins
puisque cette opération change le sighe du déterminant.

Soit A € GL,(K). En appliquant 1"algorithme du pivot de Gauss, nous
allons transformer A en nne matrice de dilatation mais en utilisant nni-
quernent des transvections. Comme A est inversible, sa premiere eoloune
rest pas nalle. Si a,; # 0 avec i = 2, l'opération Ly — Ly — ﬂléT_lLl
permet de mettre un coefficicnt 1 en position {1,1). 5i tous les coclhi-
cients a;; pour ¢ = 2 sout nuls, on effectuc 'échange des lignes L; — Ly
¢t Lo« =L pour se ramener an cas précédent. In utilisant le coefficient
{1,1) comnme pivot, une succession d’opérations sur les lignes puis sur
les colomnes permet d'annuler tous les autres coefficients de la premiére
Hgne el de la premiére colonne. Autreinent dit, il existe des matrices de

transvections My, ... My, et Ny, .., Ng telles que
1 0
Al M AN, .HNq_(D A, )

on A, € GL, 1 (K).

On recommence le méme algorithme sur la matrice A, el aiusi de
suite. On aboutit & la fin de cet algorithme &4 une malrice diagonale
Diag(1,1, ..., 1, a), ol le scalaire a n’est autre qute det A. Ou vient done
de montrer que pour toute matrice inversible A, il existe des matrices de
transvection Uy, .. U, el V. . V. telles que

A=1, .. .U D, (det AV ...V,

Cela permet de répondre & la question : toute matrice A € SL,,(K)
g'écrit comme un produit de matrices de transvection et toute wmatrice
de GL,(K) est produit de matrices de transvection et de dilatation.

2. Soit A une matrice qui commute aveo toutes les matrices de trans-
vection, Alors A commute avec toutes les matrices By, 7 # j. Cela
impose que A est scalaive. On en daduit que le centre de GL, (1K) est
I'enscmble des malvices scalaires Al, avec A # (. 11 est isomorphe an
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gronpe (K*, x). Et le centre de SL, (K) est 'ensemble des matrices sca-
laires AL, avec A" = 1. Il est isomorphe an groupe des racines n-ieme de
I'unité dans le corps K. Son cardinal dépend bien cntendn du corps K.

3. Monlrons gne tonte matrice A £ SL, (K} est reliée par un arc
continu & l'identitd I,,. D'aprés la premicre gnestion, il existe une partie
X contenue dans Tensemble des couples (7,7) € [1,n]? avec i £ j et
nne famille ()\C)(jex de K telles que A soit le produit des transvections
Tc()\c) :

A=T] To(ro)

Cex

Enposanl ¢t € [0,1] — A; = H Te{tAe), on ebtient un are continn
CeXx
qui relic @(0) =T, & ¢{1) = A ct SL,, (K) est done connexe par arcs. <
Le résultot de lo premiére question est trés important et scra wtilisé
dans plusieurs des exercices de ce chapitre, dont le suivant.

3.2. Groupe engendré par les matrices diagonalisables
inversibles

Quel est le sous-groupe de GL,, (R) engendré par Uensemble des
matrices inversibles diagonalisables ?

(ENS Ulm)

&> Solution.

On sait (voir l'exercice précédent) que GL,,(R) est engendré par les
matrices de dilatation et les matrices de transvection. Les premidres sont
des matrices diagonales. Montrons que tonte matrice de transvection
peut s’éerire comme un prodnit de matrices diagonalisables. Si M =
I, + AE;; avec @ £ j et A € R est me telle matrice, il saffit d’écrire
M = D7'{DM) on D est nne matrice diagonale dont les coofficients
diagonaux somt non nuls et deux & deux distinets (par exemple 1,2, ..., n).
La matrice D' est diagonale et 1a matrice DM est triangulaire avee la
méme diagonale que D : olle est done diagonalisable.

Conclusion, L’enscrmble  des 1natrices diagonalisables inversibles
engendre tout le gronpe GL,(R). <

Les prochains exvercices sont consacrés 6 des sous-groupes du groupe
linéaire. Le premier demande winsi de montrer gue GL2(Q) ne contient
pas de sous-groupe eycligue de cordinal 5.
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3.3. Elément d’ordre 5 de GL2(Q)

Montrer que le groupe GL2{Q) ne contient pas d’élément
d'ordre 5,

{ENS Ulm)

r> Solution,

Supposons par 'absurde qu'il existe A € GL2{(Q) d’ordre 5. Le
polynéme P = X® — 1 = (X — I)(X* + X? + X? + X + 1) annule A,
Montrons que le second facteur Q est irréductible dans Q[X]. En cffct,
Q n’a pas de racine réelle (donc a fortiori pas de racine rationnelle)
et si Q = AB oli A, B sont deux polyndmes unitaives du second degré
alors, par unicité de la décomposition dans B[X], ces polyndmes sont
X2 4 V2X 4+ 1 et X? — v2X + 1. Cest absurde car v/2 ¢ Q. Donc (Q est
bien irréductible dans Q[X].

Le polynéme minimal g de A est un diviseur de P dans Q[X]. Comme
# est de degré inférieur & 2, on a p = X — 1, et donc A = 1. D'ott le
résultat. <1

Si deuz groupes G et G sont isomorphes, tout sous-groupe de G doit
se retrouver dans (. L'exercice suivant utilise cette idée pour montrer
que deur groupes linéaires GL,(K) ef GL, (L) ne peuvent pas €tre iso-
morphes si 1 #£ m.

3.4, Tsomorphismes entre groupes linéaires

Soient K et L deux corps commutatifs de caractéristique diffé-
rente de 2,

1. Soit G un sous-groupe fini de GL,, (K) tel que pour tout A € G,
A? = 1. Montrer que Card G < 27

2. On suppose qu'il existe un morphisme injectif du groupe
GL,(K) dans le groupe GL,,(L). Montrer que n < .

3. Existe-t-il un isomorphisme entre GL, (D) et GL,(R) 7 entre
GLn(R) et GL,(C)7

{ENS Lyon)

- Solution.

1. Comme K est de caractéristique diffévente de 2, le polyndme
X2 1 ={X - 1){X + 1) est seindé & racines siniples. Par hypothese, ce
polvndme annule toute matrice A de G qui est donc diagounalisable avec



3.4 1BOMORPHISMES ENTRE GROUPES LINEATRES 169

un spectre inclus dans {£1}. Géométrignement les éléments de G sont
des symétries.

Par ailleurs G est abélien : en effet, pour tout A € G, ona A = A~
et si (A, B) € G?,

AB=(AB)"' =B'A ! =BA.

Les éléments de G sont alors codiagonalisables (c’est un résnltat clas-
sigue que le lecteur pourra retrouver dans l'exercice 2.19). Il existe donc
P € GL.(K) telle que, ponr tout A € G,

=l 0 .0
piap_|?© +1
T
Le cardinal de G est donc inférienr a celini des familles (g4, ... &) €

{—1,1}™ qui est égal & 2,
2. Considérons le sous-gronpe G de GL,{K} constitué des matrices
diagonales avec des 1 ou —1 sur la diagonale :

G ={M e GL.(K), 3(e1, ...,e,) € {-1,1}", M = Diag{eq, ... &)}

Le groupe G est de cardinal 2" et ponr tout A € G, A? = [,. On
considére un morphisme injectif de GLH(K) dans GL..(L). Alors 'image
G’ de G par ce morphisine est un sous-gronpe fint isomorphe & G. En
particulier, pour tout B € G/, B? = 1,,, ¢t CardG' = 2" D’aprés la
premicre question, on a 27 < 2™, ce qui entraine n < .

3. La question précédente montre gne si GL,(K) est isomorphe &
GLw (L) alors nécessairement n = m. Le groupe GL,(Q) ne peut pas étre
isomorphe a GLy,(R) (ou GLn{C)) car il est dénombrable alors que ces
deux derniers sont indénombrables. Montrons pour terminer que GLy, (R)
et GL,(C) ne sont pas isomorphes. Pour n = 1, R” et C" ne sont pas
isomorphes : il y a des éléments d’ordre 3 dans C* mais pas dans R*.
Ce cas suflit & conclure puisque le centre de GL,,(K) est isomorphe &
K* (voir Pexercice 3.1). Donc st GL,,(R) et GL,(C) étaient isomorphes,
leurs centres R* et C* le scralent anssi, ce gni n’est pas. <

Lexercice suivant étudie encore Uezistence d’'un sous-groupe find dun
certain type dans le groupe lindaire.
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3.5. Sous-groupe de GL,(R)

Ponr gnelles valenrs de n existe-t-il nn sons-groupe de GL,(R)
isomorphe ay groupe additif (Z/47)% 7

(ENS Cachan)

> Solution.

Une premicre remarque g’impose @ si une valenr de n couvient, toute
valenr plns grande convient ansst puisqne st n < m, GL,(R) pent s'iden-
tificr an sons-groupe de GL,, (R) formé des matrices diagonales par blocs
de la forme ( %/I I 0 ) oit M € GL,(R). On cherche done, si elle

men
existe, la plus petite valenr de n qui convient.

Analysons un pen co que 'on cherche, Le gronpe Z/4Z est. cyclique
d’ordre 4. Tronver nn sous-groupe isomorphe i Z/4Z revient a trouver
nn élément d'ordre 4. On peut voir le groupe (Z /4Z)? comme denx copies
«indépendantes» de Z/47Z 31 est engendré par deux éléments d’ordre 4
(& savoir (1,0) ot (0,1)) qui comnutent. les deux sous-groupes engen-
drés par ces denx éléments n’ayant en comnmn que 'éiément nentre.
Réciproquement, si A, B sont denx matrices de GLy{R) d'ordre 4, qui
commutent et telles que (A) N (B) = {L,} {(of (A} = {1..A A2 A%}
ddsigne lo gronpe engendré par A), alors lo gronpe engendré par A
ot B est isomorphe & (Z/4Z)? @ en effel, il cst facile de vérifier que
(AB) = {AFBY, 0 < k1 <3} et quo ¢ (Z/AZ)? — (A, BY qui & (k1)
associe AMBY est bien définic et est un isomorplisine do groupes. On est
donc ramené & chercher denx matrices A el B vérifiant les propriéiés
érnmérées ci-dessrs.

Pour commencer étudions & quelle condition nne matrice M de GLy, (R)
est dlordre 4. Cela signific gne M* =1 et que M? # 1. La matrice M est
diagonalisable dans M, (C) ot son spectre est inclus dans Pensemble
{1, —1.4, —4} des racines gnatriemes de 'unité. Son spectre contient
nécessairement ¢ o —i car sinou M serait d’ordre 2. Par ailleurs, comnie
M cst & coefficients réels, si ¢ cst valenr propre alors —& aussi et avec
la. méme multiplicité. On doit donc déja aveir n = 2. Dans le cas

n = 2, la matrice réelle , qui a pour polyndrme caractéris-

0 1
-1 0
tique XZ + 1, est bien d'ordre 4, diagenalisable snr C, et semiblable a Lo

matrice ( ;) A partir de cette matrice il est facile de tronver une

0
solution dans le cas n = 1. Il snffit en effet de preadre les deux matrices
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10 0 0 0 1 0 0
G 1 0 0 100 0
A=lg o o 1] B=1o o1 0
00 —1 0 0 0 0 1

Elles sont toutes les deux d’ordre 4, commuient, et vérifient hien la
condition {AY N {B} = {14}

Pour conclure Uexercice, on va prouver qu’on ne peut pas trouver de
solution dans le cas n = 3. Supposons par Uabsurde qu'existent A et
B dans GLg (R} vérifiant les propriétés ci-dessus, Comme on vient de le
voir 7 et —i sont valeurs propres de A ot comme elle doivent avoir le
méme ordre de multiplicité celui-ci vaut 1. Notons £ = %1 la troisigme
valeur propre de A. Le polynime minimal de A est done (X —)(X# + 1)
et le lemme des noyaux montre que R® est somme directe de la droite
Ker{A ~¢l3) et dn plan Ker{A? 4 13). Ce qui vient d’étre dit pour A est
ausst valable pour B. Notens & € {+1} la valeur propre réelle de B, i ot
—i ¢tant ses deux autres valeurs propres. Comitie A ot B conmmutent, la
droite Ker(A —ely} est stable par B ot il 8’agit done d’une droite propre,
nécessairement pour la valeur propre réclle £ Done Ker(A — el3) =
Ker(B —T3). De mnéme le plan Ker(A2 4 I3) est stable par B. Les valeurs
propres complexes de la restriction de B a ce plan sont forcément @ et
—i de sorte que Ker(B? + I3) = Ker{A? +1;). Commc g% = g% = 1, cela
npligue que A% = B?, ce qui contredit Vhypothése (A N (B) = {1,,}. <

81 G est un groupe, on appelle exposant de G le ppem des ordres des
cléments de G si celui-ci est defini ou +oc si les ordres des eléments de
G n'ont aucun multiple commaun. Un groupe infini peut avoir un erpo-
sant fini : ¢’est par exemple le cas du groupe additif (/27 qui est
dexposant 2. Un célébre probléme posd par Burnside en 1902 demande
st un groupe d'ezposant find ot de type fini (c’est-d-dire engendré par
une partie finge) est nécessairement fini. La réponse est négotive et un
coptre-exemple a dté trouvd, mais seulement en 1975, L'exercice suivant
copsiste a provwver qi’un sous-groupe du groupe findoire GL, (C) qui est
d'exposant fine est fini.

3.6. Un théoréme de Burnside

1. Soit A € M,(C} telle que Tr{AF) = 0 pour tout k¥ & N*.
Montrer que A ost nilpotente.




172 CITAPITRE 3. LF GROUPLE LINEAITE

2. Soit G un gous-groupe de GL,{C), (M) gz, € G une
hase de Veet{G) el f: G — C™ Papplicaiion qui & A € G associe
{Tr{AM;)) ;=5 m- Montrer quo si f(A) = f(B) alors AB™" — T st
nilpotentc.

3. On suppose quo toutes los matrices de G sont diagonalisables.
Montrer que f est injective.

4. En déduire qu'un sous-groupe de GL,,(C) d'exposant fint

(c'est-a-dire quil existe nn entier N tel que AN = T pour toute
watrice A du groupe) edt fini. est [e theoréme de Burnside.
L (ENS Lyon)

> Solution.

1. Ce résnltat est classique. On en tronvera plusieurs preuves dans
l'exereice 2.33 du chapitre réduction.

2. Posous D = AB™!. Par linéarité de la trace, on a Tr{AM) = Tr(B\])
pour toute matrice M € Veet(() et en particulier pour toute matrice M
de G. Soit k € N*. On a Tr(D¥) = Te(AB™'D* 1) = 1r(BB1DF 1) =
"l‘r(D’r‘" 1). [l en résulte done que pour tout k € N, Te D* = 'Iv ], = n,
Addi pour & 2 1

ks k
Tr(D-T,)% = Tr [ Y CL(=1)DF7 | = n > CL(-1) = n(1-1)* = 0,

3=0 3=

La question précédente porinet de conclure,

3. Supposous de plus que les éléments de G sont diagonalisables et
reprenons Jos notations précidentes. La matrice D = AB™! est dans G.
Elle est done diagonalisable. Mais alors D — I est aussi diagonalisable!
Comme clle est uilpotente d'apris ce qui précéde, elle est nnlle. Done
D =T, dest-didlire A = B Conclusion : f st iujective.

4. Prenons pour (& un sous-groupe de GL,(C) d'exposant g N.
Toute matrice A de G est annulée par le polynéme XN — | qui est scinde
a racines simples. Done toute matrice de G est dingonalisable. Le résul-
tat précédent sapplique et Papplication f : G — C™ définic dang la
question 2 est igjective. Ku réalitd, Phoage de foost incluse dans X o
X est Pensemble des traces des dlements de (G, Powr conelure, 11 snffit
done de prouver que X est find. Or, vu ce qui précede, les valeurs propres
des éléments de G appartiennent & U'ensemnble [ui des racines N-ione de
I'mmité. Done X est fini. <

Llexercice sumant prouwre que le groape lindéaire GL,,(C) ne contient
pas de sous-groupe borne non trivial arbitraement petit,
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3.7. Petits sous-groupes de GL,,(C)

On munit M,,{C) de la norme triple subordonnée A une norme
de C". Soit G un sous-groupe horné de GL,(C).

1. Soit M e G. Montrer que les valeurs propres de M sont de
modile 1 el gue M est diagonalisable.

2. On suppose que ¢ C B(I,i.\/ﬁ) (boule onverte de centre
Pidontité et de ravon v/2), Montrer que G est réduit & {I,}.

3. Montrer que le résuitat reste vrai si on remplace /2 par +/3.

(Ecole Polytechnigue)

> Solution.

1. On notera || || la norme de C% utilisée et || || la norme triple de
M, (C) associde. Rappelons pour commencer que si A € M, (C) est
nune mabrice queleogue et A e valenr propre de A, alors |A] < |JA].
km eflfet, si X ost un vectour propre associé A la valour propre A om a
AX = AX done [A||X] = [|AX]| = [|AX]| < JJA]|X]|. Comme X n'est pas
ml. en pent simplifier ||X]] pour obtenir Uinégalité annoncée.

Commre (3 ost un groupe borné, il en résulto que I'ensemble des valeurs
propres des éléments de G est borné. Soit M € G et A une valenr propro
de G. Pour tout p € Z, M? est dans G ct a pour valeur propre AP, D aprés
ce qu'on vient de dire, la duite (A),ez st bornde of cela n’a hien que s
Aest de module 1 (A nest pas mul puisque M est inversible). Les valeurs
propres de M sont denc tontes de module 1. Montrons maintenant que
M est diagonalisable. Cela va encore découler du [ait que la suite (MP)
est bornde ot de la décomposition de Dunford (voir lexercice 2.30}. La
matrice M s’éorit (de maniére unique) M = D+ N avee D diagonalisable,
N nilpotente et NI = DN. Soit & I'indice de nilpotence de N. On va
moentrer que N = 0, est-d-dire quo 8 = 1. Supposons s = 2. Alors
Ker N est strictement inclus dans Ker N2, Prenons X dans Ker N2\ Ker N.
Comme D et N commutent, on a pour tout p 2= s,

MP = (D + N)? = DF 4 pDP N4 CODP "N oo 4 C7 ' DP S HINS

En particulier, MPX = DPX 4+ pDP~!'NX. 1 cn découle que la suite
(MPX)pen nost pas bornée dans C” co qui est absirde car la suite
(MP}, ey est bornée.

2. On suppose que G C B(l,,, v/2). Soit M € G. On va montrer que M
est égal & la matrice identité et pour ccla, il nous suffit de prouver que
sa seule valewr propre est 1 (car M ost diagonalisable d'aprés la question
précédente). Soit A dans le spectre de M, Ona A —1] < M — L] < v2
par hypotlidse. Comme MP € G pour tout p € Z, on doit aussi avoir
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AP — 1| < v/2 pour tout p € Z. 1l suffit de prouver que cela n'est le cas
que 81 A = 1. Géométriquement, cela consiste & prouver que 'une des
puissances de A au moins posséde une partie réelle négative. Posons A =
e avec 0 < f < 7 {on peut se contenter de traiter ce cas quitte & prendre
le conjugué de \ ¢’cst-d-dire son inversc ce qui revient juste & remplacer
M par M~'). 1l existe clairement un entier p tel que % € pf < car
35 > 1. On a alors cos(pf) < O et |1 — NP} > V2.

3. On raisonnc comme dans la question précédente. 11 faut juste chan-
ger largiment final pour montrer que si A est un complexe de module 1
distinct de 1, il existe au moins un entier p tel [1 — AP| > /3. Les deux
complexes du cercle unité qui sont & distance v/3 de 1 sont j ot j2, les
racines cubiques non triviales de 1.

o
\Ql
=

J'Z

On doit denc montrer que l'une des puissances de A tombe dans le petit
arc de cercle délimité par et j2. Posons A = e avee 0 < 8 < # (on
peut se limiter a ce cas quitte & remplacer A par son mverse). Si d > %Trr
c'est fini car on a directement |A — 1| 2 v/3. Supposons 0 < 4 < %’T 11
existe un entier p tel que %f € pl < 3‘375 car %g > 1. D’on le résultat. <

Si on remplace '3 par une valeur plus grande le résultat n'est plus
Joreémient wvrai comme le montre le sous-groupe de GLy(C) égal 4
{1,4.5%}. En effet, la norme sur C étant le module, ce groupe est inclus
dans la boule fermée de centre 1 ef de rayon /3.

St G est un groupe, on appelle commutatewr de G tout dliément de
la forme ghg "h='. Le sous-groupe engendrd par les commutateurs est
appelé le groupe dérivé de G.
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3.8. Groupe dérivé de GL,(K)

Seit n 2 2 et K un corps possédant au moins 3 ¢léments. Montrer
que le sous-groupe de GL, (K} engendré par tous les commutateurs
ABA-!B-! avec (A, B) € GL,(K)?, est égal & 8L, (K).

(Ecole Polytechnique)

> Solution,

Notons tout d’abord que pour tout (A,B} € GLn(K)* on a
det(ABA-'B-1) = 1 par multiplicativité du déterminant. Le groupe
engendré par les commutateurs est donc inclus dans SL,(K). On sait
que ce dernier est engendré par les matrices de transvection (cf. cxcrcice

3.1). On va done essaycr de voir si toute matrice de transvection est un
c,ommutat(,ur Pom i # j ot Adans K on pose Ty (A} = I, + AE. On
a alors Ti;{A)~' = Ty(—A). Calculons le commutateur défini par une
matrice de dilatation Di(a) avec a ¢ {0,1} (il en existe car K contient
au moins 3 éléments) et une matrice de transvection Ty;(b) = I, + bE;;.
On a

Dy (a) (1, +bEi)D;i(a) =" = L4 Dyi(a)bE;;Dy(a) =" = T, +abE;; = Ti;(ab),
et done
Dy(a)T;5(0)D;(a) " T (b) 1 = Ty (ab)Ti(—b) = Ty;({a — 1)B).

Lorsque b varie dans K, le scalaire (a — 1)b décrit aussi K. Donc toute
matrice de transvection est un commutateur. Par suite, le groupe engen-
dré par les commutateurs de GL, (K} est égal & SL,(K). <

Lorsque K est le corps & deux éléments le résultat reste vrai pourn = 3
mais pas pour n = 2. On peul aussi montrer que le groupe dérivé de
SLn(K) est SLa(K) sauf st n =2 ef Card(K) < 3.

3.9. Commutateur égal & —Io

Trouver une condition nécessaire et suffisante sur le corps K pour
qu'il existe (A, B) € SLa(K)? tel que —I, = ABA-'B~%.
(ENS Ulm)

> Solution.

Mentrer qu'une matrice inversible M est un commutateur, c'est-a-dire
de la forme ABA™IB™! avec A, B inversibles, revient a prouver qu'elle
s'derit M = AC avee ( semblable 3 A™!. 11 est alors facile de moentrer
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que la matrice —I3 est un comimutateur de GLo(K) pour tout carps K
puisqu’il suffit d’écrire —I, = ( (1) _01 ) ( _01 [i) ) les deux matrices
de ce produit étant clairement semblables entre elles et semblables &
leurs inverses. La difficulté de l'exercice tient au fait qu’on veut un com-
mutateur de SLz(K) : il faut non seulement que A soit de déterminant
1 (ce qui n'est pas le cas ci-dessus) mais aussi que la matrice de passage
B telle que C = BATIB™? 501t de déterminant 1.

e On peut noter que les corps de caractéristique 2 conviennent. En
effet, dans cc cas —I; = L» et il suffit de prendre A = B = Iz. On
supposera dans la suite que la caractéristique de K n'est pas 2. On va
chercher une condition nécessaire en supposant qu'il existe un couple
(A,B) ¢ SLQ(K)Q tel que —Iz = ABA 7B~ L. Cette rclation est équiva-
lente &4 AB +BA — 0, forme qui a le mérite de nous éviter de calculer les
mverses. On peut aussi noter que —A = B7'AB, c’cst-a-dire que A et — A
sont semblables (et de méme pour B). En particulier ona TrA = —Tr A
et done Tr A = 0 puisque caract(K) # 2. De méme Tr B = 0. Posons alars
A= ( ‘; ba ) et B = ( © yw ).Larelation AB I BA = 0 est équi-

valente & Iégalité 20z + bz 4 ¢y = 0 (1). On a par ailleurs a? + he = —1
(2) et % +yz = —1 (3} car det A = detB = 1. Supposons b £ 0. On
extrait z de la relation (1) en fonction de = et y et on le remplace dans

X 2
Tépalité (3. Il vient 22 — 28y — €42 = —1 et comme & = —% — & par
4 b TY B b 2D
(2) on obtient finalement
5 2am+a2 2Jr1 ( 7 )2+1 1
- — - —_ = — - — = —1].
p YT Y T b7 T2

Autrement dit, pour que A et B existent il est nécessaire que —1 soit
une somme de deux carrés d'éléments de K. Dans le cas ol b = O on a
—1=0a? = o + 0% qui est encore somme de deux carrés.

¢ Montrons maintenant que cette condition est suffisante. Supposons
que —1 = a? + 4?% ot «, 3 sont deux éléments de K. On cherche une
solution aux équations (1), (2} et (3) avec b = cet y = z. Prenons a = a
a 3
3 —o
2(ax + By) = 0 et il suffit de prendre x = 4 et y = —a pour la remplir.
3 -

On peut noter qu'un corps de caractéristique 2 vérifie la condition
trouvée puisqu’on a alors —1 = 1 = 12 402, On peut donc conclure que,
dans tous les cas, —I est un commutateur de SLs(K) si ¢t seulement si
—1 est somme de deux carrés. <

et b =c =0, c'est-a-dire A = ) La condition (1) s'écrit alors

Omn 2 alors B = ) Ces deux matrices conviennent.
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On peut montrer que si K est un corps infini, toute matrice de SL,, (K)
est un commutateur de GL,(K). Le lecteur pourra trouver ce résul-
tat sous forme de probléme corrigé dans le recucil GIANELLA, KRUST,
TAIEB, TOSEL, Problémes choisis de mathémaotiques supdrieures, Scopos
14, Springer-Verlag, 2001, p.192.

Nous terminons cetle série d’ezercices sur les sous-groupes par un
exercice trés difficile issu de la structure de groupe de Lie des groupes
lindwires. Pour une inlroduction en langue francaise o cette théorie le lec-
teur pourre consulter le livre de R. MNEIMNE, F. TESTARD, Introduction
¢ le théorie des groupes de Lie classiques, Hermann, 1986.

3.10. Sous-groupe discret de SLa(R)

Soit G un sous-groupe fermé de SL2(IR) non commutatif tel que
G = -G et pour tout M € G\ {Iz, =Lz}, | Tr(M)| > 2.
Soit Go = G\ {I, —I2}. Montrer que Gy est fermé.
(]:]cole Polytechnique)

> Solution.

eSiM e Go,onaxm = X2~ (Tr M)X +det M = X2 — (Tr M)X +1 qui
est de discriminant A = (Tr M)2 —4 > 0. Done ypr est scindé & racines
simples ce qui prouve que M est diagonalisable.

Pour montrer que Gg est fermé, il suffit de prouver que si (An)nzo cst
une suite de Go qui converge vers A, alors A € Gy, La suite (Apn)nzo
¢tant dans G qui cst fermé, nous savons que A € G. 11 g’agit donc de
prouver que A £ [ et g £ ~1z c’est-d-dire qu'il n'existe pas de smte de
Gog = G\ {-I,,T5} qui converge vers I» on —I2. On dit alors que T et
—I2 sont des points isolés dans G.

Pour cela raisonnons par U'absurde et supposons qu’il existe une suite

(An)nzc dans Gg qui converge vers lo ou —Iz. Comme G = -G, on

pent méme supposer liI_|I_1 A, = Iy quitte & remplacer (A, )nzo par
n—1T0oC

(_An)nz(]-

La théorie sous-jacente & ce probleme est celle des groupes et des
algebres de Lie qui permet de relier des propriétés d'un sous-groupe de
GL{E) & celles d'une sous-algébre de Lie de L(E) par lintermédiaire
de la fonction exp. Nons n’allons bien sir éviter d'en exposer tous les
tenants et abountissants pour ne garder que les maillons nécessaires &
notre probleme.

Quand on cherche des sous-groupes non triviaux de SLz(R), on pense
¢videmment & SO(2) mais celui-ci est essenticllement composé d'endo-
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morphismes non diagonalisables. Il vient eusuite

A0 "
- {() 0 ) vem)

e On va essayer de voir st G nc contiendrait pas un sous-groupe iso-
morphe au sous-groaupe abélien H de SLo(R). Ce groupe H est isomarphe
4 (R, +) par Papplication

1 0 et 0
tERP—MeXp(t(O —l))ﬁ(() e—t)EH-

Pour cela, il nous faut faire intervenir 'application logarithme <éfinie
wir les matrices, La, situation est compliquée par le fait que 'exponen-
tielle m'est pas injective d'oil I'impossibilité de la définir comme réci-
proque. Utilisons plutéit la série définissant le logarithme. Comime nous
le verrons plus loin, il peut étre utile de se placer sur . On choisit une
norme sur C? et on posc pour A € M{C).

|A] = sup ||Awx].

ll=ll=t

Si (A B) € Mo(C). |AB| < |A|IB]l. On vérific aisément que le rayon

spectral p(A) = ,\de()‘ |A] est majord par [JAl. Pour A € B(0.1), ¢
=

pose alors
—+ o

In(ly + A) = Z(—l,)”“g.

n=_
Cette série converge car elle est absolument convergente f{en effet,
Jak < tet [l < LA < AP pour n 2 1) et Ma(C) est
complet. On a dene défini le logarithme sur B{la, 1).

Lemme. Pour A € Mo(C) telle que |A —Iz|| <1 on aexp(In A) = A.

Démonstration. On imagine que le résultat est facile lorsque A cst dia-
gonale. Vérifions le résultat pour A diagonalisable. Suppaosons done qu'il
existe P & GLo(C) et (M, py € T tels que

L f A0
e (20

Alors sp{A —Iz) = {A — 1, u— 1} et comme A L) <1, ]A -1} < let
[##— 1] < 1. On a ainsi pour N = 1,
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n (Aflz)n - (71)71-4—] A—1 Q "
S (=t n__:p I(Z 4 ( 0 Ml))P

=1 Tl
% (71)n+1 (’\ — 1)n 0
_p ) Th
- N .
—1
0 El(,l)mrl %L
P_-L In A 0

N—too Q Ing

puisque la multiplication par P et P71 est confinue. Ainsi, on a

1 InA 0 mA 0
1 -1
expln A = exp [P ( 0 Ing )PJ =P lexp [( 0 Inpg )}P

_ In A} 0 (A0
~pt [ ol )P:Pl P=A
( 0 exp(In s 0w

[1reste & vérifier le résultat pour A quelconque. Pour cela, nous allons
utiliser la densité des matrices diagonalisables (voir I'exercice 2.58) : dans
M3 (C), les matrices diagenalisables forment une partic dense (c’est pour
cela que Uon a pris le soin de se placer sur C, le résultat tombant en défaut
sur R). Il existe {Ag Jnen une suite de Mo(C) formée de matrices diago-
nalisables avec lim A, = A. Pour n assez grand, A, est dans U'ouvert

n—-+oo

B(Iz,1) gui contient A. Quitte & tronquer cette suite, on peut supposer
que pour i 2 0, ||Ay —Ta|| < 1. Soit » €]0, 1[. Montrong que M s InM
ey Sl <

7 )
qui est le terme général d’une série convergente. La série du logarithme
est done normalement convergente, donc la série est continue. La conti-
nuité étant une propriété locale, le logarithme est continu sur B(Is, 1).

est continue sur B(lz,r). Si M € B(ls, ),

e

(2] T
De méme, si 7 > 0, et ||M| < r, H%rH < T est le terme général d'une
gérie convergente. La série de Vexponentielle est normalement conver-

gente, donc elle est continue sur B(0, r) et finalement sur Ma(C). Ainsi,
on a

InA, ——InA, et A,=cxplnAd, —— explnA.
n—+00 n—-1o0o

Par unicité de la limite A = expln A. Le lemmec cst prouvé.
¢ Etablissons maintenant que si I est un point d’accumulation de G,
G contient un sous-groupe isomorphe a (IR, +).

Lemme. Il existe H € My (R) non nul tel que pour tout t € R,

exp(tH) € G.



150 CHAPITRF 4. Lk GRODVE LINEAIRE

Démonstration. Pour n asses graud, o a [[A, — o] < 1. Dars cos condi-
tions. In A, cst détind et Ind, # 0 car expln A, = A, £ 1. On posc
H, = I Ifrlﬁ\ ‘T Ftant donud ¢que nous sommes en dimension finfe ot que
(FLL = T dlapres le théortme de Bolzano-Weierstrass, il existe une sous-
suite (Heop)azo (w0 B — N stricteniont croissante) convergente vers
une matrice H. Montrons que H convient. Soil 4 ¢ R. On a

!
exp(Il} = lim exp(tH.,,.,) = lim exp {
R - [T |

Soitl P, —exp [ (m> 1 A\;(m} O a

| ; i
(;t— T — {7)) InA ..
l X li In A\p(ﬂ\“ H In :\;‘(‘u) u ¥ " '

L Sl Al = —— i) - 0
™

A wlin)

par continuité de 1n, Ainsi par continuité de oxp, on obticnt

{ t
exp [— (A - K (—H) ) In A, ,,1} —_— expll =T,
[ Ao [ Ao | A e

A, Py, s'derit

t A
P, = exp(tHo o, ) oxp (— (_— -k (a-*)) InA,, )
1 . T A ] [ Au] #(n)

F I \
ot 17, corverge vers VL = oM Or P, = [Ap(,,)] Thaaeil) e G et
eomme G ent ferme, /7 = lim P, ¢ G. Le lemmnue ost pr()1|’vé.<>
NN

o

o Montrons que I est diagonalisable. Comime expH € G.oon 2
I =detexpH = exp TrH

ol Ia trace Jde H otant réelle, clle ost nulle, Il existe & ¢ C tel que le
spectre complexe de H soit {k. =k}, En lait, & cst néeessairenent réel.
Eu eflet, pour tout . le speetre do oxptH est {e o7 @ car les
éléments de G sont dingonalisablos. En dérivant por rapport & t, ', on
a ke € R ot k ost néeessairement réel.

Si k= 0. wors [T est nilpotente ot II¢ = 0. Par conséguent, expH =
Fo+Hoet TroxpIF = Tv [+ TrH =240 = 2. CommeoxpH € G, expH =
4+t ie. H = 0o H = -21,. Ces deux cas sont manifestement exchits
prisgie H est de vorme 1. Done £ est non nul et H est diagonalisable,
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Quitle & changer Gopar on iinage par yn morphisme de conjngaiseon, on

poeut supposer
E 0
=4 5%

ot dans ces conditions pour Lout £ € R

kit
e () .
expiH = ( 0 ekt ) CG

ot finalement, pour tout A € R,

P A .
A)\ = ( 0 ]//\ ) e (.
a b

e Comme G est, non commumulatifl, i1 existe M — ( .
f.

b7 0 ou e 0. Congiddrons une telle matrice. Monfrons gqu'alors » # 0
el ¢ £ 0. Tmagiyons v instant que b = 0. Alors .

T o 0
M= ( e lja )

1
efa |
sible car celte watrice est distincle de 1o ol —ls et pourtant sa trace
vl 2. Ou conelnt que b # 0 ot e # ().

e S0it A = 0. Ui petit calenl nous donne

SCA
AxMA, — ( ”C d/’/\g )

A Taide d'une étude de fonctiou, on coustale que si od < 0, 1l existe
A Oaver 0 < oA + dfA?| < 2. Or cetle indgalité est impossible pour
Tr(ANMAL) — aX? + d/A7 car AXMAy < (L Par conséguent ad > 4.

o Commne G = =G, on pent supposer ¢ > 0. Alors d = 0. Fn prenant,

A= \ﬂ/:?/ﬁ. Ol PrOIVe (ne

Vad h .
( ¢ ad ) € (.

C G otol que

Mais alors le prodnit MA, ;, — ) est dans G, ce qui est i pos-

On peut douc sappoeser ¢ — d > 0. On a alors

\] = ( a b )
oo
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et T'M = 2g > 2 dotta > 1. Comme 1 = detM = a? —be, on a
be =a? —1 > 0.
o Calenlons M/ = APAM 1 {A>0).Ona

a® + be 2ab -
' 1
M= ( 2ac o+ he AxM

2¢° — 1 2ba A0 i
( ac 2a2—1>(0 1/A)M

(26 — 2ab/ A a b

Zac)\ (2a% — 1)/ A —¢ a

(
—b{2a% - 1A + 2a2b/ )
E (2 VA + 207/ )

Q(Jr’r\—c(Za - 13/A X

{)ee

Pour quec ¢ = 0, il suffit que 26232 =2¢°—1 > 21 = 1. Prenons A = Ag

"LC}

avec Ap = 20" 1 2 1. Alors ¢ = 0. Mais alors b Y £ 0 (en effet ¥ =0

2 2
. . Fa 2 frem O an
impose A\ (207 = 2a*, puisque b 7 0, et A = "20%/(2¢? — 1) > 1
distinct dL o). O1 nous avons déja démontré un pen plus haut gne s
o
M = ¢ a4 )€ G avec V' #£ 0 alors, nécessairement ¢’ 3£ 0 : ct bien

voila la contradiction tant attendue !<J

Nous abordons maintenant wne 38€rie dvrercices consacrés a lu
rechierche de morphismes de groupes ayant pour but ou pour source un
groupe linéaire.

3.11. Sous-groupes & un paramétre de GL,, (C)

1.  Trouver les morphismes dérivables de (R, 4) dans
(GLn(C), x).
2.  En déduire les morphismes continns de (R,+) dans
(GL,{T), x). .
{Ecole Polytechnique)

> Solution.
1. Soit f: R — GLy(C) un morphisme dérivable. Pour (s,t) € R?,
on a

fls+1) = fs)f(1).
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En dérivant par rapport & ¢, on obtient, pour (s.t) € B2, f'(s +t) =
F(s)f(t) puis f'(s) = f(s)f'(0) en prenant ¢ = 0. Posons A = f/{0) ot
considérons la fonction g : R — M, (C) définie par g{s) = f{s)e ",
Les fonctions f et s —— e % sont dérivables, donc ¢ également. Pour
tout & & R,

g'(s) = [1(8)e7" + f(s)(—Ae™*) = (f'(s) — fls)A)e™* = 0.
L’application g est donc constante. De plus, g{0) = f(0) = I, donc,
pour tout s € R

9() = S5~ A =T
On en déduit que pour tout s € R, f(s) = e®4.

Réciprogquement, A étant une matrice quelconque de M, (C), on véri-
fie que l'application

frteR— e e GL,(C)

est un morphisme dérivable de (R, 4) dans (GL,(C), x). Cela résulte
immédiatement des propriétés de lexponentielle.

2. Soit [ B — GL,(C) un maorphisme contini. On va montrer en fait
que f est nécessairement dérivable. L'idée est d’utiliser une primitive de

g

J- Posons pour & € R, F(z) = /0 F(t)dt. La fonction F est de classe C!
sur K. Tmaginons qu’il existe o > 0 tel que la matrice F(a) soit inversible,
On a fl{r+u) = flz)f(u) pour tout (z,u) € R?. Intégrons cette égalité
par rapport & u sur le segment [0, a. Il vient

f " S+ updu = fa [ Flu)du = f(a)F ().

Y]
Or, g(= f fle+u)ydy = / fit)dt est une fonction dérivable de =

car f est continue. Comine on a f(z) = g(x)¥F(a) 7", f cst aussi dérivable
et on peut conclure avec la question précédente.

Il ne reste plus qu’a prouver |'existence de a. Pour cela on observe
que F/(0) = f(0) =T,. Comme le taux d’aceroissement %F(t) tend vers
I, lorsque ¢ tend vers OF, et comme le groupe GL,(C) est ouvert, on
cst certain que %F(t) est inversible pour t assez petit. Il en est alors de
méme de F(¢).

Conclusion. Les morphismes continns de (R, +) dans (GLL(C), x) sont
les applications # - ¢4 ot A est une matrice quelcongue. <

Dans énoncé suivant on remplace le groupe additif R par le groupe
des nombres complezes de module 1 qui est isornorphe au quotient R/Z.
On pourra utiliser le résultat de Vexercice précédent.
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3.12. Morphismes continus de 8! dans GL,, (&)

Soit w & (S',») — (GL,(R). x) nn morphisiue de groupes
continn ol 8* désigne le groupe des nombres complexes de module 1.
1. Montrer qne pour tout z € 8, det(p(z)) = 1.
2. Montrer gne pour tont 2 = 87 {es valeurs propres complexes
de @(2) sont de module 1.
3. Achever ia descriplion de .
{ENS Ulm)

- Solution.

1. Posons 4 = det oo [T’ agit dun morphisme continu de groupes de
S' dans B*. On va monirer que 2 est trivial. Comme S* est connexe, qic
i est continu et que (1) = 1. (S} est un intervalle inclus dans B
Comme S' cst compact. (S?) est méme un segment. De plus, comme
v est morphisme, 1/{5') est un sous-groupe de R . Or. lo seul scgment
de B2 qui est nn sous-gronpe est le singleton {1} {un sous-gronpe non
trivial de RY n’est pas borné). On a donc (St) C SL,,(R).

2. On omunit M, (C) d'une nrme triple quelcongque agsociée a une
norme de %, Comme S' est compact, ot @ continu. le groupe image
o(81) est commpact ¢t en particulier borné. 11 existe done wne constante
AL = 0 telle que [|»(2)]) < M pour tout 2 € St Or si A nne valeur propre
complexe de () ona|A [tz Adusi, Pensernble des valeurs propres
des éléments de 2(S") est borné. De plus, si A ost dans le spectre de (2)
alars, paur tout p & Z. AP est waleur propre de (21 = (21 € 5(8").
La suite (A"),cz st done bomée cf cela itopose que (Al = 1,

3. Liapplication 4 : t — @le?) est un morphisime continu de (R. +)
dans (Gl (R). x). Diapris Vexeveice 301, il existe A = A {T) relle
que, powr tout £ € R, ¥(t) = et Comine ¥ est & valours dans GL,(®).
la matrice A = ¢”(0) est réelle. Par construction, ¥ cst périodique de
période 27 On p done, pour tont réel ¢,

= |

SN L 2TAHA _ 2mA tA
ot done €474 =1,,.

La résolution de Péquation e = T, a été menée dans Pexarcice 2.31
mails nous allons a refaire icl. Les valenrs propres complexes de i
sont les ¢®™ avec A € Sp AL 11 fant &2 = 1 douc A € iZ.

Montrous gue A est diagonalisable dans €. D'aprés La décomposition
de Dunford, it existe D diagonalisable et N nilpotente telles que A =
D+ N et DN = NI, Puisque N et D comrontent. on a 4 = o278 25D
La matrice ¢*™F est dingonalisable. Comme les valenrs propres e D sonl
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égales 3 celles de A, les valenrs propres de e2™ sont celles de e?™ soit

1. Ainsi 2P =1, et @™V = 1,,. Supposons e N n'est pas la matrice
rlle. On a alors Ker N 2 Ker N2, Soit X & KerN2 \ KerN. |l vérifie
e?™NX = X 4+ 27NX # X, ce qui conlredit Pégalité ™ =1,,. On a done
N =0 el A diagonalisable daus C.

Les valeurs propres de A non nulles sont denx & deux conjugndes. 11
existe k1, ..., ke dans Z° ¢t P & GL,(C) tels qne

A = PDiag(iky, —iky, ... ik, —ik, 0, ..., O)P_'\
Ou obticnt pour tout réel £,

et — PDiag(e!F e W et gmHEe P

On en déduit qu'il existe mne matrice Q € GL,, (R), indépendante de ¢
telle que

R*tk}
B.x _
L"’A _ Q th : (2 l!
1
H Ry — cosl  —sinf
OO = sing  cost )
Réciproguement tonse application de la forme
Rk,
et — Q Rk, 1 Qil
1

est 1 morphisnie conginn de 81 dans CL, (R). D ane part ane telle appli-
calion est bien définic car ponr k € Z, Ry ne dépend (ne de ¢ modulo
2x. De plug ¢’est un morphisme de groupes car Ry, = R Ry ponr
t,t' réels et k € Z. Il est continn car ponr tont (¢, ') € R? el toul k € Z,
ekt MY K| — | et done |cos(kt) — cos(kt))| < |k
of | sin(kt) —sin(kt)] < |k|le’t — |, <

gt {iit,|
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3.13. Morphismes de (R*, x) dans (GL,(T), x)

Déterminer les morphisimes f @t —— ([, (#))140,5<0 de (BT, %)
dans (GL,(CT), %} tels que chagne [y soit une fraction mtlonnellc.
(ENS Ulm)

> Solution.

® On va comniencer par se rameler it cas on les fonctions f; sont
polynomiales. Soit p nun polynome nnitaire de degrd ninimal tel que,
pour tomt ¢, j) € [[l.:u,ﬂz. dis = pfy; € CIX]. Soit {4,]) < [[l,‘n]l?. Ou g,
pour toul t ot w reéels non nuls,

fii(tw) Zf,k )iy ().

I derivant par rapport & o, ou obuicyt

L () = Z Flt) fjtu

k=1

puis cn prenant w =1,

Zm )01

Ln remplagant f;; par % il vient
g,; (1) / )U J i
il EL9G) " ’ f;
p(l) i

ct done

plitig;(t)
l I)(t) fqif LJLL f};;

On cu dédnit que p divise Xp'g,,. Si o est nne racine de p d'ordie de
multiplicité 1 2 1, alors a cst racine d’ordre m — 1 de p'. Dong si ev ost
non mnl. it est racine de g, et ccla pour tout couple (i, f), Crest impossible
car X — « diviserait tons les polynbomes g;; ct pour tout {i,7) € [[1,?:,]]2,
Y%ﬁj e C[X]. ce qni est contraire i la définition de p. Alnsi 0 est la
seule racine (éventnelle) de p. I existe done o€ N tel que pi(t) = 17,
On a alors, pour (4. 7) € [1. Trﬂ tot o daas BY

G By = pliw) fig () = 9™ Z Fr(t)fu, () Zq?; Bgps (20).

k=1
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Antrement dit, Vapplication g : ¢ v (g;;(0)) 1< j<n 05t nn marphisme
de R* dans GL,(C) dont les cacllicients sout tonus polynomianx en 1.

e Notons d le maximam des degrés des polyndmes g, 1l existe des
matricos Ag, ..., Ag dans M, (C) telles que, pour tout £ € RY,

d
glty = " A,
k=0

Une telle écriture est nnique car, en posaut Ay = (af ;). ello équivant
pour loul (i,7) € [1,n]° a ,
¢
koK
9:5(t) = Za,ft, ;
k=0 p
pour tout ¢ # 0 et done a I'égalité fomelle g = 3 ai‘}-X""‘
£=0

Ou a, pour £ ¢t v dans R*,

d d
gltu) =3 U5 Ay = g(thg(u) = > Arg(u)
k=0 k=0
ot done, par unicité de Uécritnee, pour w = 0 et k& € [1,n]
d
wfAL = Apgin) = Z ubAL A,
=0

On en déduit que A7 = Ap ot que AgA; = 0sil % k. On a de plus

o
g(l) = > Ap=T,.
F=(

e licciproquement, soit 1n ot d des enticrs naturcls, Ay, ..., Ay des

élémonts de M, (C) tels que, poar tout (k1) € [{1,-r1]2, A = Ay et
o

AAi =03s1E#I at Z A, = 1,. Considérons la fonction f: R* —
k=0

M,,(C) définie par
o
‘ 1 ,
= Y thA,
T k=0

On vérifie facilement que fEu) = f(#)f(u) pour tout 7 el w non nuls.
Comme f(1) = 1,, par hypothése, on a, powr ¢ non nul, j(f)f(%) =
Sy =1L, done f est a valewrs dang GLL, (C) el elle a toutos les propriétés
voulues.

¢ [l reste juste & cxpliguer comment caractériser les familles de
matrices Ay, ayanl les propriélds ci-dessus. Si elles existent, les Ay, sont
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d
des matrices de projection. Pour tout X &€ C*, on a X = 3 AN, donc
k=0

d
C" =3 ImAy. Si, de plus, il existe des éiéments Xo, ... . Xg de € tels
k=0

d
quec X = 3 ApXg, on a alors A; X = A;X), ce qui montre lunicité de la
k=0

d
décomposition. On a done €7 = @ Im Ay
k=0

Réciproquement, toute décomposition de C" en sommnie directe de
sons-espaces fournit <des matrices Ay qui conviennent, chacune de ces
matrices étant la natrice d’une projection sur un des sops-espaces,
parallelement a la somine des autres. <

Dans Uezcreice sutvant on s’inldresse a des morphismoes dont le groupe
hnéawre est fo souwree. T'n morphisme élant cwraclérsé par sa restriction
& wne partic génératrice. on va a nowvean utiliser lo résultot de Uezerciee
3.1.

3.14. Morphismes de GL,(K) dans un groupe abélien fini

. Soit nz 2, G un gronpe abélien {ini et K un corps commulatif.
Etudier les morphismes de GL, (K} dans G, On étudicrate cas K = C
puis K =R et enfin K = Z/¢Z avec g premier.

(ENS Ulm)

> Solution.

Le groupe G sera uoté multiplicativement ¢t son neutre seranoté 1, On
rappelle que le groupe linéaire GL,, (K} est engendré par Vensemble des
matrices de dilatation ot des matrices de trangvection, Plus préciséinent,
tonte matrice M de GL,(K) s'¢erit M = By ... By AB] ... Bj. ot A est
la matrice de dilation Diag(1,1, ..., |,det M) ¢t By, .... By, B,

B des matrices de transvection (voir I'exercice 3.1).

Soit f un morphisme de GL,, (K} dans G. On va s'intéresser & Vimage
par f des matrices de transvection et de dilatation. Plusicurs idées sont
possibles.

¢ Une premicre idée est d'utiliser le caractére find de . 51 le cardinal
de G o8t p. on a, pour lout ¢ € G, g = 1. On en déduit que pour
tout M & GL,(K), f(MP) = (f(M))” = 1. Autrement dit. toutes les
prssances p-iémes sent dans Ker f. On peut alors vemavgner que siz £ 5,
ol a
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(Lo + AE; (L, + NEyy) = L + (A + N)Eq.

On en déduit que (I, + AE,, ) = L, + pAEy;, puis que, si le corps K est
de caractéristique nulle, toute matrice de transvection B = I, + A,
est une pujssance p-ieme puisqu’on peue écrire B = ([n 4 %Eij)ij_ On a
done f(B) = 1.

Ainsi, sl K est de caractéristique nulle. la restriction de f a SL,(K)
est triviale.

s Ln fait, cela est vrai plus généralement. Une seconde idée, est. d’ex-
ploiter le caractére abélien de G. SiM = ABA " !B~! est un commutateur
de GL,(K) on a f(M) = f(A)f(B)f(A) ' f(B)™! = 1 car G est commn-
tatif. On a vu dans Pexercice 3.8 que si K n'est pas le corps réduit a denx
éléments, to1te transvection est un commutateur. On retrouve done de
cette manicre le fait que [a restriction de f a SL, () est triviale.

e On va maintenant regarder I'image d'une matrice de dilatation.
Comme l¢ demande 'énoncé, on regarde d’abord le cas o K = C. Si
A = Diag(1, ....1,a) est nne matrice de dilatation et 3 une racine p-
itme de a, on pent écrire A = (Diag(1l. ..., ,3))". Ona done f(A) =1
d-apres ce qui a €té dit plus hant. Comme les matrices de transvection ot
de dilatation engendrent GL,, (), f est le morphisme trivial f: M~ 1.

s Supposons maintenant gue K = R,

Si p est impalr. la démonstration précédente s’applique. puisqu’alors
Lot nombre téel posséde une racine p-ieme. On trouve pour seul mor-
phisme le morphisme trivial.

Supposons que p est pair. Si o > 0, la matrice A = Diag(1, ....1, )
posséde une racine p-igme et f{A) = 1. Toute matrice M de GL,(R)
s'écrit M = By ...BgAB] ... B ot A est unc matrice de dilation et
Bi. ..., Be. Bl. ..., B} des matrices de transvection. D’aprés cv qui
précede, on a f(M) = f(A). Comme det M = det A = «, si det M > 0,
ona f(M) =1

Si M et N gont denx matrices de QL. (R} de déterminant négatif, on
a, puisque M? et NM ont un déterminant positif,

FINY = F(N}F(M?) = FI(NM?) = fINM)F(M) = f(M).
Il existe done a € G tel que

FOM) = 1 si detM -0
T e s detM < 0.

L'élément a de G vérifie a® = 1, car si det M < 0, 1 = f(M?) = o
Réciproquement si @ est un élément de G qui vérifie a® = 1, toute
application définie ainsi est un morphisne de GL, (R) dans G.
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Notons que puisque p est pair, il résulte du lemme de Cauchy (of. exer-
cice 2.10 du tome 1 d’algébre) que G posséde des éléments o d’ordre 2.
Ainsi, il existe des morphismes non triviaux de GL, (R) dans G.

* 5i K est un corps quelconque distinet de Z/27Z, on a toujours
f(A) =1 pour toute matrice de transvection A. On obtient done

FOM) = f(Diag(1, ..., 1,det M)),

de sortc qu’il existe un morphisme ¢ de (K*, x) dans (G, x) tel que
f = wodet. Lexistence d'un morphisme non trivial ¢ dépend de K
et G.

e Traitons encore 'exemple de K = Z /gZ ol ¢ est un nombre premier
impair. On est amené & chercher les morphismes de (Z/gZ)* dans G.
Or on sait que le groupe (Z/qZ)* est cyclique (voir I'exercice 4.12 du
tome 1 d’algtbre). 5i u est un générateur de ce groupe, un morphisme @
est parfaitement déterminé par I'élément o = @(u). En effet, pour tout
@ € (Z/qZ)*, il existe k & N tel que z = v et on a alors ¢(r) = o,

Voyons quels sont les & € G qui peuvent convenir. Comme 29 1 = 1
on doit avoir a? ! == puT 1) = (1) = 1.

Si p est premier avec ¢ — 1, on a forcément, a = 1. En effct, Pordre de
a dans G doit diviser ¢ — 1 et p. Dans ce cas, le seul morphisme entre
(Z/qZ)* et G est donc le morphisme trivial.

51 g — 1 et p ne sont pas premiers entre eux, a doit avoir pour ordre
un divisenr du pged de p et ¢ — 1. On peut trouver de tels éléments non
triviaux dans G : si m un nombre premier qui divise p et g —1, le lemme
de Cauchy assure 'existence d'un élément ¢ & G d’ordre . Il vérifie
a?™! = 1 et |’application ¢ définie par ¢(v*) = o est un morphisme
non trivial de (Z/gZ)* dans G et f = ¢ o det, un morphisme non trivial
de GL,(K) dans G.

¢ Regardons enfin le cas particulier K = Z/2Z. Dans ce cas il n’y a pas
de matrice de dilatation (hornis I'identité) et GL, (Z/2Z) = SL,,(Z£/2Z).
Nous avops indiqué dans la remarque qui suit 'exercice 3.8 que pour
n = 3, GL,{Z/2Z) est égal & son groupe dérivé. Il en découle que
le sewl morphisme f @ GL,(Z/2Z) — G est le morphisme trivial. Il
reste encore le cas n = 2. On a, outre I,,, deux matrices de transvection

dans GL3(Z/27) & savoir T = ( ! i ) ct U= ( b ) Les autres

0 11
. 01 1 1
éléments de GLg(Z/2Z) sont I, TU = 11 ) UT = 10
et UTU = TUT = ((1) é) On pose f(T) = a et f(U) = b.

Comme T? = U? = I, on a ¢ = ¥ = 1. Si p est impair, cela
impose a = b = 1 et f est trivial. Supposons p pair dans la suite. De
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F(TUT) = f(UTU), on tire aba = bab ct donc ¢ = b (a et b commrtent).
Sie € Geta® =1, ou vérifie que application de GLy(K) définie par
F(y = f{U) = f(TUT) =a et f{UT) = f{TU) = f(1) =1 est un mor-
phisme de GLy(K) dans G. Conume p est pair, G posséde des éléments
d'ordre 2, donc on peut trouver des morphismes non triviaux.

Fn fait SLo(Z/27) est isomorphe au groupe symétrigue S et st on
identifie le groupe {1,a} engendré par Délément d’ordre 2 choisi au
groupe multiplicatif {£1}, le morphisme construit nest autre gue lu
signature. <1

Un cos particulier qui a aussi 6t€ posé directement 4 'oral des ENS
consiste o déterminer lcs morphismes de GL, (K) dans K* lorsque K est
un corps fini. Comme dans Uexercice on voit qu’un tel morphisme est de
lo forme pidet) od ¢ est un morphisme de K* dans lui-méme. Comme
K* est cyclique, @ est de la forme @ = zF od k est un entier qu’on peut
choisir entre O et Card K — 1.

Les exercices gui suivent concernent les matrices inversibles a coeffi-
cients entiers. Roppelons que GL,,{Z) désigne le groupe des inversibles de
Vanneay My (). Il est focile de voir que A € My (Z) est dans GL,(Z)
si ef seulement st det A = £1. On note enfin SLu(Z) le sous-groupe de
GLA{(Z) formé des matrices de déterminant 1.

On sait gue sur un corps K, le groupe linéaire GL,,(K) est engendré
par les matrices de tronsvection et les mafrices de dilatafion, et que lo
groupe 5L, (K) est engendré par les wmatrices de transvection. Llezercice
swivant Etudie lo situation sur Uanneay Z dans le cas n = 2.

3.15. Génération de SLy(Z)

1. Montrer que Je groupe SLa(Z) est engendré par les deux

11 1 0
. T _
matrlces[,—(o 1)&’6\/_(1 1).

2. En déduire qu'il est aussi engendré par U et T = 0 -1

L0
(ENS Cachan)

> Solution.

1. Notons G le sous-groupe engendré par U ot V. On vérifie par

1 k .
récurrence, que UF = our tout k € %, Par suite, en prenant
, 01 ]P p

1 0 .
la transposée, on a VF = ( L1 ) Le groupe G contient donc toutes
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les matrices de transvection (A cocfficients daus Z). En particulicr, si A
est, une matrice de G, toute matrice obtenue & partir de A en faisant des
opérations élémentaires de la forme L; — L; + kL; ou C; «— C; + kCy,
avec {i,7} = {1,2} et k € Z, est encore dans G. L'idée de la preuve

est alors la suivante. Soit A = ( ? 2 ) € SLz(Z). On va effectuer des

operatinons dun tvpe précédent sur A jusqu'd tomber sur unc matrice A’
de transvection. Cela prouve que A est dans G puisqu'elle s'écrit alors
comme un produit de matrices de transvection.

¢ Supposons d'abord que ae # 0. Comme ad — bc = 1, a et ¢ sout
premiers entre eux. Effectuons la division enclidienne de a par ¢ : ¢ =
qe+ 1, avec 0 € ry) < |¢|. En effectuant Popération Ly «— L1 — g1l

8] X

on obtient une matrice de la forme . 81 v w'est pas nul, on

continue en effectuant la division euclidienne de ¢ par r| 1 ¢ = gary + 12
avec 0 € ro < vy, Par une manipulation on arrive alors & la matrice

T X . . N . . N .
( rl « ) On continue U'algorithine d’'Euclide jusqu’au premier reste
()

nul. Liavant dernicr veste est dizal 4 | = pged(a, o) ef on tombe sur
: i v G o
une matrice de la forme ( 0 ) ou de la forme ( 1} Z, ) Daus le

premier cas d = 1, puisque le déterminant ne change pas au cows des
manipulations, de sorte quiil s’agit d’'une matrice de G. Dans le second
cas, on rajoute la deuxiéme ligne & la premiére, puis on retranche la
premiere ligne a la deuxiéme ponur se ramener au cas précédent,

e Si 'un des coefficients « ou ¢ est nul, I'antre ne Pest. pas (car ad—be =
1) et il suffit d'ajouter la ligue qui le contient & l'autre ligne pour se
raincner au cas précédent.

2. I sutfit de constater que UTU = V. g

La résultat de rel exercice o aussi été obtenu dans le tome 1 comme
corolluire de U'étude du groupe modulaire {exercice 2.17). Dans lexercice
7.19 de ce méme fome il est montré que les malrices de transvection
Ly + AEi; avee A € Z et © # | et les maotrices de dilatetion I, — 2Ey
engendrent le groupe GLo{(Z). En adaplant un peu lo solution de cel
ezercice on peut montrer que les matrices de transvection engendrent
tout le groupe SLy, (Z). En fait, comme (I, + Eij)’“ = I 4+ kEy; pour tout
k € Z, les matrices I, + E;; avee ¢ £ j syffisent. Cela généralise donc
le vésultat de cet evercice. Le fait que SLa(Z) est de fype fini, c'est-a-
dire engendré pur wn nombre fini d’élémenta, est ulilisé dans Uerercice
suivant.
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3.16. Endomorphismes surjectifs de SL,, (%)

Soit G un groupe de type fini (i.e. possédant un systéme fini
de générateurs) et f : G — G nn worphisme surjectif. Soit H un
gronpe fini et g un morphisme de G dans H. On vent montrer que
Ker f C Kerg.

1. Montrer que 'ensemble des morphismes de G dans H est finl.

2. Soit a € Ker f. Montrer 1'existence d'ure suite (b, ) de G telle
que f*(bn) = a.

3. On pose g, = go f™. Montrer que pour m > 12, gm{bn) = €.

4. Montrer que si @ ¢ Kerg, alors g, # ¢, pour m > n et
comelure.

5. Application. Montrer que SLo(Z) est engendré par ( (1) i )

1
et ( ) (IJ ) Montrer que pour tout A € SLa(Z), A # Iy, on pout
fronver un groupe fini H et un morphisme f de SLo(Z) dans H tels
yue f{A) n'est pas I'élément neutre de II. Montrer que tout cudo-
morphisme surjectif de SLa{Z) est bijectif. Généraliser & SL,(Z).
{ENS Ulm)

&> Solution.

L. Soit S une partie génératrice finie de G. L’application qui & un mor-
phisme f : G — H associe sa restriction & S est injective car dewx mor-
phisines qui coiucident sur une partic génératrice sont forcément égaux.
Comme F (3, H) est fini car S et H sont finis, il n’y a done qu’un nombre
fini de morphismes de G dans H.

2. Comme f™ est surjectif pour tout n, il existe b, € G tel que
Fr(ba) = a.

3. Pour m > n, gm(bn) = g(f™{bn)) = g(f" (b)) =
g(f™ ™ a)) = g(e) —ecarm —n > 0.

4. Par ailleurs, gm(bm) = g(a). Donc si g{a) # e, les morphismes
gm sont deux & deux distinets car pour tout m la suite {gm(bs))n>o
est stationnaire & particr du rang m + 1. Cela est inpossible & cause
du résultat de la question 1. Il en résulte que g{a) = e et done que
Ker f C Kerg.

5. Le fait que SL2(Z) est engendré par U = ( (]} i ) et V —

L0
1 1 )
type fini. Soit A unc matrice de SLs(Z) distincte do Videntité. Si A n'est
diagonale, on choisit  un nombre premier qui ne divise pas 'un des coef-

est I'objet de Dexercice 3.15. 1 #’agit done d'un groupe de
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ficients non diagonal de A et I le groupe find 81,{Z/pZ). La véduction
modulo p est 1 morphisme de groupes qui envoie A sur une natrice qui
n’esl pas Pidentité. 51 A est diagonale, forcément A = —1 ¢t on prend par
oxemple la réduction module 3. 11 découle alors des question précédentc
que tout endomarplisme surjectif de SLo(Z) a un noyvau trivial donc est,
bijectaf.

La ménme argumentation 8 applique an groupe SL,, (7)) qui est anss de
type finl d'aprés les remargnes qui précedent Vexercice.

Dans Uénoncé suivant on ronfre que les sous-groupes finis de SLa(Z)
sont lous cyvligues,

3.17. Sous-groupes finis de SLa(7%)

1. Soit G un sous-groupe fini de GLo(%). Montrer qu'il existe
un produit sealaive sur B7, stable par tous les déments de G, ou si
Fon préterc, tel que les éléments de G soicut des endomorphismes
orthogonanx pour ce produit sealaire.

2. Eu déduire que les sous-groupes finis de SLo (Z) sont eyeliques,

(ENS Ulm)

&> Solution,

1. Notons { . } le prodnit scalaive canonique sar R Ouw utilise
un argent ('];L'-wique condlstint A moyenner les forizes bilindaires
(w,y) — {g() g(y)) pour ¢ parconrant G. Posons donc {&. y)g =

Z(g(a‘):y(y)) pour x,y dans F# L’application { , Yo ost claire-
el

@l

menl une forme hilinéaire symdétrigque. On a (r, )

aZG

o est positif, of nul smdement lorsque = 0 car ld = G, 1 en résnlte
aue { . g ost un produit sealaire sur B2, Montrons que tous les éléments
de G sout orthogonaux pour ec prodnit scalaire. Soit g & G. On a, pour
7,y dans B*.

(ﬂo(-’ff%go(?/)}aw:;mz g go)(w), (g ° go)())

asty

1 |
el D i), h(y) = (miG

heG

car Vapplication g — g o gg est aue permutation des éléments de G.
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2. Le groupe orthogonal de B* pour le produit scalaire { | Yo oest
isomorphe & O2(R) et comme les éléments de G sont de determinant 1,
G est momorphe & wn sous-groupe fini de SO:(R) lui-éme isomorphe
au groupe multiplicatif S des nombres complexes de module 1. Pour
conclhiure, il nous suffit done de prouver gne tous les sous-groupes finis
de $! sont eycliques. Soit H nn tel sous-groupe et d son cardinal. Par le
théoréme de Lagrange, on a ¢ = 1 pour tout z € H. Done H est inclus
daus le groupe Uy des racines d-iemes de Tunité. Comne H possede d
Héments, on a cgalité H = Uyl Er 1 est bien connu que Uy est un groupe
cyclique. <

L'exercice suwivant montre quitl n’y o qu’un nombre fini d’ordres pos-
sibles pour les dléments de GLa(Z) el done wn nomhre fini de cardinar

possibles powr les sous-groupes cycliques de SLo(Z).

3.18. Ordres des éléments de GL2(Z)

Montrer gque Vordre de toute mativice A de GLz{Z} est infini ou
égal 5 1,2.3,4, ou 6. Montrer que dans chaque cas hormis 1, 11 existe
une infinité de matrices de cetl ordre.

{ENS Ulm)

> Solution.

Soit A € GLo(Z) que l'on suppose distinete de Pidentité. Dire gqne A
cst d'ardre find revient & dire qi’il existe un entier p = 2 tel que A? =15,
ou si Fon préfore gque A est annulde pac 1o polyndme X7 -1, Cola oxt le cas
st of seulement si XP — 1 est divisible par le polyndéme winimal de A (en
tant que matrice de Mz (). O sait que A est annulée par son polyndme
caractéristique x = X* — X +d ot = Tr(A) € Z ot d = det(A) = 1.
Le polvnome x cst le polynime minimal de A saul duns le cas ot A est
ammlée par un pelynéme de degré 1, Cest-i-dire est e matrice scalaiee,
Ceomnme on doit avoir det A = £1, cela ne sc produit gue pour A = I,
cas ¢i'on a exclu. ot A = —1, qui est une matrice d’ordre 2. Supposons
A partir de maintenant que A # 4+, Notons gue le polvnome x divise
XV — 1 51 et seulement si il a dewx racines distinctes qui sout des racines
p-1emes de 'onité, On va done regarder les racines de y en diseutant
selon Jes valeurs de d ct , Le discriminant de x est A =42 —~ d.

e Supposons pour commencer d = —1. Le diseriminant A est alors
strictemnent pasitil. Les racines de y sont done réelles, Or les scules
racines de Tunité réelle sont —1 ot 1. On a x(—1) =t. Donc st la trace 1
de A est non nulie, A est d'ordre infini. Sif =0 alors y = X2 — 1t A
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vat Cordree 2 Montrous quiil existe nne infinité de wintrices d'ordre 2 de
ce type. On choisit e coefliciont, (1, 1. égal & mn eotier 7 quelconegze. Le

cocficient (2, 2) doit valoir —» ponur que la trace soit mille. Ou complite
pont avoir nn déterminant égal & —1 en prenant par excuiple la matrice

" n I+mn
(\ b—mn  —n )

® Supposous maintenant d = 1 et [} 2 3. On a encore A > 0 ol les
racines de- v sont réelles. Commme x(=1) 2 O, la watrice A est dornldre
intini.

o Suppusong d = 1 et [¢] = 2. On a A = 0 ¢t y adiner une racine
denble. Ta malrice A est cucare d’ordre infint. (Pest le cas par exegple

. . . i n .
de toutes los matrices triangalaires ( 0] powr ooz L

e Suppusonsd = let & = —1. Onay = X2+ X+ 1. Ce polynome divise
o o
o , - . T
XA el Aesl dovedre 3. Clost le cas des madtrices ( | 1
} —
pour lont o € %,
o Suppusons d = | of f = 0. On a y = X2 + 1. polvudme gui divise
NT et A est Pordre 4 (ear A% = Ty £ 1), (Test to ens des matrices
) L
TR TR | .
pour tout i1 € Z.
-1 —
o Supposons enfin f = 1ot F=1. Oua v = X2 - X + 1, divisenr de
N — T et A et dordre 6 (car y ue divise ni X2 — 1 ni X2 — 1), Clest e
, GENTIE /R TR -
cas des matrices ! L1 pour toul o & .
— e
Adnsi, ovdre d'une malrice de GLa(Z) appacticut a Uensemble
fU2.301.60 %) eb dians ehacus dos cag (hovmig Uy ona bien nne infinite
de matrices ayvant ceb ordre. <
Avee quelques connaissapces sur les polyndmes cyclotormigues {lenr
trrdductihible sur G el la foctorisation <or (3 des polyndmes X2 - |}
il est posable de vapaclémscr fous los ovdies possibies des dldments o

GL,.(Z).

Licaworaice swivant va géucvaliser oo que préeéde. Ia effel, 4 démontee
que Densemdble des cardinans des sons-grovwpes finis de Gl (2) est mayerd
(or parle de resiviction cristallographigie). Tn pertioalicr, ol criste un
colier N, tel que Uordre de towte matrice d'ovdve find de GL,(2) sout
infrricur a N, Lvrescice ci-dessus wontbre que powr v = 2 Dentier Ny =
G coneend.
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3.19. Sous-groupes finis de GL,(Z)

1. Soit A € M, (Z). On suppose que A est anpulée par un
polynome complexe non nul P donl les racines sont simples ot de
module < 1. Moptrer gue A = 0.

2. Soit (¢ un sous-groupe iini de G, (7). Montrer que si p =
3 est un nowmbre premier, la véduction moedulo p de GL,(Z) dans
GL,(Z/pZ) restreinte & G est injective. Que peut-on en déduire”

(ENS Lyon)

> Solution.

1. Comune le polynome P oesh & racines simples, la malrice A est
diagonalisable dans A, (C). Soit D diagonale ¢t @ inversible ielles que
A =07 'DQ. Commie toutes les valewrs propres de A sont de module < 1,
la suite (A7),2g Lend vors 0 lorsque p tend vers Uinfini, T particulier,
il existe un entier p tel que [JA”| <21 o ||(s)]] = Juay [rregg]. Mais

L

la matrice A” étant & coctliciouts dans 7, cola trmpose ¢ue A¥ = 0. On a
alors D = 0 of done D = 0 car D est diagonale. Ainsi, A est mlle.

2. Lapplicasion f @ G - GLL(Z/pZ) qui & une matrice M = (m,,)
de G associe M == (77,7}, sa réduction modulo p, est un morphisme de
groupes. Pour montrer il ost mjectil, on mountre gque son novait est
réduit A Didentivé. Soit M € Ker f. On a done M = 1, madulo p de
sorte qu'on peut éevire M = 1, + pA avee A € M, (7). Comme G est
fini. M est d'ordre fint ¢ 2 1. L'égalité MY = 1, signific que le polynime
P{X) — (1 +pX)¥ — 1 anmile la matrice A, Or les pacines de P osout les
iy — 1

Vi
de Punité. Ces racines sont denx a denx distinetes ot comme p =2 3 on
a|zx] < | porr toul k. La question précédente permet Caffivmer que A
est mille ot doue que M esgt la magrico identité.

De co qui precde, on dédnit que les sons-gronpes fnis de GL,, (Z)
our un cardinal majoré par le cardinal de GL,(Z/3Z). ¢t doue (inajora-

nombres complexes 2, — ol wy, ....w, sout les racmes g-icmes

tion vapide) par 37" En particnlier, Pordre de tout dément de GL, (2)
esl, soil mling, soit < 3 Dangre part. 11 0’y a. 4 womorplisime pros,
qutn nombre fini do seus-groupes linis dans GL,(Z) (ear 1 o'y a qunn
norbre find de groupes de eardinal fur donnd, a isemorphisme pres bien
cutenda). <

Voici mainbenont quelqucs exercices ot e corps do base st un corps
fema.
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3.20. Un calcul de signature

Soit p 2 3 un nombre premier ¢t M une matrice de GLQ(Z/ pZ).
L'application X + MX est une permntation de {Z/pZ)?. Quelle
est sa signature 7 On pourre utiliser sans le rodémontrer le fait gue
(Z/pZ)* est un groupe cyclique.

(ENS Ulm)

> Solution.

» La signaturc induit blen entendn un morphisme de groupes de
GLy(Z/pZ) dans {£1}, quze I'on notera . Pour connaitre un morphisme
de groupes, il suffit dc le connaitre sur une partie génératrice. Or. on
sait gue le groupe linéaire est engendré par les matrices de transvec-

tion ( [1) )1\ ), ( 1\ [1J ) avec A € Z/p% ot les matrices de dilatation

1 o
( 0 2 ) ( 0 (1] ) avee o € (Z/pZ)”. Le lecteur se reportera a Pexer-
cice 3.1 en notant que le résultat est rapide 4 prouver dans le cas des
matrices 2 x 2 (ce qu'il faudrait peut &tre faire le jour de I'vral).

s Montrons que toutes les matrices de transvection ont une signature
érale a 1. En effet, ¢'est clair pour 1?1 matrice identité, et si A n'est

pas nul, on observe que Ty = ( ) est d'ordre p dans le groupe

1
GL2(Z/pZ). Par conséquent, on a e(Ty)* = (Th) = ¢(Id) = 1. Corune
p est impair. on a forcément ={T)) = 1. Le ra 1~=onnemeut est identigne
pour la transposée de Ty.

On peut cussi wliliser le fait gue les transvections sonl des carvés
dir groupe GLa(Z/p7). Comme les matrices de transvection engendrent
le groupe spécial linfaire SLa(2/pZ), lo signoture restreinte & ce sous-
groupe est done triviale. Cette remargue n'est toutefois pas indispensable
POUL POUTSUTUIE.

e
01
forment un sous-groupe isomorphe & (Z/pZ)*. Comme (Z/pZ)* est
cvclique (Pénoncé fe rappelle et et le lecteur en trouvera une preuve dans
Pexercice 4.12 du tonic 1 d’algebre) 1l suffit ic1 encore de g'mutéresser A la
signature d'un générateur.

Soit donc « qui cngendre (Z/pZ)*. On va compter les orbites de
{(Z/pZ)? sous V'action de Dy,. I y a tout d’abord les vecteurs (0, ) qui
donnent des orbites réduites & des singletons (et il y en a p) puis les
othites des vecteurs {1, ¥) qui contienncnt les p — 1 vecteurs (y, z) avec

o Les matrices de rdilatation D, = ( avee o £ (Z/pZ)”
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y # () (et on en a encore p). Au total il y a donc 2p orbites et la signature
est donc (—1)1‘2‘279 = —1 car p est nopair.

e On almerajt tout de méme avoir une vision globale plus claire de
cette signature. On conunait un morphisme de gronpes important sur
GL2{Z/pZ) & savoir le déterminant. Tl est asscz naturel d’essayer de
relicr notre signature au deéterminant.

Si x est dans Z/pZ on sait que 7' = 1 (¢'est le petit théorgme
de Fermat) et donc 25 vaut 1 og —1 puisque son carré fat 1 (eb
le polynéme X2 -1 n'aquel et —1 pour racines dans ZfpZ, qui est

un corps). Pour notre générateur o de tout & 'heure on a forcément

p—=1 . . p-1
a = —1, car sinon on aurait &z = 1 pour tout & non nul et le

polyndome X201 aurait p — 1, racines ce qu'interdit son degré.

Ainsi,onaz(Dy) = —1 = o’F = det(Dm)p"El. Cette relation cst alors
vraic pour toute les inatrices de dilatation et aussi pour les matrices de
transvection {le déterminant vaut 1}. Deux morphismes de groupes qui
comcident sur une partie génératrice étant éganx, on a donc démontré
la jolie formule

WM € GLa(Z/pE), (M) = detM"2" | «

Les groupes linéaires sur les corps finis fournissent des exemples
importants de groupes finds. Lexercice suivant propose U'étude du groupe
SLx{Z/3Z).

3.21. Etude de SL2(Z/37)

1. Quel est le cardinal de GLo(Z/32) ¢ de SLo(Z/3Z)7 T

2. Montrer qu’il n'existe aucun morphisine surjectif de groupes
de SLo(Z/3Z) dans Z/2Z.

3. Montrer quil n'existe aucun sous-groupe de SL2(Z/3Z) de
cardinal 12.

4. SLa(Z/3Z) est-il isomorphe & 847

5. Montrer qu'il existe un morphisme de groupes surjectif de
SLo(Z/32Z) sur Aag.

{ENS Ulm)

> Solution.
1. La donrée d’une matrice de GLy(Z/3Z) équivant & la donnée d'unc
famille libre de denx vectenrs du plan (Z/3Z)2. 'y a 37 — 1 = 3 choix
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pour le premier vectenr, qui doit simplement étre non nul. et pour chacun
de ces choix, il y a 9—3 = 6 manierecs de la compléter en une famille libre
piisqu'il faut choisir le second vecteur en dehors de la droite vectorielle
engendrée par le premier. Ainsi, | GLo(Z/3Z)| = 8.6 = 48,

Comme le déterminant est un morphisme surjectif de groupes
de GLo(Z/3Z) dans (Z/3Z)*, dont le noyan est SLo(Z/3Z), an a
| SLa(Z/32)| = 24.

2. Scit ¥ un morphisme de groupes de SLo(Z/3Z) dans Z/2Z. On
se propase de prouver que ¥ est trivial. Nous savous qu'un morphisme
de groupes est uniquement éterminé par image d’'une partie généra-

_ . 1 A
trice. Or, nous savons que les matrices de trapsvection ( 01 ) et

( ; ? ), ott A € {1, 2}, engendrent SLz(Z/3Z) (voir I'exercice 3.1).
On a pour tout A € SLy(Z/3Z), 1(A?) = Qy( c'est-a-dire que

):
et ] sar e carree Op (12N (11 -
W &30 Nl SUT Ies TArres. I. 0 1 p 01 =

2
1 2
( 01 ) Danc ¢ est nul sur toutes les matrices de trangvection. et

par suite identiquement nul.

3.  Supposous par labsurde qu'il existe un sous-groupe H de
SLa(Z/3Z) de cardinal 12 et soit a ¢ H. On a alors 8Lo(Z/3%Z) = HUaH,
la réunion étaut disjointe. Le produit de deux éléments de H est dans
H, le produit d'un élément de H et d'un élémceut de aH est dans aH et
le produit de deux éléments de oH est dans H {car I'égalité ahah’ = ah”
avec h k' A" dans H implique que ¢ € H). I en découle directement
que 'application qui envoie les éléments de H swr 0 et ceux de aH sur 1
cst wn moerphisme de growpes surjectif de SLe(Z/3Z) sur Z/27. ce qui
contredit le résultat de la question précédente.

4. Comme Sy {qui est aussi de cardinal 24) adniet un sous-groupe
d'ordre 12, a savoir le groupe alterné Ay, la question précédente permet
d’affirmer que SLo(%/3Z) n’est pas isomorphe & S4.

5. On va utiliser une opération du groupe SLz{Z/3Z) sur un ensenible
a 4 éléments. On prend lensemble E des droites vectorielles du pian
(Z/3Z)*. 1l y a 4 droites qui sont Dy = Vect{1,0), Dz = Veet{0, 1),
D3 = Vect(1,1) et Dy = Vect(1,2). Une matrice A € SLy(Z/3Z)
envoie une dioite s une droite et cela de maniére injective {deux vec-
teurs libres sont envoyés sur deux vecteurs libres). Il en résulte que
SLo(Z/32) opere sur E. Notons ¢ @ SLo(%/3%Z) — Sg le movphisme
de groupes correspoudant a cette opération. Soit A € Kery. On a
A(Dy) = D, et A(Dy) = Dy donc A est une homothétie, s.e, A = £1d
(car A € SLp{Z/3Z)). Inversemecnt. Id et —Id opérent de manitre ti-
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viale sur E. Donc | Ker | = 2 et par suite |Im | = 12. On cbserve que
les transvections vues ci-dessus qui engendrent SLz(Z/37Z} donnent des
3-cycles de E. Par exemple p (( é ]IL )) = (D, D3, D). 11 en résulte
que @(SLy(Z/3Z)) = Ap ~ A4. Dol le résultat. <

Les trois exercices suivant ctudient encore des groupes linéaires finis
mais sur des anneanz quotients Z/mZ. Les techniques =ont les mémes
avee des cornplications supplémentaires lides @ lo non intégrite de Uan-
Neay.

3.22. Etude de SLy(7/277)

Soit A un anneau commutatif et G = SLz(A) Pensemble des
matrices (2,2) & coeflicients dans A et de déterminant 1.

1. Mongrer que G est un groupe pour le produit matriciel.

2. On prend A = Z/pZ avec p premier. Calenler Card G. Daus
le cas olt p = 2, étudier 'ordre des éléments de G: reconnaltre un
groupe connu isomorphe a G.

3. On prend A = Z/2"Z. Quel est le cardinal de G7? Montrer
que tout élément de G a un ovdre inféricur ou égal & 3 x 271,

| (ENS Lyon) |

&> Solution.
1. L’ensemble M3 (A} des matriecs carrées de taille (2. 2) A coeflicients
dans A est un anmeau pour les opérations usuelles. Le déterminant d une
@ b
d
est facile de vérifier que det(MN) = det Mdet N pour tout couple de
matrices (M, N). Par suite, si M est inversible dans M2 (A), det M est un

matrice M = € My(A) étant défini par det M = ad — be, il

inversible de I'annean A. Réciproquement, soit M = ° Z, ) € Mo(A)
telle que det M soit inversible dans A. Il est facile de vérifier que la

d

matrice (detM)~! ) est I'inverse de M. On a donc montré

4
gue le groupe des inversibles de I'anneau My(A), notons-le GLa(A), est
exactement 'ensemble des matrices dont le déterminant appartient a
U{A}, lc groupe des inversibles de A. De plus, le déterminant établit un
morphisme de groupes entre GLa(A) et U(A) dont G = SLa(A) n'est
antre que le noyau. Par conséquent G est bien un groupe pour le produit
matriciel.
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2. Notons que le morphisme det : GLo{A) — U{A) est surjectif car
s1 @ est un inversible de A la matrice diagonale ( 8 ? ) est inver-
gible et a pour déterminant «. Il en découle que Card G » Card U{A) =
Card GL(A) : ¢’est un corollaire direct du lemme des bergers et le lec-
teur trouvera une prevve détaillée de ce fait dans la sohution de Yexercice
2.4 du premier tome d’algébre (page 37).

Lorsque A = Z/pZ avec p premnier il s'agit d'un corps. et U(A) est
de cardinal p — 1. Le calcul du cardinal de GLo(Z/pZ) est facile : pour
définir une matrice inversible, on choisit d’abord sa premiére colonne qui
doit etre non nulle {il v a donuc p? — 1 possibilités) puis la seconde qui ne
doit pas &tre colinéaire & la premidre (et il y a donc p* — p possibilités).
Le cardinal de GLo(Z/pZ) est done (p® — 1)(p? — p) et celui de G =
SLa(Z/pZ) est p{p? —1). Le lectenr trouvera dans Uexercice 1.7 du tome 1
d’algebre le caleul du cardinal de GL,,(K) pour n quelconque ot K corps
fini quelconque.

En particulier, avec p = 2, on a Card SLs {M/Q

i ; ) et

01 (

- )

gui sont d'ordre 3. On a la méme répartition des orch es que dans le
groupe symétrique Sz qui, outre Videntité, contient 3 transpositions et
deux 3-cycles. Et effectivernent ces deux gronpes sont isomorphes. Pour
le vair, il suffit d’cbserver qu'une matrice M de 8Ly(Z/2Z) induit une
permutation des 3 vecteurs non nuls du plan (Z/2Z)% et que cette per-
mutation n'est INdentité que st M = 1s.

A isomorplusme prés i n'y @ que deuz yroupes de cardinal 6 : Z/6Z
qui est cyclique et Sy, Comme SLo(Z/2F) n'est pas commutatif, ce fait
permet de dire directernent qu’il est isomorphe d Ss.

3. L’¢tude détaillée du cas n = 1 menée dans la question préce-
dente incite & procéder par récurrence sur lentier n. Et ceffectivement.
comme Pannean Z/2"Z n'est pas intégre pour n 2 2, il n'est pas
évident de tronver directement le cardinal de GLy(Z/2"Z}. On dispose
d'un morphisme d'anneaun naturel m, entre Z/2" %7 et Z/2"Z qui &
la classe d’un entier & modulo 2t associe sa classe modulo 2" (qui
bien entendu ne dépend pas du représentant & choisi dans sa classe
modulo 2771}, Ce morphisme est surjectif et son noyan est de cardi-
nal 2 (il contient les classes de 0 et de 27). On a alors un morphisme
de groupes cntre SLy(E/2"H 2} et SLy(Z/2"Z) en considérant Uappli-

cation @, qui & la matrice M = ( ?_ g, ) € SLy(Z /2" Z) associe la

\'D\

) = 6.
ments de ce gronpe sont Uidentité, les matrices ( i ) (
et

., qui sont d’ordre 2, ct les matrices ( . )
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Tnla) 7o (b)
() Tn(d)
nal 8. Vérifions que i, est surjectif. Soit M unc matrice de SLo(Z/2"Z).
Comme 7, est surjectif on peut trouver quatre entiers a, b, e, d tels que
On ( C(_i b ) = M on k désigne 1a classe de Ventier & dans Z/2"HZ.

matrice ( ) € SLy(Z/2™Z}. Le noyau de ¢y, cst de cardi-

d

Mais cette matrice n’est pas forcément de déterminant 1! Par hypothése
on a ad —bc = 1 [27] done, modulo 277!, on a soit ad — be = 1, soit
ad — be = 1 4 2™, Dans le premier cas, c'est bon. Dans le second cas,
I'un au moins des quatre entiers a, b, ¢, d est impair, disons par exemple
a pour fixer les idées. On remplace alors 4 par d 4+ 2". Ou obtient alors
un antéeédent de M par ¢, qui est bien dans SLy(Z/2 1 Z).

Ce travail montre donc que CardSLo(Z/2"MZ) = 8§ x
Card SLo(Z/27Z) et, compte tenn de la question précédente, on
peut conclure que

Card SLy(Z/27Z) = 3 x 2°%72 |

Comme U(Z/2"Z) est de cardinal 2"~ on en déduit que GLa(Z/2"Z)
est de cardinal 3 x 243 Notons qu'on aurait aussi pu éiudier le mor-
phisme induit par m,, entre GLg(Z/2" Z) et GLo(Z/2™Z). Le noyau est
le méme et la surjectivité est immédiate. On en aurait déduit le cardinal
de GLa(Z/2%Z) puis celui de SLo(Z/2"Z).

Pour 1a question sur les ordres des éléments de GG on procede encore par
récurrence sur 7, le cas n = 1 étant traité dans la question 2. Supposons
le résultat vrai an rang n et soit M € SLo(Z/2711Z). Notons p l'ordre
de . (M). Par hypothése de récurrence, p < 3 x 2"7L. On a @, (MF) =
wn(M)? = I, done MP € Kerg,. On constate que les 7 matrices du
novau de @, distinctes e Ildentité sont toutes d'ordre 2. On a donc
M?? = [, et I'ordre de M est inférieur & 2p donc & 3 x 2°. Cela termine
la récurrence.

Le lecteur montrera sans mal que ce résultat est aussi vrai pour les
éléments de GLo(Z/2™Z). <

On trouvers dons la solution de Uevercice swivant le ealcul du cardi-
nol de SLo(Z/dZ) pour tout entler d. Llexercice est difficile, surtout la
derniére question.
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3.23. Réduction modulo 7

Si A egt un anneau commutatif, SLo(A) désigne le groupe des
matrices & coefficients dans A et de déterminant 1. Pour n ¢ N*
on considére 9, : SLa2(Z) — SLo(Z/nZ), 'application qui & toute
matrice A associe la matrice A dont les coefficients sont les classes
modulo n des coefficients de A.

1. Montrer que 1/, est un morphisme de groupes surjectif.

2. Cela est-1l encore vrai avec @y, « GLa{Z) — GL2(Z/nZE)?

3. Sid = pged{n,m) montrer que Keryy = Kera, Kerafy,
(ensemble des produits d'un élément de Ker i, par un élément de
Ker ).

(ENS Ulm, Lyon)

> Solution.

1. Notons que le fait que SLo(A} est un groupe est prouvé dans
lexercice précédent. Si A ¢ SLa{Z), alors det{s,(A)) = detA = T,
donc 4, (A) appartient & SLy(Z/n7Z). L’application ¢, est clairement un
morphisme de groupes, Il reste & montrer qu’il egt surjectif. Rappelons
qite si K est un corps, SLa(K) est engendré par les transvections (cf.
exercice 3.1}. Nous allons démontrer qu'il en est de méme de SLy(Z/nZ),
pour . € N* quelcongue. On notera 77 la classe modulo n d'un entier m.

Soit M = ( a b

e d
comme un produit de transvections en suivant la preuve déja utilisée
avec un corps. [l y a une complication suppiémentaire lide au fait gu'un
¢lément non nul de Z/nZ n’est pas forcément inversible. On distingue
deux cas.

» Supposons pour commencer gue g est inversible dans Z/nZ. Comme
ad — be = 1, on obtient

T 7] Mo @ b fa b
—ate T VN0 d-atbe S TNO at!
T —ab T 0 , a O
(6 T )(—ach)M_(ﬁa—l)'

) € SLy(Z/nZ). On va essayer de décomposer M

phiis

0
On commmence par faire apparaitre un 1 ¢n haut a gauclie en éerivant

GG 8-

0 . . .
On montre que | = a1 est un produit de matrices de transvection.
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Ensuite on écrit

(L0

L'inverse d’une matrice de transvection étant une matrice de transvec-
tion, on obtient que M est un produit de matrices de transvection.
e Dans le cas ol a n’est pas inversible, on considére

T A\ [ ateh brdx
(57)u-(" ")

On va essayer de choisir A de sorte que a + Ac soit inversible pour se
ramener au cas précédent. Notons py, ..., pr les diviseurs premiers de
n. On considere des entiers o, 3, v, & tels que e = @, b = 3, ¢ = 7,
d = 7. Puisque a n’est pas inversible, « n’est pas premier avec n; ils
ont des facteurs premicrs en commun. Supposons par exemple que o
est divisible par p1, ...pr (r < k) et n'est pas divisible par pr4y1, ...,
k. De ad — be = 1 on tire o — By = 1 (mod g}, pour tout ¢, done
—Bv =1 (mod p;) pour 1 €7 < r. On en déduit que + est premier avec
k
p; pour 1 <4 < 7. Posons = H p; et A = . On vérifie que o« + vy
i=r+l
n'est divisible par aucun des entiers p; donc a 4 Ac est inversible dans

=

a’l(a; -T) ) .

Z/nZ. Ce qui précede montre que % )T\ M est produit de matrices

de transvection. Il en est donc de méme de M.

On peut alors conclure quant a la surjectivité de ¢, . En effet, le groupe
Im, contient toutes les matrices de transvection puisque si g € Z,
( % ’% ) cst Vimage de ( [1) ’!f , et de méme pour les transposées.
Ce qui précede montre donc que Im 1), = SL(Z/nZ}.

2. En général, lapplication ¢, @ GLa(Z) — GLa(Z/nZ) n'est pas
suriective. En effet les matrices inversibles de GL2(Z) sont les matrices
dont le déterminant est inversible dans 7 c’est-a-~dire égal & +1. On
a donc pour tout A & GLa(Z), det(g,(A)) = +1. Or limage de
GLo(Z/nZ) par le déterminant est I'enscmble des ¢léments inversibles
de Z/nZ et cet ensemble contient strictement {£1} pour n = 5.

Pour n = 2, on a SLo(Z/2Z) = GL,(Z/2Z) et l'application ¢p est
surjective.

Pour n = 3 ou 4, l'ensemble ¢, (GL2(Z}) contient SLa(Z/nZ) et

( 761 (1) ) = cpn( _01 [1) ) Toute matrice de déterminant —1 est
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-1
0
a 9, (GLy(Z) de sorte que Vapplication est surjective.

Conclusion. L’application @, : GL2(Z) — GL2(Z/n7Z) est surjective si
et seulement s1 n < 4.

3. 1l cst évident que Ker), C Ker, : si une matrice A € SLa(Z)
donne I'identité lorsqu’on la réduit modulo x| ¢’est o fortiori aussi le cas
lorsqu’on la réduit modulo d puisque d divise . On a dc méme Ker ), C
Ker g et par suite Ker v, Ker ¢, C Kery. L'autre inclusion est bean-
coup roins évidente (il n’est méme pas évident que Ker ¢, Ker b, soit
un sous-groupe!). 5i on travaillait avec des groupes finls on pourrait wti-
liser un argument de cardinalité. Clest ce qu’on va faire en introduisant '
un groupe fini intermédiaire, & savoir Z/eZ ol e désigne le ppem de n
ct m. Notons p, (resp. pm et pg) le morphisme natirel de SLo(Z/eZ)
dans SLp(Z/nZ) (resp. SLo(Z/mZ) et SLo(Z/dZ)). On a bien entendu
e = pn © Ye et de méme pour les autres. En particulier p, est un
morphisme surjectif puisque 41, Vest d’apres la preniigre question.

e On a Kery, = o7 (Ker p,), et de méme pour les autres noyaux. Il
suffit alors de prouver que Ker pg = Ker p,, Ker p,,. En effet, supposons
gue cela soit: établ; et montrous que Ker ¢y, Ker v, = Kerwy. On a déja
vu l'inclusion triviale ci-dessus. Soit A € Keryy. Alors ¥, (A) € Ker pg,
done on peut écrire ¢e(A) = B'CY avec B’ & Korp, et 7 € Kerprs.
Comme . cst surjectif, on peut éerive BY = 4,(B) avec B € Ker,
et ¢ = 1.(C) avec C € Kere,,. On a alors ¢.(A) = ¢.(BC). et done
A =BCD avee D & Ker .. (Uest unc décomposition de la forme vonlue
car CD & Wery, puisque m divise e.

¢ On va donc g’attacher & prouver que Ker pg = Ker p, Ker py,, égalité
qui a lieu dans le groupe fini SLy(Z/eZ). Pour cela. on note que 'inclusion
Ier py, Ker p,,, C Ker pg est toujours triviale. Pour obtenir 1'égalité on va
montrer que les deux parties ont le méme cardinal ! Notons tout d’abord
que Ker p,, NKer p,,, = {t0.(I2)} de sorte que le cardinal de Ker p,, Ker ,,,
est égal au produit | Ker p,| x | Ker p,]. En effet, considérons un élément
de Ker p, NIKer py, qu'on derit ¢.(A) oit A € SLy(Z). On a alors A =1,
n] et A =1, [m] de sorte que A = 1y [¢] et finalement 0. (A) = . (I2).
H est alors facile d'en déduire que lapplication qui a (U. V) € Ker p, x
Ker py, associc le produit UV est injective et établit donc une bijection
entre Ker p,, X Ker py, et Ker p, Ker p,.,.

s Les cardinaux des noyaux ci-dessus se calculent : par surjectivité
de pn on o |Ker p,| < 1SLo(Z/nZ)] = | SLy(Z/€Z)]. Ainsi, on doit, pour
conclure, démontrer la formule snivante

produit de et d’un élément de SLs(Z/nZ) donc appartient

[ K]

1. Nous en prolitous pour remercier M. Franck Taich qui nous » suggérd cette idée.
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|SLa(Z/nZ)| x | SLa(Z/mZ)| = | SLa(Z/d7)| x | SLa(Z/eL)).

Cela nous ameéne donc au probléme combinatoire suivant : quel est lc
cardinal de SLa(Z/nZ), n = 1 étant quelconque? Le lecteur a déja ren-
contré un cas particulier de ectte question dans 'exercice 3.22 o n éiait
une puissance de 2. On va 11 aussi se tamener aux puissances de nombres
premiers. Notons n = p'' ... p2* la factorisation de n en nombres pre-
miers. Comme précédemment, on dispose d'un morphisme naturel f de
SLy{Z/nZ) dans le groupe produit SLo{Z/p7"Z) x -+ x SLa(Z/p3+Z)
qui & la classe d'une matrice A modulo n associe le r-uplet formé de ses
classes modulo p}”, ..., pi". Ce morphisme est injectif, car s] A = [
p;'] alors A = Iz [n]. Il est aussi surjectif par le théortme chinois. En
effet, si Aq, ..., A, sont des matrices données dans SLy(7Z) il existe A telle
que A = A; [pf'] pour tout i. On a alors det A = det A; = 1 [pf™] pour
tout ¢ et donc det A = 1 [n], de sorte que la réduction modulo n de A
est dans SL(Z/nZ) et a pour image le r-uplet formé des réductions des
matrices A;. Il en découle que f est un isomorphisme et en particulier
que
| SLa(Z /nZ)| = | SLa{Z/pT' Z)| x -++ x |SLa(Z/pi-Z)|.

Il nous reste don¢ & trouver lc cardinal de SLp(Z/p®Z) ol p est un
nombre premier. On procede comme dans Pexercice 3.22 avec p = 2.
Considérons le morphisme naturel de SL»(Z/p*Z) dans SLo(Z/pZ). Tl
est surjectif et son novau est de cardinal (p* ')*. Comme

sta(z/pz)| = 1IN S VISR _ gy,

on obsient finalement | SLa(Z/p*Z)| = (p—1)(p+1)p** “. Pour conclure,
il suffit d’observer que pour tout nomhbre premier p on a vp(n)+vp(m) =
vp(d) + v(e) ol v, désigne la valuation p-adigue. Cela provient sirnple-
ment de ce que nm = de! <

3.24. Surjection de GL2(Z/mZ) dans GLa(Z/nZ)

Soient m, n dans N* avec n|m. Trouver une surjection naturclle
de GLy(Z/mZ) dans GL2{Z/nZ). On pourra d’abord étudier le cas
olt m et n ont les mémes facteurs premers.

(ENS Lyon)
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> Solution.

Il y a une surjection naturelle de Z/mZ sur Z/nZ 4 savoir I'appli-
cation qui, pour tout entier a associe i la classe de a modulo m sa
classe modulo n. Cette application est bien définie car si ¢ = & (mod m)
alors ¢ = b (mod n). Elle induit naturellement une application = de
Mo{(Z/mZ) dans Ma(Z/nZ). On va commencer par montrer que m
envoie GLo(Z/mZ) dans GLo(Z/nZ).

Etant donnée une matrice A & coefficients dans Z on notera 7,(A)
la matrice de M3 (Z/rZ) obtenue par réduction des coeflicients de A
moduloe n,

Considérons une matrice de GL2(Z/mZ) que I'on écrit m,{A) avec
A e Mo(Z). 1] existe B € Mo(Z) tel que (AT, (B) = 7, (AB) =
mm(I2). On a alors 7, (A)m,(B) = m,(AB) = m,(Iz) car n divise m et
mn(A) est inversible. Ainsi 7 va de GLo(Z/mZ) dans GLa(Z/nZ). On va
démontrer qu’elle est surjective.

e On suppose pour comtucncer que m et n ont les mémes facteurs
premiers, chaque facteur apparaissant avee un exposant plus ¢levé dans
. Ainsi m apparait comme le produit de n et de nombres premiers qui
divisent n. En fait, il suffit de démontrer le résultat pour m = np. avec
p premier divisant n et de réitérer le procédé.

Considérons une matrice de GL2(Z/nZ), que l'on écrit m,(A) avec
A & Ma(Z). Il existe B € Mo(Z) tel que m,{A)7,(B) = 7.(AB) =
mn{la}. Antrement dit, il existe U € Mg(Z) tel que AB = Iz + nlJ. On
cherche A" € M3(Z) telle que 1, (A') € GLo(Z/1nE) et mn(A") = mu(A).
On cherche done A’ sous la forme A" = A 4+ nV, avec V € M;(Z). On
a alors A'B = AB + nAV = Iy + nU + nAV et 7,,(B) est 'inverse de
T (A} si et senlement st A’B = Iz [m], c’est-a-dire si nU+nAV = 0 [np]
on encore U+ AV = 0 [p|. Par hypathése, p divise 1 done AB = Iz +nU
implique AB = I [p]. On en déduit ABU = U [p], ce qui montre que 'on
peut choisir V = —BU.

e Examinons maintenant le cas oll m posséde des facteurs premiers
qui D'apparaissent pas dans n. Comnpte tenu de ce qui précéde, il suffit
de démontrer la propriété pour m = pn, aver p premier ne divisant pas
n ot de réitérer le procédd,

On reprend la démonstration précédente. Elle est inchangée jusqu’a
U+ AV =0 [p]. Si mp(A) est inversible dans Ma(Z/pZ) d'inverse m,(C),
on peut prendre V = —CU. Montrons qu’on peut se ramener a ce cas. 1]
suffit de montrer, dans le cas ol 7,(A) n’est pas inversible, qu'on peut
tronver S € Ma(7Z) telle que #,(A + n8) soit inversible. On remarque
que 7 est inversible dans le corps Z/pZ; on note n' un entier te]l que
o' =1 [pl. Si mp(A) = 0, la matrice S = »'[; convient. Reste & traiter
le cas ohr mp(A) est de rang 1. Parmi les deux vecteuts colonnes C, et Co
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de A, l'un n’est pas nul modulo p. Supposons que c’est C;. On a alors,
pour X & 7%,

det(Cy, Cp + nX) = ndet(Cy,X) [pl.

Si on choisit X tel que tel que mp(X) ne soit pas colinéaire & wp(Cy)
(c’est possible : dans (Z/ pZ}Q, ily ap? —p = 2 vecteurs non colinéaires
a m,(Cy)), la matrice dont les colonnes sont C, et Cz + nX est inversible,
car son déterminant n’est pas nul. Si 5 est la matrice dont les colonnes
sont 0 et X, mp(A + nS} cst inversible, ce qui permet de conclure la
démonstration. <
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