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Introduction

Cet ouvrage est le premier tome d’un recueil d’exercices de mathé-
matiques destiné & la préparation des oraux des concours d’entrée aux
Ecoles normales supérieures et & 1'Ecole polytechnique. Il comportera
quatre tomes, deux d’algebre et deux d’analyse.

La vocation premiére des Ecoles normales est de former des cher-
cheurs ou des enseignants-chercheurs. Le concours d’entrée vise donc
a détecter les qualités scientifiques du candidat, son aptitude & la
recherche. A Poral, on jugera avant tout la capacité de prendre des ini-
tiatives, d’utiliser une indication, de mener a bien une démarche. On ne
sera pas surpris que les exercices posés aient un contenu mathématique
riche, qu’ils soient tres éloignés du simple exercice technique, d’appli-
cation du cours, qu’ils soient souvent difficiles. s visent la plupart du
temps a la démonstration d’un résultat mathématiques significatif. s
pourraient apparaitre excessivement difficiles, si on perdait de vue le
déroulement concret de I’épreuve. L’oral des ENS est un long dialogue
(’épreuve dure environ cinquante minutes, comme d’ailleurs & I’'Ecole
polytechnique) entre le candidat et ’examinateur, qui tout au long de
I’épreuve fournit des indications, quand c’est nécessaire, pour relancer la
réflexion du candidat et tester ses réactions. Il est d’ailleurs impossible
de rendre pleinement compte dans un recueil d’exercices du caractére
oral de I’épreuve.

L’Ecole polytechnique, quant & elle, est plus généraliste. Les exercices
posés au concours sont de facture plus classique et, en régle générale,
Pexaminateur intervient moins. C’est au candidat de montrer sa mai-
trise du programme dans la résolution d’un exercice dont la difficulté est
cependant tres variable. Certains sont proches des exercices d’ENS. Les
énoncés circulent d’ailleurs d’un concours a ’autre, ou peuvent méme
étre repris d’exercices d’Olympiades.

Les énoncés qui figurent dans ce recueil, ont été donnés entre 1990 et
2000. 1Is sont extraits pour I’essentiel des listes publiées chaque année par
la RMS (Revue des mathématiques de Penseignement supérieur). 1l s’agit
de versions communiquées par les étudiants, reflétant la compréhension
que ceux-ci ont eue de I'exercice et le déroulement conjoncturel de leur
oral, comme le montrent les variations d’une année & l'autre pour un
méme exercice. Nous n’avons pas hésité a les modifier, pour rectifier des
erreurs, compléter un énoncé quand manifestement 1’exercice s’est arrété
avant que le résultat que I’examinateur avait en vue ne soit atteint, ou
ajouter des indications.
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Nous avons choisi de laisser quelques énoncés «bruts», ceux pour
lesquels nous estimons qu’une démarche naturelle (qui peut étre longue
et ardue) permet de conduire a la solution. Pour d’autres exercices, nous
avons pris la liberté de rajouter des questions intermeédiaires, qui auraient
pu étre celles posées par 'examinateur. Quitte a perdre en concision,
nous avons tenu a rédiger les solutions les plus pédagogiques possible,
essayant d’exposer clairement les idées et démarches de raisonnement
et sans escamoter les détails ou calculs qui peuvent paraitre évidents.
On évite autant que possible I'introduction d’une astuce ou d'un objet
ad hoc permettant d’atteindre rapidement la solution. S’il n’y a pas
moyen d’expliquer l'origine de cette astuce, c’est que 'exercice est peu
intéressant et que ’étudiant en tirera peu de profit.

A Tintérieur de chaque chapitre, les exercices ont été regroupés thé-
matiquement et & 'intérieur de chaque théme, souvent par ordre de dif-
ficulté croissante. Ainsi regroupés, ils apparaitront plus accessibles, car
plongés dans leur contexte mathématique, éclairés par d’autres exercices
voisins. Les introductions historiques qui ouvrent chaque chapitre, outre
leur intérét propre, visent au méme but. Enfin, nous avons agrémenté
les énoncés de quelques remarques préliminaires. Sans faire de rappels
de cours systématiques, nous avons énoncé, voire redémontré certains
résultats : lemmes classiques, intervenant dans la résolution d’un grand
nombre d’exercices, ou résultats au contraire a la lisiere du programine,
mais utiles, pour lesquels des éclaircissements étaient nécessaires. On
trouvera aussi des remarques de synthése ou des généralisations qui,
nous ’espérons, pourront amener le candidat curieux & approfondir ses
connaissances. Les quelques indications bibliographiques ont le méme
objectif.

Le lecteur ne tirera profit de ce livre que s’il cherche des solutions per-
sonnelles des exercices avant d’en étudier les corrigés. Une bonne connais-
sance du cours est indispensable. En effet, les théorémes du programme
fournissent bon nombre de schémas de démonstration. Rappelons aussi
quelques démarches générales qui peuvent faciliter ’appréhension des
exercices difficiles :

> I’étude de cas particuliers permet souvent d’entrevoir les idées
qu’il faudra mettre en ceuvre dans la résolution du cas général. Ce peut
étre I’étude du probleme pour les petites dimensions, dans un exercice
d’algebre linéaire, I’étude du probléme dans Z pour un exercice ot il est
question d’un anneau quelconque...;

> le renforcement des hypothéses peut aboutir & un probléme plus
simple : cas ou le corps est algébriquement clos, s’il est question d’un
corps K ou d’'un K-espace vectoriel ; cas ol les matrices sont diagonali-
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sables dans un exercice d’algeébre linéaire ; étude du cas ou la fonction f
est supposée dérivable au lieu d’étre seulement continue en analyse... ;

> parfois, ’étude de certains cas particuliers permet d’atteindre le cas
général : probleme linéaire qu’il suffit de traiter sur une base: passage
au cas général par des arguments de densité...

Au-dela des étudiants en classe préparatoire, ces ouvrages intéresse-
ront aussi les candidats au CAPES et a I'Agrégation, qui y trouveront
matiere & réviser les principales notions du programme, ainsi que des
exemples pour nourrir un développement pour leur oral.

Voyons maintenant plus précisément le contenu de ce premier tome. 1l
est consacré & 1’algeébre générale (combinatoire, groupe, anneaux, corps,
arithmétiques, polynémes) et aux éléments de base de ’algébre linéaire
(espaces vectoriels, matrices). Il couvre de maniére assez complete le pro-
gramme d’algeébre des classes préparatoires scientifiques et pourra déja
étre utilisé par des éleves de premiere année. La matiere des différents
chapitres est assez classique, sauf peut-étre le premier qui fait appel a
des techniques assez diverses. Le second tome d’algébre contiendra la
réduction. ’algebre bilinéaire et multilinéaire et la géométrie.

Nous remercions André Bellaiche, René Cori et Rached Mneimné,
ainsi que nos éleves, pour leur relecture approfondie de 'ouvrage et leurs
nombreuses suggestions, tant sur le fond que sur la forme.

Outre les notations habituelles, indiquons que E(x) désigne la par-
tie entiere du réel z et que le cardinal d’un ensemble fini X est noté
indifféremment CardX ou |X].






Chapitre 1

Combinatoire

L’Analyse combinatoire (ou plus bricvement la combinatoire) est la
partie des Mathématiques qui s’occupe des configurations finies. Par
nature, elle intervient dans de nombreuses branches des Mathématiques :
arithmétique, théorie des graphes, théorie des groupes... Les techniques
utilisées sont trés variées : séries génératrices, anclyse asymptotique...

Les exercices qui suivent traitent essentiellement du dénombrement,
qui consiste @ déterminer le nombre de configurations possibles d’un cer-
tain type : nombre de bijections sans point fize d’un ensemble de cardi-
nal n, nombre de matrices inversibles de taille n sur un corps fini... A
la base du dénombrement se trouve l’étude de structures élémentaires :
nombre d’éléments d’un produit cartésien, d’une réunion, nombre d ar-
rangements, de combinaisons — qui ont donné leur nom a la combina-
toire.

La méthode la plus naturelle pour dénombrer un ensemble de configu-
rations consiste 4 établir une bijection entre cet ensemble et un ensemble
dont le nombre d’éléments est déja connu. Mais ce n’est pas loujours
la plus facile. Donnons un exemple ou il s’agit non pas d’effectuer un
dénombrement, mais d’établir une identité. Pour montrer que dans un
ensemble E, il y a autant de sous-ensembles de cardinal pair que de sous-
ensembles de cardinal impair, on peut utiliser la formule du binome de
Newton :

0=(1-1)"= Zn:(—nkcﬁ =y CcE- ) ck
k=0

k pair k impair

On peut aussi établir une bijection entre l'ensemble des sous-ensembles
de E de cardinal pair et celui des sous-ensembles de cardinal impair, par
exemple comme ceci : on fire a € E; a A on associe A\ {a} si A contient
a, AU {a} sinon. De telles démonstrations ou les égalités d’entiers tra-
duisent des bijections entre ensembles finis sont appelées « démonstra-
tions combinatoires».

Dans les cas ot un dénombrement exact est impossible, on s’intéres-
sera 4 une évaluation asymptotigue du nombre de structures.

Les exercices proposés dans ce chapitre concernent des sujets trés
variés et illustrent plusieurs technigues combinatoires importantes. lls
sont en général assez difficiles.
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Le premier ezercice voit apparaitre la célébre suite de Fibonacci. Léo-
nard de Pise, plus connu sous le nom de Leonardo Fibonacci est un des
rares mathématiciens du Moyen Age qua soit passé a la postérité. C’est
dans le Liber Abacci, écrit en 1202, qu’apparait la suite qui porte son
nom. Cet ouvrage remarquable. qui a introduit 'usage des chiffres arabes
en Furope, réunissait presque toutes les connaissances en arithmétique
et en algébre de Uépoque. La suite de Fibonacci o révélé par la suite
de multiples propriétés extraordinaires. On la rencontre aussi bien en
botanique en comptant les pétales des fleurs ou les écailles des ananas
(c’est la phyllotaxie), que sur les marchés financiers o4 les analystes gra-
phiques essaient de s’en servir pour prévoir Uamplitude des mouvements
de hausse ou de baisse d’une action (ratio de Fibonacci). Elle appa-
rait dans Uezercice suivant, qui fournit un premier exemple de situation
combinatoire ot 'on utilise un raisonnement par récurrence. De telles
situations se renconirent chague fois qu’il est possible de construire les
configurations de rang n o partir de configurations de rang inférieur, ce
qui est fréquent en combinatoire. Historiqguement, c’est d’ailleurs pour
donner une preuve solide de la formule des combinaisons (donnant la
valeur de CE ) que Pascal a formulé pour la premiére fois de fagon claire
le principe de la démonstration par récurrence.

1.1. Nombres de Fibonacci

Déterminer le nombre a,, de maniéres de recouvrir un damier de
dimension 2 x n avec des pieces de dimension 1 x 2. Montrer que si

n+1
1 1+\/5)

n est assez grand, a,, est la partie entiére de —
g p > + 75 2

(Ecole polytechnique)

> Solution.
On va effectuer ce dénombrement en établissant une relation de récur-
rence. Les configurations ci-dessous montrenl que a; = 1, ag = 2 et

a3:3.
n=1 n=2

[0 EE]

On partitionne ’ensemble des dispositions dans un échiquier de taille
n + 1 selon que la case (1,n + 1) est recouverte par un domino vertical
ou horizontal. Dans le premier cas il reste & recouvrir un échiquier de
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taille 2 X n ce qu’on peut faire de a,, maniéres. Dans le second cas, le
domino qui recouvre la case (2,n + 1) est lui aussi horizontal et on a
ay—1 possibilités de recouvrir I’échiquier 2 x (n — 1) restant.

il

@y, possibilités :| a,_y possibilités

La suite (a,,) vérifie donc la relation de récurrence a,11 = @, +apn_1.
On peut poser a¢g = 1 et on reconnait alors, & un décalage d’indice pres,
la suite de Fibonacci. L’équation caractéristique associée a cette suite
1++5
T ) le

1
nombre d’or’ et ~3 On obtient alors, en tenant compte des conditions

récurrente linéaire est 22 — z — 1 = 0 et ses racines sont ® =

initiales, la formule®

n+1
o - L ¢n+1_<_1>
V5 @

n+1
1 1++5 1—+/5

V5 2 2

n+1
1 1 {1445
Comme %, = -+ — | ——
2 /5 2

entiére de u,, est nulle pour n assez grand. Or celle-ci vérifie 1’égalité

n+1
1+ 1 {1445
2 /5 2

D’ot1 le résultat de la seconde question. <

1 .
— a, tend vers > la partie

E(u,) =E

— Qy-

Nous abordons maintenant le classique probléme des dérangements
posé pour la premiére fois en 1708 par Pierre Rémond de Montmort dans
son livre Essal d’analyse sur les jeux de hasard : si n personnes quittant
une réunion, prennent au vestiaire un parapluie au hasard, quelle est
la probabilité pour que personne n’ait son propre parapluie ¢ Nous allons
aborder ce probléme de plusieurs maniéres différentes. Le premier énoncé
en propose une résolution élémentaire.

1. Ainsi noté en ’honneur du grec Phidias (v€ sitcle avant notre ere) qui décora

notamment le Parthénon.
2. Dite formule de Binet (1843) mais injustement dénommée puisque Euler 'avait

déja découverte en 1765.



8 CHAPITRE 1. COMBINATOIRE

1.2. Nombre de dérangements (1)

P
1. Calculer Z(—l)kCﬁCf;’fc pour 0 < p < n.
k=0
2. Soit D,, le nombre de permutations de S, n’ayant pas de
n
point fixe. Montrer que Z CZDn_k = n! (on pose Dg = 1).
k=0

3. Montrer que D,, = n! (Z ( k') )
k=0 ’

(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. On a
P - (n— k)
-1 kC:,CLCp_k — 1 k e !
kZ:O( ) n—k kZ:o( ) El(n—E)(p — K)!/(n — p)!
D
= ) _(-hFcrop
k=0
Osip>1
_ D(1 _ 1\P —
= CP(1—-1) —{ lsip=0

2. Soit n > 1. Notons P ’ensemble des permutations de S,, ayant
exactement & points fixes. Il est clair que {Po.P,...,P,} est une par-

n
tition de S,,. En particulier n! = Z Card(Py). Nous allons montrer que
k=0

Card(Py) = CkD,,_; pour tout k. On a par définition Card(Pg) = D,, et
Card(P,,) = 1 = CDy, car seule 'identité posséde n points fixes. Pour
k > 1, un élément de Py est parfaitement déterminé par le choix de ses
points fixes (Ck possibilités) et par le choix de la permutation induite sur
les n — k éléments restants (D,,_j, possibilités puisque cette permutation
est un dérangement d’un ensemble & n — k éléments). Remarquons en
passant que D, = 0 et que effectivement P,,_; est vide : une permutation
ne peut avoir exactement nn — 1 points fixes! On a donc

n! = Zn: CrD, oy = Zn: CEDy |
k=0 k=0

3. On part du membre de droite de 1’égalité demandée. On a
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n n n n—k
nt (Z (_kll) k) =Y (DFCh(n—k)! =) (-D*Cr Y Ch D
k=0 k=0 k=0 p=0

en remplagant le terme (n—k)! par la formule obtenue dans la question 2.
En échangeant I’ordre de sommation, on obtient grace & la question 1.

n! (zn: (—k1!)k) = Z (Z( nkckce ) =D,. <
k=0

Une seconde possibilité, pour aboutir directement & cette derniére
relation, consiste ¢ utiliser la formule du crible (celle-ci est rappelée
dans la solution de Uezercice 4.82). En effet, si on note U; Uensemble
des permutatz’ons de S,, fixant Uentier i, pour 1 < i < n, on a D, =

Card(U U; ) Le cardinal de la réunion s’évalue alors facilement

a Uaide de la formule du crible. Nous invitons le lecteur ¢ achever ce
calcul.

Dans Dexercice suivant, Uutilisation des séries entiéres fournit une
troisiéme wvoie pour inverser le systéme linéaire donné par les relations
de la question 2 ci-dessus et obtenir la formule de la question 8.

1.3. Nombre de dérangements (2)

On note toujours D,, le nombre de permutations d’un ensemble
a n éléments n’ayant pas de point fixe.

T

1. Calculer Z Cka.

k=0
, (on l'appelle série

k>0
génératrice exponentielle de la suite (D,,)pen). On note D sa somme.

Minorer son rayon de convergence R. Calculer D(z) pour |z| < R.

1
3. En déduire que Dy est la partie entiere de — —I— 5

(Ecole polytechmque)

> Solution.

n

1. Voir la solution dans I’exercice précédent : Z CkD, =nl.
k=0
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Dy
K
définissant D(z) est supérieur ou égal a 1.
Pour calculer D(z) on utilise la relation précédente. Elle peut s'écrire,
n! 1
pour tout n € N, n! = Z ka, ou encore 1 = Z ERT. k:)'

On reconnait le coefﬁment d’ordre n du produit de Cauchy des séries

D 1
entiéres Z k—:czk et Z sz. On en déduit que pour |z| < 1, D(z)e* =

2. On a évidemment 0 < < 1, donc le rayon de la série entiere

—Z
(c’est ici que s’effectue I'in-
—z

1
Z z" = —— d’ol1 'on tire, D(z) =
1—=2
n=0
version). Il ne reste plus qu’a développer en série entiére pour obtenir Dy,.

1 k
On a, pour tout z € C, e~ Z ( ) . Il en résulte que pour tout
Dk a (=) .
k €N, = Z T C’est bien le résultat obtenu dans I’exercice
p=0 ’
précédent.
1 D
3. Ona, d’aprés ce qui precede - Z ( ) = —k —|— Ry, ou Ry =
= (=P KL Ly
Z . Ainsi, ——|— — =Dp+= +k'Rk La série Z vérifiant
—k p :
p=k+1
1
le critére des séries alternées, on sait que |Ry| < &t ) Pour k >

1 1
on a donc |k'Rg| < e < 3 et donc

!
Dk:E<&+l>.
e 2

La formule est par ailleurs aussi vérifiée au rang k = 0. <

. D
Remarquons que la proportion de dérangements —T'L tend vers le
n

nombre 1/e = 0,368... lorsque n tend vers Vinfini. En pariz'culz'er le rayon
de convergence de la série entiére D ci-dessus est e.

Dans Uezercice suivant on établit de maniére combinatoire, une autre
relation de récurrence qui permet le calcul de Dy, .
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1.4. Nombre de dérangements (3)

Les notations sont les mémes que dans les deux exercices précé-
dents.
1. Etablir, par une preuve combinatoire, que pour tout n > 2,

Dypp1 = n(Dn + Dn—l)-

2. En déduire que pour tout n > 2, D,, = nD,,_; + (—1)".
3. Retrouver la valeur de D,,.

Ecole pol technique
poly

> Solution.

1. Onnotera D, I'ensemble des dérangements de [1,n]. Sio € D, 41,
Iimage de n + 1 par o est dans [1,n]. Pour tout & € [1,n], notons
Fj Tensemble des éléments ¢ de Dy tels que o(n + 1) = k. Les Iy,
partitionnent D, 1.

Nous allons prouver que le cardinal de Fy est égal & D,, + D,,—; quel
que soit Pentier k. On fixe done k et on partitionne Fy en deux : Gg
désigne 'ensemble des o € Fy, tels que o(k) = n + 1 et Hy désigne le
complémentaire de Gy dans Fy. Il est clair qu'un élément de Gg est
parfaitement déterminé par sa restriction & l'ensemble {1,...,k— 1,k +
1,...,n}, cette restriction devant étre un dérangement. Il en résulte que
Card(Gyg) = D,,_1. Cherchons maintenant le cardinal de Hy.. Soit o € Hy.
Alors 07! (n+1) # k. Considérons le dérangement & de [1, n] défini par
&(i) = o(i) pour i 20 '(n+1), et 6(c ' (n+1)) = k (on a simplement
«court-circuité» n + 1). Tl est clair que ’application de Hy dans D,, qui
& 0 associe & est bijective de sorte que Card(Hy) = D,. On obtient
donc Card(Fy) = Dp1 + Dy, pour tout &, ce qui donne la relation de
récurrence Dy, 41 = n(Dy, 4+ Dyyq).

2. On effectue une récurrence sur n, le résultat étant vrai pour n = 2
puisque Dy = 1 et D; = 0. Supposons la formule vraie au rang n. On a
alors

Dn+1 = n(Dn + Dn—l) = nD, +nD,, 1
= nDp+D, - (-1)" = (n+ 1)D, + (1),

ce qui est la formule au rang n + 1.
Dn Dn—l

n (n~1)!+

3. Endivisant la relation précédente par n!. il vient

="
n!
2,3,...,n, on retrouve la formule

pour tout n > 2. En sommant cette relation pour les indices
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D, =n! (i (_kl')k) R
k=0 :

Notons que les relations des questions 1 et 2 s’obtiennent facilement
a partir de la série entiére D de Dexercice précédent. Il suffit pour cela
de dériver la relation (1 — 2)D(z) = e *. Dans son ouvrage de combina-
toire®, Comtet suggére Dexistence d’une preuve combinatoire directe de
la relation de la question 2. Celu ne semble toutefois pas trés facile...

L’exercice suivant s’intéresse au nombre de partitions d’un ensemble
fini. C’est aussi le nombre de relations d’éguivalence sur cet ensemble.
On y fait encore usage de séries génératrices.

1.5. Nombres de Bell

Pour tout n € N*, on note B,, le nombre de partitions de ’en-
semble [1,n], avec par convention, By = 1.
1. Calculer B;, B3, Bs. Démonter que, pour tout n € N, on a

Bn+1 == Z C:,CLB]C.
k=0

+o0

2. On pose f(z) = Z —TZ” (série génératrice exponentielle de
n

n=0
la suite (By),>0). Montrer que le rayon de convergence R de cette
série entiére n’est pas nul. Calculer f(z) pour z € |-R, R].
3. Exprimer B,, comme somme d’une série.
(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. On obtient B; =1, By = 2, B = 5. Pour k& € [0.n], considérons
Pensemble Ej des partitions de [1.n + 1] pour lesquelles la partie de
[1,n+1] contenant n+1 est de cardinal k+1. On a Card E;, = C£B,, ;.
En effet, pour constituer la partie contenant n + 1, il faut choisir k
élément dans [[1,n], puis il faut réaliser une partition des n — k éléments
restants. Comme Eg,Eq, ..., E, forment une partition de ’ensemble des
partitions de [1,n + 1], on obtient

Boy1 = zn: CEB, i = Zn: CIB;,
k=0 =0

3. COMTET (L.), Analyse combinatoire, tome 2, PUF, 1970, p. 11.
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en faisant le changement. d’indice j = n — k dans la seconde égalité.

2. Pour minorer le rayon de convergence de la série Z B—Tz” il faut
o™

majorer B,,. Montrons donc, par récurrence sur n € N, que B,, < nl.

C’est vrai pour n < 3 et si la propriété est vérifiée jusqu’au rang n. alors

Bpy1 <Y Crkl = Z k)' < (n+ 1)L
k=0

B
On a done, pour n € N*, —T < 1 et le rayon de convergence R de la
mn

série entidre est supérieur ou égal & 1.
Calculons f(z), pour z € |—R, R]| en utilisant la relation de récurrence
+oo

B+
démontrée dans 1. On a, pour z € |-R,R|, f(z) =1+ Z A 1)' 2t

+oo

Bn
La fonction f est dérivable sur | — R,R[ et f'(z) = Z "H 2" On en
7!
n=0
déduit que, pour z € | -R,R[, on a
400 1 n
1l _ il k n __ n
=2 (ZCB) =3 (S et

On reconna.it dans le terme de droite un produit de Cauchy, celui

des séries Z et Z . La premiére a pour somme f(z) et la

seconde ¢* Elle% ont toutes deux un rayon de convergence supérieur ou
égal & R. On a donc, pour z € |-R,R][, f'(2) = f(z)e*. On en déduit
qu'il existe C € R tel que, pour z € |-R,R[, f(z) = Ce® . Sachant que

f(0) = By = 1, on en déduit que C = —. Finalement, on obtient pour

e
z € |-R.R|[,

z

1 -
fz)="€" =¢ 1|
e

3. La série entiére définissant la fonction exponentielle ayant un
rayon de convergence infini, on a. pour tout z € C,

+oo e +oo (nz)
=2 =2 Z :
n=0 n=0
s . e (nz)k
Considérons la série double (un,k)(n,k)yen> définie par u, x = TR
nlk!

On a, pour n € N,
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= = |nzlF e'”zl
kZ_()lu”’kl Z k!l :

puis

=0 ) n=0

La série double est donc sommable, pour tout z € C. On peut donc échan-
ger I’ordre des sommations et en déduire que, pour tout z € |—R, R],

1+oo +o0 +oo /+oo nk Zk
=155 () = 5 (B -5 (E5)

D’aprés Punicité du développement en série entiére de f, on obtient,
pour tout k € N,

Bk:—z—.<]

Il résulte des calculs précédents que le rayon de convergence de la
série entiére définissant [ est en fait infini.

Voici maintenant un petit exercice facile qui concerne les relations
d’équivalence.

1.6. Cardinal d’une relation d’équivalence

Scoit A un ensemble de cardinal n, R une relation d’équivalence
sur A avec k classes. Soit m le cardinal du graphe de R. Montrer
que n? < km.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Notons Ajq,..., A les différentes classes d’équivalence. On va com-
mericer par explmlter les quantités n et m. Comme les classes d’équiva-
lence partitionnent A on a déja

k
n=CardA = Z Card A;.

=1

D’autre part, si z désigne la classe d’équivalence d’un élément z de A,
on a:
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m = Card{(z,y) € A%, (z,y) € R} = Z Card
TEA
k K

Z Z Card A; = Z(CardAi)z.

i=1 x€A; i=1

L’inégalité demandée résulte alors de I’inégalité de Cauchy-Schwarz. <

Le théme cornmun aux exercices qui suivent est l'algébre linéaire sur
des corps finis.

1.7. Cardinal de GL,(K) et SL,,(K)

Soit K un corps commutatif fini de cardinal g. Déterminer le
cardinal de GL,,(K) et celui de SL,, (K).

(ENS Lyon)

> Solution.

e Choisir une matrice inversible de taille n revient & choisir la famille
(Cy,...,C,) de ses n colonnes. famille qui constitue une base de K".
Pour le choix de Cy, on a donc ¢ — 1 possibilités : elle doit simplement
étre non nulle. Pour chacun de ces choix, on a ¢™ — ¢ possibilités pour
la colonne Cs (elle ne doit pas appartenir & la droite engendrée par Cy).
Puis on a ¢" — ¢2 possibilités pour Cz (elle ne doit pas étre dans le plan
KC; & KCz). Plus généralement, si C;,Cs,...,Ckr_; sont fixées, on a
¢" — ¢® ! choix possibles pour Cy. En effet, il doit simplement étre en
dehors de 'espace KC; @ - -- @ KCr_; et cet espace de dimension k — 1
est de cardinal ¢¥~!. Finalement, on obtient

|GLA(K)| = (¢" —1)(¢" — )(¢" — ¢°)-- - (¢" —¢" ) |

e L’application det : GL,(K) — K* est un morphisme surjectif de
groupes de noyau SL,, (K). Nous savons alors que | Imdet | x | Kerdet | =
| GL., (K)| (cela est redémontré dans ’exercice 2.4) de sorte que

("= D)("—q"— %) (¢"—¢" ")
g—1 '

SL,(K)| =

Dans Uezercice suivant on s’intéresse ¢ l'analogue du groupe spécial
orthogonal sur le corps Z/pZ..
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1.8. Cardinal de SO3(Z/pZ)

Soit p un nombre premier. On note SO2(7Z/pZ) 'ensemble des
matrices M de M3 (Z/pZ) telles que 'MM = I; et detM = 1. Soit
Uy, le cardinal de SO2(Z/pZ). Montrer que uz = 2, que u, = p—1si
p=1][4] et enfin que u, =p+1sip=3[4].

(ENS Ulm)

> Solution.

Soit M = (‘“’

c d) € Mo(Z/pZ). Alors M € SO2(Z/pZ) si et seule-
ment si detM =1 et M~! = !M. Or, si detM =1, M ! est égale a la
transposée de la comatrice de M, c’est-a-dire & 1a matrice M' = ( g _ab ) .

Ainsi, M’ = M équivaut & a = d et b = —c. Finalement, M appartient
& SO2(Z/pZ) si et seulement si (a, b, ¢, d) vérifient le systéme

a = d a = d
b=c qui équivaut au systeme b=c
ad —bc =1, a2+ =1

On a donc une bijection entre SO3(Z/pZ) et 'ensemble (qu’on a envie
d’appeler «cercle») S = {(a,b) € (Z/pZ)?, a?+b? = 1}. Dans le cas réel,
S est le cercle unité de R? et en le paramétrant par (cosf,sin6), 6 € R,
on obtient I’écriture classique des matrices de rotation de taille (2, 2).
Evidemment ce paramétrage ne va pas nous servir ici. Cependant, le
cercle admet un paramétrage rationnel trés important qu’on retrouve a
partir du précédent grace aux formules trigonométriques donnant cos#f

et sinf en fonction de ¢ = tan 3 :

1—¢2 . 2t
cosf = 1+—t2 et sinf = 1+—t2

Plus précisément, lorsque ¢ décrit R, le point M(t) de coordonnées
2

(h—:z, %) décrit bijectivement le cercle S privé du point (—1.0)

(car 6 = 2arctant décrit bijectivement l'intervalle | — , 7[).

On va examiner si on a encore cette bijection dans le cas du corps
7./p7Z.. Un probléme survient du fait que la quantité 1+ 2 peut s’annuler
(si —1 est un carré dans Z/pZ). Laissons de c6té le cas p = 2 qui se
traite directement : on a aisément dans ce cas S = {(0,1); (1,0)} et donc
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us = 2. On suppose dans la suite que p est un nombre premier impair et
on distingue deux cas.

e Supposons que —1 n’est pas un carré dans Z/pZ, c’est-a-dire que
p = 3 [4] (voir exercice 4.33). Pour tout élément t de Z/pZ on peut

dérer le boint A(f) — 1—t2 2
considérer le point A(t) = (m, 1re
A(t) €S et que A(t) # (—1,0). Montrons que A est injective. Soient ¢,/

2 12

tels que A(t) = A(t'). On a ;—iz = ﬁ, ce qui conduit & 22 = 2%,
Comme 2 est inversible dans Z/pZ, on a t2 = #'°. En regardant les
secondes coordonnées des points A(t) et A(t'), on obtient alors 2¢ = 2t/
soit t = t'. Donc A est une application injective. Soit (z,y) € S un
point distinct de (—1,0). On cherche ¢ tel que A(t) = (z,y). L’équation
1 ¢ 1-z

= duit & 1% =
]_+t2 Z condult a ]_+:L

2t
substituant dans 1’égalité 1Tre = y, on obtient £ =

). 11 est aisé de vérifier que

, ce qui est possible puisque x # —1. En

. On vérifie

+z
réciproquement, que pour cette valeur de ¢ on a A(t) = (z,y). On en
déduit que

up, = |Z/pZ| +1=p+1.

e Supposons maintenant que —1 est un carré dans Z/pZ, c’est-a-dire
que p = 3 [4] et notons +e ses deux racines carrées. L’application A
restreinte & Z/pZ \ {Ze} reste bien entendu injective et & valeurs dans
S\ {(—1.0)}. Elle reste en fait surjective, car si (z,y) € S\ {{(—1,0)}, le

y 1;§7é#1desorte

réel t = obtenu précédemment vérifie 12 =
z

que t ¢ {£e}. On a donc dans ce cas,
up = |Z/pZ\ {+e}| +1=p—1.

D’ou le résultat. <

L’ezercice suivant montre un exemple d’utilisation des opérations de
groupes dans un probléme combinatoire.

1.9. Nombre d’involutions

Soit K un corps fini de caractéristique différente de 2. Déterminer
le nombre de matrices A € GL,(K) telles que A% = 1d.
(ENS Ulm)
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> Solution.

e Soit A € GL,(K) telle que A? = Id. Comme la caractéristique de
K est différente de 2, le polynéme X2 — 1 est scindé & racines simples
sur K. Il en résulte que A est diagonalisable avec K" = Ker(A —Id) &
Ker(A+I1d). Autrement dit, A est la symétrie par rapport au sous-espace
F = Ker(A — Id) parallelement au sous-espace G = Ker(A + 1d). Soit
alors f DPapplication qui & cette matrice A associe le couple des sous-
espaces supplémentaires (F,G). 1l est clair que f est injective (A est
parfaitement déterminée par la connaissance des sous-espaces F et G)
et que son image est exactement 1’ensemble des couples de sous-espaces
supplémentaires. L’exercice revient donc & dénombrer ces couples.

e Pour p € [0,7n] on note E, l'ensemble des couples (F,G) ou F &
G = K" et dimF = p. Le groupe GL,(K) opére naturellement sur E,
et cette opération est clairement transitive. Notons (e, ..., e,) la base
canonique de K™, F,, = Vect(ey,...,e,) et G, = Vect(ept1,...,€,). On
a (F,, G,) € E,. Le cardinal de E,, est égal & I'indice du stabilisateur de
Iélément (F,,, G,) dans GL,(K). Or, une matrice de GL,,(K) stabilise
(Fyp, Gp) si et seulement si elle est de la forme

X0

0Y
ou X € GL,(K) et ou Y € GL,,_,(K) (évidemment, si p = 0 ou p = n,
I'un des deux éléments disparait). On a donc

- |GLn (K)|
Card{A € GL,(K),A2 =1} = :
) 2 TG, (G L ()
ou par convention |GLo(K)| = 1. On peut conclure en remplagant les

cardinaux des groupes linéaires par la valeur déterminée dans I’exercice
1.7. «

L’ezercice qui suilt concerne un sujet qui forme un pan entier de la
combinatoire : la théorie des partitions. On appelle partition d’un entier
naturel n toute décomposition de n sous la formen = a1 +az +- -+ ag
ot 0 < a0y € ag < --- < ag. Les a; sont appelés les parts de la partition.
L’entier 5 admet ainsi 7 partitions qui sontb =144 =243 = 14143 =
142+2=14+14+14+2=14+1+14 14+ 1. Cettc notion est étudiée
depuis Euler & qui lon doit déjo de trés benux résultats, par eremple
le fait qu’un entier admet autant de partitions en parts distinctes que
de partitions en parts sinpaires. Ce résultat peut s’établir a l'aide de la
série génératrice Y p(n)z" ol on note usuellement p(n) le nombre de
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partitions de n. A Udide de Uanalyse complexe, on peut démontrer lu
formule de Rumanujan (1887-1920)

2n
1 ~ —_.
np(n) ~m 3

L’exercice qui suit est un joli probléme extrémal sur les partitions.

1.10. Partitions d’un entier

|

1. Pour quelles partitions de n sous la forme n = a7 + --- + ag
k

(ot les a; sont dans N*), le produit H a; est-il maximal 7
i=1
2. Résoudre le méme probleme si on consideére seulement les
partitions constituées d’entiers 2 a 2 distincts.

(ENS Ulm)

 —

> Solution.

1. Voici pour les premiers entiers les partitions réalisant le produit
maximal :

2=2;3=3;4=242=4:5=24+3:6=3+3:7=2+24+3 = 3+4;
8=2+3+3;9=3+3+3+; ...

Soit n un entier que ’on suppose supérieur & 5. L’ensemble des par-
titions de n étant fini, on est certain d’en trouver au moins une donnant
un produit maximal : n = a1 + a2 +---+ ar avec a1 € 0z < --- < ag.
Etudions les propriétés que doit avoir une telle partition.

e Les a; sont inférieurs ou égaux a 4. En effet, si ax > 5 on peut le
remplacer par (o, — 3) + 3 et comme 3(ax — 3) > ay, (car 2ar > 9), on
a une partition de 7 donnant un produit strictement plus grand. C’est
absurde.

e On peut remplacer les coefficients égaux & 4 par 24 2 sans changer
le produit. On peut donc supposer a; < 3.

e On aa; > 2. En effet, si a1 = 1, la partition (1+a2)+as+---+ar =
n donne un produit strictement plus grand.

e Il y a au plus deux a; égaux a 2. En effet, s’il y en a trois, le terme
2+ 2 + 2 peut étre remplacé par 3 + 3 qui donnerait encore un produit
supérieur.

Conclusion.

xsin =0 (3], n =3k (k > 1) : Punique partition de produit
maximal est n = 3+ 3+ --- + 3 avec k fois le terme 3.
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*sin=1[3],n =3k+1 (k> 1) : les partitions de produit
maximal sont n =2+2+3+3+---+3=4+3+3+---+3avec (k—1)
fois le terme 3.

*sin=2[3], n=3k+2 (k > 0) : Punique partition de produit
maximal est n =2+ 3+ 3+ ---+ 3 avec k fois le terme 3.

2. Leprobleme est plus difficile mais la démarche est la méme. L’exis-
tence est claire pour les mémes raisons que ci-dessus. On commence par
regarder les premiers entiers. On donne toutes les partitions en entiers
distincts, celle(s) de produit maximal étant en gras.

2=2
3=14+2=3
4=14+3=14

5F=14+4=2+3=5

6=14+24+3=1+5=2+4=6

T=14+244=24+5=3+4=7

8=1+24+5=14+3+4=2+6=3+5=1%

9=14+24+6=14+3+5=2+3+4=3+6=4+5=9
10=14+2434+4=14+247=14+34+6=1+4+5=2+3+5=
3+7=4+6=10 ...

Soit n > 5 quel’on écrit n = ay+as+- - -+ag, aveca; < az < --- < ag,
ou le produit est maximal. On va ici encore étudier les propriétés que
doit avoir cette partition. Sur les exemples ci-dessus, il semblerait qu’il
faille prendre des entiers presque consécutifs. Précisons cela.

e Fait 1 : il y a au plus un entier de I'intervalle [Ja;, ax] qui n’apparait
pas dans la partition. En effet, dans le cas contraire, on peut trouver deux
éléments ¢ < b de la partition tels que ¢ + 1 et b — 1 ne soient pas dans
la partition et a < a+ 1 < b—1 < b. Mais si on remplace alors a + b par
(a+1)+(b—1), le produit obtenu est strictement plus grand en vertu de
I'inégalité (¢ + 1)(b — 1) > ab (car b —a > 1), ce qui est contradictoire.

La partition est donc formée d’entiers consécutifs avec au plus un
«trou». Sur les exemples ci-dessus, il semblerait aussi qu’elle commence
toujours par 2 ou 3.

o Tait 2 : on a a1 € {2,3} (on a supposé n > 5). En effet, si a1 > 7
on le remplace par 3+ (a1 — 3) et le produit est strictement plus grand.
Si a; = 6 on le remplace par 2+ 4 et si a; = 5 on le remplace par 2 + 3.
Supposons que a1 = 4. Si a; = 5 on remplace a; +ay = 4+5 par 2+3+4
avec 2xX 3x4=24>4x5=20 et si az = 6 on remplace a; +a; =4+6
par 2+ 3+ 5 avec 2x 3 x5 =30 > 4 x 6 = 24. 1l reste enfin a voir que
a1 ne peut étre égal a 1 ce qui est évident car si on le rajoute & as, le
produit est plus grand.

Enfin, voici une derniére propriété qui n’est pas visible sur les
exemples ci-dessus mais que 'on découvre par exemple avec 14 =
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34+5+6 =2+ 3+ 4+ 5. La partition maximale est la seconde : le
6 est avantageusement remplacé par 2 + 4. Plus généralement,

e T'ait 3 : si a; = 3 et si la partition admet un «trou», celui-ci est
nécessairement entre ax_; et ax (c’est-d-dire en derniere position). En
effet, dans le cas contraire on peut écrire la partition sous la forme

n=3+4+5+--+(m—-1)+m+1)+(m+2)+---+a,

ou m est I'entier manquant. Mais la partition n = 243+ --- 4+ (m —
)+m+(m+1)+ (m+3)+---+ ar donne un produit strictement plus
grand car 2m > m + 2, ce qui est absurde.

e On peut maintenant effectuer la synthese de ce travail. Fixons un

. m(m + 1
entier m > 3 et posons S,, =2+34+---+m = -Q - 1.

Notons enfin E,,, ’ensemble des suites finies strictement croissante
d’entiers s = (a1, a2, .., a,) ayant les propriétés suivantes :

(¢) les a; sont des entiers consécutifs avec éventuellement un
«trou»;

(i) a1 =2 ou a; = 3;

(éi%) lorsque a1 = 3, §’il y & un «trou», il est entre ax_1 et ax;

(iv) la somme a; + - - - + ag est inférieure ou égale & S;,.

L’application f qui & une suite s de E,, associe la somme de ses
termes, a pour image l'intervalle [2, S,,] privé de entier 4 : c’est ce qui
résulte de I’étude précédente.

On se propose de montrer que f est bijective, c’est-a-dire que la
partition réalisant le produit maximal est unique, ce qu’on a pu observer
sur les exemples ci-dessus. Pour cela il suffit de montrer que le cardinal
de E,, est exactement le cardinal de 'image de f a savoir S,, —2 =
m?+m —6

C()Zmptons les éléments de E,,.

x Il y a les suites commencant par 2. Il y a m — 1 suites sans «trou» :
(2);(2,3);(2,3,4); ...5 (2,3,...,m).

Dans chacune de ses suites (sauf les deux premiéres), on peut placer
un «trou» damns n’importe quelle position, ce qui & partir de la suite
(2.3....,k). donne k — 3 suites supplémentaires et donc k — 2 suites en
(m—2)(m—1)

tout. On a donc au total 14+1+4+243+---+(m—2) =1+ 5

telles suites.

* Puis 1l y a les suites commencant par 3 sans «trou» : (3); (3,4);
...3(3,4,...,m). Cela fait m — 2 suites.

x Il y a enfin les suites commengant par 3 avec un «trou» en derniere
place :
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(3,5); (3,4,6); ...; (3,4,5,...,m — 2,m); mais aussi (& ne pas
oublier!) la suite (3,4,5,...,m — 1,m + 1) dont la somme est S,,, — 1.
On a donc m — 3 telles suites.

Au total : |Ep,| = 1+ (m—2)(m—1)

5 +(m—2)+(m—3) =
m2+m—6

. Cest, ce qu’il fallait obtenir.

Conclusion. Tout entier n > 2 admet une unique partition en entiers
distincts de produit maximal. partition décrite ci-dessus. <

Remarqguons qu’il est facile de trouwver lu partition vptimale de proche
en proche. Supposons celle de n connue, n = ay + --- + uy, et voyons
comment obtenir celle de n + 1.

e Siay =3 et sl n’y a pas de trou, on remplace ar, par ar + 1.

e Siay=3etslyauntroy,ien=3+4+---+(m—-2)+m, la
partition den+1 estn+1=2+3+4+---+(m—2)+(m —1). C’est
par exemple le cas pour n = 13 = 3+4+6; on obtient 14 =2 +3+4+5.

e Siay =2 et 8%l n’y a pas de trou, n = 24+ 3+ --- +m. Alors
on remplace . par m + 1 pour oblenir la partition den+1 =2+ 3+
coo+4 (m—1) + (m+1). Pour obtenir nn+ 2. on remplace m — 1 par m,
etc. Le trou se décale progressivement vers la gauche. Enfin si on a une
décomposition de la forme 2 + 4+ 5+ --- + m Dentier qui suit s’écrira
3+4+4---+m et on est ramené au premier point.

L’étude de configurations d’ensembles finis obéissant a diverses
contraintes forme ce qu’on appelle la théorie extrémale des ensembles.
Cette définition élant assez wvague, wvoici deur exemples simples de
problémes de ce type : quel est le nombre maximal de parties distinctes
de [1,7n] dont deuzx quelconques ont toujours une intersection non vide* ?
Un autre exemple, moins simple, est le probléme de Sperner : quel est
le nombre mazimal de parties distinctes de [1,n] telles qu’aucune des
parties ne soit incluse dans une uutre (on parle d’antichaine pour la
relation d’inclusion) ¢ Les problémes posés sont souwvent difficiles. En
voici un exemple qui montre en outre comment un outil algébrique, ici
les matrices d’incidence, permet de résoudre un probléme combinatoire.

4. Réponse 2771, Cette valeur est atteinte en prenant par exemple la famille des
parties qui contiennent un élément fixé. Et si Ay, ..., Ap sont des parties deux & deux
distinctes qui ont la propriété mentionnée, alors les complémentaires des A; sont deux
4 deux distincts et distincts des A;, de sorte que 2p < 27.



1.11. UN PROBLEME DE THEORIE EXTREMALE DES ENSEMBLES 23

1.11. Un probléme de théorie extrémale des ensembles

Soit A un ensemble fini de cardinal m > 2 et Uy,..., U, des
parties non vides deux & deux distinctes de A. On suppose qu’il
existe un entier a > 0 tel que si ¢ # j, Card(U; N U;) = a. Montrer

que n < m.
(ENS Ulm)

> Solution.

e Notons z1,...,Z,, les éléments de A. On va traduire les relations
d’appartenance des .; aux ensembles U; & 'aide d’une matrice, appelée
matrice d’incidence. Soit M = (m;;) € My, »(R) définie par m;; = 1 si
z; € Uj; et m;; = 0 sinon.

e Regardons comment se traduisent les hypotheéses sur cette matrice
M. Pour i # j on a

CaId(U.L n UJ) = Z MmpiMg; = a
k=1

On reconnait le terme (4, j) de la matrice ‘MM € M, (R). En notant d;
le cardinal de U;, on a done

di a ... a

. a dy .. a
H= ‘MM =

a ... a dy

On va montrer que cette matrice H est inversible. Cela permettra de
conclure puisqu’alors n = rgH < rg(M) < m fournit I'inégalité sou-
haitée.

Pour cela on va simplement calculer le déterminant de H. connu sous
le nom de déterminant de Hurwitz. Notons (ey, . .., €,) la base canonique
de R” et C la colonne dont tous les coefficients sont égaux & a. On a

det H = det(C+ (d1 — a)er,...,C+ (dn — a)en).

Si on développe det H par multilinéarité, on obtient l—I(d2 —a) +

n i=1
Z det((d1 —a)ey, ..., (de—1 —a)er—1,C, (drpy1 —a)ert1,. - ., (dn—a)e,),
k=1

puisque les déterminants ou la colonne C intervient deux fois ou plus
sont nuls. On a donc
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detH = I—I(d2 —a) —I—aZH(dj —a)

i=1 j#i

Or, pour tout i, on a a < d; (car a = Card(U; N'U;), pour tout j # ),
avec égalité pour au plus un indice ¢ (car ¢ = d; = d; implique U; =
U;NU; = Uj et les ensembles U; sont deux & deux distincts) Il en résulte
que det H > 0 et donc que H est inversible. <

L’exercice suivant est un autre exemple ou Uon wutilise un outil algé-
brique, cette fois des polynémes, pour traduire une situation ensembliste.

1.12. Ensembles définis par récurrence

On définit des sous-ensembles de N par A; = (), B; = {0} et pour
n entier > 1,
A1 =B, +1={z+1,z€B,}
Bny1 = ARAB, = (A, UB,)\ (A, NB,).

Montrer que si p est une puissance de 2, alors B, = B;.
Indication : on pourra considérer les polynoémes P,, = Z Xk
kE€EAn
et Qn = Z X* et raisonner modulo 2.

keB,, )
(Ecole polytechnique)

> Solution.
e [’ensemble B,,;; est la différence symétrique de A,, et B,,. Regar-
dons les ensembles pour les premieres valeurs de n. On a

Az ={1} B, = {0}

Az = {1} B3 = {07 1}
Ay ={1,2} B, = {0}

As = {1} Bs = {07 1, 2}

Ag=1{1,2,3} Bg={0,2}
A7 ={1,3} Br={0,1,3}
Ag=1{1,2,4} Bg={0}.
Il apparailt effectivement que B; = B4y = Bg = B;.
e Conformément & l’indication, posons P, = Z Xk et Q, =
kEAn
Z X* en regardant ces polynémes dans Z/2Z[X]. Ces polynémes
keB,
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caractérisent parfaitement les parties A, et B,,. Les relations de défi-
nition se traduisent alors par les relations

P11 = XQ, et Qup1 =P, +Q,, pourtout n e N*.

En particulier, la suite (Q,,) vérifie la relation de récurrence linéaire &
deux termes : pour tout 7 > 2, Qn41 = Qn+ XQp-1, avec Q1 = Q2 = 1.
Par convention on pose Qg = 0, ce qui rend la relation encore vraie pour
n=1.

e On va regarder (Q,) comme une suite du corps K = Z/27(X) des
fractions rationnelles & coefficients dans 7. /27. I’équation caractéristique
est 72 +7 + X = 0 (ne pas oublier qu’on est en caractéristique 2 donc
les moins peuvent étre remplacés par des plus). La théorie habituelle
de I’équation du second degré ne s’applique pas en caractéristique 2 : il
est impossible de passer a la forme canonique car 2 n’est pas inversible.
Cela dit, il existe un sur-corps K’ de K dans lequel ’équation admet
deux racines oy et az. On a

a; +as=1et ayjas =X,

En particulier a; # 2 car sinon 1 = 2a; = 0 ce qui est impossible. On
sait alors qu’il existe deux éléments A, B de K’ tels que. pour tout n € N,

Qn = Aol +Baj.

On détermine A et B a I'aide de Qg et Q. Il vient A +B = 0, c’est-a-dire
A =B et A(og + o) = 1, soit finalement A = B = 1. On a done, pour
tout n» € N,

Qn=0of +af.

e Il ne reste plus qu’a calculer of lorsque n est une puissance de 2
(pouri=1 et 2). On aa? = ¢; + X. Comme on est en caractéristique
deux. le carré d’une somme est la somme des carrés (les doubles produits
disparaissent). On a donc of = (o + X)2 = a2 + X2 = o, + X + X2. De
méme, on a facilement par récurrence sur p,

?

p—1
o =a FXFXE4 X b X2 =k Y X
k=0

On en déduit que Qzr = 2" + 02" = g + az = 1. Donc Bas = {1}. <

Les deux exercices qui suivent concernent des évaluations asympto-
tiques.
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1.13. Distribution du premier chiffre des puissances de 2

Pouri € [1,9], et n € N*, on note N;(n) le nombre d’éléments de
'ensemble {2,22,...,2"} dont lc premier chiffre de I’écriture déci-
male est i. Calculer

N;
lim —1(71)
n—-+oo T
(ENS Ulm)
> Solution.
Le but de I’exercice est de déterminer la fréquence d’apparition des
chiffres 1,2,...,9 en premiére position dans la suite des puissances de

2. A priori on ne sait pas si tous les chiffres vont apparaitre, et encore
moins s’il vont apparaitre une infinité de fois. Fixons 7 entre 1 et 9, et
commencons par traduire le fait que ¢ est le prewier chiffre de 2°.

e L’entier 2P commence par i si et seulement s’il existe k € N tel
que i.10F < 27 < (3 + 1).10F c’est-a-dire, en prenant le logarithme, si et
seulement s’il existe k tel que

Ing In2 In(: + 1)
< p—Z -\eray
mio PFSPon < In 10

Cela est encore équivalent & dire que le résidu modulo 1 de pf est dans
Ing In(i+1) [ S0 — In2

——. Ainsi, N; st -
n10° Inl0 10 insi, N;(n) est exacte

ment le nombre d’entiers p € [1.n] tels que pf modulo 1 appartienne &

o ]

I'intervalle [

In10’ Inl0
e On est donc amené & étudier le comportement de la suite (pf),>1
In2 a
modulo 1. 1] s’avere que 0 est irrationnel. En effet, si 111% =3 avec
n

(a,b) € (N*)z, il vient 2° = 10° ce qui est impossible puisque 2° n’est
pas divisible par 5. Montrons alors que la suite (pf) mod 1 est dense
dans Vintervalle [0, 1]. Cela prouvera déja qu’il y a une infinité d’entiers
p tels que 2P commence par le chiffre :.

11 est bien entendu équivalent de montrer que ’ensemble N6 + Z est
dense dans R. On a presque un sous-groupe additif de R. Or, nous savons
qu’'un sous-groupe additif de R est soit monogene, soit dense. Le sous-
groupe Z + 07, n’est pas monogene : si on avait Z + 07 = aZ, il existerait
des entiers «, 0 tels que 1 = aa et € = Pa. Mais en faisant le rapport

des deux égalités. on aurait 6 = ﬁ € Q ce qui n'est pas. Ainsi, Z + 07

e
est dense dans R. Il est alors facile d’en déduire que N6 + Z reste encore
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dense dans R. Soit Ja.b[C R. On peut trouver un élément 2 non nul de
7.+ 07 tel que |z| < b — a. Quitte & prendre —z, on peut prendre z dans
N6 + 7Z. Supposons par exemple z > 0. Si ng € Z est un entier inférieur
a a, il est clair que I'un des éléments de la suite (ng + kz)x>0 va tomber
dans I'intervalle Ja, b[. Or, ng +kz est dans N6 +Z pour tout k = 0. D’out
le résultat. (Pour z < 0, on considére de méme un entier ng > b.)

e La suite (pf) (mod 1) est donc dense dans [0, 1]. Mais cela ne suffit
pas pour déterminer un équivalent de N;(n). Il nous faut étudier com-
ment les résidus modulo 1 des termes pf se répartissent dans 'intervalle
[0.1] afin de déterminer la proportion de ceux qui vont tomber dans

) Inéi In(i + 1)
I'intervalle [ln 10’ Inio
fixé. Si la répartition est réguliére, concept que nous allons préciser, il
est 1égitime de penser que la proportion cherchée est exactement la lon-
gueur de 'intervalle I. Nous dirons qu’une suite (s,,) de réels de [0,1] est
équirépartie si, pour tout intervalle I C [0, 1], la proportion

Card{k € [1,n], s €1}

n

[ ou plus généralement dans un intervalle I

tend vers la longueur de I lorsque n tend vers 'infini.

Topologiquement le quotient R/7Z est un cercle (c’est le segment [0, 1]
oll on a identifié O et 1). En fait, I'application Z — €% établit une
bijection (et méme un homéomorphisme pour le lecteur connaissant la
notion de topologie quotient) entre R/Z et le cercle unité S' du plan
complexe. La suite (pf) modulo 1 devient la suite des puissances de 2779,
Cette suite tourne sur le cercle S', I'écart (angulaire) entre deux termes
consécutifs étant constant. Il est alors assez naturel de penser que cette
suite est équirépartie et c’est effectivement le cas : c¢’est le théoréme de
Bohl-Sierpinski-Weyl® qui I’affirme. Pour notre probléme on peut alors
en déduire que

lim N;(n) _ In(i +1)—Ini .
n—+oo 1 In10

En particulier le chiffre ¢ apparait d’autant plus fréquemment qu’il
est petit! Pour i = 1 on a une fréquence de 30%, alors que pour i = 9,
on obtient 4, 5%.

e Evidemment il reste & prouver le théoréme de Bohl-Sierpinski-Weyl.
On peut en donner une preuve directe® mais c’est assez long. On renvoie

5. Prouvé indépendamment par les trois mathématiciens vers 1910.

6. Le lecteur pourra trouver une preuve de ce type dans les deux ouvrages suivants :
RAUZY (G.), Propriétés statistiques de suiles arithmétiques, PUF, 1976 ; HARDY (G.H.)
& WRIGHT (E.M), An introduction to the theory of numbers, Oxford University Press,
5eéd., 1979.
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le lecteur au tome 2 d’analyse ou figure un exercice qui démontre le
critere d’équirépartition de Weyl qui implique facilement ce résultat. <

L’exercice suivant établit un résultat qui remonte a Gauss et qui

donne une estimation du nombre de points a coordonnées entiéres dans
un disque euclidien de rayon R.

1.14. Un théoréme de Gauss

On munit R™, n > 2, de sa structure euclidienne canonique.
Donner un équivalent lorsque » tend vers +o0o du nombre N(r) de
points de Z™ de norme inférieure ou égale a 7r.

(Ecole polytechnique, ENS Ulm)

> Solution.

L’idée naturelle est la suivante. Le nombre de points entiers dans un
domaine D de R"”, suffisamment grand et pas trop biscornu, est grosso
modo le volume de D. Dans le cas des boules fermées B,. de centre 1’ori-
gine et de rayon » > 0 on va montrer rigoureusement que N(r) est
effectivement équivalent au volume V(r) de cette boule.

A tout point z = (z1,...,%n) de Z", on associe '’hypercube C, de
c6té 1 centré en z défini par

1
C, = {t: (t1,...,tn) €R?, Vie[l.n], |t; — x| < 5}'

Ces hypercubes C,, sont de volume 1. Pour » > 0, considérons ’ensemble
des cubes C,, centrés aux points de Z" qui sont dans la boule fermée B, ;
il y en a N(r). Le volume de la réunion de ces hypercubes est donc N(r).

e Voici une figure dans le plan :
+ o+

L e St e B
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Le réseau Z? est représenté par des petites croix. En gras figure un
cercle de rayon r > 0, les deux autres cercles ayant pour rayons respectifs

2 2
T+ % et r— - Commencons par expliquer 'idée dans le cas du plan.

Il est clair que tout carré C, centré en un point z € Z% N B, est inclus

2
dans le disque de rayon r + - Cela provient de I'inégalité triangulaire
et du fait qu'un point de C; est & une distance inférieure a - de z.

. . 2 N
De méme, on montre que le disque de rayon r — - est completement

inclus dans la réunion des petits carrés. Or, I'aire de la réunion des carrés
est exactement N(r), le nombre de carrés (car ils sont tous d’aire 1 et
d’intérieurs disjoints). On a done 'encadrement

W(r—ﬁ> QN(T)gw(r+g>

2
Cette double inégalité prouve que N(r) ~ mr2.

e Passons au cas général. La démarche est la méme. On fait intervenir
le volume d’une boule de rayon r. A priori, on ne sait pas le calculer,
mais si on note b, le volume de la boule euclidienne fermée de rayon 1
(ainsi by = 7), par homogénéité une boule de rayon r > 0 a pour volume
V(r) = b,r™. La distance maximale d’un point d'un de nos hypercubes

4 son centre est 5 L’inégalité précédente s’écrit alors

(e ) ey en (s 1)

On en déduit que N(r) ~ b,7" lorsque 7 tend vers +00. <
Voici une autre maniére de voir les choses. Au lieu de compter les
points de 7" dans B,., il revient au méme de compter les points du réseau

1
—7Z™ dans la boule unité By. Alors N(r)/r™ est le volume de la réunion
r

1
des hypercubes de coté 1/r centrés aux points de —7Z" N By et il semble
r

clair que ce volume va tendre vers le volume de By : ¢’est pratiqguement le
procédé d’approzimation utilisé pour définir la notion de partie quarrable
dans le cas du plan.

On trouvera dans le tome 2 d’analyse une application du résultat de
cet exercice a la recherche d’un équivalent pour une série entiére. Dans
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ce méme tome figurera un exercice ot est démontré que le volume b,, est

7rn/2

foal d
€ga. a71_‘<n+2)
2

Nous allons terminer par une série d’exercices concernant les entiers
naturels, exercices de nature moins combinatoire, mais qui s’inscrivent
tout de méme naturellement dans ce chapitre. Le premier étudie & quelle
condition deur suites pseudo-arithmétigues permettent de partitionner
N* (une suite pseudo-arithmétique est une suite d’entiers de la forme
(E(na))nz1 avec o > 1).

, ot I' est la fonction d’Euler.

1.15. Théoréme de Beatty (1926)

Soient @ > 1, b > 1, E = {E(na),n € N*} et F = {E(nb),n €
N*}. Montrer qu'il y a équivalence entre :
(?) E et F forment une partition de N*;

(%) — + 5= 1 et a et b sont irrationnels.
a

(ENS Ulm)

> Solution.
e Le résultat est asscz intuitif si 'on introduit la notion de densité
d’une partie A de N*. Pour tout n > 1, on note a,, le cardinal de AN[1, n].

. . a . sy s s
Si la suite (—n) converge on dira que A admet une densité égale par
définition & la limite d(A) de cette suite. Par exemple, 'ensemble des
entiers pairs est de densité 27 I’'ensemble des carrés est de densité nulle.

e Montrons que pour a > 1, Pensemble {E(na),n € N*} est de
densité o !. En effet, les entiers E(ka) sont deux & deux distincts lorsque

kvarieetilyen a E (ﬁ) daus l'intervalle [1,n]. Le résultat annoncé
o

1 1
provient de ce que lim —E (ﬂ) = —.
n—tocn  \« «

o (i) = (). 1l est clair que si A, B sont deux parties disjointes de
N* admettant une densité, alors A UB admet une densité et d(AUB) =
d(A)+d(B). Comme d(N*) =1, on a donc = +b~! = 1 d’apres le point
précédent. De plus, a et b ne peuvent pas étre tous les deux rationnels

7
car si @ = g et b = %, alors E(p'qa) = E(p¢'b) = pp’ est dans ENF.
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1 1
L’un des deux est donc irrationnel. Mais la relation — + 5= 1 impose
a

alors 'irrationalité du second.

e (ii) = (i). Commengons par montrer que E et F sont disjoints.
On raisonne par ’absurde. Scient k € ENF, n > 1 et m > 1 tels que
k = E(na) = E(mb). Par définition de la partie entiére, k < no < k +1
et k < mb < k+ 1. En divisant la premiere inégalité par a et la seconde
par b on a S <n< E+let E <m < Z+—. Compte tenu de la

a  a
relation qui lie a et b, on obtient en additionnant les deux inégalités

E<n+m < k+1. Comme k, n et m sont entiers cela impose n+m = k.
On a alors nécessairement égalité dans les deux inégalités précédentes,
c’est-d-dire na = mb = k. C’est absurde car a et b sont irrationnels.
Donc ENF = 0.

Montrons maintenant que EUF = N*. Soit n > 1 et p = E(na). Soit m
P'unique entier (éventuellement nul) tel que E(mb) < p < E((m+1)b) (les
inégalités sont strictes car ENF = ). L’entier E(mb) (resp. p = E(na))
est le plus grand élément de F (resp. de E) appartenant & 'intervalle
[1,p]. Les applications k —— E(ka) et k —— E(kb) étant injectives
(car a,b > 1), l'intervalle [1, p] contient donc m + n éléments de EUF
(car ces deux ensembles sont disjoints). Or, on a g <n < pz 1

41
P 1<m < PT En additionmant il vient p — 1 <n +m < p+ 1.

b
Donc p = n+m et tous les entiers de |1, p] sont dans E UF. Le résultat

suit car n est arbitraire et p est donc arbitrairement grand. <
Il o été démontré, dans les années 20, qu’il est impossible de parti-
tionner N* quec trois suites pseudo-arithmétiques ou plus.

et

L’exercice suivant concerne encore la partie entiére. Il a été posé au
concours général en 1993, puis a l’Ecole polytechnique Uannée suivante.

1.16. Un exercice du concours général

Soit k € N, k > 2. Déterminer 'image de 'application f : N — N

définie par f(n) = n+E(/n+ ¥n).

( Ecole polytechnique)

> Solution.

Posons, pour tout n € N, g(n) = E({/n + ¢¥n). La fonction g est
croissante et ne prend que des valeurs entieres. Nous allons chercher a
déterminer pour quelle valeur de n, g passe de p —1 a p (p € N*). Une
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telle valeur est certainement inférieure & p* et proche de p*. Si ¥/n + ¥/n
est proche de p, n est proche de p* — {/n, lui-méme proche de p* — p.
Nous sommes donc amenés & penser que 1'entier cherché est p* — p, ce
que confirment quelques essais pour les petites valeurs de p et k.

Rendons cela rigoureux en démontrant pour p = 1 et k 2 2 les
égalités :

g —p)=p—-1 (1)
gip* —p+1)=p (2)

Ona: (1) <= (p— 1)* < p* —p + (»* — p)* < p¥. La deuxiéme de ces
inégalités résulte des implications suivantes :

1 1
PP-p<pF = 0" —p)* <p=p" —p+ (" —p)* <p*
D’autre part, on obtient, en appliquant la formule du binéme
(- +kp-1)+12(p-1)F+2p -1

car k > 2. On en déduit p*¥ —p > (p— 1)  +p—1 et a fortiori (p—1)F <
pF —p+ (P — p)%. Donc (1) est démontrée.
On a, de méme :

(2) <= p* <P —p+ 1+ —p+1)F < (p+ 1)~

La premicre inégalité équivaut & (p — 1)* < pF — p + 1, inégalité qui
résulte de (pF —p > (p— 1)*, ce qui a été démontré plus haut. On a enfin

Pr—prl+ (@ —p+ <P —prl+p<p +1< P+ 1),

la derniere inégalité résultant encore de la formule du binéme. Les iné-
galités annoncées sont démontrées. Il en résulte que, pour p € N*, on a
g(n) =petdonc f(n) =n+psipF—p+1l < n< (p+1)*—(p+1). Quand
n décrit [pF —p+1,(p +1)* — (p+1)], f(n) décrit [p* + 1. (p+ 1)k —1].
On a, de plus, f(0) = 0. On en déduit que, lorsque n décrit N, f(n)
prend toutes les valeurs entieres positives sauf celles qui sont de la forme
p* (p € N*).
Conclusion. | f(N) =N\ {p*,pc N*}| «

Voici. pour finir, un exercice posé aux Olympiades Internationales en
1971 & Zilina (aujourd’hui en Slovaquie).
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1.17. Un exercice d’Olympiades

Soit A = (a;;) une matrice carrée de taille n > 2. & coeflicients

entiers naturels et telle que, pour (k,1) € [1,7n]?, si agy = 0 alors
n n 2

n
E 1 a1 + E 1 ar; = n. Montrer que E _ Qi = IR Donner un exemple
i= i= 1.3

oit il y a égalité.

(ENS Ulm)

> Solution.

On va essayer d’évaluer la somme des coeflicients en utilisant une
rangée (i.e. une ligne ou une colonne) ou il y a beaucoup de zéros pour
exploiter au mieux ’hypotheése. Cela invite & considérer une rangée dont
la somme S des éléments est minimale. Quitte & prendre la transposée
de A puis a permuter deux lignes on peut supposer que la rangée en
question est la premiere ligne de A.

eSiS> 5 le résultat est évident car la somme des coefficients de

. . - n
chacune des n lignes de A est minorée par 5

. n . n ., - -
eSiS < o ily aa 2 — zéros dans la premiere ligne de A. En notant

J={j€1,n], a1; =0}, on a d’aprés I'hypothese

Zaij :ZZaiJ—+ZZaij Za(n—S)qL(n—a)S

jed i=1 7¢J i=1

n2

2
. n n .
En écrivant a(n—S)+(n—a)S = -5+ (n—2S)(a— 5) > - on obtient
I'inégalité voulue.
Pour avoir égalité, il est bien entendu nécessaire de prendre n pair.
La matrice «damier» définie par a;; = 1si ¢ = j [2] et a;; = 0 fournit
alors un exemple ou il y a égalité. <






Chapitre 2

Théorie des groupes

C’est au cours du X1X* siécle gu’émerge la notion abstraite de groupe.
Deuz sortes de lois de composition interne sont a Uorigine du concept :
celle relative aux classes d’équivalences en Arithmétique (introduites de
maniere implicitc dans les Disquisitiones arithmeticee de Gauss) et la
comypusition des permutations sur un ensemble fini étudide notamment
par Galois et dont la théorie fut lurgement développée par Jordan dans
son Traité des substitutions. Le premier a rapprocher les points de vue et
a concevoir que la structure de groupe est indépendante de la nature des
objets considérés est Cayley qui donne une premiére définition abstraite
d’un groupe dans On the theory of groups as depending on the symbolic
equation 6" =1 (1854). Il dresse des tables de multiplication pour les
groupes de petit ordre. Il connait les deur groupes d’ordre 6 (& isomor-
phisme prés), les cing d’ordre 8 et fournit des exemples d’une grande
variété : ensembles de matrices inversibles. de quaternions, groupe des
racines n-ieéme de Uunité... Jordan approfondira ce travail et étudiera de
maniére tres poussée le groupe linéaire et ses sous-groupes. Il est notam-
ment a lorigine de la notion de groupe quotient et de la théorie des
représentations linéaires (i.e. l'étude des morphismes d’un groupe dans
le groupe linéaire d’un espace vectoriel). Cette réalisation géométrique des
groupes permet de traduire les propriélés géométriques en propriétés algé-
briques et inversement. L’étude des groupes de transformations permet la
classification des géométries de Felix Klein. Il faut toutefois reconnaitre
gue durant tout ce siécle le terme de « groupe» fut employé de maniére
tres vague, sans que les exemples classiques des groupes additif 7. ou mul-
tiplicatif Q* soient relevés et ce n'est qu’en 1898 que le mathématicien
Weber en donne la définition connue aujourd’hui.

Commencgons par un exercice élémentaire sur les lois de composition,
pos€ au concours de I'Ecole polytechnigue.

2.1. Existence d’un idempotent

Soit E un ensemble fini muni d’une loi de composition interne

associative. Montrer qu’il existe s € E tel que s2 = s.
q

(Ecole polytechnique)

35
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> Solution.

Soit ¢ un élément quelconque de E. L’associativité de la loi permet
de donner un sens & a® pour tout entier £ € N*. Comme E est fini, la
suite u, = a2 (obtenue & partir de ug = a par itération de s — s2) ne
peut pas étre injective. On peut donc trouver n € N* et p > 0 tels que
Unptp = Up- Si on pose b = a%". on a alors b?" =b. Si p =1 c’est gagné.
Pour avoir des idées regardons ce qui se passe pour p = 2. On a b? = b.
On obtient alors (4%)? = b% = b*p? = bb? = b® et b3 est idempotent. En
fait de maniere générale, si ™ = z, alors £™ ! est idempotent puisque
(™ )2 =22 = g™ . g2 = g . 22 = g™ 1. Donc ici, s = p?" !

convient. <

Les exercices suivants concernent les notions de sous-groupes et de
morphismes de groupes.

2.2. Groupes dont ’ensemble des sous-groupes est fini

Caractériser les groupes dont ’ensemble des sous-groupes est fini.
(ENS Ulm)

> Solution.

Les groupes finis vérifient de manieére évidente cette condition. Nous
allons démontrer que ce sont les seuls. Soit G un groupe dont I’ensemmble
E des sous-groupes est fini. Tout z de G est d’ordre fini car un élément
d’ordre infini engendre un sous-groupe isomorphe & 7 et Z admet une
infinité de sous-groupes. Si E’ désigne le sous-ensemble de E formé des
groupes monogenes on a G = U H. Comme E’ est finl et que les

HeE’
éléments de E/ sont des eusembles finis d’apres ce qui précede, G est
fini. g

2.3. Morphismes de Q dans Z

Trouver tous les morphismes de groupes de (Q, +) dans (Z, +).
(ENS Ulm)

> Solution.

Soit f un morphisme de groupes de (Q,+) dans (7, +). Son image
est un sous-groupe de Z, c¢’est-a-dire un certain nZ, n € N. Sin > 1, on
choisit un antécédent x de n. On obtient alors 2f(z/2) = f(z) = n et
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donc n/2 = f(x/2) € nZ, ce qui est absurde. On a donc n =0 et f est
nul. <

L’exercice suivant doit étre rapproché de Uezercice 6.15, plus clas-
sique, ou il s’agit de démontrer la méme équivalence pour un endomor-
phisme f d’un espace vectoriel E de dimension finie. La démonstration
est quasiment la méme : on passe d’une inclusion a une éqalité ensem-
bliste en invogquant ici un argument de cardinal et la un argument de
dimension ; une relation entre le cardinal de Im f et celui de Ker f rem-
place le théoréme du rang.

2.4. Equivalence Ker f = Ker f2 < Im f = Im f2

Soit G un groupe fini et f un morphisme de G dans G. Montrer
que
Ker f = Ker 2 <= Im f = Im f2.

(ENS Ulm)

> Solution.

e On observe que Ker f C Ker f? et Im f?2 C Im f. Ces ensembles
étant finis, on en déduit que Ker f = Ker f? équivaut a |Ker f| =
|Ker f2| et Imf = Im f2 & |Im f| = |Im f?|. 1l s’agit de démontrer
que ces deux égalités de cardinaux sont équivalentes.

e Montrons que si f : G — G est un morphisme, alors |G| = | Im f| x
| Ker f|. Soit R la relation d’équivalence associée & f : Ry <= f(z) =
f(y). L’ensemble quotient G/R est équipotent & Im f. Mais d’autre part,
f(z) = f(y) équivaut & f(z~1y) = 1, puisque f est un morphisme et donc
3 27y € Ker f. La classe Z d’un élément x pour R est donc la classe &
gauche modulo Ker f : z = o Ker f. Ainsi, T est équipotent & Ker f (par
la bijection g € Ker f — zg € 7). Les classes ont donc toutes méme
cardinal, celui de Ker f. On en déduit que

|Gl = [G/R| % | Ker f = | Im f| x | Ker fl.
On a donc, pour tout morphisme f de G,
|G| = |Im f| x | Ker f]|.
On obtient de méme

(Gl = | 1m £7| x | Ker f2].
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Ces deux égalités impliquent ’équivalence entre |Im f| = |Im f?| et
| Ker f| = | Ker f2|, cc qui établit le résultat demandé. <i

Voici quelques rappels sur la notion de groupe guotient dans le cas
abélien. Soit G un groupe abélien, et H un sous-groupe de G. La relation
Ry (dite de congruence modulo H) définie sur G par r1Ruy < =~ 'y € H
est une relation d’éguivalence. On note T = rH = Hax: la classe d’un élé-
ment x de G et G/H Uensemble quotient. La loi de G est alors compatible
avec le passage au quotient, c’est-a-dire que la classe Ty ne dépend pas
du choix de x dans T et de y dans §. Cela permet de définir une loi de
composition interne sur G/H par 7.y = 79, loi qui munit G/H d’une
structure de groupe, appelé groupe quotient de G par H. Les quotients de
Z sont des exemples fondamentauxr qui ont été étudiés en cours.

Rappelons enfin le premier théoréeme d’isomorphisme dans le cas abé-
lien. Si f : G — G’ est un morphisme de groupes, alors la relation
d’équivalence associée a f et la relation de congruence modulo Ker f
sont égales et la bijection canonique f de G/ Ker f sur Im f induite par
f est un isomorphisme de groupes.

2.5. Sous-groupes finis de Q/Z

Montrer que, pour tout n = 1, il existe un unique sous-groupe
de (Q/Z,+) de cardinal n.

(Ecole polytechnique)

o> Solution.
Soit 7 2 1 et G un sous-groupe de cardinal n de Q/Z. Si z € Q est
tel que z € G, 'ordre de 7 divise 7. et donc & = nZ = 0. On en déduit

qu’il existe p € Z tel que z = P ogip désigne le résidu de p modulo n,
n

- _ T . T
on & méme T = (—) Ceci montre que G C {(A),O L<r<n— 1}. Les
7, 7
7 éléments de cet ensemble sont distincts et ils forment un sous-groupe
1 P
de Q/Z, le sous-groupe engendré par (—) D’aprés ce qui précede, c’est

7
le senl sous-groupe de (Q/Z, +) de cardinal n. <

Les exercices suivants concernent la notion d’ordre d’un élément dans
un groupe. L’ordre d’un élément x d’un groupe G est le cardimal (fini ou
infini) du sous-groupe de G engendré par z. Lorsque G est fini, Uordre
de tout = divise le cardinal de G (c’est un corollaire du théoréme de
Lagrange). Bien entendu il v’y o pas, en générul, d’élément d’ordre d
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pour toul diviseur d de |G| (sans quoi tous les groupes finis seraient
cycliques). Le lemme de Cauchy, qui fera plus loin Uobjet d’un ezercice,
montre que si G est fini d’ordre n, alors G admet, pour tout diviseur
premier p de n. des éléments d’ordre p. Les deur exercices qui suivent
deviennent trés simples dés lors que Uon dispose de ce lemme. Nous en
donnons toutefois des solutions n'y faisant pas appel et qui sont sans
doute plus dans Uesprit de ce qu’attendait Uexaminateur.

2.6. Groupes abéliens de cardinal pq

Soit G un groupe abélien d’ordre pg, ou p et g sont deux nombres
premiers distincts. Montrer que G est cyclique.

(ENS Ulm)

> Solution.

Nous noterons la loi du groupe multiplicativerment. Comme p et ¢
sont premiers, les éléments de G différents de 1 sont d’ordre pg, p ou ¢
d’apres le théoreme de Lagrange.

e Montrons que si G admet un élément > d’ordre p et un élément y
d’ordre ¢, alors xy est d’ordre pg. On a xy # 1, car sinon y = 2! a
méme ordre que z, (zy)? = y® # 1 car ¢ ne divise pas p et, de meéme,
(zy)? # 1. L’ordre de zy ne peut étre que pg. A Paide du lemmme de
Cauchy (voir 2.10) on pourrait, done conclure ici.

e Si G n’est pas cyclique, i.e. ne possede pas d’élément d’ordre pg. on
en déduit que les éléments de G distincts de 1 sont tous d’ordre p ou tous
d’ordre ¢. Supposons-les par exemple tous d’ordre p. Soit z un élément
d’ordre p et H le sous-groupe qu’il engendre. On considere le groupe
quotient G/H de cardinal ¢. Comme ¢ est premier, le cours assure que
G/H est cyclique. Soit z € G tel que Z engendre G/H; Z est donc d’ordre
g. Mais on a aussi zP = 2P = 1. Comme Z est d’ordre ¢, on en déduit ¢
divise p, ce qui est absurde.

Conclusion. G est cyclique. <

Le résultat v’est bien entendu plus vrai si G n/’est pas supposé abélien :
le groupe Ss est d’ordre 6 = 2x 3 et n'est pas abélien (donc non cyclique).

2.7. Un cas particulier du lemme de Cauchy

Soit G un groupe de cardinal 2p avec p premier. Montrer que G
contient un élément d’ordre p.

(ENS Lyon)
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> Solution.

D’apres le théoreme de Lagrange, les éléments de G sont d’ordre
1, 2, p ou 2p. Raisonnons par ’absurde et supposons qu’il n’y ait pas
d’élément d’ordre p. Dans ces conditions, G n’est pas cyclique (car si
est un générateur de G, alors z2 est d’ordre p) et siz € G, x est d’ordre
1 (si z est I’élément neutre) ou 2. En particulier, p > 3 et pour tout
z € G, 22 = 1. On peut alors prouver le lemme suivant. intéressant en
soi :

Lemme. Soit G un groupe tel que pour tout zz € G, x2 = 1. Alors G est
abélien et Card G est une puissance de 2.

Démonstration.

e Soit z et y dans G. Pour tout 2€ Gona 22 =1.4e z=2"1. On

en déduit que
zy=(zy) " =y e =ya
et G est abdlien.

e Montrons par récurrence sur Card G que Card G est une puissance
de 2.

Il n’y a rien a vérifier si Card G = 1.

Supposons Card G 2 2. On considére les sous-groupes de G distincts
de G; il en existe, {1} par exemple. On en choisit un de cardinal maxi-
mal que 'on note H. D’apres 'hypothése de récurrence, Card H est une
puissance de 2. Soit ¢ € G\H. Montrous que HU a¢H est un sous-groupe
de G; en effet, il est égal au sous-groupe H’' engendré par o et H :

* On a cairement HU o¢H C H’.

* Réciproquement, a étant d’ordre 2, tout élément de H’ s’écrit a“h,
avec @ € {0,1} et h € H. D’ou1 le résultat annoncé.

H est disjoint de aH car sinon il existerait h € H qui s’écrirait h = ak
avec k € H et on aurait ¢ = hk~' € H, ce qui est exclu. On en déduit que
Card(HUaH) = 2 Card H. Par maximalité du cardinal de H, HUeH = G.
En particulier. Card G = 2 Card H est une puissance de 2. {

Le cardinal de notre groupe G devrait étre une puissance de 2. Mais
Card G = 2p, avec p > 3 et premier. C’est contradictoire et G possede
donc un élément d’ordre p. <

Un élégant arqument d’algébre linéaire permetl de mieux saisir encore
la structure de G lorsque pour tout 2 € G, 22 = e : G est alors naturel-
lement muni d’une structure d’espace vectoriel sur le corps 7./27., la lot
externe étant définie par 0.x = e (neutre de G) et 1.x = z pour tout = de
G, et la loi de groupe étant bien entendu celle de G. La propriété vérifiée
par G intervient dans DUariome de distributivité : (1 +1).x = 0.0 = e
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et (Lz)(l.z) = 22 = e. On laisse au lecteur le soin de vérifier les
autres axiomes. Comme G est fini, il est de dimension finie en tont que
7./27.-espace vectoriel. Si on note n cette dimension, G est isomorphe a
(Z/2Z)" en tant qu’espace vectoriel et a fortiori en tant que groupe.

Le fait qu’un groupe abélien fini d’exposant 2 (voir ci-aprés) est iso-
morphe & (Z/27.)% résulte aussi du théoréme de structure des groupes
abéliens finis (cf. exercice 2.18 pour Vunicité et 7.20 pour Uexistence).

2.8. Exposant d’un groupe abélien fini

Soit. G un groupe abélien fini. Pour tout € G, on note O(z)
Pordre de z.

1. Soient (r,y) € G2, m = O(x), n = O(y). On suppose que m
et n sont premiers entre eux. Montrer que O(zy) = mn. Si on ne
suppose plus m premier avec n, a t-on O(zy) = ppan(m,n)?

2. Soit (m.n) € (N*)2. Montrer l'existence de (m’,n’) € (N*)?
tel que m/|m, v/|n, pged(m’.n') =1 et ppem(m,n) = m'n’.

3. Montrer qu'il existe z € G tel que O(z) soit le ppem des
ordres des éléments de G (ce ppam est appelé 'exposant du groupe
G).

4. Soient K un corps commutatif, G un sous-groupe fini du
groupe multiplicatif K*. Montrer que G est cyclique.

(ENS Lyon)

> Solution.

1. Supposons 1 et n premiers entre eux et soit k € 7Z tel que (zy)* =
1. Elevons cela & la puissance n. Comme G est abélien il vient 5" = 1.
Donc m divise kn. Comme n A m = 1, le lemme de Gauss garantit que
m divise k. On montre de la méme maniére que n divise k, puis que nm
divise k, & nouveau parce que n A m = 1. Comme (xy)™" = 1, il en
résulte que O(xy) = mun.

L’hypotheése «m et n sont premiers entre eux» est essentielle : en
effet. si on prend par exemple y = !, Iélément xy = 1 est d’ordre 1
alors que O(x) = O(y) et donc que ppem(O(x), O(y)) = n.

2. Ecrivons m = H ™) et n = H P ot P désigne len-

peEP peEP
semble des nombres premiers. On a alors

ppCIn(m, n) = H pmax(up(m),up(n))‘
peEP
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Seit, (m',n') € N*. Pour que m’ et n’ soient premiers entre eux, il faug
et il suffit que pour tout p € P, v,(m') = 0 ou 1,(n') = 0. Pour que
m'n’ = ppan(m,n), il faut et il suffit que pour tout p € P, v,(m') +
vp(n') = max(vy(m), vp(n)). Enfin, pour que m/|mn et v'|n, il fant et il
suffit que pour tout p € P, vp(m') < vp(m) et vp(n') < vp(n). Tout cela
nous invite a poser

w =T[5 et = [[
pEP pEP
avec, pour tout p € P,

oy — {up(-m,) si vp(m) > vp(n) ot f,— {O si vp(m) > vp(n)

0 si vp(n) 2 vp(m) vp(n) sivp(n) = vp(m).

Les entiers m’ et n/ vérifient alors toutes les conditions demandées.

3. Considérons un élément z de G d’ordre maximal m. Soit z un élé-
ment de G d’ordre n. On choisit m’ et n/ comme 4 la question précédente.
L’élément ™™ est d’ordre m’ : en effet, on a (zm/m’)m’ =z"=1et
si (/™) =1, avec k > 0, on obtient z™*/™ = 1 et nécessairement
mk/m’ > m, i.e. k > m'. Deméme, /" est d’ordre n’. D’aprés la ques-
tion 1, 2™/™ 77/ est d’ordre m’n’ = ppem(in, n). Or, par construction,
cet ordre est inférieur & m. On a donc ppem(m,n) < m, c’est-a-dire
ppem(m, n) = m et 1 divise m.

L’ordre m de z est donc multiple de tous les ordres des éléments de
G. (Pest évidemment le plus petit, m. étant lui-méme 'ordre de z. Clest
donc le ppem des ordres des éléments de G.

4. Soient m le ppem des ordres des éléments de G et n le cardinal
de G. Comune 2™ = 1 pour tout x de G, on a

GC{zeK.«m—1=0}

Or, lensemble des racines de X™ — 1 € K[X] est fini. de cardinal au
plus m. On a donc n < m. Mais 'inégalité m < n est également vérifiée
puisqu’il existe z € G d’ordre . Finalement on obtient m = n et z est
un générateur de G, qui est cyclique. <

2.9. Puissances dans un groupe abélien d’exposant fini

Soit G un groupe abélien. On suppose qu’il existe n € N* tel que
£L" =1 pour tout x € G.
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1. On suppose que n = ab avec aAb = 1. On pose G, = {x*, z €
G}. Montrer que G, est un sous-groupe de G. On définit de méme
Gy. Montrer que pour tout z € G, il existe un unique (u, v) € G, xGy
tel que z = nw.

2. Soit k un entier naturel premier avec .. Montrer que ’applica-
tion z — 2% est un automorphisme de G. Déterminer application
réciproque.

(ENS Ulm)

> Solution.

1. Pour tout entier k, I'application fy : £ — 2* est un morphisme
de groupes de G dans G, car G est abélien. Ainsi G, =Im f, (et G, =
Im f3) sont des sous-groupes de G.

Considérons le morphisme de groupes 9 : G, X G, — G qui au couple
(u, v) associe uv. Il s’agit de prouver que ¥ est un isomorphisme.

e Injectivité. Soit (u,v) € G, x Gy tel que uv = e. Comme u s’écrit
sous la forme u = w®, on a u® = w® = e. Donc Pordre de u divise b.
De méme, ’ordre de v divise a. Or, v = u™! a le méme ordre que u. Cet
ordre divise donc a et b et comine a et b sont premiers entre eux, c’est
1. Ainsi u = v =e et Keryp = {(e.€)}.

e Surjectivité. Soit = € G. Par le théoreéme de Bezout on peut trouver
aet ftels que 1 = aa+Bb. On a alors x = (x)%(2F)b = P((z)2. (2P)P).
D’ott le résultat.

2. Montrons que fi, est injective en cherchant son noyau. Soit # €
Ker f.. On a a* = e et 2™ = e par hypothese. L’ordre de z divise k et
n; ¢’est donc 1 puisque n A k = 1. Ainsi, x = e et Ker fx = {e}. Pour la
surjectivité, on écrit une relation de Bezout entre k et n : 7k 4+ sn = 1.
On a alors, pour tout z € G, z = 27+ = (z")F. Donc fi est bijective

et fi'=1fr. <

Les actions de groupe jouent un role essentiel dans bien des domaines
des mathématiques. Tout d’abord en théorie des groupes. En regardant
diverses actions d’un groupe G, on peut obienir beaucoup d’informa-
tions sur G lui-méme (voir par exemple la preuve du lemme de Canchy
en 2.10). Lo théorie des représentations linéaires (i.e. des opérations
linéaires d’un groupe sur un espace vectoriel) forme par exemple un pan
entier de la théorie des groupes. Mais cette notion peut aussi se rencon-
trer en combinatoire lorsqu’on cherche & dénombrer les configurations
d’un objet sur leguel un groupe agit : on se reportera par exemple &
Uexercice 1.9 ou encore 6 Uexercice 6.21 qui donne une preuve de la for-



44 CHAPITRE 2. THEORIE DES GROUPES

mule de Burnside. Fnfin, la notion d’opération de groupe est au ceeur de
la géométrie. Depuis le programme d’Erlangen de Feliz Klein (1872), on
comprend une géométrie comme Uétude de propriétés invariantes sous
Uaction d’un certain groupe.

Dans le programme de Spéciales, le lectewr pourra avec un peu de recul
se rendre compte que beaucoup de résultats sont des descriptions d’or-
bites pour certaines opérations de groupes : définition des angles orientés,
recherche des classes de similitude de M,,(K), classification des formes
quadratiques...

Voici un petit rappel de Uessentiel.

e Une opération d’un groupe G sur un ensemble non vide E est un
morphisme p de G dans Sg le groupe symétrique de E. On note usuel-
lement g - = au liew de (g)(z) pour (g9,z) € G x E.

e Si G opére sur E la relation xRy <= Jg € G,g -« = y est une
relation d’équivalence sur E dont les classes sont appelées orbites. L’opé-
ration est dite transitive s’il 'y a qu’une seule orbite. Si x € E on note
G, ={9€G, g-z =z} le stabilisateur de . C’est un sous-groupe de
G.

e Dans les exercices on utilisera plusieurs fois Uimportant résultat
suivant : si G est fini et six est un élément de E, le cardinal de Uorbite de
z sous Uaction de G est égal & Uindice du stabilisateur de x. Démontrons-
le. Notons Q, Uorbite de z. Lapplication f : G — €, qui a g associe
g - = est surjective par définition. Etudions la relation d’équivalence Ry
associée & f :

gRyg = [flo)=f(¢)+=g 1=¢ 2= (7¢) z=2
— ¢ ¢ e€G, = ¢ €yG,.
La classe d’équivalence de g € G est donc la classe a droite ¢G, ; elle
est de cardinal |G,|. Toutes les classes d’équivalence ont donc le méme

cardinal. Comme Uensemble quotient G/Rjy est en bijection avec Q, on
a bien

Card G

dQ, = —— |
Card{l, Card G,

e L’équation auz classes consiste & écrire, lorsque E est fini, que le
cardinal de E est égal a la somme des cardinaur des différentes orbites.
Elle permet souvent des raisonnements combinatoires ou arithmétiques
comme dans la preuve survante du lemme de Cauchy donnée par MacKay
en 1959.
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2.10. Lemme de Cauchy

1. Soit G un groupe fini de cardinal p™ (avec p premier et m €
N*) qui opére sur un ensemble fini non vide E. On pose E¢ = {z €
E, Vg € G, g-x = z}. Montrer que |[E¢| = |E| (mod p).

2. Soit H un groupe fini d’ordre 7 et p un diviseur premier de 7.
Montrer que H contient un élément d’ordre p (lernme de Cauchy). On
pourra, pour ce faire, utiliser une opération de Z/pZ sur I’ensemble
E des (z1....,7,) € HP tels que z122... 2, = €.

3. Soit H un groupe fini d’ordre n et m € N* tel que, pour tout
z € H, z™ = e. Montrer que n divise une puissance de m.

(ENS Lyon)

> Solution.

1. Si x € E, on notera O(xz) 'orbite de z sous Paction de G. Les
éléments de EY sont exactement les éléments x de E tels que O(z) = {z}.
Notons wy, wa, ..., wp les orbites de E de cardinal strictermnent supérieur
a 1. On sait que si z; est un élément de w;, le cardinal de w; est 'indice
du stabilisateur de z; dans G : c’est donc une puissance de p. 1l résulte
de I'équation aux classes que

P
B = [EY| + ) Jwi = |EC] [5].

i=1
2. Soit (#1,....2p) un élément de E. On a donc z102...2, = e. En
multipliant & gauche par .171_1 et & droite par z; il vient zox3... 2,2, =€,
cest-d-dire (z2,...,Zp,21) € E. Notons ¢ le cycle (1,2,....p) élément

du groupe symétrique S,,. Il s’agit d’un élément d’ordre p qui engendre
un groupe cyclique K isomorphe & Z/pZ. On définit une opération de
K sur Pensemble HP par ¢ - (Z1,...,Zp) = (Ze(1), Te(@)s- -+ Te(p)) =
(z2,...,%p, %1). La remarque ci-dessus montre que E est stable par cette
opération. Appliquons alors le résultat de la question précédente & I’'opé-
ration induite sur E. On a : |E| = |E¥| [p]. Le cardinal de E est P! : on
peut choisir q,. .., Tp—1 quelconques; z, est alors déterminé de maniére
unique. Comme p divise 7, |E¥| est nul modulo p. Or, les éléments de EX
sont justernent les p-uplets (z,z, ..., z) avec 2P = e. Comme E¥ est non
vide puisqu’il contient le p-uplet (e,e¢,...,¢€), il a un cardinal supérieur
a p. 1y a donc au moins p — 1 éléments d’ordre p dans H.

3. 1l suffit de montrer que tous les facteurs premiers de n sont des
facteurs premiers de m. Soit p premier divisant 7. Le lemme de Cauchy
garantit 'existence d’un élément z € H d’ordre p. Or, par hypothese
z™ = e. C’est donc que p divise m. <
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Le défaut de commutativité d’un groupe G se mesure & aide de son
centre. 1l s’agit du sous-groupe Z(G) formé des éléments de G qui com-
mutent avec tous les autres. Le lecteur montrera par ezemple que le centre
du groupe symétrique S, est réduit & Uidentité pour n = 3. L’exercice
sutvant se propose de prouver que le centre d’un p-groupe ne peut pas
étre trivial.

2.11. Centre d’un p-groupe

Soit G un groupe fini et a € G.
1. Montrer que le nombre de conjugués de a est égal a 'indice
dans G du centralisateur dc a.
2. On suppose que G est de cardinal p™ avec p premier et m > 1.
Montrer que le centre de G est d’ordre p* avec 0 < k < m.
( Ecole polytechnique)

> Solution.

1. On considere I'action de G sur lui-méme par conjugaison : si g
et z sont dans G, g-x = gzg . L’ensemble €2, des conjugués de a est
Porbite de a et le centralisateur de a {¢g € G, ga = ag} n'est autre que
le stabilisateur {g € G, gag™! = o} = G, de a pour cette opération. On
a donc

Card G

Card Qa = —m .

2. Notons Z(G) = {a € G,Vg € G,ag = ya} le centre de G. Pour
a € G, nous avons les équivalences :

a €Z(G) <= (VgeG)(gag™' =a) = Q, ={a}

Ecrivons que G est réunion disjointe des classes de conjugaison. La ques-
tion précédente assure que le cardinal d’une classe de conjugaison est un
diviseur de Card G = p™. Si elle n’est pas réduite & un singleton, son
cardinal est de la forme p* avec k > 1 donc est nul modulo p. Ainsi, on
obticnt

CardG = Y  CardQ=CardZ(G)+ »_  Card

2 orbite ) orbite
Card 222

et, modulo p, il reste 0 = Card G = Card Z(G). Donc p divise Card Z(G).
Or, Z(G) est un sous-groupe de G, donc son cardinal est de la forme p*
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avec 0 < k < m, d’apres le théoréme de Lagrange. Comme p divise
Card Z(G), k est nécessairement supérieur ou égal & 1. <

L’ezxercice suivant évalue la proportion d’éléments d’un groupe non
abélien qui comanutent, proportion qui est reliée au nombre de classes de
COnJugaison.

2.12. Nombre de classes de conjugaison

Soit G un groupe fini non abélien. On note n(G) le nombre de
couples d’éléments de G qui commutent divisé par le nombre total

5
de couples de G. Montrer que n(G) < 3
(Ecole polytechnique)

> Solution.

e On va commencer par interpréter n(G). Pour tout ¢ € G, on note
C, le centralisateur de a. c’est-a-dire ensemble des éléments de G qui
commutent avec a. On obtient alors

n(G
()ng

Or, on sait que I'indice de C, dans G est égal au cardinal de la classe de
conjugaison de a. En notant wy,...,wy les classes de conjugaison de G.
il vient alors

WZZ“WWZZQ|&D -6

=1 a€w; 1=1 a€w,

n(G) =

On est ramené & prouver que pour un groupe fini non commutatif, on
3 , . . s .
k < §|G| Le résultat est bien entendu faux si G est abélien, puisque

dans ce cas il y a |G| classes de conjugaison (réduites & des singletons).
e De manicre générale, la classe de conjugaison d’un élément o de
G est un singleton si et seulement si a est dans le centre de G, que
Pon notera Z(G). Les autres classes ayant au moins deux éléments, on a
Iinégaliteé
1Z(G)| + 2(k ~ 1Z(G)]) < [,

Celle-ci, divisée par |G| montre que

k <l 1. |Z(Q)|
1G] 2G|

n(G) =
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%I(g—l)l < é c’est-a-
dire que l'indice de Z(G) dans G est supérieur ou égal & 4.

Nous raisonnons par ’absurde. L’indice de Z(G) dans G est supérieur
ou égal & 2, car G n’est pas commutatif.

Supposons d’abord que Z(G) soit d’indice 2 : |G| = 2|Z(G)|. On a
alors G = Z(G) UaZ(G), ou a est un élément quelconque n’appartenant
pas & Z(G). Par définition, o commute avec les éléments de Z(G). Soit
b € aZ(G), que lon écrit az, oll z est central. Alors a commute avec a
lui-méme et avec z, donc avec b. Ainsi, ¢ commute avec tous les éléments
de G : c’est absurde.

Supposons maintenaut que Z(G) soit d’indice 3 : |G| = 3|Z(G)|. On
considere les classes & droite modulo Z(G) : Z(G). aZ(G) et bZ(G). L’élé-
ment ¢ commute avec tout élément de Z(G) et avee tout élément de
aZ(G) (comme précédemment). Montrons qu’il commute aussi avec les
éléments de bZ((G). Pour cela, il suffit de prouver qu’il commute avec b.
Or, ab n’est pas dans aZ(G), car b n’est pas central. S'il est dans bZ(G),
alors b~ 'ab est central. On en déduit que ab = bb1ab = b~ 'ad? et donc
que ba = ab. Sinon, ab est dans Z(G). Mais alors, aba™ = o 'ab=1b et
donc ab = ba. Dans tous lecs cas, on obtient que a commute avec b, donc
est central, ce qui est faux. <

En fait, le lecteur connaissant la notion de groupe quotient pourra
montrer plus généralement que si G/Z(G) est un groupe cyclhque alors
G est abélien (et le quotient est donc trivial). Comme tout groupe d’ordre
2 ou 3 est cyclique, il en résulte que dans un groupe non abélien le centre
est au moins d’indice 4.

I nous suffit done, pour conclure, de prouver que

2.13. Un théoréme de Frobenius (1895)

Scoit G un groupe fini, H un sous-groupe de G. On suppose que
p est le plus petit diviseur premier de CardG et que CardG =
p Card H. Montrer que H est distingué dans G. ¢’est-a-dire que. pour
tout z € G, 2Hz~! = H.
(Ecole polytechnique)

> Solution.

e On counsidere les classes a gauche modulo H i.e. les gH ol1 g parcourt
G. On notera G/H lensemble de ces classes. Comme elles ont toutes le
Card G
CardH
naturellement sur G/H par translation & gauche : si g € G et z € G,
g -zH = (gx)H. Mais on ne peut pas avoir d’information intéressante

méme cardinal que H, on obtient Card G/H = . Le groupe G agit
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dans ’écriture de 'équation aux classes pour cette action, puisqu’il n’y
qu’une seule orbite de cardinal p. On va plutot regarder la restriction de
cette action & H définie, pour h €e Het z € G, par h - zH = (hz)H.

e On note (£2;)1<ign les orbites de G/H pour cette action. On sait que
le cardinal de chaque €2; divise celui de H, donc celui de G. Ecrivons alors
I’équation aux classes qui exprime le fait que G/H est réunion disjointe
des orbites sous ’action de H :

p=CardG/H = Z Card Q;.

i=1

L’orbite de H cst bien sir réduite au singleton {H}. Les orbites qui ne
sont pas des singletons ont un cardinal divisant |G|; par hypothése, un
tel cardinal est supérieur ou égal & p. S’il existait une telle orbite. on

n
aurait Z Card€); > p+ 1, ce qui est impossible. Toutes les orbites sont
=1
donc réduites & des singletons.
e Ainsi, pour tout z € G et tout h € H, on a

h-aH= (hx)H=zH

et donc x7'ha € H. On obtient, pour tout = € G, 'inclusion z7'Hz C H
et donc 1’égalité z—'Hz = H puisque z et 2~ 'Hz ont le méme cardinal,
ce qui montre que H est distingué dans G. <

L’exercice suivant montre que dans un groupe fini un sous-groupe
propre ne peut pas couper toutes les classes de conjugaison.

2.14. Classes de conjugaison

1. Scit G un groupe fini, H un sous-groupe strict de G. Montrer
qu’il existe x € G tel que la classe de conjugaison de z ne rencontre
pas H.

2. Donner un contre-exemple si G n’est pas fini.

(ENS Cachan)

> Solution.

1. Pour 7 et g dans G, on a gzg~' € H <= = € ¢ 'Hg. Le
probléme revient donc & démontrer que la réunion des conjugués de
H, U gHg™! n’est pas égale & G. Pour cela on va majorer le cardi-

g€G
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nal de cette réunion et montrer qu’elle contient strictement moins d’élé-
ments que G (la seconde question peut nous faire songer & un argument
combinatoire). On observe que si g et ¢’ sont dans la méme classe &
gauche modulo H, c’est-a-dire 8’il existe h € H tel que ¢' = gh, alors
gHg' ™' = g(hHh ™ 1)g~! = gHg ™. Dans la réunion ci-dessus, on peut
donc se contenter de prendre un systéme de représentants des classes
a gauche modulo H. Soit g,...,gr un tel systéme de représentants,
k = |G|/|H| étant lindice de H dans G. Les conjugués de H ayant au
moins I’élément neutre en commun, il vient

G
<1+(|H|—1)I<,:|G|+1—%<|G|,

| gHy™Y| =

g€eG

k
U gillg; !
iz1

car |H| < |G| par hypothese.

2. La preuve précédente utilise fortement la finitude de G. Le résultat
ne s’étend pas & un groupe infini. Prenons par cxemple G = GL,(C)
et H le sous-groupe de G formé des matrices triangulaires supérieures
inversibles. Toute matrice de M,,(C) étant trigonalisable, la classe de
conjugaison de toute matrice A de G rencontre H. <

Une maniére trés féconde pour obtenir des groupes consiste a reqarder
le groupe de symétrie d’un «objet géométrigue». Ainsi, dans lespace
euclidien de dimension 3, la recherche des sous-groupes finis du groupe
des rotations est-elle liée aux polyédres requliers. Ces derniers, au nombre
de 5, étaient déja connus de Platon. L’exercice suivant propose la partic
analyse du travail et détermine les caractéristiques que doit avoir un
sous-groupe fini de SO3(R).

2.15. Sous-groupes finis de SO3(R)

Soit X un ensemble et G un sous-groupe fini du groupe Sx des
bijections de X. Pour y € X, on note X,, = {¢(y), 9 € G} l'orbite de
y sous laction de G et G, = {g € G, g(y) = y} le stabilisateur de y
dans G.

1. Pour tout y € X, prouver que |G| = |G| x |Xy].

2. Montrer que pour (z,y) € X?. si z € X, alors X, = X,,.

3.a. On prend pour X la sphére unité de R® muni de sa structure
euclidienne canonique et pour G un sous-groupe fini du groupe des
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rotations. On note 7 = {X,,y € X} et pour T = X, € 7, v(T) =
|Gy|. Prouver que

21Gl—2= Y (»(T)—1)[T].

TeT

b. Quelles sont les valeurs possibles de v(T) 7
(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. Cela a été rappelé dans le préambule aux exercices sur les opéra-
tions de groupes.

2. Soit (x,y) € X?, avec x € X,,. On écrit & = go(y) avec go € G. On
aalors y = g, ' (z) et y € X,. Si z € X, il existe g € G tel que z = g(x).
d’otr résulte z = ggo(y) et z € X,;. Ainsi X, C X,;. Comme y € X, par
symétrie du probléme, on a X,, C X, et finalement ’égalité demandée.

3.a. Avant tout, remarquons que |G,| ne dépend pas du choix de
Pélément y, ce qui justifie la définition de v(T). En effet, si T = X, =X,
on a

|Ga| = 1G|/|Xa] = |GI/IXy] = |Gyl

Rappelons qu’une rotation de R? qui n’est pas 'identité admet une
droite vectorielle (son axe) comme ensemble de points invariants. Par
conséquent. si on note G’ = G\{I}, ot1 I désigne l'identité de R3, tout
élément de G admet exactement deux points fixes dans X (les points
d’intersection de ’axe de la rotation avec la sphére X). Considérons

E={(g,2) € G' x X, g(z) =z}
D’apres ce que nous venons de dire, on a
|E| = 2|G'| = 2(|G|] - 1) = 2|G| — 2.
Si on note X’ = {z € X,3¢g € G/, g(x) = x}, on obtient
E= [[{(s,2) € ¢’ x X g(z) = x}.
zEX

le symbole ][ signifiant que la réunion est disjointe.

Or, si x € X est fixé, {(g,2) € G' x X, g(x) = z} = (G \{1}) x {«}
est de cardinal v(X,) — 1. En particulier, € X’ si »(X;) > 1. On en
déduit que

Bl = > (X)) - 1)

xEX’
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Puisque, pour x € X\ X’, on a v(X;) — 1 =0, on peut encore écrire
Bl =) ((X,) — 1)
x€EX

Sachant que X est réunion disjointe des orbites T et que. quand x varie
dans une orbite T, v(X,) reste égal & v(T), on obtient

Bl =) ((T) - 1)|T|.

TeT

On conclut que

21G 2= ) ((T) - 1)|T].
TeT
b. La derniére relation peut s’écrire

0 56

TeT

puisque |G| = v(T)|T|,pour toute orbite T.

La quantité 2 — — est strictement inférieure & 2 et pour tout T € 7

|G| )
tel que v(T) 22, onal— (—T) =z % Par conséquent, il ne peut y avoir
v

1
plus de trois termes non nuls dans la somme 1;7 (1 — W) .

e Imaginons qu’il n’y a qu’une seule orbite avec v(T) = 2. Alors on a

<2
v(T) |G|

1<0,

ce qui est impossible. 11 y a donc deux ou trois orbites T telles que
v(T) = 2.

e Supposons qu'il y a exactement deux orbites Ty et To avec v(Ty) 2
2, v(T2) = 2. N’oublions pas que ces entiers divisent |G| d’apres le
théoréme de Lagrange. Eerivons |G| = v(T1)dy = v(Ts)ds. Alors (%)
devient

2 d, dy

2 - — =
|G| G| |Gl

d’our résulte 2 = d; + do et nécessairement d, = do = 1. Les orbites T,
et Ty ont un seul élément.
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Ainsi, on a deux points de X qui sont invariants par tous les éléments
de G. ce qui signifie qu’ils sont sur les axes des rotations de G'. Ces deux
points sont opposés et finalement toutes les rotations de G’ admettent le
méme axe D. Le groupe G est alors abélien. Les restrictions des éléments
de G au plan P = D forment un sous-groupe fini de SO(P). Nous savons

7
qu’un tel sous-groupe est cyclique, engendré par une rotation d’angle —
0
(P étant muni d’une orientation arbitraire). G est donc constitué des
2k
rotations d’axe fixe D et d’angle —, 0 < k< n— 1.
n

e Supposons qu’il y a trois orbites T avec v(T) = 2 : Ty, T2 et Ts.
Notons v, = v(T;) pour tout 1 < 7 < 3. On peut supposer v; < vy < V3.
Légalité (%) s’écrit alors

On ne peut avoir v; 2 3 car sinon

2 1 1 1 1
1<14 —=—+—4+—<L3==1
+ |G| 141 Vo + V3 = 3
, . , o1 2 1 1
On a nécessairement v; = 2 et () g’éerit - + — = — + —
2 IGl Vg 1223
On ne peut avoir 15 > 4 car sinon
1<l+2'1+1<21'1
2 72 |G v vy 4 2

1 vaut done 2 ou 3.
* Supposons v, = 2. Alors 13 = |G|/2 et |G| est pair.
* Suppusons v, = 3. Alors (*) devient

1 2 1

4 — =
6 |Gl U3
et on a nécessairement 13 < 6 et 3 vaut 3, 4 ou 5. La formule donne
alors la valeur de |G].
On conclut donce sur les valeurs possibles de v(T) dans le cas de trois
orbites :

Cas "Mt U3 I G I
1 212 |n/2| n
2 213 3 12
3 213 4 24
4 213 5 60
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Pour achever Uétude, il Teste o effectuer un important travail de syn-
these. On peut prouver qu’il existe bien un sous-groupe correspondant
ces quatre derniers cas-la comme on l'a fait dans le cas ot on avait devx
orbites T avec v(T) = 2. Le cas 1 est réulisé par le groupe des rotations
laissant stables un polygone régulier a n/2 cotés, contenu dans un plan.
On parle alors de groupe diédral. Le cas 2 est réalisé par le groupe des
rotations laissant stable un tétraédre régulier; il est isomorphe ¢ Ay. Le
cas 3 est réalisé par le groupe des rotations laissant stable le cube, qui
est isomorphe a Sy et enfin le dernier cas est obtenu par le groupe des
rotations laissant stable le dodécaédre régulser, qui est isomorphe a As.
Les deux polyeédres réguliers restants sont Uoctaédre et Uicosaédre que ont
respectivement le méme groupe que le cube et le dodécaédre.

Les exercices qui suwivent concernent Uétude de quelgues exemples de
groupes.

2.16. Groupes quasi-cycliques de Priifer

Soit p € N* un entier premier et U, le groupe multiplicatif de
2¢m -
C* engendré par ’ensemble des nombres exp (T) ou « décrit N.
p

Montrer que U, est indécomposable, c’est-a-dire n’cst pas isomorphe
a un produit direct de deux groupes non triviaux.

(ENS Ulm)

> Solution.
e Pour ¢« € N, notons G, le sous-groupe de C* engendré par

2im . N iy
exp (—a> C’est le groupe des racines p®iemes de I'unité. On a. pour

2 2im \\"
tout a € N. G, C Ggy1- car exp (%) = (exp (#)) et a for-

tiori, Gg C Gg si § < a. On en déduit que U G, est un sous-groupe de
a€N
C*. En effet, deux éléments de cette réunion appartiennent & un méme

G, qui contient aussi leur produit. On a donc
U, = | G-
a€eN

e Examinons les sous-groupes de U,. Il y a évidemment les G, qui
sont finis et U, lui-méme. On va montrer que ce sont les seuls.
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Tout. d’abord, pour tout o € N. les sous-groupes de G, sont les Gg
avec J € «. Il a déja été noté que ce sont des sous-groupes de G,,.
Inversement, si G est un sous-groupe de G, le cardinal de G divise celui
de G, d’apres le théoréme de Lagrange, et il existe donc § < « tel que
|G| = p?. Mais alors. on a 2¥ =1 pour tout z de G (toujours d’apres le
théoréme de Lagrange) et donc G C Gg. Les deux groupes ayant méme
cardinal, I'inclusion est une égalité.

Soit maintenant un sous-groupe G de Uy, qui n’est pas un G,,. D’apres
ce qui précede, G n’est contenu dans aucun G,. Pour tout @ € N, il existe
z € G tel que « ¢ G,. Considérons le plus petit entier naturel n tel que
x € G,. On note que o < n (car sinon, on aurait z € G, C G,).

L. 2ikT
On écrit * = exp —
p

), avec k € Z. Puisque, par définition de n, x
2ikm

n’appartient pas a G, 1, on a " = exp ( ) # 1. On en déduit

que p ne divise pas k; p étant un nombre premier, k est premier avec p
et donc premier avec p”. Mais ceci est la condition pour que x engendre
Gy, Comme x € G. G, est contenu dans G. On a, it a fortiori, G, C G,
car o < n implique G, C G,,. Puisque « est un entier quelconque, on en
déduit que G, qui contient tous les G, est égal & U,

Il en résulte que I’ensemble des sous-groupes de U, est totalement
ordonné par I'inclusion.

e Supposons qu’il existe deux groupes H, K et un isomorphisme ¢ de
H x K sur U,. Posons H=Hx {1} : c’est un sous-groupe de H x K
isomorphe & H. De méme K = {1} x K est isomorphe 3 K et HNK =
{(1,1)}. Les images par ¢ des sous-groupes H et K sont des sous-groupes
de U, d’intersection égale & {1}. D’apreés le point précédent I'un des deux
est. réduit & {1}. Donc soit H. soit K est trivial. <

2.17. Le groupe modulaire

Soit P = {z € C, Imz > 0} le demi-plan de Poincaré. A toute

matrice A = (‘CI Z) de SL3(Z) on associe la fonction homogra-
b
phique fa définic pour z € P par fa(z) = oz t .
cz+d

1. Montrer que application 1 : A —— fa est un morphisme de
groupes de SLy(Z) dans le groupe des permutations de P. Détermi-
ner Kert). On note G I'image de 2 : on I'appelle le groupe modulaire.
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2. Pour z € P, on pose I, = {Img(z), g € G}. Montrer que I,
est une partie de RY admettant un plus grand élément. (On pourra
prouver que pour tout réel a@ > 0. I'ensemble des g € G tels que
Im g(z) > « est fini).

3. On note Gg le sous-groupe de G engendré par u el v ou
u:2zv+ z+1let v:zr— —1/z Soit z € P. Montrer qu’il
existe go € Go tel que si on pose zg = go(z), on a, pour tout g € Gy,
Im g(z) < Im 2.

4. Soit D = {z € P, |Rez| < 1/2, |z| 2 1} le domaine fonda-
mental du groupe modulaire. Montrer qu’on peut choisir zp dans D.

5. En déduire que Gg = G.

(ENS Ulm)

> Solution.
I /
1. Soient A — (‘z Z) € SLy(Z), B = (‘CL, Z,) € SLy(Z) et 2 € P.
na

az+b  (az+b)(cz+d)  aclz|? +bd + adz + bez
ez td |cz + d|? B |z + d|?

Il en résulte. en prenant la partie imaginaire. que

(ad — bc)Im z Imz

= = 0.
Im(fA(Z)) |CZ+d|2 I(,Z+d|2 >
On en déduit que fa(P) C P. On a ensuite
az+ b b
a ! ! ! !
Tz d _ (ad' +bc)z+ (ab’ +bd')
I = =i = e pdc)z r b v 1A
c,—— +d
cz+d

Comme f; = Idp, 'application fa est bijective et sa bijection réci-
proque est fa—1. Le résultat précédent prouve alors que 1) est un mor-
phisme de groupes de SLy(Z) dans le groupe des permutations de P.

Supposons que A € Keri. On a fa(z) = z pour tout z € P ce qui
donne pour tout z € P, az + b= c2? + dz. Dot ’'on déduit ¢ = b = 0 et
a = d. Comme ad —bc =1 on a ¢ = 1. 1l en résulte que Kersp = {+1}.

2. Soit z € P et a > 0. On suit 'indication de I’énoncé. Pour g € G.

Lo s Imz .
Im g(z) > o équivaut & |cz+d|? < —— ol ¢, d sont les coeflicients de la
«

seconde ligne d'une matrice A € SLy(Z) telle que fa = g (cette matrice
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est unique au signe prés d’apres la question précédente). Il n’y a qu'un
nombre fini de couples (c. d) € Z? vérifiant cette inégalité. En effet, on a
Imz
A(Imz)? < |ez +d|*> < —= et donc ¢
«

Im
4 < |czf? + |ez + dJ? < 2|22 + TZ

, puis
alm =z

I en résulte que I, N [a, +oo], qui est P'ensemble des réels qui s’écrivent
Im 2
lez + d|?’

tuellement vide).

On en déduit que I, admet un plus grand élément : si on choisit a > 0
tel que I, N [e, +oo soit non vide (on prend = g(z) avec g élément
quelconque de G), le plus grand élément de I, est le plus grand élément
de I, N [ex, +oo.

3. Posons J, = {Img(z), z € Gg}. Comme J, C I,, pour tout
a > 0, J, N|a,+oo| est aussi fini. Donc J, admet également un plus
grand élément. D’ou l'existence de g9 € Gg tel que pour tout g € Gg,
Im g(z) < Imzp = Im go(2).

4. Supposons que Rezg = m+toum € Z et t € |-1/2,1/2).
Alors u=™(z) adwmet ¢ comme partie réeclle et possede la méme partie
imaginaire que zg. Comme u~ ™ (zq) est égal & (u"™o0gg)(2), on peut done

avec (c,d) € 77 vérifiant 'inégalité ci-dessus, est fini (éven-

en remplagant go(z) par (v 0 gg)(z), supposer | Re zo| < 3" Mais alors,
. . Im Z0
on a obligatoirement |zg| 2 1. En effet, on observe que Im v(zg) = I
20
de sorte que si |zg] < 1, on a Im(v o gg)(z) > Imzy. ce qui contredit le
choix de gqg.
5. Représentons D :

D u(D)
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Les groupes G et Gg operent naturellement sur P. La question précé-
dente a montré que la Gg-orbite de tout point z de P rencontre ce
domaine D. On va maintenant regarder si deux points z et 2z’ de D
peuvent étre dans la méme G-orbite.

Supposons donce qu’il existe g € G tel que 2’ = g(z). Quitte a rempla-
cer le couple (z, z') par le couple (2, z). olt z = g~ (2’). on peut supposer
que Im g(z) 2 Im z. Soit A = (2 Z) € SLy(Z) telle que g = fa. On a
lez+d|? <1 car Im g(z) > Im z. En posant z = z + iy, avec (r,y) € R?,
on obtient

3
12 (cz+ d)2 +c2y? > 62y2 > ZCZ,
car z € D. On en déduit que |c| < 2, ce qui donne ¢ € {1,0, —1}. Comme
il est loisible de changer les signes des coefficients de A, le cas ¢ = —1 se

ramene au cas ¢ = 1.

e Supposons ¢ = 0. On a alors ad = 1 ¢t donc a = d = £1. Dans ce
cas, g est une translation : g(z) = z+ k,avec k € Z. Si k=0, g = Idp
et 2/ = 2. Sik #£0, Rez et Rez’ étant tous les deux dans I'intervalle

11
[—5, 5] , on a obligatoirement k£ = +1; I'un des deux nombres Re z et
Re 2’ doit étre égal a 5 et 'autre & 5

e Supposons ¢ = 1. De |z + d| < 1. on déduit que
12@+d)?+y?> =2 +2dz +d? 21— 2|d||z| +d* > 1 — |d| + d*

et donc d? < |d|. Cela impose d € {0,—1,1}. On a alors 1 — |d| +d% = 1
et les inégalités précédentes sont des égalités. Cela entraine

|z| =1 et 2de = —2|d||z| = —|d|-

1
*Sid=0,onobtient b= —-1let 2 =g(z) =a——-=0a—2 En
z

. . 1 N .
particulier Re(2’') = a — Re(z). Si Re(z) # :|:§, c’est-a-dire si z # j et
z# —j32 alors g = 0 et 2/ = —Z. Si z = 4. on peut avoir ¢ = 0 ou —1:
on obtient alors 2z’ = —j2% ou j. De méme, si z = —j2, alors 2/ = j ou
—j2. Dans tous les cas, on note que |2’| = 1.

*Sid=1,onalz|=1letx = 5 c’est-a-dire z = j. On obtient

1 1
aszletz':g(z):a—m:a—m:a+j. Ceci nécessite
a=0o0uletz =jou—j2

* Sid = —1, on obtient de meme, z = —j2 et 2’ = j ou —j2.



2.18. UNICITE DANS LE TIIEOREME DE STRUCTURE DES GROUPES ABELIENS FINIS 59

On observe que, dans tous les cas, si z # 2’, z et 2’ sont sur la frontiére
de D. De plus, si z n’est pas sur la frontiere de D, la seule application ¢
telle que z = g(z) est Idp. Nous allons déduire de cela que G = Gy.

En effet, prenons ¢ € G et z un point intérieur & D (par exemple
z = 2i). Puisque g(z) € P, la question 4 montre qu’il existe go € Go tel
que go(y(z)) € D. D’apres ce qu’on vient de voir. cela impose goog(z) = z
et goog=1Idp. On adonc g = g5 et g € Go. <

On déduit de ce résullat que le groupe Sly(Z) est engendré par les
deuz matrices U = <(1) i ) etV = ( i (1) ) . On trouwvera une autre preuve
de ce résultat par des manipulations élémentaires dans le chapitre sur le
groupe linéaire dans le tome 2 d’algébre.

Un probléme majeur de la théorie des groupes finis, qui n’est pas
encore totalement résolu de nos jours, est celui de la classification a iso-
wnorphisme pres. Apres un travail colossal de plusieurs dizaines d’années
la classification est terminée pour les groupes finis simples, ¢’est-a-dire
sans sous-groupe distingué non trivial. Avec les outils du programme des
classes préparatoires on peut s’attaquer a un probléme incomparablement
plus facile : la classification des groupes finis abéliens. L’énoncé ci-apres
démontre la partie unicité du théoreme suivant :

Théoréme. Si G est un groupe abélien fini avec |G| = 2, il existe une

n
unique suite (a1, . ...ay,) telle que 2 < a1|az| - |an et G =~ HZ/aiZ.
=1
Llentier a,, n’est autre que Uezposant du groupe G (cf. exercice 2.8).
Pour la partie existence nous renvoyons le lecteur o Uexercice 7.20.

2.18. Unicité dans le théoréme de structure des groupes
abéliens finis

Soit (a1, ... bm) € (N*)™*™ vérifiant
2<a1|a2|..'|an et 2<b1|b2|..|bm

On suppose qu’il existe un isomorphisme de groupes

2=1 =1

Montrer que m = n et que a; = b; pour tout ¢ € [1,n].
(ENS Ulm)
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> Solution.
7 m
Notons G; = HZ/ a;Z et Gy = HZ/biZ. Démontrons le résultat

=1 i=1
d’unicité par récurrence sur n 2= 0.
e Supposons n = 0. On a alors

Gy = {0} ~ ﬁZ/biZ.

Ceci implique 1 = Card G; = Card Gz = by ... by,. D’oti 1 = 0.

e Supposons n = 1 et la propriété établie jusqu’au rang n — 1. Pour
faire chuter n, nous allons considérer le groupe a; - Gy. Il est constitué
des éléments de la forme

ay-X=a1-(Z1,-.-,%n) = (01 - Z1,--., 01 - Zn),

ou X = (zq,....%,) est un élément quelconque de G, et ol a, - = désigne
I’élément =+ - - -+ avec a; termes. En fait a, - Gy est 'image de Gy par
le morphisme de groupes X +—— a - X. C’est donc bien un sous-groupe
de Gj et on a clairement,

a1-G1 = (a1 (Z/aZ)) x (a1 - (Z]azZ)) % --- X (a1 - (Z]anZ)) et
0 -Cs = (ar- (Z/0Z)) % (a1 - (L/baZ)) X -+ X (a1 - (Z/bmT))

Comme G; =~ Go, on a a1 - Gy =~ a1 - Go2- Regardons d'un peu plus
pres les groupes ay - (Z/a;Z) et ay - (Z/b;7) qui interviennent ci-dessus.
Pour cela, établissons un petit lemme.

Lemme. Sin,p sont des entiers naturels non nuls, le groupe p - (Z/n7)

n
— 7.
pged(p, n))

Démonstration. On note « : Z — Z/nZ le morphisme surjectif de
groupes qui & un entier € Z associe T sa classe modulo n. Pour tout z
dans Z, on a

est cyclique, isomorphe au groupe 7./ (

pn(x) = pT = pT = ©(px).
11 en résulte que p - (Z/n7Z) est 'image par © du sous-groupe pZ de Z.

C’est donc le sous-groupe cyclique de Z/nZ engendré par «(p) = 7. Or,
Pordre de p est le plus petit entier naturel non nul k tel que kp soit

divisible par n. ¢’est-a-dire ce qui démontre le lemme. {

T
pged(p.n)’

Comme pour tout i € [1.7n], a4|a;, on a pged(a;, a;) = a; et, d’aprés

le lemme, a, - (Z/a;7) ~ Z/%Z. Ainsi on obtient
1
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H a,
a’l - Gl ~ Z/_Z.
a
1<ign 1
Du lemme, on tire également que
b;
Qy - G2 ~ I I Z/ —d(*“b—) Z
cd(aq, b;
1<i<m Pg 1.Ug

Comme Card G; = CardGaonaay...an, = by ... b,y Comme aq -Gy
et a; - G2 sont isomorphes, on a également

a; b;
H a H peed(aq, b;)’

a
1<6<n L 1<igm

ce qui donne

Mo  IIw

1<ign 1<ig<m

at H pged(aq, b;)

1<i<m

On a donc o = H pged(ar.b;) < e car pged(ar.b;) < ay, ce qui
1<i<m

implique n € m. Comme G; et Gg jouent des roles symétriques (si
n 2 1, alors nécessairement m > 1), on peut démontrer de méme que
m < n et ainsi n = m. Les majorations des pged(ay, b;) par a1 effectuées
ci-dessus sont alors nécessairement des égalités. On a donc pour tout
i € [1,n], a1 = pged(ar,bs), i.e a1]b,. En particulier, a;|b;. Toujours
pour des raisons de symétrie, b;|a; et finalement a; = b;.

Revenons alors a 'isomorphisme ay - Gy ~ a1 - Go = by - Go. 11 s’écrit

a; —~ bz
11 2/524 11 Z/a—lz.

1<ign 1i€n

. a; )
Sia; = a (1 <i< n),alors Z/—7 = {0}. C’est vrai en particulier pour
a

i1 = 1. Nous avons fait chuter n ét allons pouvoir appliquer ’hypotheése
de récurrence. Si tous les a; sont égaux & a;, a1 - G; = {0} = a1 - Gg et
tous les b; sont égaux a ap. L’unicité est alors prouvée.

Dans le cas contraire. on peut considérer r le plus petit entier de [2. n]
tel que a, > a;. Nécessairement, il existe 7 € [1, n] tel que b; > b = a;.
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On note s le plus petit de ces entiers. On a s 2 2. Dans ces conditions,
I'isomorphisme devient

a a b b
/A iy NERNENE i il SN/ N B/ ENIRREENG// i biy/
/al . . /a1 /al . . /al

Par hypothése de récurrence, on ar = s (et sii < r, a; = a1 = b;) et

(7% b, On b

a bl,....aI a].

On conclut donce a I’égalité a; = b; pour tout 1 < ¢ < n, ce qui termine
la démonstration par récurrence. <l

Le groupe symétrigue d’un ensemble E, noté Sg, est le groupe des
permutations de E. On note S, le groupe symétrigue de [1,n] pour tout
n 2 1. L’étude des groupes de permutation finis se raméne a Uétude des
S, car si E est de cardinal n, Sg est isomorphe a S,,.

On rappelle que toute permutation ¢ € S, admet une décomposition
en cycles & supports disjoints et que cette décomposition est unique a
Vordre des cycles pres. Un cycle ¢ de longueur p ou encore p-cycle, sera
noté ¢ = (a1,02,--..0,) ot pour tout i, a;yy = c(a;) (lire les indices
modulo p). Une transposition est un cycle de longueur 2. Pour tout n 2 2,
le groupe S, est engendré par les transpositions. En fait, les transposi-
tions (1,1) pour 2 < i < n suffisent, ce qui peut se voir par récurrence
sur n ou simplement a partir du résultat précédent puisque pour i # 7,
(3,7) = (1,2)(L,7)(1,7). L'exercice suivant s’intéresse au nombre mini-
mal de transpositions permettant de générer S,.

2.19. Génération du groupe symétrigue

Soit n 2 2. Quel est le nombre minimal de transpositions engen-
drant le groupe symétrique S,, 7

(ENS Ulm)

> Solution.

On a rappelé plus haut que les transpositions (1,2),....(1,n)
engendrent S,,. Ainsi, n — 1 transpositions suffisent et intuitivement,
il semble difficile de faire mieux, ce que semble confirmer ’étude des
premieres valeurs de n. En effet, pour n = 2 il nous faut au moins
une transposition (la seule!) et pour n = 3, il nous en faut au moins
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2 puisque une seule transposition engendre un sous-groupe a deux
éléments.

Donnons-nous des transpositions 7y,...,7;, avec k < n — 2. Pour
visualiser le probléme nous allons représenter les entiers de 1 & n par des
points du plan. On fait en sorte que trois quelconques des points ne soient
pas alignés. Si la transposition (a, b) apparait dans la liste 74,...,7; on
joint par un segment les points correspondant aux entiers a et b. On
obtient ce qu’on appelle un graphe'. Par exemple, pour n = 6, k = 4,
= (1,2), = = (1,3), 3 = (1,5) et 4 = (4,6), on obtient le graphe
suivant :

1
9 3
6
Il est assez clair qu’une condition nécessaire pour que T7y,-...7Tk

engendrent S, est qu’on puisse passer de n’importe quel sommet i €
[1,7] & n’importe quel autre sommet j € [1,n] en suivant les arétes
du graphe. Un graphe vérifiant cette propriété est dit conneze. Il est
aisé de dessiner des graphes connexes sur un ensemble de cardinal n
qui contiennent n — 1 arétes. On peut par exemple choisir un sommet
et le relier a tous les autres. Mais il semble impossible d’y arriver avec
seulement n — 2 arétes. On a effectivement le résultat suivant :

Lemme. Si un graphe G sur un ensemble E de cardinal n > 2 est
connexe, alors il a au moins n — 1 arétes.

Démonstration. On procede par récurrence sur n, le résultat étant clair
pour n. = 2. Supposons le résultat prouvé au rang n — 1. Soit G un
graphe & n sommets. Si z est un sommet de G on note §(z) sa valence
c’est-a-dire le nombre d’arétes qui arrivent en z. On a aisément

Y §(z) = 20(G),

x€EE

1. Formellement, un graphe G est un couple (S, A) oli S est un ensemble fini, et A
un ensemble de paires d’éléments de S. Les éléments de S sont appelés les sommets
du graphe, ceux de A les arétes.
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ol a(G) est le nombre d’arétes de G (car une aréte correspond & deux
sommets). La connexité de G impose évidemment §(x) > 1 pour tout z.
Deux cas se présentent -

e Pour tout z, §(z) > 2. Alors on a directement gréce a ’égalité
ci-dessus a(G) = n.

e Il existe un sommet zo de valence 1. Retirons ce sommet zq et
l'unique aréte qui y aboutit. On obtient un nouveau graphe G’ sur en-
semble E/ = E\{xo} qui est encore connexe. Par hypothése de récurrence,
a(G) 2 |E|-1=n—-2etdonca(G)=0a(G)+12n-1. <

2.20. Plongement de &,, dans .A,, ;5

Soit n € N*. Montrer qu'il existe un wnorphisme injectif de S,

dans .An+2 .
(ENS Ulm)

> Solution.

On considere 'application ¢ : S, — A,, 2 définie par ¢)(c) = o si o
est une permutation paire et ¢)(c) = oo (n+ 1,n+ 2) si o est impaire.
L’application 1) est injective par unicité de la décomposition en cycles a
supports disjoints. Et il est aisé de constater que i est un morphisme de
groupes. <

Le lecteur qui a un peu plus de connaissances en théorie des groupes
(simplicité du groupe alterné A, pour n 2 5) pourra démontrer qu’il est
impossible d’injecter le groupe S,, dans Anyy pour n = 2.

L’exercice suivant montre l'intérét qu’il y a & connailre des parties
génératrices d’un groupe. Si X est une partie génératrice d’un groupe G.
la, connaissance de la restriction d’un morphisme de groupes f : G — G/
a X caractérise f de maniére unique. Cette idée permettra au lecteur de
montrer facilement que les morphismes de groupes de 7./nZ dans Z./nZ
sont les applications x — ax : il suffit de regarder l'image du générateur
1. On trouvera d’autres utilisations des parties génératrices dans l’étude
du groupe linéaire.

2.21. Morphismes de S; dans S3

Déterminer les morphismes du groupe S; dans le groupe Ss.
(ENS Ulm)
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> Solution.

Dans la suite , nous noterons Id, et Ids les éléments neutres respectifs
de &4 et Ss. 1l est bien connu que S est engendré par les transpositions
(1,2).(1,3),(1,4). On observera aussi que 'image par un morphisme de
groupes f d’'un élément = d’ordre n est un élément d’ordre un diviseur
de n puisque (f(x))" = f(z™) = e. Soit f un morphisme de groupes de
S, dans le groupe S3. Pour 2 < ¢ < 4, notons 7; = f((1, ¢)). Comme (1, i)
est d’ordre 2, 7; est d’ordre 1 ou 2. Les seuls éléments de Sz d’ordre 2
étant les transpositions, 7; est soit une transposition, soit I'identité. A
partir de la, plusieurs cas sont possibles :

e Soit il existe i € [2,4] tel que 7; = Idz. Alors, pour j €
[2,4],7 # i, on a (1,7)(1.4) = (1,4,7). On en déduit que f((1,i,5)) =
S, ) f((1.9) = 75. Mais (1,4,5) est d’ordre 3, donc 73 = Ids et
comme 77 = Id3, on obtient que 7; = Idz. On a donc f((1,5)) = Ids,
pour tout j € [2.4]. Ces transpositions engendrant S;. f est le mor-
phisme constant :

s€ESy—1Idg € S3

Dans tous les autres cas, 7, 73, 74 seront des transpositions.

e Supposons qu’il existe une transposition 7 de Sz telle que = =
73 = 1y = 7. Toute permutation paire (resp. impaire) étant produit
d’un nombre pair (resp. impair) d’éléments de {(1.2),(1.3),(1.4)}. on
en déduit que :

f(s) =1ds si s est une permutation paire de Sy
f(s)=71 si s est une permutation impaire de Sy.

Réciproquement, si 7 est une transposition quelconque de Sz, toute appli-
cation de &, dans S3 ainsi définie est un morphisme de groupes qui s’iden-
tifie a la signature. On peut définir 3 tels morphismes, car S3 possede 3
transpositions.

e Supposons que parmi les trois transpositions 73, 73, 74, deux soient
égales et la troisieme distincte des deux autres. On peut donc déterminer
(i,7. k) et (a,b,c) tels que {i,7,.k} = {2,3,4}, {a,b,c} = {1,2,3}, 7, =
7; = (a.b) et 7, = (@.c). On obtient alors

f((]v%])) = f((]-v ])(177’)) = (a’v b)(a‘7 b) =1ds
H4k) = f((LE)(L4) = (a,¢)(a,b) = (a,b,¢).

On remarque que (1,4, k)(1,4,7) = (1,k)(4,7), d’ott Von déduit que
FU, K, 7)) = £, i k) F((L,4,7)) = (a, b, ¢). Mais le produit de trans-
positions de supports disjoints (1. k)(4, ) est d’ordre 2. On obtient ainsi,

(a,¢,) = (a,b,0)% = (1, k)(,1)?) = [ (1ds) = Tds.
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C’est immpossible. Ce troisiéme cas ne peut jamais étre obtenu.

e Supposons enfin que 7,73, 74 sont trois transpositions distinctes.
On obtient & 1'ordre pres les trois trauspositions de Sz, (1, 2), (2, 3), (1, 3).
Il existe a,b,c tels que {a,b,c} = {1,2,3} et 2 = (a,b),73 = (b,c) et
7 = (c,a). Etant donnés a, b, c, il existe au plus un morphisme f de S,
dans S3 ayant ces valeurs pour 72, 73 et 74, puisque (1, 2), (1, 3) et (1,4)
engendrent Sy.

Pour montrer 'existence d’un tel morphisme f, nous en donnerons
une réalisation géométrique. Il y a plusieurs manieres d’obtenir S; comme
groupe d’isométries. On peut, par exemple 'identifier aux isoiétries lais-
sant un tétraédre régulier invariant ou aux isométries positives laissant
un cube invariant. Dans chacun des cas, ces isométrics induisent une
action sur un enscmble & 3 éléments : perpendiculaires communes aux
couples d’arétes opposées pour le tétraedre ; axes des faces pour le cube.
On définit ainsi une application de & dans Sz. Montrons cela de maniéere
plus précise.

* Soit 7 un tétraedre de sommets A;, Ag, A3, Ay et Is(7) les isomé-
tries de P’espace laissant 7 invariant. L’action de Is(7) sur les sommets
du tétraédre définit un morphisme de groupes ¢ : Is(7) — Sy. La
réflexion par rapport au plan médiateur de [A;,Aj] (1 < i< j < 4)
a pour image par ¢ la transposition de A; el A; dans 'ensemble des
sommets. Les transpositions étant dans Im ¢ et engendrant Sg, ¢ est
surjective. Comme (A;, Ag, Az, Ay) est un repere affine de lespace, la
seule application laissant fixes les sommets du tétracdre 7 est I'iden-
tité. Le noyau de ¢ est donc réduit a 'identité; ainsi ¢ est injective et
finalement ¢ est un isomorphisme de Is(7) sur Sy.

Daus un tétraedre régulier la perpendiculaire commune & deux arétes
opposées est le segment qui joint les milieux de ces arétes. On notera
D = {D1,D32,D3} 'ensemble des perpendiculaires communes aux trois
couples d’arétes opposées. Elles sont numérotées de telle fagon que
D, (resp. Dy, resp. D.) soit la perpendiculaire commune & [A;, Ag] et
[A2,A4] (resp. [Al,A4] et [Az,Ag], resp. [A17 A2] et [A3,A4]).
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Soit u € 8y, 5 = ¢~ (u) Pisométrie de T associée. L’isométrie s trans-
forme un couple d’arétes opposées en un autre couple d’arétes opposées,
cecl de maniére injective. Elle transforme donc un élément de D en un
dément de D, de maniére injective. Elle induit donc une permutation «’
de D qui s’identifie & un élément de S3. Soit f Papplication qui & u € &4
associe u’ € S3. Par construction, I'application qui & u associe v’ est un
morphisme (pour la loi o). Puisque ¢! est aussi un morphisme, on en
déduit que f est un morphisme de groupes de & dans Ss.

Pour i € {2.3,4}. posons {j,k} = {2.3.4} \ {i}. ¢ 1((1,%)) est la
réflexion autour dn plan médiateur de [A,, A;]. Cette réflexion échange
A, et Ay, laisse invariant les milieux de [A}, A;] et [A;. Ag] et échange les
milieux de [A1, A;] et [A;, Ag] et les milieux de [A;, Aj] et [A;, Ag]. Elle
laisse donc invariante la perpendiculaire commune & [Aj, A;] et [A;, Ag]
et échange les deux autres. Ces remarques permettent de déterminer
les images par ¢ ((1,4)) des éléments de D et donc ; = f((1,%)). On
trouve 72 = (@, b), 73 = (b,c) et 74 = (c, a).

Ceci démontre ’existence d’un morphisme de groupes f de &; dans
Sz ayant les propriétés voulues. Puisque (e, b, ¢) étant une permutation
quelconque de (2,3,4), on trouve 6 morphismes de ce type.

* Venons-en au cas du cube. Soit C un cube de centre O, de sommets
Ay, Ag,Az Ay, Al, AL, AL Al les sommets étant numérotés de telle
fagon que A} soit le symétrique de A; par rapport & O et que A;AjAzA)
soit un carré. Notons Is*(C) ’ensemble des isométries positives laissant
C invariant. Les éléments de IsT (C) sont des rotations dont I’axe contient
O. Soit A P’ensemble des diagonales du cube. c¢’est-a-dire ’ensemble des
quatre droites §; = (A;A]) (1 < i< 4).

A, A

A Aq

o = -

Tout élément de Is'(C) transforme une diagonale du cube en une
autre diagonale. Etant bijectif, il réalise une permutation des éléments
de A. On obtient donc un morphisme de groupes ¥ : Ist(C) — S,.
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Si s € Ker ¥, s laisse les quatre droites de A invariantes. La restric-
tion de s & chaque droite de A est 'identité ou la symétrie par rapport
a O. L’application vectorielle associée & s est donc £ Id. La symétrie par
rapport au point O n’étant pas une isométrie positive, s = Id. L’appli-
cation ¥ est donc injective.

Soit, 12 la droite passant par 0 qui joint les milieux des arétes [A;, A%
et [A}, As] et 512 le retournement d’axe d12- Il est immédiat que 512
échange les diagonales &, et 2. La droite 812 est orthogonale au plan P
contenant Ag, Ay, A} et A}. Larestriction de s12 &4 P est donc la symétrie
de centre O. L’application s;2 laisse donc invariantes les diagonales do
et d3. L'image de s15 par ¥ est la transposition des diagonales 8; et da.
On montre de méme que W(IsT) contient toutes les transpositions et on
conclut que 1) est surjective. Finalement ¥ est un isomorphisme de Is™
sur Sy-

Considérons maintenant les trois axes des faces, c’est-a-dire les trois
droites passant par O et orthogonales & deux des faces du cube. On
notera A = {d;,dz,ds} l'ensemble de ces axes. Ils sont numérotés de
telle fagon que d, (resp. dp, resp. d.) soient respectivement les axes des
faces AJALAGAY, A1ASALAL et AJALARA).

Tout élément de Ist(C) transformant une face du cube en une autre
face et laissant O invariant, transforme un élément de A en un élément
de A. Elle opere donc une permutation de A. En associant & tout élément
u € Sy 'isométrie ¥ (u), puis & celle-ci une permutation de A, identifiée
4 un élément de S3, on obtient comme pour le tétraedre un morphisme f
de &4 dans Ss. Sachant qu’avec les notations précédentes, on a ¥(sy;) =
(1,%), on peut déterminer 7; = f((1,)), pour 1 < i < 3. On trouve de
nouveau 72 = (a,b), 73 = (b,c) et 74 = (c,a) et on conclut de la méme
fagorn.

Conclusion. Au total, on trouve 10 morphismes de groupes de Sy
dans S3. Le premier est constant. les trois suivants ont pour images les
trois groupes de cardinal 2 de Sz, les 6 autres sont surjectifs. <

Lorsque G est un groupe, U'ensemble Aut(G) des automorphismes de
G muni de la composition est un groupe. Les conjugaisons f, : £ ——
aza” ! pour a € G sont des automorphismes remarquables appelés auto-
morphismes intérieurs de G (les autres seront dits extérieurs). L’en-
semble des automorphismes intérieurs forme un sous-groupe de Aut(G).
Ce sous-groupe est bien entendu trivial lorsque G est abélien. La connais-
sance de Aut(G) est importante en théorie des groupes pour les ques-
tions d’extension. Le lecteur pourra montrer & titre d’exercice que pour
tout n > 2, Aut(Z/nZ) est isomorphe au groupe des inversibles de
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Vanneau Z /nZ. L’exercice suivant étudie les automorphismes du groupe
symétrique.

2.22. Automorphismes de S,,

Soit n € N*, n # 6. Montrer que les automorphismes de S,, sont
intérieurs i.e. de la forme s — oosoo ! o1 0 € §,,. On s’intéressera
aux images des transpositions.

(ENS Ulm)

> Solution.

e Soit ¢ un automorphisme du groupe symétrique. Nous savons que
Pensemble T des transpositions forme une partie génératrice de S,.
L’automorphisme ¢ sera donc uniquement déterminé si 'on connait les
images par ¢ des transpositions. Pour commencer, examinons 1'image
d’une transposition et méme 'image d’un élément quelconque de S,, par
un automorphisme intérieur. Soit ¢ € S, et (a1..... ar) un cycle de
longueur k (on dira k-cycle). On a alors

|Uo(a1,...,ak)oo'1 = (a(ay).--.,0(ag))| (%)

Le lecteur vérifiera cette égalité sans grande difficulté. Un k-cycle est
donc transformé en un k-cycle par tout automorphisme intérieur. En
particulier une transgposition est transformée en une transposition.

Plus généralement, si s est un élément de S, et sq,.-., sk les cycles
apparaissant dans la décomposition de s en produit de cycles & support
disjoint (s = 5182 .. sg). on obtient

0507 = (05107 Y0520 1)...(oskaTV) | (¥%)

Pour tout i, 0s;0™! est un cycle de méme longueur que s; d’apres la

formule (). Si {a1,-..,a;,} est le support de s;, {0(a1),--.,0(ap)} est le
support de os;07 1. En particulier les os;0™! sont des cycles & supports
disjoints.

Nous allons démontrer, pour commencer, que ¢ transforme toute
transposition en une transposition. Un automorphisme de S,, conserve
les propriétés algébriques des éléments de S,. Si 7 est une transposi-
tion, 7 est d’ordre 2, donc ¢(7) est aussi d’ordre 2. Cependant, cela ne
suffit pas pour affirmer que ¢(7) est une transposition puisqu’il existe
d’autres éléments d’ordre 2, les produits de transpositions & support dis-
joints (il n’y a qu’elles, puisque ’ordre d'une permutation est le ppcm
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des longueurs des cycles intervenant dans sa décomposition en produit
de cycles & supports disjoints). Notons Ty Pensemble des permutations
de S, qui sont produit d’exactement k transpositions & supports dis-
joints (pour 2k < n). On a en particulier Ty = T. Nous proposons deux
démonstrations différentes du fait qu’un élément de T est transformé
par ¢ en un élément de T;.

* D’apres la relation (sx), chaque ensemble Ty est une classe de
conjugaison de §,,. L'image par ¢ d'une classe de conjugaison est. encore
une classe de conjugaison (car ¢(c o7 oo™ 1) = (o) o (1) 0 (o) 1).
I’ensemble ¢(T1) est donc I'un des Ty.

On va montrer par un argument de cardinalité que, pour n # 6, on ne
peut pas avoir ¢(T) = Ty, avec k # 1. Pour cela, on va calculer le cardi-

n(n—1
nal de Tg. On a |T,| = C2 = %, car une transposition est déter-

2 (12 2
CnCn—Z T Cn—2k+2 .
K
on choisit les supports des k transpositions et on divise par k! car I’ordre
n'importe pas. En simplifiant. il vient

minée par son support. Pour k& > 2, on a |Ty| =

nn—1)...(n—-2k+1)
2k ’

| Tw| =
Nous allons montrer que si n # 6, 'équation |Tx| = |T4|, c’est-a-dire
K12Fl = (n - 2)(n—3)...(n— 2k + 1),

n’a pas de solution k strictement supérieure & 1 (avec 2k < n).

En effet, pour k = 2, on obtient (n — 2)(n — 3) = 4, équation qui n’a
pas de solution dans N. Et pour k > 3, il vient Cﬁ_k(n—Z) oo (n—k+1) =
2k=1 ce qui ne peut arriver que sin —k+1=n—2 (sinon le terme de
gauche a un facteur impair), soit k¥ = 3. Mais on a alors (n—2)C3_4 =
qui entraine n = 6, cas qui est justement écarté. On a donc ¢(T1) =T,

* Pour montrer qu'une transposition est transformée en une
transposition. on peut” s’intéresser au centralisateur d’une transposition
7, qui est transformé en celui de ¢(7) par automorphisme ¢.

Soit s un élément de Ty qu’on écrit s = M72...7%, OU Ty,-.., Tk
sont des transpositions & supports disjoints. La permutation ¢ est dans
le centralisateur de s si gsc™! = s. Nous avons vu quec oso™! =

(omio7) ... (0sko™ 1), ol les o1;0 ™" sont des transpositions & supports

disjoints. Par unicité de la décomposition en produit de cycles & supports

2. Comme le fait Daniel Perrin dans son Cours d’algébre, Ellipses, 1996, p.30-33. On
y trouvera une étude précise des centralisateurs des éléments d’ordre 2 qui explique
mieux en quoi le cas n = 6 se distingue.
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disjoints, on en déduit que les o7;0 ! doivent s’obtenir par permutation
des 7;. Il y a k! possibilités pour o de permuter les 7;. Supposons une
telle permutation des transpositions fixée, et par exemple qu'une trans-
position (a,b) est envoyé sur (a’.4’). On doit avoir

(a',b') = o(a,b)o™! = (c(a). o(b)).

cest-a-dire {o(a),o(b)} = {a’,b'}. On a donc 2 possibilités différentes
pour définir ¢ sur Pensemble {a, b} sachant que cet ensemble est envoyé
sur {a’.b'}. 1l reste ensuite & déterminer o sur les éléments qui n’ap-
partiennent pas au support d’une des transpositions 7;. Pour ces n — 2k
éléments, il y a (n — 2k)! choix possibles. Au total, il y a 2¥k!(n — 2k)!
permutations qui commutent avec s.

Soit. maintenant une transposition 7. Son centralisateur est de car-
dinal 2(n — 2)!. Si ¢(7) appartient & Ty, son centralisateur possede
(n — 2k)!k12F éléments. Nous avons donc 2n —2)! = (n - 2k)112F,
c’est-a-dire

K2F1=(n—-2)(n-3)...(n - 2k +1),
Nous obtenons la méme équation que dans la méthode précédente et la
conclusion est la méme.

Le fait que les deux méthodes conduisent ¢ la méme égquation n'a
rien de mystérieur. Fn effet le cardinal de la classe de conjugaison d’un
élément est égal & lindice de son centralisateur dans S,,. 1l revient donc
au méme de dire que deux éléments de S,, ont des classes de conjugaison
de méme cardinal et des centralisateurs de méme cardinul (cf. exercice
2.11)

e On a donc ¢(T) = T. On va s'intéresser aux images des trans-
positions (L. k) pour k € [2,n]. Celles-ci suffisent & générer S,. Il
existe a; et ay distincts tels que ¢((1.2)) = (a1,a2). De méme, il
existe a et b distincts tels que ¢((1,3)) = (a.b). Comme (1,2) et
(1,3) ne commutent pas, (a;,az) et (a.b) non plus, ce qui nécessite
{a1,a2} N {a,b} # 0. On peut supposer que a = a; et on note az = b.
On a donc ¢((1,3)) = (a1, az). L’injectivité de ¢ assure que az # as3.

Montrons par récurrence sur ¢ € [2,n] que ¢((1,4)) s’écrit (a1, a;) ou
a; est distinct des ap pour k < 7. C’est vrai pour i = 2 et 3. Supposons
i > 3. Alors ¢((1,7)) est une transposition dont le support rencontre
celui de p((1.k)) = (a1,ax) pour 2 < k < i — 1 (par hypothese de
récurrence), car (1.7) et (1. k) ne commutent pas (la démonstration est
la méme que pour i = 3). Si a; n’était pas dans le support de ((1, 7)),
les a pour k € [2,7 — 1] y seraient. Comme ils sont au nombre de
i— 2 2 2, cela ne peut se produire que si i = 4. Dans ces conditions
90((17 4)) = (a2, a3) = (a’la a3)(a27 al)(a17 a‘3) = 90((37 1)(17 2)(1a 3)) et par
injectivité, on a (1,4) = (3,1)(1, 2)(1, 3), ce qui est faux.
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Donc a; est dans le support de ((1,7)). Cette derniére s’écrit {(ay, a,)
et par injectivité de ¢, a; est bien distincts des ay pour k < i.

e Ou se retrouve donc avec n éléments de [1,7], ay,...,a, deux a
deux distincts tels que ¢((1,7)) = (a1, a;) pour tout 2 < i < n. Si on
considére la permutation o qui & i € [1,n] associe a;, on a d’apres la
remarque préliminaire

! - (a17 ai)'

co(l,i)o0™

Autrement dit, ¢ coincide avec ’antomorphisme intérieur ¢, : s ——

cgosoo ! sur I’ensemble des transpositions (1, i) avec 2 < i < n. Comme

¢ est un morphisme et que les (1.7) forment un systéme générateur de
Sn, Ol 8 0 = (.

Conclusion. Pour n # 6, tout automorphisme de &, est intérieur. <

Dans le cas exceptionnel n = 6, on peut montrer que | Aut(Sg)| =

1440, mais qu’il n’y a que 720 automorphismes intérieurss.

3 On pourra se reporter & tout bon traité de théorie des groupes, par exemple le
livre de Daniel Perrin déja mentionné ou ROTMAN (3.), An Introduction to the Theory
of Groups, GTM 148, 4°éd., Springer, 1995, p.160-162.



Chapitre 3

Anneaux et corps

Al ‘origine de la théorie des anneaux. se trouvent des recherches de
théorie des nombres. Vers 1831, Gauss a été amené, dans ses travaux
sur les résidus biquadratiques et sur les fonctions elliptiques, & étudier
les propriétés de divisibilité dans Uenneau Z[i). En 1844. Fisenstein uti-
lisa Z[j] (0@ j3 = 1). Dans les anneauz Z[i] et Z[j], Uarithinétique est
semblable & celle de¢ 7Z.; en particulier, ce sont des anneaux factoriels
(tout élément de l’anneau se décompose de maniére unique — & un élé-
ment inversible prés — en produits d’irréductibles). Les recherches sur
le grand théoréme de Fermat. en particulier la résolubilité de U'égquation
P+ yP = 2P, avec p premvier wnpair. ameénent o I'étude de Uanneau 7.[(),
ou { est une racine primitive p-ieme de Vunité. Celui-ci se révéla avoir
pour certaines valeurs de p, et contrairement & ce qu’on avait cru ini-
tialement (jusqu’en 1840), des propriétés arithmétiques totalement diffé-
rentes de celles de 7.

A partir de 1847, Kummer grace a Uintroduction des concepts de
nombres idéaux et de classes d’idéaur, €élucide le probléme de la divisi-
bilité dans Z[(] et démontre la conjecture de Fermat dans de nombreuz
cas. En 1871, Dedekind, généralisant les travauzr de Kummer, définit,
dans le cadre de la théorie des entiers algébriques, la notions d’idéal
et démontre qu’un idéal peut s’écrire comme produit d’idéaux premiers,
Le terme d’anneau ne sera introduit que par Hilbert en 1897: a partir
du début du Xx° siécle, il a fini par désigner tout ensemble sur leguel
sont définies une loi de groupe additif et une multiplication associative
et distributive.

L’idée d’appartenance a un sous-corps de C — le corps engendré par
les racines d’une équation — est assez claire pour Abel et Galois, mais ils
n’ont pas de mot pour désigner l’ensemble de ses éléments. C’est Dede-
kind qui introduit le terme de corps (en 1871), entendant par la des sous-
corps de C, pour lesquels il étudie en détail les notions d’intersection et
d’automorphisme. Kronecker donne en 1882, les premiers exemples de
corps définis abstraitement, corps de classes résiduelles de polynomes
a coefficients rationnels modulo un polynome P. Il fout attendre 1893
pour que Weber donne o Uexpression corps commutalif le sens général
actuel. Un peu plus tard vint l'abandon de la notion de commutativité, ce
qui conduisit a considérer 'ensemble des quaternions définis par Hamil-

73
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ton en 1848 comme un corps. Weddeburn prouva que tout corps fini est
nécessairement commutatif.

Les exemples de corps vont se multiplier dans les derniéres années du
XIX® siécle : corps des normbres p-adiques, introduit parc Heusel, preaer
exemple de la théorie générale des corps nalués; corps des séries for-
melles. Enfin, vers 1910, Steinitz développe la théorie générale des corps
commutatifs et des extensions de corps telle que nous la connaissons
aujourd hui.

3.1. Calcul d’inverse

Soit A un anneau et (a,b) € A% On suppose 1 — ub inversible.
Montrer que 1 — ba est aussi inversible.

(ENS Ulm)

> Solution.

e Supposons dans un premier temps que ab est nilpotent et considé-
rons n € N* tel que (ab)® = 0. On a alors ¢ = (1 —ab)™! =
1+ ab+ (ab)? + -+ + (ab)” '. Mais ba est alors également nilpotent
puisque (ba)" ™! = b(ab)(ad) ... (ab)a = b(ab)™a = 0. Donc 1 — b, est
aussi inversible et on a

(1—ba)™! = 1+ba+t (ba)® +--- + (ba)"
= 1+b[1+(ab)+---+ (ab)" ']a =1+ bea.
e Dans le cas général, posons ¢ = (1 —ab)™! et d = 1+ bea. 1l est
naturel d’essayer cette valeur comme inverse de 1 — ba. On obtient
(1—-ba)d = (1-ba)(1+bea) = 1—ba+beca—babca = 1+b[c—abc—1]la =1

et de méme d(1 — ba) = 1. D’oti le résultat. <

Les deux exercices suivants étudient des couditions suffisantes pour
qu’un. anneau soit commutatif. Le premier est un exemple d’anneau véri-
fiant une identité polynomiale.

3:

3.2. Anneaux tels que x

Soit A un anneau tel que 23 = z pour tout z € A.

1. Déterminer les éléments nilpotents de A.
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2. Soit e € A tel que €2 =€, a € A et b= ea(l — ¢). Calculer
b et en déduire que ea = ae. En déduire que pour tout x € A,
x? € Z(A) o Z(A) désigne le centre de A.

3. Montrer que A est commutatif.
(ENS Ulm)

> Solution.

1. Pour tout n € N* on a " € {z,2?} (comme il résulte d’une
récurrence immédiate sur n). Donc si z est nilpotent, il vérifie soit = 0,
soit 22 = 0. Mais dans le second cas, on a = = 2% = z22 = (. Le seul
élément nilpotent de A est donc 0.

2. On ab? = ea(l —e)ea(l —e) = eale — €%)a(l - €) = 0. Donc b est
nilpotent et d’apres la question précédente. b = 0, c’est-a-dire ea = eae.
En considérant de méme ¢ = (1 — €)ae, on obtient ¢? = 0, puis ¢ = 0
et ae = eae. 1l en résulte que ¢ commute avec a. On a ainsi montré que
tout élément idempotent e est central.

Soit z € A. On a (£2)? = ¢ = 232 = 22 : 22 est idempotent et donc
central.

3. Soitxz € A.Ona2z=(z+1)2—22—1 € Z(A), d’aprés la question
précédente, puisque Z(A) est un sous-groupe additif de A. On a, d’autre
part, (z+ 1) = z + 1. Sachant que (¢ +1)° = 2% + 3224+ 3z + 1 = 322 +
4z + 1, on obtient en simplifiant 322 + 32 = 0. L’élément 3z = —3a2 est
donc dans Z(A), puisque 22 y est. Il en résulte que = = 3z — 22 € Z(A) :
tout élément de A est central, donc A est commutatif. <

Signalons un théoréme di o Jacobson : un anneau A dans lequel.
pour toul élément x, il existe un entier n(zx) > 1 tel que z™*) = z, est
commutatif.

3.3. Commutativité ou anti-commutativité

r Un pseudo-anneau est un triplet (A, +,-) qui vérifie tous les
axiomes de la structure d’annean, sauf celui qui affirme Pexistence
de l'élément-unité. Soit A un pseudo-anneau tel que, pour tout
(z,y) € A% yz € {zy.—zy}. Montrer que A est commutatif ou
anti-commutatif. Que dire si A est un anneau ?

(ENS Ulm)

> Solution.
Notons Z le centre de A et posons Z' = {x € A,Vy € A. yr = —zy}.
11 est clair que Z et Z' sont deux sous-groupes additifs de A.
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Montrons qu'on a ZU Z' = A. Supposons par 'absurde qu’il existe
z ¢ ZUZ'. Alors, comme z n’est pas dans 7, il existe y; € A tel que
y1Z # xy;. Par hypotheése on a nécessairement vy = —zy;. De méme.
comme x ¢ 7', il existe yo € A tel que yox # —zys et alors Yoz = zyo.
Regardons maintenant 1'élément (y; +y2)x = z(y2 — y1). Par hypothese,
il doit appartenir & {z(y1 +y2), —2(y1+y2)}. Or, si z(y2—y1) = 2(y1+y2)
on obtient zy; = —xy1 = Y1, ce qui est contraire au choix de y;. De
meéme, si 2(y2 — y1) = —z(y1 + y2), il vient zy2 = —zy2 = —y22, ce qui
donne une nouvelle contradiction. On a donc ZUZ' = A.

11 est bien connu qu’un groupe ne peut pas étre réunion de deux sous-
groupes stricts. On obtient donc soit Z = A auquel cas A est commutatif,
soit Z' = A auquel cas A est anti-commutatif.

Supposons que A soit un anneau. Si Z/ = A, Iélément unité de A
étant dans 7/, on a 1 = —1 et A est de caractéristique 2. Mais dans ce
cas, pour tout (z,y) € A2, —zy = zy et A est commutatif. Ainsi, un
anneau vérifiant I’hypothése de ’exercice est toujours commutatif. <

3.4. Anneaux réguliers

Un anneau A est dit régulier si, pour tout a € A, il existe u € A
tel que aua = a.

1. Un corps est-il régulier 7 Z est-il régulier 7

2. Trouver une condition nécessaire et suflisante pour que Z/nZ
soit, régulier.

3. Montrer que si E est un K-espace vectoriel de dimension finie,
L(E) est régulier. Soit A = (a4;) € M,,(K) définie par a; ;41 = 1 pour
1 <i<n-—1eta; =0 sinon. Trouver une matrice U € M, (K)
telle que AUA = A.

4. Montrer que le centre d’un anneau régulier est régulier.

(ENS Ulm)

> Solution.

1. Observons pour commencer que si ¢ = 0, tout u € A vérifie
aua = a = 0. Par ailleurs, si a est un élément inversible de A, en prenant
u = ¢ ! on obtient aua = a et c’est d ailleurs la seule valeur de v qui
convienne. Comme dans un corps, tout élément non nul est inversible, il
en résulte qu’un corps est régulier. [’annean Z n’est pas régulier, comme
on le voit en prenant ¢ = 2 : 'équation 4u = 2 n’a pas de solution
dans Z. Remarquons d’ailleurs que si A est régulier et intégre, A est
nécessairement un corps. En effet, soit ¢ # 0 et u € A tel que aua = a.
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Par intégrité de A, a est régulier & gauche et a droite, d’ol1 en simplifiant
ua = au = 1. Donc a est inversible et A est un corps.

2. 1l est aisé de voir que si A et B sont deux anneaux réguliers,
alors anneau produit A x B est régulier. En effet, si (a.b) € A x B,
il existe u € A tel que aua = a et v € B tel que bub = b. Alors.
(a,b)(u,v)(a,b) = (aua, bub) = (a,b). D’ott le résultat.

Excluons les cas triviaux n = 0, ot Z/nZ est isomorphe & Z et donc
non régulier, et n = 1, ou 'on obtient I’anneau nul, clairement régulier.
Si p est un nombre premier, 7Z/pZ est un corps et est donc régulier. Si
n 2 2 est un entier quadratfrei, c’est-a-dire de la forme n = py...pg
ot les p; sont des nombres premiers distincts, on sait que Z/nZ est iso-
morphe & Z/p Zx - - - x Z/prZ (théoreme chinois). Et d’apres la remarque
précédente, Z/nZ est régulier.

Montrons que si n n’est pas quadratfrei. alors Z/nZ n’est pas régulier.
On suppose donc qu'il existe p € P tel que a = vy(n) = 2. On écrit

N .. a .
n = p“m, ou p ne divise pas m 2> 1 et on pose k = 3 sl o est pair et

at+l | ) .
k= + sinon. Soit ¢ la classe modulo n de p*m. 11 est clair que a est
non nulle (car k < o), mais pour tout u € Z/nZ, aua = ua? = 0 (car
2k 2 «).

Conclusion. Pour n = 2, Z/nZ est régulier si et seulement si n est
quadratfrei.

3. Soit @ € L(E) non inversible {si a € GL(E), v = a ! convient,
cf. 1). On considere un supplémentaire I de Ker ¢ et un supplémentaire
G de Ima. On sait que ap établit un isomorphisme entre F et Ima. Si
U= al}l o p, ou p est la projection sur Imea parallelement & G, alors on
a gua = a. L’annean L(E) est donc régulier.

On considere

0 1 0 ... 0

0 0 1

: ‘. -1

0O .. 0 0 O
et Pendomorphisme ¢ de K" associé a la matrice A dans la base
canonique, notée (ey,...,e,). On obtient Ker(a) = Vect(e,), Im(a) =
Vect(eyq, ..., en_1) et avec les notations précédentes, I* = Vect(ey, . . ., )

et G = Vect(e,, ). On vérifie alors, toujours avec les notations précédentes,

que (p(ey),...,plen)) = (e1,e2,...,0), puis que (uler),...,u(e,)) =
(e2,-..,€n—1,0). La matrice U de u, dans la base canonique, est définie
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par uip1; =1 pour 1 < i< n—1etwu; =0 sinon. C'est la transposée
de la matrice A. Elle vérifie AUA = A, puisque aua = a.

4. Soit 7 le centre de 'anneau régulier A, a € Z et u € A tel que
aua = a. On cherche un élément v € Z tel que ava = a. On va montrer
que v = wou convient. Il est tout d’abord clair que ava = auaue =
aua = a. Il reste & montrer que v est central. Pour tout b € A, on a
(1—au)bau = (a—aua)bu = 0, car a est dans Z, et de méme, aub(1—au) =
ub(a — aua) = 0. 1l en résulte que bau — aubau = aub — aubau = 0 et
donc que bau = aub. Ainsi, au est dans Z. Enfin, on obtient, cn utilisant
le fait que a et au sont éléments de Z, pour tout b € A. bv = buau =
aubu = ubau = uaub = vb. Ceci montre que v est dans Z. <

Dans tous les exercices qui suivent les anneuur seront commutatifs.
Nous rappelons qu’un anneau A est dit intégre s’il est comanutatif et sans
diviseur de 0, ce qui veut dire qu’un produit ab est nul si et seulement si
a ou b est nul. Un idéal d’un anneau commutatif A est un sous-groupe
additif 1 tel que pour tout x; de 1 et tout a de A, ax €1. Lidéal 1 est dit
principal s’il est engendré par un seul élément. On notera (a) ou aussi
aA lidéal principol engendré par a.

3.5. Idéaux principaux

Soit A un apneau commutatif. Pour a,b dans A montrer que si
I’idéal (a) + (b) est principal, il en est de méme de 'idéal (a) N (b).
(ENS Ulm)

> Solution.

Pour avoir des idées, on peut prendre un exemple simple bien connu
A = 7. Dans ce cas 'idéal (a) + (b) est engendré par d = pged(a, b)
et I'idéal (a) N (b) par m = ppem(a,b). Si on écrit @ = da et b = df3,
on sait que m. est associé a daf. Essayons donc ce générateur dans le
cas général. On prend les notations ci-dessus : d est un générateur de
(a) + (b), a = do, b = df et on pose m = daB. Montrons par double
inclusion que (a) N (b) = (m).

e Soit x € (m). Il existe X € A tel que z = Am = Ao = A\Ba = \ab.
de sorte que z € (a) N (b).

e Réciproquement, soit z € (a) N (b). On écrit z = ua = vb. On sait
par ailleurs qu’il existe (A, 1) € A2 tel que d = Aa + pb. On a alors

z = ua = vad = va(Aa+pbd) = cdztuum = advbtupm = m(dv+pw).

D’ot la seconde inclusion. <
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Un anneau principal est un anneau intégre dont tout idéal est princi-
pal ; nous savons, en particulier, que les anneauz 7. et K[X], ot K est un
corps, sont principaur. Les exercices suivants sont des études de princi-
palité.

3.6. Anneau des décimaux

Soit D anneau des nombres décimaux :
D={z€Q, IncZ, - -10" € Z}.

Montrer que D est principal.

(Ecole polytechmque)J

> Solution.

Il est évident que D est un sous-anneau de Q. Remarquons que les
éléments de D sont les nombres rationnels dont le dénominateur possede
comme seuls diviseurs premiers 2 et 5. Tout élément non nul x de D
s’écrit donc de maniére unique z = 2%5°p, avec p € 7 premier avec 10
et a et 8 dans Z.

La démonstration de la principalité de D sera calquée sur celle de Z.
On considere un idéal non nul I de D (car ’idéal nul est évidemment
principal). Si, avec les notations précédentes, z = 2°5°p est un élément
non nul de I, alors p = 275 Pz est un élément de I, car 275 F appar-
tient & D. Ainsi |p| appartient & N* N 1. Cet ensemble est une partie non
vide de N*, qui posséde un plus petit élément a. On a clairement ¢D C L
Réciproquement. si z = 2°5°p appartient & 1, il en est de méme de 'en-
tier p. On divise p par ¢ : p = ag+ 7. On obtient que r = p—ag € INN*,
avec 0 < r < a. De la définition de a. on déduit que r = 0. que p = aq et
donc que z = a(¢2%3F). Ceci montre que I C aD et donc que I =aD. <

Le lecteur pourra montrer de la méme maniére que toul sous-anneau
de Q est principal.

3.7. Anneau Z[X]

1. L’anneau Z[X] est-il principal 7
2. Soit A un anneau commutatif. A quelle condition A[X] est-il

principal 7
(ENS Ulm)
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> Solution.

1. Pour montrer la non-principalité, il suffit d’exhiber un idéal non
principal. C’est le cas de Iidéal I engendré par 2 et X. En effet, supposons
qu’il existe P € Z[X] tel que I = (P). Comme 2 € I, P doit étre constant
et diviser 2. Donc P = £1 ou P = £2. Mais comme 2 ne divise pas X
dans Z[X], on a P = £1. L’idéal T = (2)+ (X) contient alors 1, et on peut
écrire 1 = 2U + XV, avec U et V dans Z[X]. On obtient, en considérant
les valeurs en 0 des polynomes, 1 = 2U(0), ce qui est absurde, puisque
U(0) € Z.

2. Nous savons que si A est un corps, A[X] est principal. Mon-
trons que c’est une condition nécessaire. On raisonne par contraposi-
tion, en supposant que A n’est pas un corps. Il possede donc un élément
non inversible a. Comme dans la premiére question. on considere I'idéal
engendré par a et X. Supposant qu’il est principal. on trouve de nou-
veau qu’il est engendré par I'élément unité de A, que celui-ci s’écrit
1 =aU+ XV et qu'enfin 1= aU(0), ce qui contredit la non-inversibilité
de a.

Conclusion. A[X] est principal si et senlement si A est un corps. <

L’arithmétique de anneau Z[X] est tout de méme assez simple, car il
est factoriel c’est-a-dire qu’un élément non nul se décompose de maniére
essentiellement unique en un produit d’irréductibles (d’aprés un théoréme
général de Gauss qui affirme que si A est un anneaqu factoriel, A[X] est
aussi). Pour la définition précise d’un anneau factoriel voir Uexercice
sugvant, qui démontre gue tout anneau principal est factoriel.

3.8. Anneaux factoriels

Soit A un anneau intégre. Un élément p € A* est dit irréductible
si p est non inversible et si pour toute écriture p = uv avec (u,v) €
A%, on a u ou v inversible. Si (a.b) € A2, a et b sont dits associés si
a s’écrit @ = ub. avec u inversible. « Etre associés» est une relation
d’équivalence sur A.

A est dit factoriel si tout ¢ € A*, peut s'éerire a = up(" ... p2*
avec u inversible, les p; irréductibles deux & deux non associés, et
les a; € N*. De plus cette écriture est unique au sens suivant : si
a = vqf‘ ...¢% avec v inversible, les ¢; irréductibles deux & deux
non associés. les 3; € N*. on a r = s et quitte & renuméroter les ¢;,
pi et ¢; sont associés et «; = G; pour tout 1 <7 < r.

Montrer qu’un anneau principal est factoriel.

(ENS Lyon)
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o> Solution.

e Lixistence de I’écriture : dans Z, I'existence de la décomposition de n
s’obtient par récurrence sur 7, dans K[X] ott K est un corps commutatif,
la décomposition de P s’obtient par récurrence sur deg P. Dans notre cas
de figure, une démonstration par récurrence s’avere impossible car on ne
voit pas sur quel entier elle se ferait. On va raisonner par ’absurde et
supposer qu’il existe ¢ € A* qui n’admet pas une telle décomposition.
Alors a n’est ni inversible, ni irréductible et par conséquent, il s’écrit
a = uv avec 4 et v dans A* non inversibles. Si u et v admettaient
une décomposition, le produit ¢ = wv en admettrait une aussi, ce qui
est exclu par hypothese. Supposons par exemple que u n’admet pas de
décomposition. On pose a; = u. On a donc trouvé g, n’admettant de
décomposition, divisant a et non associé a a puisque v est non inversible.

En réitérant ce raisonnement. on construit une suite (an)nexn, avec
ap = a et pour tout n € N, a,,41 divise a,,, n’est pas associé a a,, et
n’admet pas de décomposition.

Considérons les idéaux I,, = a, A pour tout n € N. Comie an11
divise a,,, I, C L;,41. L’inégalité est stricte. En effet, si elle ne ’était pas,
on aurait apla, 1 et il existerait u et v dans A tels que a5, = ua, 11 et
Opy1 = V0,,. Mais alors a,, = uva,, et comme a,, est non nul et A integre,
uv = 1. Il en résulterait que u serait inversible et a, et a,1 associés, ce
qui est exclu.

Considérons I = U I,,. Montrons que I est un idéal. Il est non vide.

nEN
Soit o € A et (z,y) € I2. 1l existe (n,p) € N2 telquez € I,, et y € I,,. On
pose m = max(n.p). Alors z et y sont dans I,,, puisque la suite (I,)nen
est croissante. On adoncz+y€l,, Cletaxel,, CL

Comme A est un anneau principal, il existe donc @ € I tel que I = aA.
Par définition de I, il existe ng € N tel que a € I,,,. Mais alors si n 2 nq,
on a

A Cl,,ClL, Cl=0aA

et la suite (I,,)nen est stationnaire & partir du rang ng, ce qui contre-
dit sa stricte croissante. L’hypothese absurde était donc I'existence de a
indécomposable. On en déduit qu’il existe pour tout ¢ € A* une décom-
position en produit d’irréductibles’.

e Prouvons maintenant Punicité de I’écriture. Soit ¢ € A*. On sup-
pose que 'on a deux écritures :

1. Notons que la preuve demeure valide si A a la propriété que toute suite crois-
sante d‘idéaux est stationnaire. Un anneau intégre vérifiant cette propriété est dit
noethérien.
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a=up? .. . p =uvg? .. ¢%
avec 4 et v inversibles, les p; irréductibles deux & deux non associés, les
g; irréductibles deux & deux non associés. les o; et §; dans N*. Montrons
par récurrence sur o + - - - + @, que r = s et que, quitte & renuméroter
les ¢;, on a p, et ¢, associés et a; = F; pour tout 1 < i < r.
*Siay+---+a. =0, r =0, a est inversible donc nécessai-
rement s = 0 (si s > 1, ¢; serait alors inversible).
* Supposons a; + - - - +a, = 1. Alors p, divise a. Démontrons
le lemme suivant qui peut encore s’appeler lemme d’Euclide :

Lemme. Soit p drréductible divisant la produit ab avec a et b dans A.
Alors p divise a ou p divise b.

Démonstration.

Considérons I'idéal engendré par p et b : I = pA + bA. Comme A est
principal, il existe ¢ € A tel que I = cA. Puisque p est dans I, ¢ divise p.
Donc ¢ est inversible ou ¢ est associé a p puisque p est irréductible. Dans
le premier cas, I = A et 1 s’écrit 1 = up + vb avec (u.v) € A?. Donc
a = upa + vab et comme p divise ab, il divise a.

Dans le second cas, ¢ associé & p, I = cA = pA et comme b € 1, p
divise b. Le lemme est prouvé. {

Comme p, est irréductible, diviseur de o = vg? ... ¢P. d’apres le

lemme d’Euclide étendu par récurrence & un nombre quelconque de fac-
teurs, il divise I'un des facteurs. Il ne peut diviser » puisque sinon, p,
serait inversible. Il divise donc I'un des ¢;. Comme ¢; est irréductible, g¢;
et p, sont nécessairement associés. Quitte a les numéroter et a changer
v en un autre inversible, on peut supposer ¢; = p,.. On divise alors a par
P Il vient :

= vqf‘ .. .qu’llpr

[4]
o (e Ar—1_ o
— = Upy --.Prq pTT

T

—1 . —1

Si a, —1 > 0, le raisonnement précédent prouve que, puisque p,
divise a/p,, il divise 'un des ¢;. Comme les ¢; sont non associés deux a
deux, p, divise nécessairement le facteur pfs—1 = ¢%~! et en particulier
Bs—1 > 0. On est en droit ’appliquer ’hypothese de récurrence & a/p, :
on ar = s et quitte & renuméroter les ¢;, p; et ¢; sont associés et o; = 5;
pour i < 7., —1 =0, — 1 ce qui donne bien o, = (.

Si a, — 1 = 0, alors nécessairement G — 1 = 0. En effet, dans le
cas contraire ¢, = p, diviserait up ... p"1" et donc d’apres le lemme
d'Fuclide, il diviserait I'un des p; avec ¢ < 7 ce qui est impossible puisque
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les p; sont deux & deux non associés. On applique alors I’hypothese de
récurrence 3

— =ap{ . = vqf‘ .. .qu]l

T
et on obtient : r — 1 = s — 1; quitte a renuméroter les ¢;, p; et ¢;
sont associés et a; = O; pour i < r. Comme on avait déja p, = ¢, et
ar = 1 = G, Punicité de la décomposition est prouvée.
Conclusion. Un anneau principal est factoriel. <

L exercice suivant rappelle la définition d’un anneau euclidien,
montre qu’un anneau euclidien est principal el s’intéresse aux anneaux
euclidiens dans lesquels la division euclidienne est unique.

3.9. Anneaux euclidiens

A étant un anneau inteégre. on dit que A est euclidien lorsqu’il
existe une application ¢ : A\{0} — N telle que. pour ¢ € A et
be A\ {0}, il existe (¢,7) € A? tel que

a=bg+7r et 7=0 ou p(r) <eh). (¥

1. Donner des exemples d’anneaux euclidiens.

2. Montrer qu’un anneau euclidien est principal.

3. On suppose de plus que A n’est pas un corps et que, pour
tout a et b le couple (g,r) défini par (*) est unique. Montrer que A
est isomorphe a 'anneau des polynémes sur un certain corps.

(ENS Ulm)

> Solution.

1. e On peut prendre A = Z et ¢ : z — |z|. En effet, soit a € Z,
b € Z\{0}. Si ¢ et r désignent respectivement le quotient et le reste de
la. division euclidienne de o par |b|, on a bien

a=beq+7r et r=00ul <7 <|b,

avec |b| = €b et € = £1.

e [’autre exemple du cours est K[X] oli K est un corps commutatif :
la division euclidienne donne le couple ¢ et r et pour 'application ¢ il
suffit de prendre la fonction degré.

e L’exercice 3.10 montre que Panneau Z[i] des entiers de Gauss est
euclidien.
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2. Soit A un anneau euclidien. Par définition, A est intégre. Considé-
rons un idéal I de A et montrons que I est principal. C’est clair si I est
nul. Si T # {0}, considérons la partie F = {p(a) € N*,a € 1,a # 0}.
C’est une partie non vide de N*, qui admet donc un plus petit élément.
11 existe donc ag € I non nul tel que ¢(ag) = minF. On a, bien entendu,
aoA cL

Réciproquement, si a € 1, il existe (¢, 7) € A2 tel que a = gag + 7 avec
r =0 ou ¢(r) < ¢(ao)- On en déduit que r = a — apg est dans I, puisque
I est un idéal. Si 7 n’est pas nul, on obtient p(r) < ¢(ag) = minF, ce
qui est impossible. On a donc nécessairement 7 = 0 et a = agg € agA.
On conclut que I = apA : I’idéal I est principal.

On note que les exemples d’anneaus principawr les plus imnportants
du cours sont des anneaquz euclidiens. Il est assez difficile d’exhiber des
anneaquz principeut non euclidiens mais cela existe”.

3. 1l s’agit de sortir de notre chapeau le corps K dont A serait 1'an-
neau des polynoémes. Or, dans K[X], le corps K est composé de 0 et des
éléments de degré minimal (& savoir 0). Cela nous donne une piste pour
définir K : il serait constitué, outre 0, des éléments 2 non nuls de A, pour
lesquels ¢(z) est minimal.

e Avant d’entrer dans le détail, nous allons introduire plusieurs nota-
tions et faire quelques remarques simples. A* désigne comme d’habitude
A\ {0} et A* I'ensemble des éléments inversibles de A. Deux éléments
a et b de A sont dits associés s’il existe w inversible dans A tel que
o = bu (étre associés est une relation d’équivalence). Enfin, si dans A,
a=bg+ 7 avec b # 0, r = 0 ou ©(r) < ¢(b), on dira qu’il s’agit d'une
division euclidienne de a par b. Par hypothese, une division de a par b
est unique.

Lemme. Sia et b appartiennent ¢ A et si alb, alors p(a) < p(b).
Si a et b sont associés dans A*, o(a) = ¢(b).

Démonstration. En effet, si a|b et si p(a) > ¢(b), on a deux divisions

euclidiennes debpara:b=axc+0etb=ax0+b, o1 c= —, ce qui
a

est contraire & 'hypotheése. Si a et b sont associés, on a alb et bla, d’olt
résultent les relations p(a) < ¢(b) et ©(b) < ¢(a) et I'égalité annoncée.$

e Pour tout ¢ € A* 1 divise a; on a donc (1) < ¢(a). 1l s’ensuit
que mg = ¢(1) = min . Puisque 1 est associé a tout inversible de A, on
obtient

A c{z € A%, po(z) =mp}.

2. PERRIN (D.), Cours d’algébre, Ellipses, 1996, p. 53-54.
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Réciproquement, si ¢(x) = mg, = étant dans A*, x est inversible. En
effet, il existe g et  dans A tels que 1 = zy + r avec r = 0 ou (1) <
¢(z) = mp = ming. Cette seconde condition étant impossible, on a
1=wy et 2 € A*. On conclut :

AX ={z € A*,p(z) = mg}

e Tout nous pousse & poser K = A* U {0}. Montrons que K est un
corps commutatif :
* Comme K* = A*, nous savons déja que (K*, x) est un groupe
commutatif.
Montrons que K est un sous-anneau de A.
* K* et donc K sont stables par multiplication.
x*l1€KetsiackK, alors —a € K.
* Il reste & montrer la stabilité par addition. Soient a et b dans
K. Si @ ou b est nul, il est clair que a + b est dans K. Supposons a # 0
et b # 0. Ftant donné que a + b = o(1 + a='b) et que K est stable par
multiplication, il suffit de prouver le résultat suivant : si w € K*, alors
1+uvekK.
Raisonnons par Pabsurde et supposons que 1+ ¢ K. Alors, 1 +u
est non nul, (1 +u) > mg = (1) = p(—u"1) et on peut écrire

1=(14+u)x0+1, mais aussi 1 = (1 +u) x u™' + (—u"1).

On a donc deux divisions euclidiennes de 1 par 1+u, ce qui est contraire
a Phypothese.

Etablissons un bilan provisoire : K est corps commutatif, sous-anneau
de A. Comme A n’est par un corps, K C A.

e Dans K[X], X est un polynéme de degré 1. i.e. de degré minimal
parmi les polynémes non constants. Il est donc naturel de considérer
ici un élément de A \ K, pour lequel ¢ est minimale. L’entier m; =

H}\h\qK () est bien défini (car A\K # 0) et il existe Xp € A\K tel que
z€

©(Xp) = my. Introduisons la fonction

KX] — A
v P —  P(Xo)

Il 9agit d’un morphisme de K-algebres. Montrons que ¥ est un isomor-
phisme.
e Prouvons l'injectivité de ¥ : montrons par récurrence sur n € N,
que si degP < n et P(Xg) =0, alors P = 0.
* C’est bon si P = 0 ou deg P = 0 (car alors P(Xp) = P € K).
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* Supposons n > 1 ct la propriété vraie jusqu’an rang n — 1. Soit.
P € K[X] tel que P(Xq) = 0. En écrivant P = a,, X" +--- + a; X + ag, on
obtient
0=P(Xo) = (@ X5 + -+ a1)Xo +ao

On reconnait la une division euclidienne de 0 par Xg. En effet soit ag = 0,
soit ag € A et p(ap) = mo < ¢(Xo) = 1. Par unicité (puisque 0 =
0 x X +0), on obtient ag = 0 et Q(Xo) =0 avec Q = @, X" ' +---+a;.
Comme deg Q < n — 1. par ’hypothése de récurrence, on obtient Q = 0.
Il en résulte que P = 0.

e La surjectivité est plus délicate. On veut montrer que les éléments
de A sont dans K[Xg] = ImW¥. C’est vrai pour les éléments = € A*
tels que ¢(x) = mp : ils sont dans K. On va tenter une récurrence sur
«(x)» que 'on pourrait diminuer par une division euclidienne par Xg.
Plus précisément, montrons par récurrence sur n € N que si z € A* et
w(z) € n, alors z € K[Xp]-

Clest vrai si n < myg.

Supposons n > myg, et la propriété vérifiée jusqu’a l'entier n — 1.
Prenons z € A* avec ¢(z) < n. On peut supposcr () > mq i.e
z ¢ K. Divisons = par X : il existe ¢ et r dans A tels que x = Xgg +r
avec 7 = 0 ou ¢(r) < ¢(Xg)- Par conséquent, r appartient & K. Pour
montrer que z est dans K[X], il suffit de montrer que ¢ est dans K[Xg].
D’aprés hypothese de récurrence, c’est vrai si ¢(g) < n— 1. Or, on a
©(Xoq) = ¢(x—r). Puisque ¢(x) < n, Pinégalité ¢(¢) < n—1 va résulter
des deux inégalités suivantes : p(z — 1) = () et ©(¢) < ¢(Xog) (ce qui
est le cas lorsque ¢ est la fonction degré dans K[X]). On les déduit de
deux lemmes.

Lemme. Siz ¢ K et a € K, alors p(r + a) = ¢(x)

Démonstration. C’est évident si a = 0. Sinon, a est inversible, a + z est
associé & 1 +a 'a et £ & a~ L. On en déduit que

platz)y=¢(l+a 'z) et @la 'z)=p(z).
On peut donc se ramener & montrer que si v ¢ K, alors ¢(14+u) = p(u).

On remarque que 14w n'est pas dans K, sinon u y serait (K est un corps
et contient 1). On a donc 1+« # 0 et

l1=(1+u)xl—u=(1+wu)x0+1.

Comme ¢(1+u) > (1), on a nécessairement, par unicité de la division,
w(u) = (1 + u). On peut fairc le méme raisonnement en remplacant u
par —(1 + u), qui lui aussi n’est pas dans K. On obtient o(—(1 + w)) =
@(1 — (1 + u)). On a donc ¢(1+u) = o(—(1 +u)) = ¢(—u) = ¢(u). On
conclut que (1 + u) = ¢(u). Le lemme est prouvé. ¢
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Lemme. Si . # 0, o(zXo) > ¢(z).

Démonstration. Raisonnons par ’absurde et supposons ¢(2Xg) < ¢(z).
Comme z divise 2Xg, on a ¢(2Xo) 2 () et donc p(zXg) = @(z).
Divisons x par Xgz : il existe g et ~ dans A tels que

r=zXog+7r et r=0 ou (r) < p(zXg) = @(z)-

On remarque que r divise 7, ce qui implique, si 7 # 0, que ¢(£) < (7).
Cette inégalité n’est pas vérifiée. On a donc r = 0. On obtient alors
z = xXoq et, par intégrité. 1 = Xgg. ce qui montre que X est inversible,
donc dans K. C’est faux, par hypothese.

Résumons : ¢(q) < ¢(Xog) = p(z) et donc ¢(g) < n — 1. D’apres
Ihypothese de récurrence, g € K[Xg] et finalement x € K[Xg]. <

Conclusion. A = K[Xg] est isomorphe & 1'anneau des polynémes
K[X].

On retiendra des exercices précédents la chaine d’implications : pour
un anneau commutalif et intégre A.

A euclidien = A principal = A factoriel.

Nous allons, dans les deuz exercices qui suivent, nous intéresser auz
entiers de Gauss, exemple historiguement important, qui donne le coup
d’envoi de la théorie algébrique des nombres. Le premier démontre que
Zli] est euclidien (donc principal el factoriel), ce qui conduit & une
arithmétique proche de celle de 7. Le lecteur aura intérét, avant de I abor-
der, & affermir ses connaissances sur les anneaux factoriels en traitant
lexercice 3.8.

3.10. Anneau des entiers de Gauss (1)

On considere I'anneau Z[i] = {u +iv € C, (u,v) € Z?} et ¢ :
a € Z]i] — ad € N.

1. Déterminer le groupe multiplicatif des éléments inversibles de
Zli)-

2. Montrer que Z[¢] est euclidien pour ¢, ¢’est-a-dire que pour
tout (a,b) € Z[i] x Z[i]*, 1l existe (¢,7) € Z[i]* tel que a = bg + 1
avec (1) < @(b).

3. En déduire que Z[i] est factoriel.

4. Montrer que si (a) est premier, alors a est irréductible
dans Z[i].
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5. Soit p un nombre premier. Montrer I'équivalence entre les
propriétés suivantes :
() p est irréductible dans Z[d] ;
(i) p = 3 (mod 4);
(4i7) il n’existe pas a € Z[i] tel que p = ¢(a)-
On admettra que —1 est un carré dans 7 /pZ si et seulement si
p nest pas congru a 3 (mod 4).
6. En déduire tous les irréductibles de Z][4].
(ENS Lyon)

> Solution.

1. Soit ¢ € Z[{] un élément mversible. [l existe b € Z[i] tel que
ab = 1. Comme ¢ est multiplicative, il vient ¢(a)e(b) = 1. L’entier
(a) est positif et inversible dans Z et donc égal a 1. Réciproquement si
w(a) =1, alors a@ = 1 et @ qui appartient & Z[i], est 'inverse de a.

Un élément a € Z[i] est donc inversible si et seulement si ¢(a) = L.
En posant a = u + iv, avec (u,v) € 72, on obtient u? + v? = 1. Les
éléments inversibles de Z[i] sont donc 1,—1.7 et —i : il s’agit du groupe
des racines quatricme de 1'unité.

2. Soit (a.b) € Z[i] x Z[i]*. Considérons le nombre complexe % =

z + 4y, avec (z,y) € R2, u (resp. ») Pentier le plus proche de z (resp. y)
et posons ¢ = u + iv.

On a alors

9 2 2
|%—q| =(w—2+@w—9)?%< (é) + (%) < 1.

On en déduit |a—bg|? < |b|%. Posons 7 = a—bg; a, b, ¢ appartenant & Z[4],
7 appartient également & Z[i] et on a || < |b]?, c’est-a-dire () < @(b).

Nous avons déterminé (¢, 7) € Z[i]? tel que a = bg+7 et (1) < (b).

Conclusion. L’anneau Z[i] est un anneau euclidien.

3. D'aprés lexercice 3.9, Z[i] est un anneau principal et d’aprés
Pexercice 3.8, il est alors factoriel.

4. Soit a € Z[i] tel que ¢(a) soit premier. Supposons que a s’écrive
a = be, avec b et ¢ dans Z[i]. On a alors ¢(a) = @(b)y(c). L’entier ¢(a)
étant premier, on en déduit que ¢(b) = 1 ou ¢(c) = 1, c’est-a-dire que b
ou c est inversible. Donc a est irréductible.

5. Supposons (i) et montrons (if) en raisonnant par 'absurde. Si
p nest pas congru a 3 (mod 4), alors —1 est un carré dans Z/pZ et
il existe z € Z tel que —1 = z? (mod p). On obtient alors que p divise
z2+1 = (z+i)(z—1) dans Z et donc dans Z[i]. Puisque p est irréductible,
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il divise z + ¢ ou £ — 4. Mais ceci est impossible, car ni — + —. ni — — —
p P p P

ne sont des éléments de Z[].

Supposons (i) et montrons (#4), toujours par Pabsurde. Si p = (a),
alors p = u? +v%, oul u et v sont deux entiers tels que a = u + iv. Mais
un carré étant toujours congru & 0 ou 1 (mod 4), p ne peut étre congru
qua 0,1 ou 2 (mod 4), ce qui contredit (i7).

Supposons (iii) et démontrons (i). Soit a et b dans Z[d] tels que
p = ab. On a p? = ¢(p) = p(a)p(b). Si ni a, ni b ne sont inversibles,
on a p(a) et »(b) différents de 1. On obtient, puisque p est premier,
w(a) = ¢(b) = p, ce qui contredit I'hypothese. On conclut que a ou b est
inversible : p est irréductible.

6. D’apres les questions précédentes, les entiers premiers congrus
4 3 (mod 4) et les éléments a de Z[i] tels que (a) soit premier sont
irréductibles. Montrons que ce sont les seuls, & multiplication par un
inversible pres.

Soit @ un élément irréductible de Z[i]. On remarque que ¢ divise
¢(a) > 1. L’entier ¢(a) est un produit d’entiers premiers. Puisque a
est irréductible, il divise (dans Z[i]) un de ces entiers premiers, p. Il
existe b € Z[i] tel que p = ab et donc p? = p(a)p(b). Si b est inversible,
a est associé & p et nécessairement p est congru & 3 (mod 4), d’aprés
la question 5. Sinon, on a, puisque ¢(a) > 1, ¢(a) = p et a est un
irréductible du type étudié dans la question 4. <

On remarque que la condition (iii) de la question 5 de Uexercice équi-
vaut & dire que p n’est pas somme de deux carrés. On obtient donc qu’un
entier premier est somme de deux carvés si et seulement s'il n’est pas
congru ¢ 3 (mod 4). On trouvera dans le chapitre 4 (Arithmétique) deux
antres preuves de ce résultat (cf. 4.33 et 4.34).

Lexercice 3.11, qui étudie certaines sommes d’entiers de Gauss, sup-
pose connus les résultats de ’exercice 3.10.

3.11. Anneau des entiers de Gauss (2)

. . 1 k
SmthN.Onposesn:Z Z a”®.

1. Montrer que s,, € Z et que, si k n’est pas un multiple de 4,
onas, =0.
2. Calculer ss, s13 et sgs pour k = 4. Que constate t-on 7
3. Généraliser le résultat de la question précédente.
(ENS Ulm)
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> Solution.

1. Sin =0, alors s,, = 0 pour tout k. Supposons donc que n # 0.

Comme dans exercice précédent, on note, pour o € Z[i], p(a) = oa.
On rappelle que deux éléments a et b de 7Z[i] sont associés s’il existe
c, élément inversible de Z[i], tel que & = ac et que la relation «étre
associés» est une relation d’équivalence. 11 a été démontré dans 'exercice
précédent, que les inversibles de Z[i] sont les éléments a tels que ¢(a) =1,
c’est-a-dire —1,1,4, —i. Si ¢ est non nul, la classe de a contient donc
quatre éléments distincts a, —a, ia, —ia.

On remarque que si a et b sont associés, alors ¢(a) = (b). L'en-
semble des éléments a de Z[¢] tels que ¢(a) = n se compose donc
d’une réunion de classes d’équivalence (pour la relation «étre asso-
Ciés») wy,ws,...,w. On choisit, pour tout j € [1,I], a, € w;. On
obtient alors Z a* = a;?(lk + (=1)* + ¥ + (—9)¥). La valeur de u, =

acw;
1%+ (—1)* +i* 4 (—i)* ne dépend que du reste de k modulo 4. On trouve
ug = 4, uy = ug = ug = 0. On en dédwt que si k n’est pas divisible par
4, on a, pour tout j € [1,1], Z a® =0 et donc s, = 0.

a€wy

l
Si k est divisible par 4, alors Z ak = 4a§, Sp = Za;? et done
a€w; Jj=1

84 € Z[i]. Par ailleurs, de I'égalité (@) = ¢(a) pour tout a € Z[i], on

déduit que
1 Z —k Z —k
Sp = i a = Z a" = Su.

pla)=n p(@)=n
Ceci montre que la partie imaginaire de s,, est nulle et donce que s,, € Z.

2. Pour calculer s,,, il faut déterminer les solutions cntiéres de u? +
v2 = n.. Pour les valeurs données de n.. ¢’est aisé : on considére les entiers
u tels que u? < n et on cherche ceux pour lesquels 7 — u? est un carré
parfait.

Pour n = 5, on trouve {|ul,|v|} = {1,2}. Les éléments o de Z[i] tels
que @(a) = 5 sont £1+ 27 et 22+ 4. 1l y en a huit qui se répartissent
en deux classes : 2 + i et ses associés, 2 — i et les siens. La question
précédente montre que

s5 =(2+i)* +(2—9)* = (3+4)* + (83— 4i)* =14

De méme, pour n = 13, on trouve {|u|, |v|} = {3,2}. Les éléments a
de Z[i] tels que @(a) = 5 sont £3+ 27 et £2+ 3i. On en déduit

s13 = (3+20)* + (3 —20)* = (5+ 12i)% + (5 — 12i)* = —238.
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Dans le cas n = 65, on trouve {|u|, |v|} = {1,8} ou {4, 7}. Il y a seize
éléments a de Z[i] tels que p(a) = 65. Ils forment quatre classes, celles
de 8+, 8— 1, 7+ 4i et 7— 4i. On obtient donc

ses = 8+ + (8- )+ (T+40) + (7 — 44)*
= (634 16i)? + (63 — 167)* + (33 + 56i) + (33 — 561)*
2(63% — 16% + 332 — 562) = 3332.

On remarque que (—14)(—238) = 3332, c’est-a-dire que

85813 = S65 |-

Essayons d’expliquer ce résultat. D’aprés 1'exercice précédent, Z[i]
est un anneau factoriel et a est irréductible dés que ¢(a) est un entier
premier.

Considérons a € Z[7] tel que ¢(a) = 65. On peut écrire

a@ = 65 = 13 x 5= 13(2 + i)(2 — i).

On en déduit que 2+ 4 divise aa et donc, 2+ i étant irréductible puisque
5 est premier, que 2 + 4 divise a ou @. 1l existe done b € 7Z[i] tel que
a= (2 +i)boua = (2+ i Dans le second cas, on a a = (2 — 4)b.
Remarquons que
@(b)z—@_—z@ZI?).
w(2+1i) b
dans le premier cas et de méme ¢(b) = 13, dans le second. Ainsi, nous
avons démontré que tout o € Z[4] tel que ¢(a) = 65 s’écrit o = be avec
w(b) = 13 et ©(c) = 5. De plus. b et ¢ sont irréductibles, car 5 et 13
sont premiers. Réciproquement, tout « € Z[i] qui s’écrit ¢ = bc avec
o(b) = 13 et ¢(c) = b vérifie p(a) = 65. Une telle écriture de a en
produits de facteurs irréductibles est unique, & multiplication par des
inversibles prés. On peut donc écrire ¢ de quatre manieres différentes
sous la forme a = be avec ¢(b) = 13 et ¢(c) = 5. Si (b,c) est un couple
solution. les autres sont (—b, —c), (ib, —ic) et (—ib, ic).
De tout, cela on déduit que, pour tout k € N,

1 k k 1 k 1 k
Se81n = — b = eyt =— 14 Q" = 3¢5.
ss=1g 2 VD F=ge D =gpa 3 6s
p®)=5  (c)=13 w(b)=5 »(a)=65
p(c)=13

3. Montrons, plus généralement que, s1 m et n sont premiers entre
euX, ON A Sy = S8y 1l faut démontrer, comme précédemment, que
si a € Z[i] vérifie p(a) = mn, alors il existe (b,c) € (Z[i])? tel que
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a = be, p(b) = et p(c) = n et que de plus, & a correspondent quatre
telles décompositions a = be, b pouvant étre multiplié par un inversible
quelconque. Le résultat s’obtient & partir de la, décomposition de a en
facteurs irréductibles.

D’aprés exercice précédent les irréductibles de Z[é] sont les entiers
premiers congrus a 3 (mod 1) et les éléments a tels que ¢(a) soit un
entier premier (non congru a 3 (mod 4)). La décomposition de a en
facteurs irréductibles peut s’écrire

T s

— (671 :BJ

a—z—:”pi ”aj ,
i=1 =1

ou £ est inversible, r et s sont des entiers naturels, p1,...,p, des
entiers premiers congrus & 3 (mod 4). a4,...,as sont des éléments de
Z[4] tels que w(ay),...,(as) soient des entiers premiers, non congrus &
3 (mod 4), ay,...,¢p, B1,...,0s des entiers naturels non nuls. On en
déduit que

mn = p(a) = szo" H p(a;).

On cbserve que cette écriture est la décomposition de mn en facteurs pre-
miers. Les entiers m et n étant premiers entre eux, ils n’ont aucun divi-
seur premier commun. Quitte & renuméroter les irréductibles qui divisent
a, on peut supposer qu’il existe des entiers naturels 7/ et s’ telsque 7’ < 7,
s <set

m—szO“‘ng(a Yo et n= H p2e H w(a;)Pi.

i=r’'+1 j=s'+1

Si b et ¢ sont deux éléments de Z[4] tels que a = be, i = ¢(b) et n = ¢(c),
il résulte du calcul de p(a) a partir de ¢ et de I'expression de m et n,
que les irréductibles qui divisent b sont py,...,p et a1,...,ay €t que
ceux qui divisent ¢ sont pyry1,...,pr €t @541, ..., as. Puisque a = be, il
existe £ inversible tel que

:E'ﬁp Haﬁ” et c=¢e(e)™! H pit ﬁ afj.
=1

i=r’'+1 j=s'+1

Il est clair que b et ¢ ainsi définis ont toutes les propriétés voulues.

On obtient done, pour tout a tel que ¢(a) = mn, quatre décompo-
sitions sous la forme a = be, avec m = ¢(b) et n = ¢(c), correspondant
aux quatre valeurs de €. De la méme maniere que dans la question
précédente, on conclut que $;,,8, = Sman- <
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Une écriture d’un entier n sous la forme n = (a) correspond (bijecti-
vement) d une décomposition de n en somme de dcux carrés n = u? 412,
ot u et v sont deux entiers tels que a = u + iw. Pour tout entier n 2 1,
notons r(n) le nombre de couples (u,v) € 72 tels que n = u? + v2.
c’est-a-dire le nombre d’éléments o de Z[i] tels que ¢(a) = n. Lu der-
niére question de lexercice montre que si m et n sont premiers enlre
r(n)

4
d(mn) = 8(m)d(n) : la fonction § est donc multiplicative. Pour quelques
remarques sur les fonctions arithmétiques multiplicatives. on, se reportera
aux exercices 4.27 & 4.82 du chapitre 4 (Arithmétique).

. on obtient

eur, on a r(m)r(n) = 4r(mn). Si on pose d(n) =

L’exercice suivant étudie un anneau dont les éléments s’écrivent P +
£Q, ot € vérifie €2 = X2 —1. On rapprochera cet anneau de Uanneau Z[i],
obtenu de méme & partir de 7. en rajoutant un €lément de carré —1 (cf.
exercice 8.10). En particulier l'application N qu’on y définit joue le réle
de Vapplication ¢ de Z[i] dans la détermination des éléments inversibles.

3.12. Une extension de C[X]

On considere le sous-ensemble A de F(]1, +oo[, C) défini par :
A={r—P(e) +QuIVaZ ~ 1, (P,Q)€C[X]?]

1. Montrer que A est un anneau. Vérifier que tout z € A s’écrit
de maniere unique sous la forme z = P +eQ avec P, Q € C[X], o
€ désigne I'application  — /72 — 1.

2. Montrer que z = P + £Q est une unité de A si, et seulement
si N(z) = P2 — (X2 - 1)Q% € C*.

3. Montrer qu’il existe zg € A tel que

Up={z€ A, N(z) =1} ={£z}. n€Z}.

4. Expliciter les couples de polvnémes P, Q € C[X] vérifiant
P2 (XZ-1)Q*=1

(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. Il est clair que A contient Dlapplication nulle. 'application
constante égale & 1, qu’il est stable pour la somme et opposé. Soit
(P1,Q1,P2,Qz2) € C[X]%. On a

(P1 +eQ1)(P2 + £Qg) = P1P2 + £2Q1 Q2 + e(P1Q2 + P2Qy) € A,
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car 2 est la fonction polynéme z +— 2 — 1. Il en résulte que A est un
sous-anneau de l'anneau F(]1, +oo|, C).

L application 1 : C[X]? — A qui au couple (P, Q) associe z = P 4£Q
est clairement un morphisme de groupes additifs. 11 est surjectif par
définition de A. Enfin, il est injectif car si P + eQ = 0, on obtient P? =
(X2 — 1)Q?, ce qui impose P = Q = 0 (car sinon la multiplicité de la
racine 1 est paire dans le membre de gauche et impaire dans celui de
droite). 11 en résulte que tout z € A s’écrit de maniére unique sous la
forme z = P+eQ. En particulier on peut identifier C[X] & un sous-anneau
de A, ce qu’'on fera dans la suite.

2. Siz=P+eQ est un élément de A, on posera z =P — £Q et on
parlera du conjugué de z. Il est clair que 'application z —— Z est un
automorphisme d’anneau de A. On a N(z) = 2z = P? — (X2 - 1)2Q% €
C[X].

e Soit z € A inversible et 2’ € A tel que zz' = 1. On a alors

1=N(1) = N(22') = 22"22 = 2272’ = N(2)N(7),

d’ott il résulte que N(z) est, inversible dans C[X] et appartient donc & C*.
1
e Réciproquement, si N(z) = A € C*, alors XZ € A est l'inverse de z

dans A.

3. Notons U le groupe des unités de A. Comme N est un morphisme
de groupes de U dans C*, Ug = Ker N est un sous-groupe de U.

Posons zg = X +¢€. On a N(z) = X2~ (X2 —1) = 1, donc 2z €
Ug. On va montrer que zg répond a la question. Il est déja clair que
{25, n € Z} C Up. Soit z =P + eQ € Ug. On considére un entier
m € 7Z tel que 2/ = z; "z 8’écrive 2’ = A + €B, avec un polynéme B de
degré minimal. 2’ appartient & Ug, car Ug est un groupe multiplicatif.
On va montrer que B = 0. Il s’ensuivra que A = +1, puisque 2z’ € Uy,
soit encore z = £z

Supposons par Pabsurde que B # 0. On a A2 — (X2 — 1)B? = 1,
puisque 2’ € Uy, relation que l'on peut écrire (A — XB)(A + XB) =
1 — B2%. On doit nécessairement avoir deg A = 1 + deg B. 1l en résulte
que 'un des deux polynomes A — XB ou A + XB a un degré strictement
inférieur & degB (car sinon deg(A — XB) = deg(A + XB) = degB et
alors deg A = deg(2A) < deg B ce qui est faux). Or on a

207 = (X +¢€)(A +eB) = XA + (X2 -~ 1)B+(XB + A)
g2 = (X —€)(A+eB)=XA —(X? - 1)B+&(XB—A)

et I'une des deux égalités donne une contradiction avec la minimalité du
degré de B.
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4. Posons pour n € N, 28 = (X + &)" = P, + £Q,.On obtient
zy "= %" = Pp — €Qp. D’apres la question précédente, les solutions de
équation P? — (X2 — 1)Q? = 1 sont donc les couples (+P,, +Q,) on n
décrit N. A I’aide de la formule du binéme on obtient

P, = Z Cik(xZ _ 1)kxn72k
0<2k<n

Qn — Z C2k+1(x2 _ 1)kxn72k71
n .
0 2k+1<n

On peut reconnaitre ici les polynémes de Tchebychev de premiere et
de seconde espece T, et U,,_1 qui sont définis par cosnf = T\,(cos) et
sinnf = sin OU,,_1(cos#). Cela s’explique trés bien. Soit. f l'application
de A dans Panneau des polyntmes trigonométriques complexes qui a
z =P +eQ associe, P(cosf) + isin 6Q(cos §). On vérifie facilement que
f est un morphisme d’anneau et qu’il est injectif. On a alors f(z§) =
P,.(cos 0) + isin Q. (cos 0) et grace a la formule de Moivre

f(z5) = f(20)" = (cosb +isinf)"™ = cosnb + isinnd
Ty (cosf) + i cos OU,_1(cosh).

On obtient donc donc P, =T, et Q, = U,_1. <
Une autre démonstration. élémentaire. de la derniére question est
donnée dans 'exercice 5.5.

Les trois exercices suivants étudient des exemples assez simples de
corps. Le premier fait la transition uvec les anneaux.

3.13. Anneau sans idéal non premier

Soit A un anneau commutatif dont tout idéal I est premier ¢’est-
a-dire vérifie, pour tout (r,y) € A?,

ryel—=x€louyel

Montrer que A est un corps.

(ENS Ulm)

> Solution.

Dire que I’idéal nul est premier signifie que A est intégre. Soit x €
A, non nul. On souhaite prouver que x est inversible. Comme 1’idéal
principal (z?) est premier, on a z € (z2). Il existe donc a € A tel que
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x = az?. Comme A est integre et  non nul. on a ar = 1 et z est
inversible. On conclut que A est un corps. <

Les corps étudiés maintenunt sont des corps de nombres algébrigues,
dont on peut donner la définition suivunte : soit 0 un élément de C,
racine d’un polynome non nul P de Q[X] qui est irréductible sur Q. Alors
Pensemble des nombres complezes de la forme $(8), ot @ € Q[X], est un
corps noté Q(0), isomorphe au quotient Q[X]/PQ[X]. De plus Q(6) est
un espace vectoriel de dimension n = degP sur Q. Pour un exemple plus
complezxe, le lecteur se reportera & Uexercice 5.18 qui étudie Q(ei%ﬂ). o
p est premier.

3.14. Automorphismes de Q(1/2)

Soit E = {a + bv/2 € C?,(a,b) € Q?}. Montrer que E est un
sous-corps de C et en déterminer tous les automorphismes.
(Ecole polytechnique)

> Solution.
e C est une Q-algeébre. L’application :

QX — C
@ P — P(\/E)

est un morphisme d’algébres. Son image est donc une sous-algébre de
C, qui contient clairement E. Inversement, si n > 0, ¢(X") = (v/2)" =
2p(\/§)T cE,oun=2+7r, avecr=00ul et p €N. On en déduit que
Im ¢ = E. Par conséquent, ¢’est un sous-anneau de C,

e Soit z € E non nul. z s’écrit = = a + by/2 avec (a,b) € Q?. On a
alors a — bv/2 # 0 (car v/2 ¢ Q) et donc

1 a—b/2 a —b
1 _ 2
+a2_2b2\/—eE

T arbv/2 a2 — 202 a2 - 2b?

On en déduit que E est un sous-corps de C,
e Si f un automorphisme de E, alors f laisse invariants tous les
éléments de Q. En effet, on a, pour z € Q et n € N,

f(nz)=flz+- -+z)=f(z)+ -+ f(z) = nf(z) = nf(x),

et en particulier f(n) = n.puisque f(1) = 1. On a ensuite f(—n)+ f(n) =
F(0) = 0 et donc f(—n) = —f(n) = —n. Enfin si g € N* et p € Z, on
obtient
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P _ (P — £l — Py_p
Qf(E) »f(qq) =f(p)=p et f(q) =
On détermine ensuite f(1/2). De f(1/2)? = f(\/§2) = f(2) = 2 résulte
f(v/2) = /2 avec € = +1. On a donc, pour tout (a,b) € Q?,
fla+bV2) = f(a) + F(B)F(V2) = u+ ebV2.

Réciproquement, les deux applications ainsi définies (pour € = —1 et 1)
sont des automorphismes de corps de E. Il n’existe qu'un seul automor-
phisme de E qui ne soit pas 'identité. <

3.15. Le corps Q( V2)

1. Montrer que X® — 2 est irréductible dans Q[X].
On désigne par a une de ses racines complexes et on pose

A={a+ba+ caz, (a.b.c) € Q3}.

2. Montrer que A est un sous-corps de C.
(Ecole polytechnique)

o> Solution.

1. Comme X3 — 2 est de degré 3, il est irréductible s’il n’a pas de
racines rationnelles. Comme 2 ¢ Q, il est sans racine et est donc irré-
ductible.

2. e Montrons que A est I'image du morphisme d’algebres

QX] — C
@ : P —  Pla)

On a clairement A C Im . Réciproquement, soit z € Im. Il existe
P € Q[X] tel que z = P(«). Effectuons la division euclidienne de P par
X3—-2:P=(X3-2)Q+R, avec Q et R dans Q[X] et degR < 2. Alors
z =P(a) = 0+ R{a) € A. L’ensemble A qui est égal & Im, est donc
une sous-algebre et en particulier un sous-anneau de A.

e Soit € A non nul. 11 existe R € Q3[X] tel que z = R(). Comme
R est nul nul, de degré strictement inférieur & 3, R est premier avec le
polynéme irréductible X? — 2. 11 existe donc U et V dans Q[X] tels que
1=(X3?—-2)U+RV. En substituant « & X, il vient 1 = 0+ R{a)V(a) =
xV(a), ce qui montre que y = V() € A est l'inverse de z. On conclut
que E est un sous-corps de C. <

L’exercice suivant détermine toutes les valuations sur Q.
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3.16. Valuations sur Q

On appelle valuation sur un anneau A une application v : A —
R U {+o0} telle que, pour tout (z.y) € A2 :
(1) v(zy) = v(z) +v(y);
(i) v(z +y) > min(v(z),v(y));
(iit) v(z) = too <= x=0.
1. Donner des exemples de valuation sur Z, sur Q.

2. Déterminer toutes les valuations sur Q.
(ENS Lyon)

> Solution.

1. Le cours fournit ’exemple des valuations p-adiques sur Z : pour
tout nombre premier p et tout entier non nul n, v,(n) est le plus grand
entier naturcl o tel que p divise n. On pose 1,(0) = +oo et il est aisé
de vérifier les propriétés (i) et (ii). Ces valuations se prolongent & Q :
si z est un rationnel non nul admettant comme représentant %, on pose

vp(z) = vp(a) — v, () ; vp(z) ne dépend que de z et pas du représentant
choisi. 1, est encore une valuation sur Q.

On va montrer dans la seconde question que les seules valuations sur
Q sont la valuation triviale (i.e. nulle sur Q*) et les applications Ay, ol
A est un réel strictement positif arbitraire et p un nombre premier.

2. Soit v une valuation sur (Q, que ’on suppose non triviale.

e Onav(1?) = v(1)+v(1), de sorte que v(1) = 0, mais aussi 2v(—1) =
r(1) = 0 et donc v(—1) = 0. On en déduit que, pour tout z € Q*,
v(—z) = v(z) + v(—1) = v(z) : v est paire. On a par (i), v(2) > 0 et
par une récurrence évidente, v(n) 2 0 pour tout entier n € N. Observons
enfin que v(z") = nv(z) pour tout n € N et tout z € Q.

e L'ensemble E = {n € N*, v(n) > 0} est non vide. car sinon v serait
triviale. Soit p le plus petit élément de E. Nécessairement, p est premier :
en effet, si p = ab avec 1 < a,b < p, on a par (i), v(p) = v(a) + v(b) =
0+ 0 =0, ce qui est absurde.

Soit ¢ un nombre premier distinct de p. Comme pged(p,¢) = 1, on
peut trouver (u,v) € Z2 tel que up + vg = 1 par le théoréme de Bezout.
Par (i) on obtient

0 > min(v(up), v(vqg)) = min(v(u) +v(p), v(v) +v(g)) = min(v(p).v(g)).

On ne peut done pas avoir v{g) > 0 et donc v(g) = 0.
Il résulte alors du théoréme de décomposition en facteurs premiers
et du point (i) que, pour tout n € Z*, v(n) = Avp(n) ot A = v(p) > 0.
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x
Et toujours en vertu de (¢) (qui implique que 1/(—) = v(z) — v(y), pour
Y

tout (z.y) € Q@ x Q*), cette égalité s’étend & Q tout entier. <

Les valuations sur Q résultent toutes d’un prolongement de celles
de 7.. Cette propriété est encore vraie pour le corps des fractions d’un
anneuu intégre quelcongue. Chagque valuation de 7. ou Q, vy, est associée a
un nombre premier p. Il y a correspondance entre wrréductibles et valua-
tions prenant des valeurs positives ou nulles sur Uanneau A, dans tous
les anneaux A principauz el méme dans des unnenux. plus généraux. les
anneaux de Dedekind (anneaux intégres dans lesquels tout idéal est pro-
duit d’idéaux premiers), & condition de remplacer les nombres premiers
par les idéaux premiers.

L’exercice suivani détermine les valeurs absolues non-archimédiennes
sur C(X). Un wvaleur absolue sur un corps K de caractéristique nulle est
non-archimédienne si N*, considéré comme sous-anneau de K, est borné
par 1. Elles s’opposent donc @ la valeur absolue usuelle sur @, R ou C,
que nous suvons étre archimédienne.

3.17. Valeurs absolues non-archimédiennes sur C(X)

Soit K un corps commmutatif de caractéristique nulle. On appelle
valeur absolue de K toute application | | : K — R, telle que. pour
tout (z,y) € K? :

(7) |z| =0 <= z =0;
(#) lzy| = 2| [y];
(i) |z +yl < lz| + |yl

1. Soit | | une valeur absolue de K telle que |n| < 1 pour n € N*.
Montrer que | | vérifie I'inégalité ultra-métrique : pour tout (z,y) €
K2,

|z +y| < max(|z]. |y])-
2. Soit v une valeur absolue de C(X) telle que v(x) = 1 pour
tout z € C*. Montrer que v est de ’'un des types suivants :
(i) v(F) = 1 pour toute fraction F non nulle;
(i4) v(F) = a%e¥, avec a > 1, pour F non nulle:
(4ii) v(F) = @) avec 0 < a < 1, pour F non nulle, ot 'on
précisera ce qu’est val(F).

(ENS Cachan)
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> Solution.

1. Ici, n désigne n - 1, somine de n termes égaux a I’élément neutre
pour la multiplication de K. Soit (z,y) € K?2. Supposons. par exemple,
ly| < |z]- Pour tout entier naturel n on a le développement du hinéme

n

(z+y)" = Z Ck zky" =% En prenant la valeur absolue, il vient

k=0
n

n
|z + g™ < |CEFym R < TICE 1 lafyn R <O D JafF
k=0 k=0 k=0

n

n
<Y Jal" = (n+ Dl
k=0
1l en résulte que pour tout entier n, |z + y| < (n+ 1)'/"|z|. Le résultat
suit, en faisant tendre n vers I'infini.

Une wvaleur obsolue telle que N* sovit bornée par 1 est dite non-
archimédienne. Elle vérifie Uinéqgalité ultra-métrigue, plus forte que Uiné-
galité triangulaire (iii). Observons que la réciprogue est vraie : (7) et (i)
impliquent |1| = 1, puis | — 1| = 1; on en déduit que, pour toute valeur
absolue qui vérifie l'inégalité ultra-métrique, 7. est borné par 1.

2. v est non-archimédienne et donc vérifie I'inégalité ultra-métrique.

e Observons pour commencer que, pour tout (F,G) dans (C(X))2 tel
que v(F) < v(G), on a v(F+G) = v(G). En effet, on sait que v(F+G) <
v(G), d’apres inégalité ultra-métrique, mais comme G = (F+G)+(—F),
on a aussi ¥(G) € max(v(F),v(F+G)) = v(F+G), d’ou I'égalité. Posons
a = v(X).

e Supposons que a > 1. Tout polynéme non nul P de C[X] s’écrit

P = Zuka, avec n = deg(P). Comme pour tout k, v(a;XF) = o,

k=0
on a

v(ao) = 1 < v(a1X) < v(azX?) < --- < v(ap,X") = a™

Ceci permet d’affirmer que v(P) = v(a,X") = o™ = a%°€(®)_ Grace a la
propriété (ii) de la valeur absolue, on conclut que, pour toute fraction
. P dee(P)
rationnelle non nulle F = Q on a v(F) = v(P) —v(Q) = et

adeg(F) .

e Le cas a < 1 se traite de la méme facon. On a v(apXF) = o* si
ar # 0 et on trouve cette fois, v(P) = a"*F) pour tout polynéme non nul
P, ou val(P) est la valuation en X de P, c’est-a-dire le plus petit indice
k tel que ar # 0. Si F = P/Q est une fraction non nulle, la quantité
val(P) — val(Q) ne dépend que de F et pas du représentant choisi. Cette
quantité étant notée val(F), on a v(F) = a*¥.
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e Supposons enfin a = 1. Dans ce cas. on a v(XF) = 1. pour tout k
et v(P) < 1. pour tout polynéme P. Distinguons deux cas.

* Si v(P) = 1 pour tout polynéme non nul P, alors v est triviale :
elle vaut 1 sur toutes les fractions non nulles.

* Dans le cas contraire, notons Q un polynéme de degré minimal
tel que ©(Q) < 1. Ce polynome Q est irréductible car, si Q = AB avec
deg A < deg Qet deg B < deg Q,onav(A) =v(B) =1 et donc v(Q) =1,
ce qui est absurde. On peut bien entendu choisir Q unitaire, donc de
la forme Q = X — o, a € C. Posons alors a = v(X — ). On fait le
méme travail que dans le cas ¢ < 1. en remplagant X par X — a (tout

n
polynoéme P s’écrit P = Z b (X — a)k, d’aprés la formule de Taylor). On
k=0
a alors, pour tout polynéme non nul P, v(P) = a**=®), ou vx_,(P)
est la valuation de P en X — ¢ c’est-a-dire, si I’on préfere, l’ordre de
multiplicité de la racine a dans P. Ici aussi, cette valuation s’étend au
corps des fractions C(X) et v(F) = a**—={) pour toute fraction non
nulle F. <

Si| | est une valeur absolue non-urchimédienne sur le corps K, Uappli-
cation v : K +—— R, définie par v(z) = —AIn(|z|) siz # 0 et v(0) = +oo,
ou A appartient a RY , est une valuation. Réciproquement, toute valua-
tion v sur K définil une valeur absolue non-archimédienne par la formule
|z| = e #(®) six £0, ot p € R .

1l résulte de Uezercice précédent que les seules valeurs absolues non-
archimédiennes sur Q sont, outre la valeur absolue triviale (|z| = 1 si
x #0), les upplications définies pour x # 0 par |z| = e 22 qvec A > 0
et p premier. Le théoréme d’Ostrowski affirme d’autre part que les seules
valeurs absolues archimédiennes sur Q sont les applications x — |z|°,
ot | | est la valeur absolue usuelle et 0 < s < 1. Elle définissent la méme
topologie que la valeur absolue usuelle.

L’exercice suivant montre que n boules guelconques, de rayon € > 0
dans Q, correspondant ¢ n valeurs absolues deux d deux non éguivalentes
ont touwjours une intersection non vide.

3.18. Indépendance des valeurs absolues sur QQ

Soient py....,p, des nombres premiers deux a deux distincts,
40, 4q1,- - - Gn des rationnels et € > 0. Montrer qu’il existe ¢ € Q tel
que |¢—qo| < € et |g—¢;|p;, < € pour tout i € [[1.n]. (Pour p premier.
|z]p, = p7»(®) désigne la valeur absolue p-adique du rationnel z.)

(ENS Ulm)
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o> Solution. "

e Nous chercherons ¢ sous la forme E «;q;, avec ag, - . . , Oy, nomnbres
i=0
rationnels dépendant d’un entier % & déterminer.

n
* On aura alors, ¢ — gy = Z%‘Qz’ + (oo — 1)go. Cette quantité
i=1
devra étre rendue assez petite. Pour cela, nous imposerons que les ¢,
pour i > 1 et ap — 1 tendent vers 0 avec k.

n
*Siie[l,n],qg—¢= Z a;g; + (a; — 1)g;. 11 faudra rendre
0<ign
F#i
la valeur absolue p;-adique de cette quantité assez petite, ¢’est-a-dire sa
valuation p;-adique assez grande. Nous choisirons les a; pour que, pour

j€[0,n],7 #1i, on ait v, (o) =k et vp, (s — 1) = k.

e Soit k € N et p un nombre premier distinct de py, ..., p,. Posons,
pour tout j € [1,n],
~ k k
o (p1---Pj---pn) et ag = (PL---Pn)

_pkp_’;‘}'(pl---ﬁ_\i---pn) (pl---pn)k+1

et montrons qu’ils conviennent. Soit £ > 0.
* Choisissons p tel que p > p1p2-..pn- On a alors, pour tout

i€ [l,n], lim «a; =0 et dautre part, lim g = 1. On en déduit que
k—+o0 k—4oc

klim g = go, et done, pour k assez grand, |g — go| < e.
— 400

* Soit ¢ € [1,n]. Pour j € [0,n],j # 4, le numérateur de a; est
divisible par p’,f et son dénominateur est premier avec p;. On en déduit
que vy, (a;) = k. On obtient également v, (a; — 1) = k.

En posant m = min v,,(g;). on a alors

0gjign
1<ign

Vp; (@3 q;) = vp, () +1p,(q;) = k +m, pour j #1i,
vp.((a: = 1)@:) 2 vp,(a;i — 1) + vp,(¢) 2 k +m.

Sachant que, pour tout (z,y) € Q2. v, (z +y) > min(v,, (2), 1, (¥)), on
en déduit que, pour i > 1,
Vp, (g — @) 2 k+m et donc |qg — ¢y, < pi_(’”m)
On a alors, pour k assez grand,
lg — ¢ilp, <&, pour tout ¢ > 1.

Pour k assez grand, ¢ a donc toutes les propriétés voulues. <



Chapitre 4
Arithmétique

Les nombres entiers ont toujours exercé sur les esprits une sorte de
fascination. Il n’est pas étonnant que ce soit au sein de l’école pythagori-
cienne, éprise de mysticisme, que débute I’étude de leurs propriétés : avec
les catégories de pair et d’impair commencent les premiéres réflexions sur
ivisibilité. Celles-ci aboutissent, deuz siécles plus tard, dans les Elé-
ments d’Fuclide dont le chapitre VII s’ouvre par une série de définitions :
nombre premier et composé, nombre parfait, diviseur et multiple, méme
si le langage est trés différent du langage moderne. On trouve exposés
entre autres l’algorithme de détermination du pged de deuzr nombres
(algorithme d’Euclide) et lu démonstration de Uinfinité des nombres pre-
miers (lemme d’Buclide).

Auzx pythagoriciens remontent les premiers exemples d’équations dio-
phantiennes, notamment la résolution de Uéquation z° + y?> = 22 en
nombres entiers. Diophante, au 111° siécle de notre ére, va s’intéresser
un grand nombre d’éguations analogues. Sa grande ceuvre, les Arithmé-
tiques rompt avec la Mathématique grecque, centrée jusqu’alors sur les
problémes géométriques, et se rapproche des méthodes algébriques haute-
menl élaborées des Babyloniens. mais contrairement a ceux-ci. il s’inté-
resse uniquement aux solutions exactes. Il s’évertue d donner des régles
simples de calcul algébrigue comme les régles sur les produits de puis-
sance ou une premiere idée de la régle des signes dans un produit. 11 est
le premier & utiliser un symbole littéral pour désigner les inconnues et
peut étre vu comme le pére de ’algébre. Il résout des équations a coef-
ficients entiers du premier degré (ax + by = ¢) et du second degré (cas
particuliers d’équations de Pell telles que r2 = 1+ 30y?). Il s’intéresse a
Décriture d’un nombre comme somme de deux carrés (il sait qu’un entier
de la forme 8n + 7 ne peut pas s’écrive comme somme de deux carrés).
Il énonce lidentité de Lagrange.

Auz viret vini‘siécles, les savants arabes, notamment ¢ Bogdad,
assimilent Uhéritage hellénique et oriental d travers la traduction des
ouvrages de lAntiquité (Euclide, Archiméde, Diophante...). Muais leurs
théories mathématiques propres sont plus orientées vers I’Algébre que
vers I’Arithmétique proprement dite.

En Occident, le réveil de la théorie des nombres doit attendre Pierre
de Fermat (1601-1665) dont les premiers trovaux s’appuient sur la
récente traduction des textes grecs de Diophante par Bachet de Méziriac
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(1621). Il s’intéresse particulierement d la dwvisibilité et aux nombres
premiers. Il aborde de nombreux problémes et formule des conjectures
qui pour la plupart seront prouvées au siécle suivant : citons le petit
théoréme de Fermat, équation de Pell-Fermat (x> — dy?> = 1 a, pour
tout entier positif non carré parfait d, une infinité de solutions entiéres),
les nombres de Fermat et le grand théoréme de Fermat dont nous par-
lerons un peu plus loin. Il développe la premiére méthode générale d’at-
taque des équations diophantiennes : la descente infinie. Au XVII® siécle,
Euler et Lagrange s’inspirent de ses méthodes et prouvent la plupart de
ses résultats.

En 1801, Gauss publie Disquisitiones arithmeticae qui contribue a
unifier de nombreux résultats et o développer des méthodes et des tech-
niques nouvelles qui marquent le début de I’Arithmétique moderne : il
fize la terminologie et les notations de la théorie des congruences, réfié-
chit & la notion de divisibilité et de décomposition en facteurs premiers
et Uétend au cas de nombres algébriques (comme les entiers de Gauss
Z.+1i7.), élabore la théorie des formes quadratiques a coefficients entiers,
énonce le théoréme des nombres premiers.

Les premiers exercices de ce chapitre s’appuient sur la notion élé-
mentaire de divisibilité et les théorémes fondamentaur que constituent le
lemme d’Euclide et le théoréme de Gauss.

4.1. Etude de irréductibilité d’une fraction

5n+1 + 6n+1

1. Montrer que pour tout n € N, la fraction ————— est
57 | 6"
irréductible.
2. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur
)\an+1 + N:Un+1

o soit

(A p.a,8) € N* pour que la fraction

irréductible pour tout . € N*,

(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. Soit n € N. Raisonnons par 'absurde et supposons qu’il existe
p premier divisant & la fois 5® + 6™ et 5! + 6"*1. Alors modulo p,
5" = —6" et 6.5" = —6"T! = 57+ d'ou p divise 5"(6 — 5) = 5", ce
qui entraine p = 5. Or clairement, le numérateur et dénominateur ne
sont pas congrus & 0 modulo 5 mais & 1. La fraction considérée est donc
irréductible.
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2. e Pour que la fraction considérée soit irréductible, il est néces-
saire que A soit premier avec p et 3 et que « soit premier avec p et 3.

Supposons ces conditions réalisées dans la suite.

)\ Oén+1 + N L:;'rH 1
e Supposons qu’il existe n > 1 tel que F, = ———————— ne
ppo q X = q n A+
soit pas irréductible. Il existe p nombre premier divisant & la fois le

numérateur et le dénominateur de F,,. Modulo p. on obtient
A" = —pf”t et Ao = —pgntt

Si p divise «, p divise p8™ et d’apres le lemme d’Euclide, il divise i1 ou
B. On aboutit une contradiction puisque « est premier avec p et 4. On
en déduit que p ne divise pas . On montre de méme que p ne divise pas
A, et 8. Les classes modulo p de ces entiers ne sont pas nulles dans le
corps Z/pZ. On en déduit :

s ) -5 (2)”

= 1 apres simplification (justifiée puisque les classes

(e

et finalement

«
sont non nulles). Donc modulo p, @ = B et A = —u. En particulier, p
divise o« — B et A + p. Nous avons donc :

pged(a — B, +p) #1

e Réciproquement, supposons pged(e — 5. A + p) # 1. 1l existe un
nombre premier p divisant & la fois o — 3 et A + p. Le systéme de
congruences :

A" = —pfB" et A"t = —pusmt!

est vérifié pour tout n € N* et F,, n’est donc pas irréductible.
Conclusion. Pour que F,, soit irréductible pour tout n € N*, il faut
et il suffit que

pged(A, p) = pged(X, B) = pged(a, 1) = pged(a, )
pged(a— B, A +p)=1.<

|
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4.2, Equation a® = b® dans N

Trouver les couples (a,b) d’entiers strictement positifs tels que
a#beta®= b2
(Ecole polytechnique)

> Solution.

e L’examinateur attendait sans doute une preuve arithmétique mais
on constate qu'une simple étude de fonctions permet de répondre a la
question. Un couple (a,b) € (N*)z, tel que a < b, est solution de I’équa-
tion si et seulement si f(a) = f(b), ou f est la fonction

fileRj_l—-aH.

N

Cette fonction est strictement croissantc sur |0, ¢], allant de —oco &

ki

@ |~

. . L 1
puis strictement décroissante sur [e, +oo[, allant de — & 0. On a donc
e

nécessairement, ¢ < e. Comme a = 1 est visiblement lexclu, on obtient
a = 2. On remarque que f(2) = f(4); le couple (2,4) est donc solution
de I'équation et c’est la seule (si a < b), étant données les variations de
f.

e Donnons maintenant une preuve arithmétique. Si (a.b) € N*Z est
un couple solution avec a < b, on pose d = pged(a, b), a = do’ et b = db'.
Les entiers a’ et ¥ sont premiers entre eux et o’ < b'. L’équation devient
d¥' = ¢ = ¥, Lentier o’ divise b'* , avec qui il est premier. On a donc
a =10 >1et a1 = b ; on en déduit que d > 1. Si ¥ > 3. on a
d¥ =1 > ¥ ; en effet, on peut écrire

>+ ) >0, =V

On conclut que ¥ = 2 et d = 2, d’ol1 'on tire ¢ = 2 et b = 4. Récipro-
quement, on constate que le couple (2,4) est solution.

Vus les roles symétriques joués par a et b, on conclut : les couples
(2,4) et (4,2) sont les seuls couples solutions de I’équation a® = b avec
a # b dans N. g
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4.3. Points du réseau Z™ visibles de Dorigine

Soient P = (a1,...,a,) € Z" et Q= (b1,...,b,) € Z".
1. Montrer ’équivalence des deux conditions suivantes :
() les b; — a; sont premiers entre eux dans leur ensemble ;
(i) il n’existe pas de points de Z™ sur le segment [P, Q[C R™ (si
cette condition est réalisée, on dit que Q est visible depuis P).
2. On prend n = 2. Montrer que pour tout r € N*, il existe un
carré de 72 de c6té r (c’est-a-dire une partie du type [a +1.a +7] x
[b+1,b+7] avec (a,b) € Z2), dont tous les points sont invisibles de
Porigine.

(Ecole polytechnique) B

> Solution.

1. Quitte & faire une translation de vecteur (ai1,...,a,) € Z", on
peut se ramener au cas ou P = (0,....0).

e Supposons que |P, Q[ admet un point (Iy,...,1,) € Z". 1l existe
X €]0,1] tel que I; = Ab; pour tout 1 < i < n. Nécessairement. X est

un rationnel qui s’écrit ]—9, avec (p,q) € N*2 et p < g. Amsi. pour tout
q

1<i<n, onapb =gl et donc

pngd(b17 R 7bn) = quCd(h) .- 7ln)7
pged(by, ..., by) = %pgcd(ll,...,ln) > 1.

Les b; ne sont done pas premiers entre eux dans leur ensemble.

e Réciproquement, supposons que les b; ne sont pas premiers entre
eux. Soit donc k € N, £ > 1, un diviseur commun & tous les b;. Alors
le point (by/k,ba/k, ..., by/k) est dans Z" et il se situe sur le segment

P, Q[ puisque 0 < T < 1. L’équivalence est prouvée.

2. D’apres ce qui précede, il suffit de trouver deux entiers a et b tels
que pour tout couple (i, 7) € [1, 7]2. a.+1i et b+ j ne soient pas premiers
entre eux. En particulier Uentier ¢ + 7 doit avoir un facteur premier en
commun avec b+ 3. On se donne donc une famille (p;;)1<;,j<r de nombres
premiers, deux & deux, distincts. Le théoréme chinois, assure l'existence
d’un entier a vérifiant pour tout (i,7) € [1,7]?, @ = —i [p;;]. De méme,
il existe un entier b tel que b = —j [p;;] pour tout couple (i,7). On a
alors la propriété désirée, puisque a + i et b+ j ont le nombre premier
pi; comme diviseur commun. <
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4.4. Produits d’entiers consécutifs

Soient Ny,...,N; des entiers non nuls, deux & deux distincts.

q
On pose Py, = H(Ni + k), pour k € Z et on suppose que pour tout
i=1
k € Z, Po|Py.
1. Montrer qu’il existe i € [1, g] tel que [N;| = 1.
2. On suppose de plus que. pour tout 1 < i< ¢g,ona N; > 1.
Montrer que Ny, .., Ny sont les ¢ premiers entiers naturels non nuls.
(Ecole polytechnique)

> Solution.
Rappelons que pour N et d dans N, si d|N et d > N alors N = 0.
1. Ona

PO = N1N2 .. .Nq, Pl - (N1+1) o (Nq+1), P_l = (Nl_]-) e (Nq—].)
Comme Py divise Py et P_y, P2 divise P;P_,. Puisque
0< PPy =(N?—1)...(N2—1) <N3...N2 =P},

on a nécessairement P1P_; = 0 et il existe un indice i tel que Ng =1.

2. Quitte & renuméroter les N;, on peut supposer 1 < N; < Ny <
- < Nyg.

Montrons, par récurrence sur k compris entre 1 et ¢, que Ny = k.
e Le cas k = 1 résulte de la question précédente.
e Supposons k > 2. On a, d’apreés 'hypothese de récurrence,

Po = 12...(k—1)N,...N,= (k—1)!N,...N, et
P, = (—k+D(—k+2)...(=2)(=1)(Np —k)...(N, — k)
(=) Mk —1)YN, — k) ... (N, — E).
Comme Py divise P_y, il en résulte que Ny, ... N, divise (Ny—k) ... (Ng—

k). Orsil € [k,q], ona N > Np_; = k— 1, c’est-a-dire N; > k. On
obtient donc

0< (N —k)...(N, — k) < Np...N,.

Il en résulte que (N — k)... (N, — k) = 0. Il existe I € [k, q] tel que
N; = k. Comme k& < N < Ny, on a, puisque les N; sont deux & deux
distincts, l = k et N, = k. <
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L’exercice suivant exploite le théoréme de Bezout : des entiers
Q1y...,0, SOnt premiers entre eux, si et seulement si il existe une
combinaison. linéaire des ap. o coefficients entiers égale o 1. Ce résultat
Sut démontré par Bachet de Méziriac (1621), puis généralisé par Bezout
(1780-1752) pour des polynémes o coefficients réels.

4.5. Parties de N additivement stables

Soit P une partie de N stable par addition. Montrer qu’il existe
(n, k) € N2 tel que PN [n,+oo[= kN N [n, +oof.

(ENS Ulm)

> Solution.

Supposons P # {0}, le cas P = {0} étant trivial. Soit d le pged de
tous les éléments de P ; d appartient a N*,

e Traitons, pour commencer, le cas ot que d = 1 et montrons qu’alors
k = 1 convient. On fait ’hypothése supplémentaire que P contient 0,
Iy rajouter ne changeant rien & la propriété a démontrer. La remarque
fondamentale est que si P est additivement stable et contient 0, alors
toute combinaison linéaire d’éléments de P & coefficients entiers naturels
appartient a P.

*x Montrons qu’il existe m € N tel que m et m + 1 soient dans P.

P est infini car si z € P\ {0}, alors zN C P. Soit (a;);en la suite
des éléments de P, rangés par ordre croissant. Pour tout entier naturel
i, posons d; = pged(ag, .. .,a;). (d;) est une suite décroissante d’entiers
naturels. Elle est donc stationnaire : il existe des entiers naturels 6 et ig
tels que d; = § pour i > ig. 6 divise tous les éléments de P donc é = 1.
On a en particulier, pged(ao,...,a:,) = 1.

D’apres le théoréme de Bezout, il existe (uo, . . ., u;,) € Z0H! tel que

K]

Zuiai = 1. Soit I (resp. J) Pensemble des indices i tels que u; > 0
i=0

(resp. < 0). On peut écrire

1= Zuiai - Z |u,|a1
2€l i€l
D’aprés la remarque initiale. on a
m = Z|ui|ai €EP et m+1= Zuiui cP.
i€l i€l
* La méme remarque justifie le fait que P contient tous les entiers
naturels de la forme a(m + 1) + bm, avec (a,b) € N2. Montrons que
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tout entier naturel supérienr on égal & m(ym — 1) peut s’écrire ainsi. Si
N 2 m(m—1), on effectue la division euclidienne de N par m. On obtient
N=gn+r,avecO<r<m—1letg2m—1car N2 m(m—1) (en
effet, sig<m—2, gm+r<mm—2)+m—1=m(m—1)—1). On
peut alors écrire

N=gn+r(m+1—m)=(¢g—r)m+r(m+1),

avec 7 et ¢ — r positifs. C’est la. décomposition cherchée, qui montre
que P contient [m(m — 1),+oo[. On a bien IN N [m(m — 1), +oo[=
PN [m(m — 1), +oo].

e Passons au cas général, d > 2. En posant P = dP”, on obtient
une partie P’ additivement stable de N, telle que le pged de tous ses
éléments soit 1. Il existe donc, d’aprés ce qui précede, n € N tel que
P’ N [n, +oof= [n, +oo] et donc P N [dn, +oof= dN N [dn, +oof, ce qui
montre la propriété pour P. <

L’exercice suivant montre Uintérét qu’on peut awoir & réduire certains

problémes modulo 1 pour un entier n. bien choisi. Il commence une série
d’exercices consacrés auxr congruences et aux anneauxs Z/nZ.

4.6. Un exercice pour les années impaires

Montrer qu’il n’existe pas d’application f : N — N telle que pour
tout n € N, f(f(n)) = n + 1997.

(ENS Ulm)

> Solution.
Supposons Pexistence d’une telle application f et soit n € N. On a

f(n+1997) = f(f(f(n))) = (f o )(f(n)) = f(n) + 1997.

Par une récurrence immédiate, on en déduit que, pour tout k € N,

F(n+1997k) = f(n) + 1997k.

11 en résulte que le résidu de f(n) modulo 1997 ne dépend que dn résidn
de n modulo 1997. Ainsi, f induit une application f de 7/19977Z dans
lui-méme, définie par f(7) = f(n), ot k désigne le projeté de Pentier k
dans 7/19977. La propriété vérifiée par f implique que fo f = Id. Or, le
cardinal de Z/19977Z est impair et tonte involution d’un ensemble fini de
cardinal impair admet au moins un point fixe (en eflet, la permutation
f est d’ordre 2 et se décompose donc en produit de transpositions a
supports disjoints; il y a donc une orbite réduite & un singleton). Il
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existe donc un entier a € N (que 'on peut méme prendre dans [0, 1996])
et k€ N tels que f(a) = a + 1997k. On obtient alors
F(f(@)) = a +1997 = f(a+ 1997k) = f(a) + 199Tk = a + 2 - 1997k.

D’ol1 ’on tire 2k = 1, ce qui est impossible dans 7Z et fournit la contra-
diction souhaitée. <

4.7. Equation du second degré dans Z/pZ

Montrer que pour tout p premier. il existe n € N tel que 6n? +
Sn+1=0 [p).

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Pour p = 2 ou 3, n = 1 est solution. Supposons p > 5 premier. Z/pZ
est alors un corps commutatif de caractéristique distincte de 2. Comme
6 est non nul dans Z/pZ. 'équation 622 + 5z 4 1 est une équation du
second degré. On calcule sou discriminant A = 25 — 24 = 1 = 12. Cest
un carré. Donc 1'équation admet, denx racines distinctes dans Z/pZ, ce
qui assure Pexistence de n € N tel que 672 + 5n +1 =0 [p]. <

Lorsque p est premier, 7./pZ est un corps et réciproguement. Dans
ces conditions, (Z/pZ)* est un groupe mulliplicatif de cardinal p — 1 et
le théoréme de Lagrange impose alors que si p ne divise pas a, a1 =1
(mod p) : c’est le petit théoréme de Fermat qui est souvent utilisé dans
les calculs de congruences.

4.8. Un probléme de congruence

Montrer que pour tout n € N*, 10'°" =4 (mod 7).
(Ecole polytechnique)

o> Solution.

Posons A = 10'%". On a A = 39" (mod 7) et, puisque 7 est un
nombre premier ne divisant pas 3, d’apres le petit théoréme de Fermat,
36 =1 (mod 7). Recherchons donc le reste de 10" modulo 6, ¢’est-a-dire
le reste de 4™ modulo 6. Ou obtient 4> = 4 (mod 6), puis, pour tout

entier n > 2,
4m = 424" % =4.4" 2 =41 (mod 6).

On a done, pour n > 1,4 =4 (mod 6) et A=3"=81=4 (mod 7). <
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4.9. Un multiple de 1996 qui ne s’écrit qu’avec des 4

Montrer qu’il existe un multiple de 1996 dont I’écriture décimale

ne comporte que le chiffre 4.
(ENS Ulm)

> Solution.
— k 4 n ’ . 2t
Notons u, = 444...4 = 24.10 = 5(10 — 1) entier dont I’écri-
k=0

ture décimale est composée du chiffre 4 répété n fois. On a 1996 = 4 x 499
et 499 est un nombre premier. D’apres le petit théoréme de Fermag,

10%%% = 1 [499]. Commc 9 est premier avec 499, 499 divise aussi 'en-
198 _
tier —g En multipliant par 4 on en déduit donc que 1996 divise

Uq9s. <

4.10. Somme des puissances k-iemes dans Z/pZ

Soit p un nombre premier et k € N*. Montrer que Z aF e
T€L[pZ
—1.0}. Préciser & quelle condition on obtient 0 ou —1.
, q ;
(Ecole polytechnique)

> Solution.
Posons S;. = Z x%. Soit y un élément non nul de 7./pZ.. 1’ appli-
€L pZ
cation z — yx est une bijection de Z/pZ. 11 en résulte que :

¥*Se= Y wa)F= ) =S5

TEZ[ pZ Z€EL[pZ
De deux choses 'une :

e s0it il existe y non nul tel que y* # 1 et alors S = 0

e soit 4¥ = 1 pour tout y non nul et dans ce cas, Sy =p — 1 = —1.

On sait déja par le petit théoréme de Fermat que, si k est un multiple
de p — 1, alors c’est la deuxiéme éventualité qui se produit. Montrons
réciproquement que si p — 1 ne divise pas k, alors S, = 0. Posons d =
pged(p —-1,k). On a par hypothése d < p — 1. Supposons alors par
I’absurde que y* =1 pour tout y € (Z/pZ)*. Dans ce cas l'ordre de tout
y non nul de (Z/pZ)* divise k (par hypothese) et p— 1 (par le théoréme
de Lagrange) donc divise d. Comme le polynéme X¢ — 1 ne peut pas
avoir p — 1 racines distinctes, ¢’est absurde.

Ainsi, Sy, = 0 si et seulement si p — 1 divise k. <
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4.11. Théoréme de Wilson (1759)

Soit p € N*. p > 2. Montrer ’équivalence :
(p—1)!=-1 (modp) <= p premier.
(Ecole polytechnique)

o> Solution.
e Supposons p premier. Nous pouvons écrire (p — 1)1 = H z.
z€(Z/pZ)*
Comme p est premier, Z/pZ est un corps et dans ce produit, on peut
associer par paires chaque élément . et son inverse !, lorsque © # 27!,
i.e. z2 # 1 ou encore x # *1. Le produit de z par 7! fait 1 et il reste

don¢

(p-N=1x(-1)=-1

e Réciproquement, supposons que p divise 1+ (p—1)!. Alors (p—1=
—1 dans Z/pZ. On en déduit donc que si 1 < k < p— 1, k est inversible
(d’inverse — H 1). Donc Z/pZ est un corps et p est premier. <

1<I<p—1
I#£k
Bien entendu ce critére de primalité est inutilisable en pratique. Il

semblerait que le résultat était déja connu de Leibniz. On peut en déduire
que si p est un nombre premier congru ¢ 1 modulo 4, alors —1 est un
carré modulo p (regrouper chagque facteur de (p—1)! avec son opposé pour

. — 14\ 2 . N .
obtenir —1 = (pTl!) ; on pourra ausst se reporter o l'exercice 4.83).

4.12. Cyclicité du groupe multiplicatif (Z/pZ)*

Soit p un nombre premier.
1. Socit ¢ un nombre premier qui divise p — 1. Etablir Vexistence
d’un élément de ((Z/pZ)*, x) d’ordre multiplicatif ¢.
2. Soit ¢ un nombre premier et o € N* tels que ¢* divise p — 1.
Montrer I'existence d’un élément de ((Z/pZ)*, x) d’ordre ¢<.
3. En déduire que ((Z/pZ)*, x) est cyclique.
(ENS Lyon)

> Solution.
1. L’entier p étant premier, Z/pZ est nn corps et (Z/pZ)* est son
—1

P__

groupe multiplicatif. Pour tout = dans (Z/pZ)*, notons y, =z ¢ . On
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a alors (y,)? = «P~! = 1, d’apres le petit théoréme de Fermat. L’ordre
de ¥, divise donc ¢ et puisque ¢ est premier, il est donc égal & ¢ ou a 1.
Dire que 'ordre de y, est 1, c’est dire que 3, = 1. Itnaginons que cela

soit le cas pour tout z dans (Z/pZ)*. Le polynéme X" — 1 aurait au

est strictement

. . . ;P
moins p — 1 racines distinctes. Comme son degré

inférieur & p — 1, c’est absurde. 1l existe donc x € (Z/pZ)* pour lequel
yz 7 1. Cet élément y, est d’ordre g.

Le résultat de cette question est un cas particulier du lemme de Cou-
chy démontré dans Dexercice 2.10.

2. Inspirons-nous de ce qui précede : pour tout « dans (Z/pZ)*. on
pose y, = z'e . On a alors (y:)¢" = zP~1 = L. L’ordre de y, divise
donc ¢%; il est de la forme ¢"™= avec r, < . On considere le plus grand
des entiers r, pour z décrivant 'ensemble fini (Z/pZ)*' on le note .

On a r < . On obtient, pour tout = € (Z/pZ)*, ©'« . = (y2)9 =

rexqg T F ol
((yz)q ) = 1. Le polynéme X¢*—" — 1 a an moins p — 1 racines
distinctes. Ce polynome n’étant manifestement pas le polynéme nul, son

degré doit étre supérieur ou égal & p — 1. On a donc P __T =p-—1let

o = r. Etant donnée la définition de 7, il existe donc dans (Z/pZ)* un
élément d’ordre ¢“.

3. Il a été démontré dans le chapitre 2 sur les groupes (exercice 2.8)
que si G est un groupe abélien et x et ¥ sont deux éléments de G d’ordre
p et g respectivement, p et ¢ étant premiers entre eux, alors ’ordre de
zy dans G est pg.

Bien évidemment, on établit par récurrence que si x1, ..., x, sont
d’ordres respectifs pq,...,pr, les p; étant deux a deux premiers entre
eux, 'ordre de leur produit xy ..., est p1 ...,

Décomposons donc p—1 en produit de facteurs premier ¢{'* . .. ¢, les
¢ étant des entiers premiers et distincts deux & deux et les ¢; des entiers
naturels non nuls. D’aprés la question 2, il existe, pour tout 1 < < r,
un élément z; de (Z/pZ)* d’ordre ¢*. Le produit a1 ...z, est d’ordre
@t ... g = p-1. Le groupe (Z/pZ)* a donc un elementq d’ordre p—1.
Il est cychque. <

On pourra également consulter Uexercice 2.8 qui établit un résultat
plus général, & savoir : tout sous-groupe fini du groupe multiplicatif d’un
corps commultalif est cyclique.

Dans le cas ou on ne suppose plus n premier. on peut considérer
le groupe des inversibles de Z/nZ, habituellement noté (Z/nZ)*. Son
cardinal est le nombre d’entiers k compris entre 1 et n premiers avec
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n. Il est noté p(n). ou ¢ est appelée indicatrice d’Euler. 57 a € 7 est
premier avec n, il vérifie, d’aprés le théoréme de Lagrange, a®™ =1
(mod n) : ¢'est un théoréme d’Euler qui généralise le petit théoréme de
Fermat.

4.13. Critéres de primalité

Soieut a et p des entiers de N* tels que a?~! =1 (mod p).

1. On suppose que pour tout diviseur d de p—1 autre que p—1,
l'entier a¢ — 1 est premier avec p. Montrer que p est premier.

2. On suppose que p— 1 se décompose en p—1=rs avecr > s
et que, pour tout diviseur ¢ de r autre que 1, 'entier a"F — 1 est

premier avec p. Montrer que p est premier.
(ENS Ulm)

> Solution.

1. Considérous le groupe multiplicatif des inversibles de Z/pZ que
nous noterons (7Z/pZ)*. L’entier p est premier si et seulement si Z/pZ
est un corps, c’est-d-dire si ct seulement si tout. élément de (Z/pZ)* est
inversible, soit cncore si et seulement si ¢(p) = Card(Z/pZ)* = p — 1.
On a, daus Z/pZ, a°~! = 1; @ est donc inversible et sou ordre dans
(Z/pZ)* divise p - 1. Or, par hypothése, pour tout diviseur d de p — 1,
a? — 1 est premier avec p et en particulier a% # 1. L’ordre de @ est donc
p — L. 1l en résulte que p(p) = p— 1 et done p(p) = p — 1. Donc p est
premier.

2. Raisonnons par I’absurde et supposons p non prewier. I1 admet
alors un diviscur premier ¢ < /p. On a a fortiori ¢! = 1 (mod g).
Dans 'anneau Z/qZ, on obtient donc aP~! = 1, soit (a®)" = 1: @° est
donc un inversible de Z/¢Z dont I'ordre divise r. Traduisons ’hypothése :
pour tout diviseur t # 1 de r, o™ — 1 nlest pas divisible par g, i.e.

p—1
a © # 1. Or nous avons

_p=1
at =a

-
-3

= (@*)

Puisque r/t décrit les diviseurs stricts de r, lorsque ¢ décrit les diviseurs
de 7 autre que 1, Pordre de @® est nécessairement r. On en déduit que
7 < ¢— 1. D’autre part, comme 7 ¢t s ne peuvent étre tous deux inférieurs
strictement & /p— 1 et comme r > s, on a7 = /p— L. Il en résulte
vp—1<¢-1</p—-1.En élevant au carré, il vient p—1 < p+1 —2\/p
ot /p < 1, ce qui est exclu.

Conclusion. p est un nombre premier. <
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Les critéres de primalité de ce type sont dus ¢ Lehmer. Le lecteur
ntéressé par ces questions pourra consulter Uexcellent cours d’algébre de
Michel Demazure”.

4.14. Diviseurs premiers communs aux termes d’une suite
arithmétique

1. Soient ¢ et r deux entiers relatifs premiers entre eux. Montrer
qu’il existe k € N* tel que a* =1 (mod 7).

2. Soient a et r deux entiers avec a > r > 2. Montrer que la
progression arithmétique de premier terme a et de raison r contient
une infinité de termes ayant tous les mémes diviseurs premiers.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. o étant premier avec 7, la classe @ de ¢ est inversible dans Z/rZ.
L’ensemble des éléments inversibles de Z/r7Z est un groupe fini. Si k& > 1
est ’ordre de @ dans ce groupe, on a @* = 1, c’est-a-dire a* =1 (mod 7).

2. Sipged(a.7) = d. on pose a = ad et r = pd, avee pged(a, p) =1
et @ > p 2 1. Pour tout = € N, on a a + nr = d{a + np). L’ensemble des
diviseurs premiers de a + nr étant la réunion de ceux de d et. de o + np.
il suffit donc de démontrer le résultat pour o et p. Autrement dit, on
peut supposer a et r premiers entre eux et a > 2.

Reprenons les notations de la premiere question. Pour tout n € N,
on aa™ =1 (mod r) et donc ¢™**! = a (mod 7). Autrement dit, il
existe I, € Z tel que ™t = [,,r + a. Alors la suite (In) est strictement
croissante (puisque k > 0) et les entiers l,,r + a ont bien les mémes
facteurs premiers que a. <

Pierre de Fermat est issu d’une famille de comianercants et exerce le
métier de conseiller au Parlement de Toulouse. Pour lui, les mathéma-
tiques sont un hobby, ce qui n’a pas empéché ses travauz, dont peu furent
publiés de son vivant, d’étre & lorigine de développements féconds. Il
s’intéresse particuliérement auxr nombres premiers.

4.15. Nombres de Fermat

1. Déterminer une condition nécessaire sur m € N pour que
2™ 4+ 1 soit premier.

1. DEMAZURE (M.), Cours d’algébre, Cassini, 1997, p. 71-83.
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On pose pour tout 7 € N, F,, = 22" +1 : F,, est le n-iéme nombre
de Fermnat.

2. Vérifier que Fg, Iy, F2. F3 et I'4 sont des nombres premiers.
Montrer que F5 est divisible par 641 (ohserver que 641 = 54491 —
1+5x27).

3. Prouver que si n # m, alors F,, et F,,, sont premiers entre
eux. Retrouver ainsi le théoréme d’Euclide : il existe une infinité de
nombres premiers.

4. Si p est un diviseur premier de I, établir que p = 1 [2"11].
Expliquer pourquoi on en vient naturellement & essayer 641 comme
diviseur de Fs.

(ENS Ulm)
M|

> Solution.

1. 11 est nécessaire que m soit une puissance de 2. En effet, si ce
n'est pas le cas on peut écrire m = 2%k avec k > 3 impair et on a la
factorisation suivante :

k—1
2 1= 2R L= () 1= (2 4 1) (Z(zz“)’“%—l)“)
i=1

de sorte que 2" + 1 = (227)™ + 1 est divisible par 22° + 1 et n’est donc
pas premier.

2. On observe que Fg = 3; Fy =5, F2 = 17: Fg = 257. et Fy =
65537 sont. bien des nombres premiers. On va montrer gue Fs est divisible
par 641, donc non premier. Le treés joli calcul qui suit est di & Euler. On
a641 = 22+ 5% = 14 5x27 de sorte que 5 x 27 = —1 [641]. Elevons cette
congruence 2 la puissance 4 : 5% x 228 =1 [641]. Comme, 641 = 5% 4 24
on a 5% = —2% [641] et donc 232 = —1 [641]. C’est le résultat voulu.

On a, plus précisément, Fs = 641 x 6700417.

3. Sans perte de généralité on peut poser m = n+k avec k 2 1. On
remarque alors que F,, divise F,,, — 2 = (22n)2k — 1. Si p est un diviseur
premier commun & F,, et F,,, il en résulte que p doit diviser 2, i.e. étre égal
a 2. Or les nombres de Fermat sont impairs. Ils sont donc premiers entre
eux deux a deux. Comme chaque F,, a au moins un diviseur premier, on
en déduit qu’il existe une infinité de nombres premiers!

4. Soit p un diviseur premier de F,,. On se place dans G = (Z/pZ)*,
groupe multiplicatif de cardinal p — 1. Comine p est impair, 2 € G. On
a: 22" = —1. En élevant cette égalité au carré, il vient : 22”7 = 1.
L’ordre de 2 dans G est donc un diviseur de 27+, i.e. une puissance de
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2. Cependant, si cet ordre valait 2% avec k < n + 1 on aurait : 22" = 1.
Ce qui n’est pas! Donc lordre de 2 est exacternent 27+!. Cet ordre est
un diviseur du cardinal de G c’est-a-dire de p— 1. Le résultat en découle.
Pour n = 5 on doit avoir p = 1 [64]. On teste donc les nombres premiers
parmi 65, 129, 193, 257, 321, 385, 449, 513, 577, 641,... Aprés 193, 257,
449, et 577 on en vient treés vite & essayer 641, <

Fermat avait congecturé lo primalité de ¥, pour tout n, conjecture
tnwalidée par Euler. En fail, on ne connail pas d’autres ¥,, premiers que
ceux vus ci-dessus. Pour 5 < n < 11, on sait que ¥, est composé et on
connait sa factorisation. Par exemple Fg = 274177 x 67280421310721.
Le plus grand ¥,, composé connu est Fozgry. On sait que Fiyq est com-
posé mais on n’en connait aucun facteur premier. On sait que Fig =
4559257 x 6487031809 x m ou m est un entier composé de 291 chiffres
dont on recherche activement la factorisation. Le plus petit nombre de
Fermat dont on ne sait pas s'il est premier ou composé est Foo. On
conjecture actuellement qu’il 7'y o qu’un nombre fini de ¥,, premiers.

A la suite de Pierre de Fermat, la communauté mathématique montre
un fort intéreét pour les nombres premiers. Fuclide savait déjo qu’il y en a
une infinité (sa preuve est celle proposée dans Uezercice suivant). Le X1X
siecle aura été marqué pur une concentration des efforts des mathémalti-
ciens en vue de démonirer le théoréme des nombres premiers, conjecturé
par Gauss : si w(n) désigne le nombre d’entiers premiers inférieurs ou
égaux a n, alors "

On mnotera la raréfaction des nombres premiers o linfini puisque

lim w = 0. Si les travaux de Tchebycheff et Riemann furent déter-

n—o0 n
minants, c’est seulement en 1896 que de la Vallée-Poussin et Hadamard

de maniere séparée viennent d bout de la conjecture.

Trouver des nombres premiers nouveaux est une activité qui n'inté-
resse pas seulement les mathématiciens. Les grands nombres premiers
sont utilisés dans certains algorithmes de cryptage des données. Beau-
coup de grands nombres premiers sont des nombres de Mersenne M, =
2° — 1 ot p est premier (si a™ — 1 est premier, a = 2 et n est pre-
mier). Bn 1644. Mersenne affirma que M, était premier pour p =
2,3,5,7,13,17,19,31,67, 127, 257 et composé pour les autres valeurs de
p premier inférieures a 257. Mais en 1806, Pervasin et Seelhoff démon-
tréerent que Mgy était premier. En 1876, Lucas établit un méthode efficace
pour tester la primalité des M,, (et prouva ainsi que Myoy étail premier).
Durant Uété 1999, une équipe de trois mathématiciens japonais a prouvé
que Mgograsgs était premier : c’est le plus grand entier premier connu a
ce jour; il s’écrit avec 2098960 chiffres.
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4.16. Infinité des nombres premiers congrus & 3 modulo 4

Montrer que ’ensemble P des nombres premiers est infini. Mon-
trer qu’il en est de méme de ’ensemble des nombres premiers congrus
a 3 modulo 4.

(Ecole polytechnique)

o> Solution.

e Raisonnons par ’absurde et supposons qu’il n’existe qu’un nombre
fini de nombres premiers. Notons-les pq. ps, ..., p,. Considérons ’entier
N = pips...pn + 1. N étant strictement supérieur a 1. il possede un
diviseur premier pr. Dans ces conditions, p; divise N — p1ps ... pn = 1.
ce qui est impossible. P est donc infini.

e Pour montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus
4 3 modulo 4. raisonnons de nouveau par I'absurde et supposons qu’il
n’en existe qu’un nombre fini n. Notons-les p1, o, ..., Pn. Considérons
cette fois Pentier N = 4pyps...ppn — 1 2 2.

Aucun des p ne divise N, sinon il diviserait 1. Comme N est impair,
tout diviseur premier de N (N > 1) est impair et n’est pas congru & 3
modulo 4 d’apreés ce qui précede; il est donc congru & 1 modulo 4 et N est
donc lui-méme congru & 1 modulo 4. Or, manifestement, N est congru a
3 modulo 4. C’est la contradiction cherchée.

Conclusion. L’ensemble des nombres premiers congrus & 3 modulo
4 est infini. <

Ce dernier résultat est en foit un cas particulier du théoreme de la
progression arithmétique de Dirichlet qui affirme Dexistence d’une infi-
nité de nombres premiers de la forme an+b lorsque a et b sont premiers
entre eux. La preuve de ce théoréme a fait Uobjet du probleme de siz
heures posé en 1998 auz ENS. L’exercice suivani traite le cas ot b=1.

4.17. Version faible du théoréme de la progression arithmétique
de Dirichlet (1837)

Onnote ;3 =X —1et pourn 22, ¢, = H (X—e%@).

1<k<n
pged(k,n)=1

le n-iéme polynome cyclotomique.
1. Montrer que ®,, est & coefficients entiers pour tout n € N*,
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2. Que peut-on dire d’'un nombre premier p divisant ®,,(a), out
a € Z, mais aucun des ®4(a) ou d décrit I’ensemble des diviseurs
stricts de n 7

3. En déduire que pour n > 1 fixé, il existe une infinité de

nombres premiers de la forme An + 1 avec A entier.
(ENS Ubmn)

> Solution.
1. e Montrons que X”—l:H@d. On sait que X" — 1 =
d|n

n
H (X — em:r) . Notons pour d > 1, P4 I'ensemble des racines primi-

=1
tives d-iemes de 'unité et Uy 'ensemble des racines d-iémes de 'unité.

On a, par définition, ¢,, = H (X -¢). Si & e Uy, Pordre de £ est un

£€P,
diviseur d de n et alors £ € Py4. Par conséquent, U, est réunion disjointe

des Py pour d divisant n. D’ou il résulte

xt-1= [ -o=T[ [ [[&-0) =]

ey, dln \£€Pg dln

On obtient le résultat voulu

X"—lefZDd.

d|n

On retrouve ainsi an résultat clussique sur Uindicatrice d’Euler ¢ :
w(n) pour n =2 1 entier naturel est le degré de ®,, i.e. le nombre d’en-
tiers k compris entre 1 et n, premiers avec n. En considérant les degrés,
Uidentité précédente donne

n="Y ¢(d

d|n

e Nous allons établir que ®,, est & coefficients entiers par récurrence
sur n 2 1 en utilisant le résultat suivant :

Lemme. Soient A et B deuz polynémes & coefficients entiers, B étant
non nul unitaire. Alors Q et R, le quotient et le reste de la division
euclidienne de A par B dans C[X] sont aussi ¢ coefficients enliers.
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Démonstration. Le détail de la démonstration est laissé au lecteur: on
peut Pobtenir par une récurrence sur le degré de A (comme pour la
division dans K[X] avec K corps) ou bien en constatant que dans les
opérations de I’algorithme de division euclidienne, seuls des entiers inter-
viennent.

Etablissons maintenant par récurrence sur n que @, est & coefficients
entiers.

x C'est vrai, par définition, si n = 1.

x Sin 22, §, est le quotient dans C[X] de X™ — 1 par B, ou B est
égal au produit decs @4, ol d est un diviseur strict de n. Si on suppose la
propriété vraie pour les entiers < n—1, chacun de ces @4 est a coefficients
entiers et unitaires par définition. B est donc aussi & coefficients entiers
et unitaire. En vertu du lemme, ®,, est a coefficients entiers.

2. Soit p premier vérifiant ’hypothese. Comme p divise @n(a), il
divise aussi a” —1. Ainsi, I'ordre de @ dans le groupe multiplicatif (7 /p7Z.)*
divise n. Montrons que cet ordre est exactement n. Si d divise n. d < n.
on a dans Z/pZ

E’i—l:H‘I)dr(a)

&|d

Or si d' divise d, d’ divise aussi n et par hypothéese, @y (a) # 0. Comme
7./pZ. est un corps, le produit de ces éléments non nuls est également
non nul, si bien que @ # 1. L’ordre de @ est donc n. Comme cet ordre
divise p — 1 d’apres le théoréme de Lagrange, p est de la forme An + 1
avec A entier.

3. Raisonnons par I’absurde et supposons qu’il n’existe qu’un
nombre fini d'entiers premiers congrus & 1 modulo n, p1, ..., pg. La
question précédente, si on arrive & trouver o et p vérifiant les hypotheses.
assure que p est congru 4 1 modulo n. Ce sera insuffisant pour aboutir
& une contradiction, p pouvant étre alors un des p;. Pour éviter cela, on
va changer n en N = npyps...p, Si p est congru & 1 (mod N), p ne
peut étre un des p; et pourtant, il est congru & 1 (mod n).

11 faut donc trouver a € Z et p premier, tels que p divise Pn(a), mais
aucunt des ®4(a) pour d|N, d < N. On note B = H ®,4. Le probleme

d|n,d<n
est donc de trouver a € 7 et p premier tels que p divise On(a) et ne
divise pas B(a).

Le polynéme B est premier avec ®n dans C[X] (en effet, ils sont
scindés sur C et n’ont aucune racine commune), donc dans Q[X]. puisque
ces polynémes sont 4 coefficients rationnels et que le pged est invariant
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par extension de corps (I’algorithme d’Euclide s’écrit de la méme maniére
dans C[X] et dans Q[X]).

D’apres le théoréme de Bezout, il existe (U, V) € Q[X]? tel que 1 =
Udy + VB. Ll existe a € Z tel que U’ = aU € Z[X] et V' = aV € Z[X] (il
suffit de prendre un multiple du ppem des dénominateurs des coefficients
qui apparaissent dans U et V). Comme ®n # 0 et $n # %1, on peut
méme choisir a tel que Pn(a) # 0 et Tn(a) # £1, étant donnée I'infinité
de a € 7 vérifiant oU € Z[X] et aV € Z[X] (ceci en vue d’avoir des
nombres premiers qui divisent ®y(a)). On a done

a=U®y + V'B et en particulier a = U'(a)®n(a) + V'(a)B(a). (x)

Soit p un nombre premier divisant ®y(a). Alors p divise o — 1, car @y
divise XN — 1 dans Z[X]. Dans Z/pZ, @ = 1 et donc @ est inversible, ce
qui signifie que ¢ est premier avec p. Si p divisait B(e), il diviserait a,
d’aprés (x). ce qui est exclu.

On est donc dans les hypothéses de la question précédente : p est
congru & 1 modulo N, et donc modulo n, avec p forcément distinct des
pi, 1 € 1< ¢g. Clest la contradiction voulue. <

4.18. Plus petit nombre premier ne divisant pas n

1. Montrer que tout entier n > 6 s’écrit comme somme de deux
entiers premiers entre eux, strictement supérieurs a 1.

2. Soit (pn)n>1 la suite strictement croissante des nombres pre-
miers. Montrer que pour tout k > 2, on a pr4) + pri2 < p1p2-- - Dk-

3. Pour n € N*, on note ¢, le plus petit nombre premier ne

divisant pas n. Montrer que la suite n tend vers ().
(ENS Ulm)

o> Solution.

1. Si n est impair, on peut écrire n = 2+ (n—2) et pged(2,n—2) = 1.

Sin=0 (mod 4), il s'écrit n = 4k avec k > 2. Alors n = (2k — 1) +
(2k + 1) est une décomposition convenable.

Enfin, si n = 2 (mod 4), il s'écrit n = 4k + 2 avec k > 2. Alors
n = (2k + 3)+ (2k — 1) est aussi une décomposition du type souhaité (si
p premier divise 2k + 3 et 2k — 1 il divise la différence c’est-a-dire 2, ce
qui est impossible, car les entiers sont impairs).

Remarquons pour finir que 6 = 2+4 = 3+ 3 n’a pas de décomposition
de ce type.
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2. On a, par exemple, pour ¥ = 3 on a pipeps = 2 x 3 x5 = 30
et pg + ps = 7+ 11 = 18. Posons, pour £ = 3, n = p1p2 - . . pr. Comme
n > 6. on peut I’écrire sous la formen=a-+b,a>1,b>1,anb=1.
Aucun des nombres p;, 1 < i < k. ne peut diviser a (car il diviserait
aussi b). Les facteurs premiers de « sont donc supérieurs ou égaux a
Pr+1- De méme pour b. Or, a et b sont premiers entre eux et n’ont donc
aucun facteur premier commun dans leur décomposition. 1l en résulte
que n=a+b = pry1+ Dkt

3. Pour n > 2, on note k,, 'unique entier tel que

D1P2 - Py, S <P1D2 -« Phptl-
1 est alors évident que ¢, < pg,,+1- Ainsi. on a pour n > 2-3-5-7 = 210,

@< Pknt1 __<_1_

~r ~
n pip2. - Pk, Pk,

3

la derniére inégalité résultant de la question 2 : pry1 < pr,+1 + P, <
P -..DPk,—1 pour k, = 4, c’est-a-dire pour n 2= 210. Comme k, tend vers
I'infini lorsque n tend vers Pinfini, le résultat est prouvé. <

Les exercices suivants sont centrés sur la factorialité de 7. : tout entier
n 2 2 s’écrit de maniére unique (& DUordre des facteurs prés) sous la
forme n = pi™* ...pe* 0t py,...,pr sont des nombres premiers deux o
deur distincts et o, ..., qr des entiers naoturels non nuls.

4.19. Théoréme de Kurschak (1918)

n
Pour quelles valeurs cntieres n > m a-t-on Z - &€ N7
i

i=m

(ENS Ulm)

> Solution.
On obtient un entier pour n = m = 1 et on va voir que c’est le seul
cas. Supposons n 2 2. L’idée consiste & regarder la valuation 2-adique

des entiers entre m et n. On peut supposer m < n car — n’est pas entier
n

pour n = 2. Soit 0 = max{we(k), m<k<n}Onaa>1l carilya
au moins un entier pair entre m et n. En fait. le point essentiel est que
la valuation 2-adique maximale o n’est atteinte qu’une et une seule fois.
En effet, supposons qu’il existe deux entiers k, k' avecn < k < k' < net
k=2%2r+1), k' = 2%(2s+1). Alors 2%(2r+2) = 2°T1(r+1) appartient
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a [m,n] et est de valuation 2-adique supérieure ou égale & a + 1 ce qui
contredit la définition de c. 1l en résulte que le représentant irréductible

n
de la somme Z:Zm% est de la forme % ou A, B sont impairs. Ce qui
prouve que la somme en question n’est pas un entier. <
Le résultat a d’abord été provvé en 1915 par Tueisinger dans le cas
m = 1 el généralisé en 1918 par Kurschak. En 1932, le célébre Paul
Erdés a prouvé que le résultal se généralise pour des entiers formant
une progression arithmétique quelcongue.

4.20. Théoréme de Legendre (1808)

Soit n un entier supérieur & 2 et p un nombre premier. Montrer

400
que la valuation p-adique de n! est égale & Z E (%) .
k=1

(Ecole polytechnique)

> Solution.
Notons que la somme considérée est finie. Parmi les entiers de 1
A n, le nombre de multiples de p qui ne sont pas multiples de p? est
n !

n
E (—) —E (—2> Chacun de ces entiers améne une contribution de
p D

1 dans la valuation p-adique de n!. Le nombre de multiples de p? non

n

multiples de p® est E (%) —-E (—3> Chacun ameéne une contribution
p p

de 2. On continue ... Si on note ¢ le plus grand entier tel que p? < n. la

valuation p-adique de n! est donc

s S5 £26) B

C’est le résultat demandé. <

Ce calcul permet par exemple de déterminer le nombre de zéros placés
& droite de écriture décimale de N = 2001). Il s’agit de trouver la plus
grande puissance de 10 qui divise cet entier. Comme 1/5(N) < 1o(N) le
nombre cherché est égal & la valuation 5-adigue de 2001!. Elle vaut

2001 2001 2001 2001
B( 20} b (200 g (222 ) T
(5>+ (25>+ (125>+E<625> 499
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4.21. Un produit de trois entiers consécutifs n’est jamais une
puissance k-ieme

Soit k > 2. Montrer que le produit de trois entiers naturels non

nuls consécutifs ne peut pas étre une puissance k-ieme.
(ENS Ulm)

> Solution.

On cherche & montrer que I'équation diophantienne n(n+1)(n+2) =
zF n’a pas de solution non nulle. Mieux vaut écrire cette équation sous
la forme plus symétrique (n — 1)n(n + 1) = «*. Supposons par I’absurde
qu'il existe une solution (x,n) avec n > 2. Les entiers n et n? — 1 sont
premiers entre eux. Or on a le résultat essentiel suivant, conséquence de
la factorialité dc Z :

Lemme. Soient a et b deux entiers naturels non nuls premiers entre eux,
k > 2. On suppose qu’il existe ¢ € N tel que ab = c*. Alors a et b sont
eus aussi des puissances k-iémes.

Démonstration.
Ecrivons la décomposition de a. b et ¢ en produit de facteurs pre-
miers :

a= I v o= I o = II o™

p premier P premier p premier

oll les ay, By et v, sont des familles d’entiers & support fini. Comme
ab = cF, on obtient, par unicité de la décomposition, «, + Bp = k7, pour
tout p premier. Puisque a et b sont premiers entre eux, on a a0, = 0
pour tout p. Il en résulte que pour tout p premier o, et 3, sont divisibles
par k. Ainsi a et b sont des puissances k-iémes.

1l existe donc par le lemine y € N* et z € N* tels que n = ¢*

et n2 — 1 = 2k, Dot g2 — 2F = 1. Or deux puissances k-iemes non
mulles consécutives different au moins de & puisque pour tout u = 1,
(u+1)F —uF > ku > k > 2. La relation (?)* — 2F = 1 implique donc
z=0ety=1, doun=1 I n’y adonc pas de solution avec n > 2. <

Erdids et Selfridge ont démontré en 1975 une conjecture vieille de plus
de 150 ans : pour tout m = 2, un produil de m entiers consécutifs n’est
jamais une puissance k-iéme”.

2. ERDOS (P.) & SELFRIDGE (J.L.}, The product of consecutive integers is never a power,
linois J. of Math. 19, 1975, p. 292-301.
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4.22. Théoréme de Palfy-Erdos

Pour tout z € Z et tout premier p, on note z, le résidu de z
modulo p. Soient a et b deux entiers positifs tels que pour tout p
premier, a,, < by,.

1. Montrer que a < b.

On désire montrer que ¢ = b. Raisonnons par I’absurde et suppo-
sonsa < b.Onnote A=12...(a—1)aet B=(b—a+1)...(b—1)b.
Pour p premier et k > 1, on note 7(p*) (resp. s(p*)) le nombre de
facteurs de A (resp. B) divisibles par p*.

2. Montrer que s(p*) est égal & r(p*) ou r(p*) + 1.

3. Montrer en utilisant I'hypothése que r(p) = s(p). En déduire
que si p > a, alors r(p*) = s(p*) = 0.

4. On note ¢(p) le plus grand k tel que s(p*) > 0. Prouver que

B
Ce = X divise H p'®~1 et en déduire que
p<a

b-—a+1)...(b—1)b divise (a—l)a

H pt(p) H P

p<a p<a

b
5. On suppose de plus a < 3 Aboutir & une contradiction.

6. Prouver, en utilisant 5, que 'on aboutit également & une

b
contradiction si 3 <a<b.

(ENS Ulm)

> Solution.
1. Soit p premier, p > a et p >b. Alosonaa=a, < b, =0.
2. L’entier r(pk) est le nombre d'entiers d vérifiant 1 < dp* < a ou

encore 0 < d < —k. 1l en résulte que r(p*) = E (%) et —k—l < r(p*) <
p p p

ik. On peut écrire, d’autre part.
s(p*) = Card{de N,b—a< dp* < b}
b—a b b b—a
= Card{de , <——}:E<——>—E( )
Pk Pk " "

Encadrons s(p*) :
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b b—a . b (b-a
ﬁ_lﬁ - < s(p®) <—k—< s —1),

a a
— 1< s(p®) < — +1,
o 0" <

r(p*) - 1< s(F) <r@*)+2.

Comme dans cette derniére inégalité, il ne figure que des entiers, s(pk)
vaut 7(p*) ou r(p*) 1 1.

3. Considérons maintenant les suites S} = (a.a — 1,..., 1) et Sy =
(b,b—1,...,b— a+ 1). Le premier multiple de p dans S| est a — g, et
le premier multiple de p dans S, est b — b,,. Donc. comme a,, < by, celui
de S}, qui est le (a, + 1)-iéme terme de la suite S} arrive avant ou en
mémc temps que celui de S5, qui est le (b, + 1)-iéme terme de la suite
S.,. Les deux suites étant de méme longueur, cela entraine 7(p) > s(p) et
finalement r(p) = s(p), en utilisant la question précédente.

Ainsi, si p > a, r(p) est nul et done s(p) aussi. Donc aucun facteur
de A et de B n’est divisible par p. 1l s’ensuit que 7(p*) = s(p*) = 0 pour
tout £k > 1.

4. On peut écrirc

A= [ »* "@") ot B = I =~ s(p*)
p premier p premier
et méme, compte tenu de la question précédente,
A=T] P et B = [ p>ia o™,
p<a p<sa

pen indice désignant toujours un nombre premier. On en déduit que

B o
cg = X = H ka=1 S(pk)—T(pk)_

psa

De la question 3. on déduit I’égalité

D () —r() =D s(0") — r(@*).
k=1 k=2

Sik > t(p), on a 0 = s(p*) > r(p*) et »(»*) = 0. La somme devicnt donc

oo t(p) t(p)

S sF) - r@") =Y s - (") < 1=t(p) -1,
k=2

k=1 k=2
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B
la derniére inégalité résultant de la question 2. Par conséquent, A divise

H P71 11 existe done A € N tel que

p<a

B B A

Ay =[P cest-ddire A = .
A t(p)
p<La p P
p<a p<a
- B A - t( ) P .

Mais et sont des entiers (car p''?) divise l'un des facteurs

t{p)

1» p
p<a p<a
de B, pour tout p). On est donc en droit d’écrire que
b— 1)...(b—1)b 1.2. -1
O0tD). (-Db 4 120D
H pt® H p
psa p<a
5. On note 7(a) le nombre d’entiers premiers inférieurs ou égaux & a.
1.2. -1
Considérons le terme de droite dans la relation ci-dessus 1_(Ia ) ¢
P
p<a

Aprés simplification, on obtient un produit de a — w(a) facteurs tous

inférieurs ou égaux & a. De méme, apres simplification, le terme de gauche
b—a+1)...(b—1)

H t(p)

pLa
4 b—a—+1 (tous les termes du numérateur qui ne sont pas divisible par
un pt(p)) avec, par hypotheése, b —a+1 > 2a¢ — a+ 1 > a. On en déduit
que

«contient » a — 7(a) facteurs supérieurs ou égaux

(b_a+1) (b_].)b aaiﬂ,(a) > 12((1—].)(1

H pt(p) - H p ’

pLa psa

ce qui est manifestement contradictoire avec le résultat de la question 4.
b b
6. Supposons 3 <a<betposonsc=b—u.Onal<c< 2 On

obtient, pour tout p premier, c = b, —a, [p] et 0 < b, —a, < p et donc
¢y = b, —a, < by,. Ceci est impossible d’aprés 5. On conclut donc. que
nécessairement, ¢ = b. <

Les exercices suivants sont consacrés aux propriétés arithméliques
des coefficients binomiauz.
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4.23. Valuation p-adique de C';n

Soit p un nombre premier, n € N* et k € [1,p" — 1]. Quelle est
la plus grande puissance de p qui divise C’;n ?

(ENS Ulm)

> Solution.
La question consiste & chercher la valuation p-adique de C:;n. On écrit

RICE = p"(p" = 1)(p" —2) ... (p" — (k — 1)).
On note v, la valuation p-adique. Pour tout entier A € [1.k — 1], on a
vp(P™ — A) = 1,(N),

car si A = p®u avec u non divisible par p et a < n (puisque A < p™), on
ap®™—X=p*(p" ®—u) et p"~*—un’est pas divisible par p. En passant
& la valuation dans ’égalité ci-dessus on obtient, puisque la valuation
d’un produit est la somme des valuations des différents termes,

v (K + Vp(C’;n) =n+1,((k—1)!)

et finalement

Vp(C’;n) =0 - (k) | <

L’énoncé suivant regroupe trois exercices posés indépendamment.

4.24. Congruences de Lucas (1878)

Soit p un nombre premier et 1. k des entiers naturels.
1. On suppose n > 2. Montrer 1’équivalence entre les assertions
suivantes :
(7) n est premier;
(#3) Vi € [1,n — 1], n divise C%,.
2. On écrit n et k en base p : n = ng + n1p 1—---+njpj et
k=ko+kip+---+k;jp’ (avec le méme indice j quitte & compléter
avec des zéros). Etablir le théoréme de Lucas :

Ck=ckock ... Cl (mod p).

(avec la convention habituelle que CX = 0 si k > n).
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3. Montrer que le nombre d,, de coefficients binomiaux impairs
sur la n-iéme ligne du triangle de Pascal (i.e. parmi les Cﬁ, 0<k<L
1) est une puissance de 2. (ENS Ulm)

o> Solution.

1. Supposoens n premier. On a pour tout i € [1,n—1], iCt = nCi;ll.
Il en résulte que n divise iC%. Par le lemme de Gauss. n divise i ou n
divise CY. Le premier cas étant visiblement exclu, assertion (i) cst
prouvée.

Réciproquement, supposons (i4) vérifiée. Soit d un diviseur de n, 1 <

n
d < n. On a comme ci-dessus, C¢ = ECZZII =0 (mod n). Cela invite &

regarder le résidu des C¢, , modulo n. On obtient, pour i =1, CL _, =
n—1=—1 (mod n) et la formule de Pascal, C;,_, + C:-", = €% pour
1 <i<n—2 donne C5™, = —C4_, (mod n), compte-tenu de ().
11 en résulte que pour tout i € [1,n — 1], C;_, = (—1)* (mod n) et
donc ng;ll = %(—1)‘1 =0 (mod n), ce qui n’est possible que si d = 1.
L’entier n est donc premier.

2. 1l résulte de la question 1 et de la formule du binéme de Newton
que (1 + X)? =1+ XP dans (Z/pZ)[X]. Pour ¢ € N, a < p, on a donc
dans (Z/pZ)[X],

(14 X)"Pte = (1 + XP)"(1 + X)°.

Sibe N, b < p, on obtient, en identifiant les coeflicients de X*P*+® dans
les deux expressions de ce polynome, la congruence
kp+b _ ke b
Crpta = CpCy  (mod p),

ceci étant valable méme si kK > n ou b > a, avee la convention indiquée
dans I'énoncé. En opérant la division cuclidienne de n (resp. k) par p,
on peut écrire n = ng + pg et k = ko + pq’ avec (¢,¢’) € N*. La formule
précédente donne

Chk=Ckec?  (mod p).

On réitere le méme procédé en divisant g et ¢’ par p, ce qui fait apparaitre
comme restes n, et k; et, de proche en proche, aprés j itérations, on
obtient
k — (ko ik k
Cp =CnpCy) .. Gy (mod p).
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3. Ecrivons n en base 2 : n = ng+2n; +---+ 2jnj. ou n; € {0,1}
pour tout 0 < i < j. Soit & € [0.n] qui s’écrit en base 2 : k = ko + 2k; +
-+ + 27k;. Puisque, d’aprés la question 2, on a Ck = CkoCh O
(mod 2), pour que CK soit impair, i.e. CF = 1 (mod 2), il faut et il
suffit que Ck: = 1 (mod 2) pour tout i. C’est le cas si, et seulement s,
0 < k; €n, pour tout 1.

On obtient done d,, = (ny +1)(n1 +1)...(n; +1) = 2°~, ot ¢, est le
nombre de chiffres 1 dans 1’écriture binaire de n. Par exemple, si n est
une puissance de 2. il n’y a que 2 coeflicients binomiaux impairs sur la
n-ieme ligne du triangle de Pascal (les extrémités. évidemment). <

4.25. Un probleme de congruence

P
Soit p premier. Montrer que Z C’; C;f =27 +1 (mod ?).
k=0

(Ecole polytechnique)

> Solution.
P
Posons S, = ZC’;C’;+k. On sait que pour k € [1,p — 1], Cg =
k=0

0 (mod p) (c’est un résultat classique que le lecteur trouvera dans la
question 1 de exercice précédent). Etudions le résidu module p de C]’§ ke
On a, pour tout k € [1,p — 1], -

RICE = (p+E)p+k—1)...(p+1) =k (modp).

1l en résulte que p divise k!(C’; 1x — 1) et comme k! et p sont premiers
entre eux, p divise Cl’f + — L. Ainsi, pour tout k € [1,p — 1], p? divise

CE(CE, . 1), Cest-a-dire CECE,, = C (mod p?). On a donc

p—1
Sp=1+Ch +> Ck=1+C5, +2°—2 (mod p?),
k=1

la derniére congruence résultant de la formule du binéme de Newton :

i Ck =27,
k=0

Pour terminer, on est ramené a prouver que Cgp =2 (mod p?). Cela
est vrai pour p = 2 puisque C2 = 6. Dans la suite, on supposera que p
est un nombre premier impair. On écrit
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o o 0@ -1...(p+1) 2 ("7
Czp—2_(p 4 (p —2_m(g(p+k)—(p—1)!).

p!

Comme p est différent de 2 et premier avec (p — 1)!, il nous faut prouver

p—1
que H(p +k)—(p—1!=Q(p) — (»—1)! (ot Q(X) est le polynéme
k=1
p—1
H(X + k) € Z[X]) est divisible par p?. Si on écrit Q(X) = XP~1 +
k=1
ap2XP 2+ ... +a;X +ag, on a clairement Q(p) = ag +a1p (mod p?).
Comme ag = (p — 1)! il suffit donc de prouver que a; est nul modulo p.
En notant Q € Z/pZ[X] la réduction modulo p de Q, on a

Q= f[(X+E) = f[(x—;——k) = ﬁ(X—E).
k=1 k=1 k=1

Les racines de Q sont donc exactement les éléments non nuls de Z,/pZ et
ces Tacines sont simples. Le polynome XP~1 — 1 a le mewmne degré que Q
et s’annule aussi en tout k, pour 1 < k < p—1, d’apres le petit théoreme
de Fermat. 1l est égal & Q. De égalité Q = XP~ 1 + Gp2XP 72 4 ..o}
@1 X + dgp = XP~! — 1, on déduit a; = 0, i.e. p divise a1. <

4.26. Le probléme de Ducci

+o0

Pour tout n € N, on écrit n = qu(n)Zq ou pour tout g > 0.
g=0

gq(n) € {0,1} et £4(n) nul pour q assez grand : il s’agit de ’écriture

de n en numération binaire.
4o

1. Pour n > 1, un note s(n) = qu(n) et v(n) le plus petit
g=0
entier ¢ tel que £4(n) = 1. Montrer que v(n) =1+ s(n — 1) — s(n),
puis que v(n!) =n — s(n).
2. Soit7 = let D : N” — N7 définie pour (a,,...,a,) € N” par :

D(ay,...,a,) = (lax — az|,|az — as|, ..., |ar—1 — a.|, |a, — a1]).

Montrer qu’il y a équivalence entre :
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(#) pour tout a € N7, la suite (D™(a))n30 stationne & 0;
(#) r est une puissance de 2.
On pourra utiliser le Z/2Z-espace vectoriel (Z/2Z)".
(ENS Ulm)

> Solution.

1. Sin € N, s(n) désigne le nombre de 1 figurant dans 1’écriture de
n en base 2. Si n # 0, v(n) désigne la valuation 2-adique de n, i.e. le
plus grand entier k tel que 2F divise n, ou encore ’exposant de 2 dans
la décomposition de n en produit de facteurs premiers.

e Soit n = 1. Supposons que le chiffre des unités de n — 1 soit 0.
Alors celui de n est 1, les autres chiffres restant inchangés. On a donc
v(n) =0, s(n) = s(n— 1) + 1 et la relation v(n) = 1 + s(n — 1) — s5(n)
est vérifiée. 7

Supposons maintenant qu’il y ait 7 chiffres 1 a droite de ’écriture de
n—1:g,(n—1)=1s10< g <r—1ete(n—1)=0. Alors, par le jeu des
retenues, n va s’écrire avec r zéros & droite et un 1 ensuite : g4(n) = 0
si0< g <r—1ete.(n) =1, les autres chiffres restant inchangés. Par
exemple, en binaire 1011100111 + 1 = 1011101000. Par conséquent, on a

s(n)=s(n—1)—r+1 et v(n)=r=1+s(n—1)— s(n).

Llvm)=r=1+s(n—1)—s(m)]

1, v(n) est I'exposant de 2 dans la

On conclut que pour tout n

Z
e Etant donné que, pour n >

décomposition de n en facteurs premiers, on a, si (a,b) € N*2, v(ab) =
v(a) + v(b). On en déduit que

n

v(n) = w(k) =D (1+s(k 1) — s(k)) = n+s(0) — s(n),
k=1

k=1

| v(nl) = n— s(n) ‘

2. e L’idée est de «plonger» le probléme dans Z/2Z pour le rendre
linéaire. On introduit donc Vapplication & : (Z/2Z)" — (Z/2Z)" qui

au vecteur a = (ay,...,a.) associe le vecteur 6(a) = (a; + ag,a2 +
a3,.... 0, +ap). Si on note @ le projeté dans (Z/27)" d’'un r-uplet a =
(@1,...,0,) € N" on a 8(@) = D(a) puisque, quels que soient les entiers

z et y, |z — y| et £ + y ont méme parité.

Montrons que la propriété (i) équivaut & dire que 4 nilpotent.

* Supposons (i). Pour tout ¢ € N", si nn est un entier naturel tel que
D"(a) = 0, on obtient §*(@) = D"(a) = 0. On applique ce résultat aux
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vecteurs ey, ..., e, de la base canonique de (Z/2Z)". Pour 1 < i < r,
il existe n; € N tel que 6™ (e;) = 0. Si p désigne le plus grand des n;,
on obtient 7 = 0, puisque cet endomorphisme cst nul sur une base.
T’endomorphisme é est nilpotent.

* Réciproquement, supposons § nilpotent, d’indice de nilpotence &k €
N*. Pour X = (a4,....a,) € N". on pose m(X) = max a;. Il cst facile de

1<ig<r
voir que m(D(X)) < m(X). Si on fixe X, la suite (m(D™(X))) est donc
décroissante et le probleme est de mountrer gu’elle est stationnaire & 0. On
a D*(X) = 65(X) = 0, puisque &% = 0. Tous les cocfficients de DF(X) sont

done pairs et on peut poser DF(X) = 2X;. On a alors m(X;) < Em(X).

On reprend le raisonnement avec X; : D¥(X,) a tous ses coefficients
pairs. On écrit DF(X;) = 2X5. Mais comme D(2X) = 2D(X), on a

1 1
D2 (X) = 2DF(X,) = 4Xs et m(Xz) < 5m(X1) < gm(X).

. . 1
On itere ce raisonnement jusqu'a un indice p tel que m(X,) < 2—pm(X) <

1. On a alors X, = 0 et DP*(X) = 0 La propriété (i) est vérifiée.

e Il faut maintenant démontrer que la propriété (ié) équivaut & 6
nilpotent, c’est-d-ire 4 §” = 0. En effet, 'cspace vectoriel (Z/2Z)" étant
de dimension 7, on sait que si § est nilpotent. alors " = 0 (on se reportera
a I'exercice 6.8 pour une démonstration de ce résultat). La matrice de
I'application linéaire § dans la base canonique cst

110 ..0
011 o

A=1. - - =1+P,
0 11
10 ... 01

ou P est la matrice de permutation d’ordre r

010 .. .0

00 1
p=|o0o

: 0 01

10... 0 00

On a alors
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00 1 0 00 0 .. .. 1
000 1 10 0

PZ=1|: " ... prl=]0o10 1. PP=1L
O ‘- -l . * *
10 .o : 1 00
010 .. 00 ... 010

On en déduit que
T r—1 r—1
A" =(I+P) = ChPF =21+ > CkPF =" Pk
k=0 k=1 k=1

L’endomorphisme § est nilpotent, autrement dit A” = 0, si et seule-
ment si les CF sont tous pairs pour 1 <k <r—1, car (L P,P%, ... P™1)
est une famille libre de matrices. Montrons que c’est le cas si et seulement
si 7 est une puissance de 2.

* Supposons que les Cf solent pairs, pour tout 1 < k£ <7 — 1. Pour
prouver que r est une puissance de 2. il suffit de vérifier que s(r) = 1.
On a, pour tout 1 <k <r—1,

1< u(CE) = v(r!) —v(E) — v((r —K)Y) = s(k) + s(r —k) — s(r). (¥)

En numération binaire r s’écrit lagpop—...00. Si 7 n'est pas une
puissance de 2, I'un des «; est non nul. Par conséquent, si on pose
k = opop_q...00, on obtient 1 <k <r—1,r—k = 10...0 (avec
k zéros) et clairement.

s(r) = s(k) + s(r — k).

ce qui contredit I'inégalité (x). r est donc une puissance de 2.
* Réciproquement, supposons que r soit une puissance de 2. Ceci
entraine s(r) = Ll et. pour 1 <k <r—1,

(CF) = s(k) +s(r— k) — s(r) = s(k) +s(r— k) —1 > 1,

ce qui traduit bien que les CF sont pairs.

Le lecteur pourra se reporter a l'exercice 4.24 sur les congruences de
Lucas pour une autre preuve de cette propriélé.

Ainsi, nous avons prouvé que & est nilpotent si et seulement si la
propriété (i) est vérifiée. Cela achéve la démonstration. <

Une fonction arithmélique est une application de N* dans C. Le lec-
teur aura déja pu rencontrer Uun ou Dautre des exemples importants
suivanis : @ DUindicatrice d’Euler, 0 (qui & n. associe la somme des divi-
seurs de n), p la fonction de Mdbius, T (qui ¢ n associe le nombre de
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diviseurs den)... Elles ont la propriété suivante : sin et n’ sont premiers
entre eux, l'image de nn' est le produit de 'image de n par Uimage de
n’. On dit gu’elles sont multiplicatives.

Ces fonctions sont au centre des exercices suivants.

4.27. Expression de Z 7(k)
k=1

On note 7(n) le nombre de diviseurs positifs de Uentier n. Mon-

trer que
n

ZT(k): zn:E(%) _QZE( )—r , our=E(/n).
k=1

k=1
(ENS Ulm 1996)

> Solution.
e La premiere égalité provient simplement d’une interversion de som-

mation :
n

Sr=331=3 3 l—ZE( ).

k=1 k=1 d|k d=11<k<n
“dlk

car Z 1 compte le nombre de multiples de d appartenant & 'intervalle

1<k<n
djk

[1.n] et il y en a bien E (%)

e Pour établir la deuxieéme expression, on utilise le fait qu’un entier
naturel k a autant de diviseurs d inférieurs ou égaux & vk que de divi-
seurs supérieurs ou égaux & k. En effet, si d divise k et d < Vk. alors

k
d = p divise k et d' > Vk et I'application d — d’ est bijective. On en

déduit que, pour k = 1, on a (k) = 2 Z l—g,oe=1sik est un
<V

carré parfait et 0 sinon. On obtient alors

S =23 Y1,
k=1 k=1 dlk
d<VEk

car r2 est le nombre de carrés parfaits non nuls, inférieurs ou égaux & n.
En faisant la méme transformation que précédemment, on obtient

Zf(k)_2221—r—2z ( ) .4

k=1 1<d<r dlk 1<d<r
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La premiére égalité de U’énoncé permet de monirer que le nombre
n

moyen de diviseurs d’un entier entre 1 et n, c’est-a-dire — Z 7(k), est
n
k=1
équivalent ¢ Inn en Uinfini (c¢f. le tome 1 d’analyse pour un développe-
ment asymptotique plus précis).

4.28. Une majoration de o

On note o(n) la somme des diviseurs de n > 0. Montrer que
on)<n+nlnn.

(ENS Lyon)

> Solution.
Soit. D I’ensemble des diviseurs de n. Si d € D, il existe k € [1,n] tel

que d = % On a donc D C {% ke [[1,n]]} , d’ol1 'on déduit 'inégalité
"1
o(n) < nZ .
k=1
Le résultat demandé se déduit de
"1
-~ <1+1Inn,
k
k=1

x|

ce qui se démontre en remarquant que. pour k € [2,n] on a Z <

k
1
/ —dt. <
k—1 t

4.29. Equation faisant intervenir o

On note ¢(n) la somme des diviseurs de n (n entier > 0).
1. Montrer que ¢(n) est impair si et seulement si n est de la
forme 2¢¢? avec ¢ impair.
2. Résoudre I'équation 3o(n) = 4n — 17.
(ENS Ulm)

> Solution.

1. L’équivalence est triviale pour n = 1. Soit donc un entier n > 2.
On peut écrire sous la forme n = 2°pT'p5? ... pp*, ol les p; sont des
nombres premiers impairs deux & deux distincts (les «; sont dans N*
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mais « peut étre nul). La soinme des diviseurs de n a la méme parité
que la somme des diviseurs impairs de n, c’est-a-dire que le nombre de
diviseurs impairs de n. Ceux-ci sont les entiers de la forme pi* pﬁ 2. pf’“,
avec pour tout i, 0 < 5; € . L yena done (o7 +1)(az +1) ... (ar +1).
11 en résulte done que o(n) est impair si et seulement si tous les «; sont
pairs, ce qui conduit directement au résultat demandé.

2. Supposons qu'il existe n > 0 solution de 'équation 3o(n) = 4n —
17. D’apres la question précédente, on peut écrire n sous la forme n =

222 avec ¢ impair.
3n

n
e Sia > 1alors 5 est un diviseur de n. On a alors ¢(n) = n+§ -

9n
Mais dans ce cas 30(n) > -5 > 4dn — 17.

e On a donc o= 0 et n = ¢2. Si on passc alors modulo 3, on obtient
4n = 17 = 2 [3]. Or, 4n = (2¢)? est congru & 0 ou 1 modulo 3 (2 n'est
pas un carré modulo 3).

Conclusion. 1équation proposée n’a pas de solution. <

4.30. Sur la fonction o

On note toujours o(n) la somme des diviseurs de n.

Pour p € N*, on pose f(p) = sup{n € N*,0(n) < p}. Montrer
que pour tout k € N*, I'équation p — f(p) = k a une infinité de
solutions.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

e On a f(1) = 1. Pour p > 2, on pose F = {n € N*,o(n) < p}.
L’ensemble F contient 1 et est clairement majoré par p — 1 car o(n) >
n+ 1 pour n > 2. Donc f(p) est bien définie et f(p) < p — 1.

e On remarque que, si p— 1 est premier, p— 1 appartient & F et donc
que f(p) = p— 1. Les nombres de la forme 1 + g. avec ¢ premier sont
donc solutions de I’équation pour k£ = 1. Il y en a bien une infinité.

e Prenons £k > 2.

* Analyse. Soit (pn)n>0 une suite de nombres premiers & choisir,
tendant vers I'infini. On a

0(Pn) =1+ pn <pn +k et donc f(pn +k) = pn

On obtient 'encadrement p, < f(p, +k) < (pn + k) — 1. Pour avoir
f(pn + k) = py, il suffit donc que, pour tout 1 <m <k — 1, p, +m ne
soit pas premier (du moins pour n est assez grand). En effet, dans ces
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conditions, p, +m admet un diviseur strict plus grand que +/p,, +m et

o@n+m)Zpn+m+Von tm+12p,+/pn+1

Donc a partir d’un certain ng, si n = nq, VP 2 k et la. somme des
diviseurs de p,, + . est donc strictement plus grande que p,, + k. Par
conséquent, si n = ng, f(Pn +k) = pn- 1l s’agit donc de trouver une suite
(Pn)nzo de nombres premiers, tendant vers l'infini, telle que pour tout
nz0et tout 1 <m < k-1, p, +m ne soit pas premier.

* Synthese. Pour n > k, on considére p,, le plus grand nombre premier
inférieur ou égal & n! — (k + 1). La suite (p,) tend vers Pinfini. Si 1 <
m<k—1,ona

Pn<pntm<nal—(k+1)+E-1)=n!—-2

Si p, +m < n! — (k 4 1) alors. par définition de py,, p, +m n’est pas
premier puisque p, +m > pn. Sin!—k < pp+m < nl—2, p, +m s’écrit
nl — i avec 2 < i < k. Dans ces conditions, ¢ divise n! — i et ¢ est bien
distinct de n! — ¢ car

nl—i—i=nl—2i2ni—-2i>ki-2i=(k—-2)i=0.

Don¢ pn, + m = n! — i ne peut étre premier. Par conséquent, la suite
(Pn)n>k répond & ce que nous recherchions : d’aprés Panalyse, p, + k
sera solution de I'équation p — f(p) = k pour n assez grand. La suite
(Pn)n>k tendant vers linfini, il y a bien une infinité de solutions. <

Il s’agit dans lexercice suivant de déterminer les fonctions arithmé-
tigues multiplicatives qui sont croissantes.

4.31. Un théoréme d’Erdos (1946)

1. Une fonction f : N* — R est dite complétement multiplica-
tive si pour tout (a,b) € (N*)2, on a f(ab) = f(a)f(b). Déterminer
toutes les applications completement multiplicatives. Quelles sont
celles qui sont croissantes 7

2. Une application f : N* — R est dite multiplicative si on a
f(ab) = f(a)f(b) lorsque « et b sont des entiers naturels premiers
entre eux. Montrer qu'une application multiplicative croissante est

completement multiplicative.
(ENS Ulm)
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> Solution.

1. Soit f une application complétement multiplicative. On a pour
tout n = 1. f(n) = f(n)f(1). Donc soit f est nulle, soit f(1) = 1. On ne
s'intéresse dans la suite qu’au cas ol f est non nulle.

e L’application f est complétement déterminée par la suite des images
des nombres premiers. En effet, on a pour tout entier naturel n > 1,

f) =TT £y

pEP

ou P est 'ensemble des nombres premiers et pour tout p € P, v,(n) est
la valuation p-adique de 7 (le produit est parfaitement défini puisque la
famille (v,(n))pep est & support fini).

Réciproquement, si on se donne une suite quelconque (up)pep de
nombres réels indicée par I’ensemble P, ’application qui. & n > 1. associe
H uzp(”) est complétement multiplicative.

pEP
e En gardant ces notations, on va maintenant chercher & quelles

conditions sur la suite (u,) Papplication f obtenue est croissante. Les
applications n —— n®, pour @ € R, , conviennent. On va voir que ce
sont les seules. Pour p premier on a 1 < p done f(1) =1 < w,. Posons

In u,
op =

Inp
sont égaux. Choisissons p < ¢, deux nombres premiers et rn € N*. Soit
n Punique entier tel que p™ < ¢™ < p"T1. Par croissance de f, il vient
por™ < ¢%a™ L p2» (™t En passant au logarithme, et en divisant par
nInp, on obtient

. On a alors f(p) = up, = p™. On va prouver que tous les a,

mlng
Inp

Ou fait tendre m vers l'infini. Alors, n = E( ) tend aussi vers

I'infini et n ~ %r;q Par passage 2 la limite dans I'inégalité ci-dessus.
il vient o, < g < @y, ce gui donne le résultat annoncé.

Conclusion. Les seules applications non nulles completement multi-
plicatives et croissantes sont les applications n +— n® pour a € R,.

2. Soit f une application multiplicative non nulle et croissante. En
particulier si n € N*, f(n) = f(1) = L. On souhaite prouver que la
In f(a)

Ina
provient de ce qu’il est dorénavant impossible d’écrire f(a*) = f(a)*.
On va commencer par estimer f (a)k en utilisant la. monotonie de f.

quantité ne dépend pas de ¢ > 2. Une ditliculté supplémentaire
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Ona f(a—1) < f(a) < f(a+1) avec an(a—1) = aN(a+1) = 1. Ainsi,
J(@)? < f(a)fa+1) = f(a® +a) et f(a)? > f(a)f(a—1) = f(a® — a).
Essayons maintenant d’encadrer f(a)3. On a f(a)® < f(a) f(a? +a). Mais
ici @ et a? + a ne sont pas prewmiers entre enx. On majore donc f (a2 +a)
par f(a?+a+1) et f(a)® < f(a®+a?+a). De méme f(a)® > f(a®—a%—a).
On montre alors par une récurrence facile que, pour a > 2 et k > 1,

fla*—a* '~ i —a - 1)< fl@)* < f@® +a"F T+ fa+1).
k_ gk—1 _

La minoration obteune est triviale pour ¢ = 2, car a
a—1=1 pour tont k. On regardera le cas de I'entier 2 & la fin. Prenons
deux enticrs a et b supérieurs & 3. Soit n > 1. Notons m,, le plus petit
entier tel que

l+a+---+a" <™ —p™ 1 —...—p—1
et py le plus grand entier tcl que
L+b+b2+- - WP <a™ —a™ P — o — 1.
On a
F@) < fLbat-+a") < fEm —b™ T~ —b—1) < f(B)™
et
FOP < fFA+b B+ +b) < fl@" —a™ P = = 1) < f(a)".

de sorte qu’en passant au logarithie, on obtient

Pin £(5) <Inf(a) < 2 £0).

m
11 ne reste plus qu’a étudier les limites de Pr oy Mn lorsque n tend vers

n )
Iinfini. Les suites (p,) et (my,) tendent vers +co. Par définition de p,.
on a les inégalités

L+b+b2 4 kb <a®—a" P — - =1 <1+ b+ - bPr 4 bPrTL

On passc au logaritlune. Des équivalences

111(1+b+b2+---+b1’") ~p,Inb et In(a” —a"'—---—1) ~nlngq,
n 1 n

on déduit 7 = 22 T en est de méme pour n  On a done In fla) =

| n Inb n

na

™ In f(b). En conséquence, il existe o € RT tel que pour tout n > 3,
n

f(n) = n°.

Restc le cas de n = 2. Mais comme f(6) = 6 = f(2.3) = f(2).f(3) =
f(2)3%, il vient aussi f(2) = 2°.

Conclusion. Toute application non nulle multiplicative et croissante
est de la forme 2 — n® pour o € R, (théoréme d’Erdés). <
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4.32. Probabilité pour que deux entiers soient premiers entre
eux

Pour n = 1, on note r,, la probabilité pour que deux entiers
choisis aléatoirement dans [[1. n]? soient premiers entre enx. D’autre
part, on définit la fonction de Mébius p : N* — Z de la maniére
suivante 1 p(1) = 1, p(n) = 0 si n est divisible par le carré d’un
nombre premier et p(py...p.) = (—1)7, si les p; sont des nombres
premiers deux a deux distincts.

1 n\2
1. Montrer que r, = — E p(E(=]) .

n = (d)
2. Calculer E u(d).

dln

3. Montrer que lim r, = —.
n—-+4oo T

(ENS Ulm)

> Solution.
1. Pour n > 1, notons A,, I'ensemble des couples (a,b) € [1,n]? tels

Card A

queanNb=1.0Onar, = ™ . Soient pq, . .., pr les nombres premiers

2
n
inférieurs & n et U, Pensemble des couples (a,b) de [1,n]? tels que pi|a
et p;|b. Il est clair que A,, est le complémentaire de la réunion des Us.
Rappelons la formule du crible donnant le cardinal d'une réunion finie

d’ensembles finis.

Lemme. Soit Uy,..., Ug k ensembles finis. Alors, le cardinal de la réu-
nion des U; est donné par

k
Card (U Ui) = Y (-n'*CdiCard (ﬂ Ui)

i—1 PAIC[1.4] iel

Démonstration. Ce résultat se prouve par récurrence sur k ou a l'aide
des fonctions caractéristiques.

Si I C [1,k] est non vide, le cardinal de I'intersection ﬂUi est égal
i€l

au nombre de couples de multiples strictement positifs de H p; inférieur
i€l
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2
ou éganx & n: il vaut donc E l_f La formule du crible domnne
Yo
i€l
alors
k
CardA,, = n?— Card (U Uk)
i=1
= n’— ) (- Card (ﬂ Ui)
0AIC[1,k] i€l
2
= 2 _ 1\CardI+1 n _ - (E 2
n?— 3 (-1) E M =5 WdE d)
0£1C[1,k] i d=1

i€l

On en déduit la probabilité ry, :

o= 5 S ()’
d=1

2. Sinous notons S(n) = Z p(d). nous avons S(1) = 1 et nous allons
dln
prouver gue S(n) = 0, si n > 2. Pour cela, considérons la décomposition
k
de 72 en en facteurs premiers : . = H ;. ol p1.-. ., pk sont des nombres
i=1
preniiers distincts et v, . . . , g des entiers strictement positifs. TLes seuls
diviseurs d de m pour lesquels p(d) est non nul sont les produits de
nombres premiers distincts pris parmi py, ..., pg. Pour un tel diviseur,
on a p(d) = (—1)%, on i est le nombre de diviseurs premiers de d. Or, n.
possede Ci diviseurs d correspondant & un 4 fixé. On en déduit que

k
dou(d) =) Ci(-1y'=(1-1F=0.
=0

dln

1sin=1
On conelut que 1(d) =
d %l() {Osin}Z

3. Pour ’étude asymptotique de 7y, il parait uaturel de remplacer

1
le terme —2E (E
n

2 1
d) par son équivalent 7 La différence entre les deux
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sommes s’écrit

1 2 1 2
CommeE(ﬁ)>E—1,ona———<—E(E) — —= €0, ce qu
d d n2 .

donne la majoration

parce que la somme partielle de la série harmom'que est équivalente 3

= u(d)

Inn. Il en résulte donc que hr}rl Ty = Z (la série est absolument

d=1
convergente).
6 =
e La quantité — est I'inverse de ((2) = E — - Cela nous invite & cal-
T n.
n=1
= e (D)
culer le produit des sommes E E . Les familles .
dz1

'n—l

1 d
et (—2> sont sommables, donc la suite double (N( )> Pest
n d?n?
nzl n,d>21

aussi et est elle est justifiable du théoreme d’associativité :

<= p(d) 1) pd) o p(d)
() (S5) - s -y

d=1

d’aprés le calcul de la question précédente.

Conclusion. Im r,=—1| <

Limportance de la fonction de Mébius provient de la « formule d’in-
version» suivante. Si f est une fonction de N* dans C el qu’on définit
la fonction g : N* — C par g(n) = Zf(d), on peut retrouver f & par-

dln

tir de g puisque, pour tout n € N*, on a f(n) = Zu (%) g(d). Par
dln
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exemple. pourn 21, on an = Z(,o(n) (voir 4.17). On en déduit que

p(n)=> p (g) d. "

d|n

Les deux exercices suivants proposent d’établir, avec des arguments
complétement différents. le fait que tout nombre premier p congru a 1
modulo 4 est somine de deuz carrés. (Uest le premier pas vers la caracté-
risation des entiers naturels n s’écrivant comme somme de deux carrés :
n est somme de deuz carrés si, et seulement si, pour tout nombre pre-
mier p congru & 3 modulo 4, Uexposant de p dans la décomposition en
produils de facteurs premiers de n est pair.

4.33. Ecriture d’un nombre premier comme somme de deux
carrés

Soit p premier impair.

1. Montrer que si p est une somme de deux carrés d’entiers,
p=1 (mod 4).

On suppose p congru a 1 modulo 4.

2. Dénowbrer les carrés daus (Z/pZ)*.

3. En déduire qu’il existe n € Z tel que n? = —1 (mod p).

4. Démontrer qu'il existe (a,b) € Z2 tels que :
1

n
O<b< /p et ‘b——a\
vP p VP

5. Montrer que (bn — ap)? + b% = p.

Ecole polytechnique
y

> Solution.

1. Modulo 4, un carré est congru 4 0 ou a L. Si un entier est somme
de deux carrés, il sera donc congru modulo 4 & 0, 1 ou 2.

Comine p est un eutier premier impair, il ne peut étre congru ni 0,
ni & 2 (car il serait, alors divisible par 2). Il s’ensuit qu’un entier premier
impair, somme de deux carrés d’entiers est congru a 1 modulo 4.

2. p étant premier, K = Z/pZ est un corps. On a donc, si {(z,y) €

K*?

== (r-y)zty =0<=z=youzr=—y.

Par conséquent. & tout carré de K*, correspondent exactement deux
antécédents dans K* par I'application z +— x? (on a bien pour z € K*,
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z # —x puisque la caractéristique de K est p > 2). Il y a douc

1K* -1
Card _P carrés dans K*.

2

3. Il suffit de prouver que —1 est un carré dans K. Si z € K* est un
carré, on peut écrire z = y? avec y € K* et d’aprés le petit théoréme de
Fermat,

p=1 ZX%I

T 2 =y :yp_lz]__

p—1 .
carrés non nuls

Donc z est racine du polynome P = X% — 1. Les

racines distinctes ou

de K sont donc racines de P. Or, P a au plus -

confondues dans le corps K. Nécessairement, P est scindé et ses racines

sont exactement les carrés de K*.

p—1
2

Coumme p = 1 (mod 4), est pair, (41)% =1let —1 est un

carré dans K.
4. Posons N = E(\/p) + Ll et § =

p
k& — E(k¢) de Yintervalle [0. 1], pour 0 € £ < N —1 et les N intervalles

M

N-1
e Supposons d’abord que 1'un des xj soit dans [—N—, 1 [ Comme

—. Considérons les N réels z, =

Zg=0,0onak>0etsionposeb=keta=E(kE)+1, on obtient
1 1

= < —.
NP

0<b<N-1</p et ‘bﬁ—a =|zr—1 <
p

l'inégalité N — 1 < /p étant stricte car \/p ¢ N.
e Dans le cas contraire, les N réels z sont dans les N — 1 inter-
E k+1
valles NN
de Dirichlet. il existe k et I distincts tels que xy et z; soient dans le
méme intervalle. Supposons par exemple k < I. Notons alors b =1 — k
et a = E(I§) — E(k€). On a de nouveau 0 < b < N —1< \/pet

avec 0 € k < N — 2. D’apres le principe des tiroirs

n 1 1
b— —a|=|(l—-k)— (E(I§) —E(kE))| = |21 — x| < = < —.
b2 ol = 1= 1 = (B9 ~ B(R)| = for — ) < < -
Dans tous les cas. nous avons démontré Pexistence de (a,b) € Z2 tel
que
n 1
0<b<\p et [b——0a|l<—

3

5. Les inégalités obtenues dans la question 4 impliguent

0<b?<p et (bn—ap)zgp et donc 0 < (bn — ap)? +b% < 2p
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D autre part, on a n? + 1 =0 (mod p) et done
(bn — ap)? + b = b%(n? + 1) — 2abnp + a?p®* =0 (mod p).

Commue cet entier appartient 4 ]0, 2p|, cela implique 1’égalité (b —up)? +
b = p.

Conclusion. Tout nomnbre premier congru & 1 modulo 4 s’écrit conime
sommie de deux carrés d’entiers. <

4.34. Théoréme des deux carrés, preuve combinatoire

Soit p premier congru & 1 modulo 4, p = 4k + 1. On considére

I'ensemble
S = {(a.b,c) € N? x Z, 4ab+ * =p}.

1. Montrer que S est non vide, fini et inclus dans (N*)? x Z*.
Prouver que S; = {(a.b,¢) €S, ¢ > b+c} et So = {(a.b,c) €8, a <
b+ c} forment uue partition de S. Exhiber une bijection de Sy sur
Sa.

2. Montrer que f : (a.b.c) — (a—b—c, b, —2b—c) est une invo-
Intion de S;. Chercher ses points fixes ct en déduire que le cardinal
de S est congru a 2 modulo 4.

3. Montrer que Sz = {(a,b,¢) €S, a # b} a un cardinal divisible
par 4. En déduire que p est somine de deux carrés.

(ENS Ulm)

> Solution.

1. Counne (k.1.1) € S. S est non vide. Si (a,b,¢) € S les entiers a,b
et |c| sont majorés par p. Donc S est fini. De plus, sia = U on b =0, on
ap=c?, ce qui est impossible car p est premicr et si ¢ = 0. p = dab est
pair ce qui est tout aussi absurde. Donc S est inclus dans (N*)2 x Z*.

On a (k,1,1) € S, et (1,k,1) € Sz, de sorte que S; et Sz sont non
vides. Commie S; et Sy sont visiblement disjoints, il sufhit de prouver
quil n’y a pas de triplet (a,b,c) € S tel que @ = b+c. Or, on aurait daus
ce cas

p = 4b(b + ¢) + * = (c + 2b)?,

ce qui est impossible. On a bien S; U S = S.

D’autre part, on peut vérifier que application qui & (a, b, ¢) associe
(b, a. —c) est une bijection de Sy sur Sz. Les ensembles Sy ct Sy ont donc
mente cardinal et |S| = 2|S,|.

2. Montrons pour commencer que si (a.b.c) est dans Sy, alors (a —
b—c,b,—2b — ¢) est aussi dans S;. En effet, a — b — c et b sont positifs,
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4la—b—c)b+(—-2b—c)? =4ab+c? =peta—b—c>—-b—ccara>0.
Donc f est une application de S; dans S;. Enfin f o f = Idg, de sorte
qu’on a bien une involution.

Le triplet (a.b.c) est fixe par f siu = a—b—cet ¢ = —=2b— ¢,
c’est-& dire si ¢ = —b. Il vient alors p = 4ab + b? = b(4a + b). Comme
p est premier, cela impose b = 1 et ¢ = k. Il y a donc un unique point
fixe. Par ailleurs, la décomposition en cycles & supports disjoints de la
permutation f est composée uniquement de transpositions (car f est
d’ordre 2). La réunion de leurs supports (S; privé du point fixe) est donc
de cardinal pair. Il en résulte que le cardinal de S; est impair et donc
que |S| = 2 (mod 4) (puisque |S| = 2|S,]).

3. A tout (a,b,¢) € S avec @ # b, on peut associer les 4 triplets
distincts (a.b,¢), (a,b,—c), (b,a.c) et (b. a,—c) tous dans S. Le cardinal
de S3 est donc divisible par 4. Il résulte de cela et du résultat de la
question précédente que |Ss| ne peut étre égal & |S| et que Sz cst done
strictement inclus dans S. On peut donc trouver un triplet de la forme
(a,a,c) dans S. On a alors p = 462 + ¢? = (2a)? + ¢? qui est somme de
deux carrés. <

Cette preuve combinatoire du théoréme des deur carrés est trés
récente. Elle est due & Don Zagier et date de 1990.

On s’intéresse dans ce qui suit aux sommes de quatre carrés.
q

4.35. Théoréme des quatre carrés de Lagrange (1770)

1. Etablir que pour tout (a,b,c,d, z,y, z,t) € Z8,

(a2 + b2+ ? + d®)(2? + 4% + 22 + 1?) = (az + by + cz + dt)%+
(ay — bz — ct + dz)? + (az + bt — cz — dy)? + (at — bz + cy ~ dz)2.

2. Soit p un nombre premier impair. Montrer qu’il existe (a, b) €
72 tel que p divise 1 + a2 + b2

3. Soit E I'ensemble des entiers naturels n > 1 tel que np soit
somme de quatre carrés d’entiers. Montrer que E n’est pas vide. On
note m son plus petit élément. Montrer que m < p, puis que m est
impair.

4. Supposons 1 < m et mp = a?+b%+c?+d?. En considérant les
résidus de a. b, c. d modulo m de valeur absolue minimale, construire
m’ < m appartenant & E. Conclure.

5. En déduire que tout entier naturel peut s’écrire comme
somme de quatre carrés.

(ENS Ulm)
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> Solution.

1. Prendre un logiciel de calcul formel ou développer de téte le
membre de droite et se convaincre que les doubles produits s’éliminent
tous.

2. Notons que p divise 1 + a2 + b? si et seulement si —1 = a2 + b2
dans Z/pZ. 11 nous suflit de montrer que —1 est somme de deux carrés
dans Z/pZ.

On sait qu’il y a exactement

1
carrés dans Z/pZ. Rappelons-

en rapidement la preuve. I’application z — 22 est un morphisme de
groupes de (Z/pZ)* daus lui-méme. de noyau {£1} et d’image le groupe
C des carrés non nuls. Le premier théoréme d’isomorphisme permet (’af-
firmer que C est isomorphe a (Z/pZ)*/{£1}. Comme —1 # 1 (car p

carrés non nuls. En rajoutant 0 le

est impair), il y a exactement

compte esl bomn.
Il en résulte que les ensembles {x2, x € (Z/pZ)} et {—1 — 42, y €
p+1

(Z/pZ)} sout tous les deux de cardinal , donc ils se coupent. Notons

que cela prouve plus généralement que tout élément de Z/pZ est somme
de deux carrés.

3. D’aprés la question 2, il existe n € N*, np = 1 + a2 + b? =
0% + 12 + a2 + 12. Donc E n’est pas vide. En fait, on peut choisir a et
b avec une valeur absolue minimale, c’est-a-dire vérifiant |a| < p/2 et
|b| < p/2. En cffet, si ce n’cst pas le cas, on considére o’ et ¥, congrus

respectivement & a et b modulo p, tels que |o’| < g et V| < g (les

inégalités sont strictes car p est impair). On a alors
1+ v =1 +a?24+°=0 (mod p)

et il existe n’ € N* tel que 1 + a?b? = n'p. Si a et b vérifient cette
condition suppléinentaire. on a
2
np=1+a?+b%< % +1.

On ne dédnit que n < p et donc m < p, par définition de m.

Suppaosons par Pabsurde que m soit pair. On pent écrire mp = o? +
P + 92 + 82, Les enticrs «, 3.4, § sont soit tons pairs. soit tous impairs.
soit deux pairs et denx impairs. Quitte & changer I'ordre des termes, on
suppose dans le troisicmme cas que « et (3 sont pairs et <y et  sont iimpairs.
Mais alors, dans les trois cas on peut écrire

m a+ﬂ2 a—ﬂz 'y+62 7—62
= (t7) < (55) () ()
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ce qui contredit la minimalité de m. Donc m est impair.

4. Notons «, 3,7, 6 les résidus respectifs de a, b, ¢, d introduits par
I’énoncé. On a a? + 2 +42 +82 =a? + b2 +? + d? = 0 (mod m). Soit
m’ € N tel que mm/' = o + 32 + 92 + §2. L’entier m’ n’est pas nul car
sinon m diviserait a,b, ¢ et d, m? diviserait mp et m diviserait p, ce qui
est impossible, car 1 < m < p. Par ailleurs, comme o? + 32 ++2 4+ 6% <
4(m/2)? = m? (I'inégalité est stricte car m est impair), on a0 < m’ < m.
D’aprés la premiére question, on peut écrire

mzm'p:(a2+ﬂ2+72+62)(a,2+b2+02 +d2):A2+Bz+Cz+D2,
avec
A=aa+bB+cy+déi=a?+b2+c2+d>=0 (mod m),
B=alB—-ba—cd+dy=ab—ab—cd+ed = 0 (modm)

et de méme, C et D divisibles par m. On a donc

() (2 (9 ()

et m' appartient & E. Cela contredit la définition de m. On conclut que
m = 1.

5. 1l est clair que 0,1 et 2 sont sommes de quatre carrés. D’aprés
la question 4, tout nouibre premier impair également. Le théoréme
de décomposition en facteurs premiers et la question 1 permettent de
conclure. <

Voici nn exercice sur les sommes de trows carrés.

4.36. Lemme de Davenport-Cassels

Soit n € N. On suppose que n est la somme des carrés de trois

rationnels. Montrer que n est la somme des carrés de trois entiers.
(ENS Cachan)

> Solution.

La propriété est évidente pour n = 0. Nous supposerons donc n > 0.
Nous donnons de ce probléme une formulation géométrique : si la sphére
S de R? d'équation x2 + 42 + 22 = n passe par un point rationnel, alors
elle passe aussi par un point entier. Nous raisonnerons par ’absurde et
supposerons que S contient un point & coordonnées rationnelles, mais
pas de point & coordonnées entiéres.
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1
Soit @ € Q3N S. M existe u € Z3 et d > 2 tel que a = E“' Nous

supposerons o et u choisis de telle facon que d soit minimal.
Moutrons qu’il existe o’ € Z3 tel que ||a —a’|| < 1 (il s’agit de norme
euclidienne). Si a = (z,y,2), on considére les entiers .’ y 2’ les plus

proches de z. y. z respectivement. On obtient |z — 2’| < 5 ly —v'| < =

1 1 1 1 V3
et |z — —. On en déduit ¢ a—a -+ —-+-=— <1
|z — 2| < ¢ e || | < atat1 5
Puisque a n’appartient pas & Z3. o' cst distinct de a. La droite qui
joint @ & a’ coupe la sphére S en a. Elle la recoupe en point a; dont nous

allons calculer les coordonnées.

[\D

o eZ?

Nl existe A € R tel que a3 = a’ + (e — &'). Ou écrit que a; appartient
as:
n=|a|* = |]|? + 2X\{a’.a — ') + N?|la — d'||*.

Une solution de cette equation du second degré est 1, puisque a € S.

112
L’autre est done X = |||| A ,”2 Examinons ||a — a’||%; on obtient
112 "2 2 / 12 2 ’ dl
lla —a'|I* = lla"|" + llal® — 2(a".a) = []"||" +n — —{a’ u) = —,

avec di € N*, puisque ¢’ et 1 sont dans Z2 et 0 < d; < d. puisque
0<|a—d| <1.

"2 _ d /2_’
lo’ll* =2 _ d(la’|® —n)

On obtient alors A =

la — |2 &
d(||e’||? — n
a = a'+)\(a—a’)=a’+—Lal|l——n)é(u—da’)
1
"2 _
p el on

d
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1
Il existe donc v € Z3 tel que a, = R Par ailleurs, a; appartient a S.
1

Mais on a 0 < dy < d, ce qui contredit la minimalité de d. Nous obtenons
la contradiction souhaitée. <

4.37. Une équation diophantienne

Soit n € N, a € N, avec a > n 2 2. Montrer que 1’équation
xf+---+xfl:a1:1...1:n

n’a pas de solution entiére autre que (0, ..., 0).

(ENS Cachan)

> Solution.

Nous allons raisonner par I'absurde, en utilisant la méthode de la
descente infinie : supposant qu'’il existe une solution (z1,...,%Z,), diffé-
rente de (0,...,0), nous démontrerons qu’alors on peut trouver une
autre solution (y1, - . ., yyn), différente de (0, ..., 0), telle que y1 +- - - yn <
z1 + -+ + x,. Le procédé peut étre réitéré. La somme zy + --- + Tp,
qui appartient & N, ne pouvant décroitre indéfiniment, cela donnera la
contradiction souhaitée.

Si (x1,-..,2,) est une solution différente de (0,...,0), on a, pour
tout i € [1,n], z; # 0. On peut sans perte de généralité supposer que
r; € -+ € Zn. On va chercher une autre solution de 1’équation sous la
forme (z1,...,%n_1,y) et vérifier que y < x,,. Pour que (z1,-..,Zn_1,¥)
soit solution, il faut que y soit racine du polyntme

P:Xz—axl...xn_1X+fo.

On sait déja que Dentier x,, est une racine de P. La somme des racines de
ce polynéme étant oz, ...z,—1, ’autre racine y est entiére et strictement

nn—1
positive (car le produit des racines est E x2). Comparons-la & x,,_;. Le
i=1
calcul de
_ .2
P(z,—1) = 22_, —Qzy...Tp_ox’ | + E z2

n— 2
= (n—a®y...Tn2)T2_| + Z 72— (n—2)x2_,

i=1
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n—2
montre que Pz, _;) est stricteinent négatif, car Z 22 < (n—2)x2_,,
=1

et wry ... Zyp_2 2 a > u. On en déduit que £,y est entre @, ct y. On a
donc : y < xp—1 < -

On obtient donc une autre solution (z1,...,%n—1,y) de notre équa-
tion, différente de (0,...,0) et vérifiant z; + -+ 21 +y < z1+- -+
Tn—1 + Ly - <

Ce chapitre d’arithmdétique ne pouvait s’achever sans citer le grand
théoréme de Fermat : pour n = 3, Uéguation z" + y" = z" n’a pas
de solution non trivicle dans Z. On trouve mention de ce résultat dans
une annototion marginale. écrite dans son exemplaire de Diophante par
Fermat, qui déclurait ne pas pouvoir donner sa prewve par manque de
place. On est certain awjourd ' hui que Fermat ne pouvait pas en avoir une
démonstration compléte. Mais le mythe était créé et des générations de
mathématiciens pendant trois siécles allaient s’évertuer ¢ le démontrer.
Le frangais Lamé crut son heure de gloire arrivée lorsqu’au siécle dernier,
il en présenta une preuve. Malheureusement, il utilisait implicitement la
factorialité de certains sous-anneavz: de C, qui n’est pas toujours vérifiée.
De cette erreur furent tirés des prolongements qui ont contribué a mettre
en place la théorie moderne des unneawr et des idéauz.

C’est en 1994 que le mathématicien anglais Wiles achenait ce long
chemin dont le bout était éclairé depuis déja une vingtaine d’années par
les avancées de Weil.

L’exercice suivant résout ce qu on appelle le premier cas du théoréme
de Fermat pour certains nombres premiers.

4.38. Théoréme de Sophie Germain (1823)

Soit p un nombre premier de Soplie Germain, c’est-a-dire un
nombre premicr impair tel que g = 2p+1 soit premicr. On se propose
de prouver le théoreme de Sophic Germain :

1l weziste pas de triplet (z,y,z) € 73 tel que zyz Z 0 [p] et
2P 4 yP + 2P = 0.

1. On raisonne par 'absurde. On suppose donné dans la suite
wn triplet (z,y,2) € Z3 tel que zP + yP + 2P = 0 ¢t zyz #Z 0 [p).
Montrer qu’on peut supposer pged(z,y,2z) = 1 et qu’alors, z, y, z
sont premiers entre eux deux a deux.

2. Montrer qu’il existe deux entiers a et « tels que : y+ z = a?

p—1
ct Z(—z)p'l'kyk = «af. Etablir 'existence de deux entiers b.c
k=0
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tels que z +y=cP et x + z = bP.

3. Si m est un entier non divisible par ¢, montrer que : mP =
+1 [g]. En déduire qu'un et un seul des trois cutiers z,y, z est
divisible par g. On supposera que c’est z.

4. Etablir successivement les congrucnces suivantes, toutes
modulo g :

PP+ —aP=0; a=0; y=c& et o =pyP L.

Obtenir une contradiction et conclure.
(ENS Ulm)

> Solution.
T

1. Soit d = pged(z,y,2), ' = 7 y = % ot 2/ = —2 On a alors

2P +y'P+ 2P =0, pged(2’, ¥, 2') = 1 et bien entendu z'y’2’ # 0 [p]. On
peut done supposer pged(., ¥, 2z) = 1. Supposons alors que pged(z, y) > 1
et notons py un diviseur premier de pged(z, y). Comme pg divise 2P+ ¢,
il divise 2P et donc z d’apres le lemme d’Euclide, ce qui est contradictoire
avec pged(z, y,z) = 1. Donc z et y sont premiers entre eux. Le mméme
raisonnement s’applique aux autres couples.
p—1
2. Montrons en raisonnant par I’absurde que y4-z et Z(—z)p*l'ky
k=0
sont premiers entre eux. Supposons done qu’ils ont un codiviseur premier
?’. On a classiquement

p—1 )
(1) (y+2) (Z(—Z)”'l'ky") =yP + 2P = —aP = (—z)".

k=0

k

Ly 2 4 - ..
On en déduit qu’alors p’* divise —2P et donc que p’ divise z. De plus,
comme y = ~—z [p], on a

p—1 p—1
Y (2Pt =) =t =0 ),
k=0 k=0

c’est-a-dire que p’ divise pyP~1. Par le lemme dc Gauss, soit p’|p, i.e.
P = p et dans ce cas p divise x, cc qui est exclu par hypothese, soit p/
divise yP~! et divise donc . Mais alors, z et y ne sont pas premiers entre
eux : nouvelle contrz}diction.
p—
Ainsi, y+=z et Z(—z)p —1=ky* sont premiers entre eux et de 1'égalité
k=0
(1) ci-dessus, on déduit I'existence de deux entiers a et « tels que
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y+z=a" et Z(—z)p'l“kyk = oP.

(Si le produit de deux entiers « et v premiers entre eux est une puissance
k-ieane, alors u et v sont tous les deux des puissances k-iémes comme nous
lavons prouvé & 'exercice 4.21). Par symétrie. on prouve de méme qu'’il
existe deux entiers b, ¢ tels que 2 +y = P ot x + z = bP.

3. Soit m un entier non divisible par ¢. Par le petit théortine de
Fermat, on sait que m“~! =1 [g], ce qui donne (mP)? = 1 [g] et donc,
comune ¢ est premier, m? =1 [g] ou mP = —1 [g] (Z/q7Z est un corps).

Supposons par I’absurde u’aucun des trois entiers x, y, z n’est divi-
sible par q. Alors on a P = £1, y? = 1 et 2?2 = £1 modulo ¢ et en
sominant, on obtient que zP +yP 4 2P est congru a 3, 1, —1 ou —3 modulo
g (selon le nombre de signe +). C’est absurde (car ¢ > 5). Douc I'un des
trois cntiers est divisible par ¢. On peut évidemmment supposer sans perte
de généralité que c’cst z. Alors on a yz Z 0 [¢], puisque x, y, z sont deux
4 deux premiers entre cux.

4. Toutes les congruences suivantes sont modulo g. On sait que y +
z=aP,x+y=cP, z+z=">0". 1l en résulte que V¥ + ? — a? = 2z = 0.
On a évidemmment y = ¢P puisque z = 0. Par ailleurs, ¢ ne divise pas y,
donc ne Jivise pas c¢. Il en résulte que y = £1. De la méme maniére, on
obtient z = +1. Si maintenant ¢ ne divise pas a, on a ¢ = £1. Mais
alors c?+DhP —aP est congru a 3,1, —1, —3 modulo ¢, ce qui est iinpossible
(car ¢ divise ¢? + bP — aP). Donc ¢ divise a.

Regardons maintcuant oP. Sachant que y+ z = o = 0. on en déduit

que ;
) P
ap_Z( Z)p 1—k k Ezyp 1E p 1

Nou avous montré que y = +1. 1l s’en suit que o? = p(—1)P! = p (car
p— 1 est pair). (est absurde puisque. d’apres 3, une puissance p-ieme
est congrue a 0, —1 ou 1 modulo g. Nous aboutissons dans tous les cas
4 une contradiction. Il ne peut exister de triplet (x,y,z) € Z3 tel que
xyzZ O [plet aP + y? + 2P =0. <

Sophie Germain, (1776-1831) est quasiment lo seule fernme mathéma-
ticienne de son temps. Elle suivit les cours de 1 Ecole polytechnique par
correspondance car les femnes n'y étaient pas admises et c’est sous le
pseudonyme masculin de Maurice Leblanc qu’elle écrivit ¢ Gauss pour lui
faire part de ses décovvertes arithmétiques. C’est dans cette correspon-
dance qu’apparait le théoréme ci-dessus. Le plus grand nombre premier
de Sophie Germain actuellement connu est 39051 x 26001 —1 (W. Keller,
1986). On conjecture qu’il en existe une infinité.






Chapitre 5

Polynomes

La théorie des équations polynomiales, qui précéde de loin la définition
formelle des polynémes, a €été le propos essentiel de lalgébre jusqu’au
X1x“ siécle. Elle est a l'origine de nombreuses notions : corps, nombres
algébriques... Son développement est lié aux extensions successives de
la notion de nombre : introduction des nombres négatifs, des nombres
irrationnels, puis des nombres complexes.

Dés la plus haute Antiquité. on rencontre des exemples de résolutions
d’équations. Les Babyloniens savent résoudre Uéquation du second degré
et les Grecs en font la base méme de leur géomélrie.

Aprés UAntiquité, il foudra attendre le XvI° siécle pour que des
progres substantiels apparaissent, dus a 'école italienne. Scipione del
Ferro, Tartaglia et Cardan apportent la solution de Dégquation du troi-
sieme degré. L’équation générale est ramende & la forme réduite z3 +
pz+q =0, dont une solution s’écrit :

2 3 2 3

_ 44 I A | L

I’\/2+V4+27+\/2 Vo "o
2 3

Cette solution souléve des difficultés : si qz + % est négatif, cas ot

UVéquation a des racines — on le scit depuis Archimeéde — on ne peut
pas calculer . Pour lever la difficulté, Cardan introduit timidement de
nouveaux nombres, « imnpossibles» ou « imaginaires». Ferrari et Bombelli
résolvent l’équation du quatriéme degré.

Grace 6 Uécole italienne, la théorie générale des équations algébriques
se précise. L’équation étant mise sous la forme P(z) = 0, on prend
conscience de Uimportance du degré de P pour le nombre de solutions.
On découvre que si a est une racine de P, on peut factoriser par * — a.
Les relations entre les coefficients et les fonctions symétriques des racines
d’un polynéme apparaissent chez Viete (1540-1603), mais c’est Girard
qui en. 1629 leur donne toute leur extension. Suivi par Newton, il exprime
les sommes des puissunces des racines en fonction des coefficients. L’é-
tude des fonctions symétriques des rocines va. se développer auw XVII®
siecle avec Waring et au x1x° siécle avec Cauchy.

Auxvir siécle, la majorité des mathématiciens est convaincue qu’une
équation de degré n posséde n racines, celles-ci pouwvant ne pas étre
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réelles, mais il faut attendre d’Alembert pour trouver en 1724 une défini-
tion précise des nombres complezes (sous la forme a ++/—1b). En 1799,
Gauss fournit plusieurs preuwves rigoureuses du « théoréme fondamental
de Ualgebre» ou « théoréme de d’Alembert-Gauss» .

Des progrés sont réalisés également dans l’étude du nombre de racines
réelles, et de leur signe. En 1687, Descartes énonce la régle qui porte son
nom sur le nombre de racines positives d’un polynéme. On trovve dans
I’Algébre de Rolle (1690), la propriété suivante : entre deux solutions
de Déquation P(x) = 0, il existe au moins une solution de 'équation
P'(z) = 0. C’est Sturm qui formule, en 1829, les résultats les plus précis
sur le nombre de racines réelles d’un polynéme.

Apreés les succés de Décole italienne au XVI° siécle, les mathémati-
ciens se sont attachés a trouver des formules analogues pour les degrés
suivants. Les réflexions sur cette question prennent un tour nouveau
avec les trovaur de Lagrange (1771), qui étudie les permutations des
racines dune équation laissant invariantes certurnes fonctions de ces
racines. Ces idées sont approfondies par Cauchy et Ruffins. Abel donne
une démonstration rigoureuse de l'impossibilité de résoudre par radicaux
Uéquation générale de degré 5 en 1829. Enfin, en introduisant la notion
de groupe, Galois énonce la condition générale a laquelle satisfait toute
équation résoluble par radicoux (1831).

La distinction entre les nombres algébriques, racines d’un polynome
a coefficients entiers, et les autres qu’on nomme transcendants, date du
XVII® siecle, mais il faut attendre 1844 pour que Liouwville démontre exis-
tence de nombres transcendants et plus longlemps encore pour que soit
démontrée lo transcendance de e (par Hermite en 1872) et celle de «
(par Lindemann en 1882).

Quant o la définition formelle des polynomes et a Uétude de leur
structure, elles chemineront tout au long du XIX® siécle au. rythm.e lent du
processus d’aziomatisation de l'algébre : par exemple, Dedekind introduit
la notion de corps et définit les idéauz vers 1870.

Les cours modernes remontent Uhistoire & Uenvers et commencent
presque toujours par introduire les polynomes en tant qu’objet formel.
Suivant cet usage, les premiers exercices concernent les polynomes for-
mels et la structure d’algébre que l'on obtient.

5.1. Egalité polynomiale

Dans quels corps a-t-on X4 —X% 41 = (X2 —'5X+ 1) (X2 +5X+1) 7
(Ecole polytechnique)
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> Solution.
En développant, on obtient

(X2 - 5X +1)(X2 +5X +1) =X* —23X% + 1.

Remarquons que si K est un corps qui convient, les polynomes en ques-
tion sont dans Kg[X], Kq étant le sous-corps premier de K, autrement
dit le plus petit sous-corps de K. On sait que K est isomorphe a @ (cas
de la caractéristique nulle) ou & Z/pZ (cas oit K est de caractéristique
P, p premier).

En caractéristique nulle, 23 # 1, donc K est de caractéristique p
premier et on doit avoir 23 = 1 (mod p). Cela arrive uniquement pour
p=2etp=11.

Réciproquement, dans tout corps de caractéristique 2 ou 11, 23 =1
et I'égalité X* — X2 + 1 = (X2 — 5X + 1)(X? + 5X + 1) est vérifide.

Conclusion. Les corps de caractéristique 2 ou 11 sont les seuls corps
répondant au probléme. <

5.2. Une sous-algebre de R[X]

Soit A la sous-algébre de R[X] engendrée par X% et X3. Montrer
que A n’est pas isomorphe & R[X].

(ENS Ulm)

> Solution.
e Pour commencer, explicitons A. Pour tout entier k& > 2, A contient
k
X¥, car on peut écrire. si k est pair. X* = (X2)? et si k est impair.
k-3
XF =X3(X?) 7 . Comme A est une sous-algtbre de R[X], elle contient
I'unité de R[X] et donc R. Ainsi A contient \’égéct(Xk). Mais il est clair que
1

3

\,ifﬁt(xk) est une sous-algebre de R[X] qui contient X? et X3. En effet,

cest par définition un sous-espace vectoriel, qui contient 1 et qui est
stable pour la multiplication, car pour (k.1) € (N\ {1})%, on a X*X! =
Xkt et k+1 € N\ {1}. C’est donc A.

e Soit ® un morphisme d’algebre de R[X] daus A. I est déterminé
de maniére unique par la donnée de P = ®(X). On a alors, pour tout
Q e R[X], ©(Q) = Qo P et en particulier, deg $(Q) = deg P deg Q. Si &
était surjective, deg P diviserait 3 la fois 2 et 3 puisque X2 et X® seraient
dans I'image. Nécessairement deg P vaudrait 1 ce qui est exclu pour un
polynome de A.

Le morphisme ® ne peut pas étre un isomorphisme de R[X] sur A.
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Conclusion. A n’est pas isomorphe & R[X]. <

On remarque cependant que A et R[X] ont méme corps de fractions.

On. peut aussi démontrer que A n’est pas factoriel, donc n’est pas
principal (cf. evercice 3.8), ce qui fournit une autre solution de l'exercice.
En effet, supposons A factoriel. On se rappelle que X n’est pas dans
A. On en déduit que X2 et X3 sont irréductibles (car un diviseur d’un
élément dans A est encore un diviseur dans R[X]). On écrit alors

(XJ)Z — (X2)3.

On remarque que X2 divise le coté droit de Uégalité et est premier avec
X3, donc avec son carré, ce qui fournit la contradiction voulue.

Les exercices suivants ont pour théme comrnun les propriétés arithmé-
tigues de lanneau K[X] od K est un corps. Comme Z, il s’agit d’un
anneau euclidien. Cela explique qu.'on y dispose des résultats fondamen-
taux : principalité, théoréemes de Bezout et de Gauss, décomposition en
produit de polynomes irréductibles...

Lorsque le corps de base est C, les irréductibles de C[X] sont les
polynémes de degré 1, et les problémes de divisibilité sont trés simpli-
fiés comme le monitrent les dewr. exercices suivants.

5.3. Condition de divisibilité

Donner une condition nécessaire et suffisante sur p et ¢ dans C
pour que X8 + X% + 1 divise X8 4 pX4™ 4 ¢ ot m € N* est fixé.
(Ecole polytechnique)

> Solution.

w € C est racine du polynéme P = X® + X% + 1 si et seulement si
w?* est racine de X2 4+ X + 1, c’est-a-dire si w? = j ou j. Les racines de
P sont donc simples : il s’agit des racines quatriemes de 7 et des racines
quatriemes de 7. 1l en résulte que P divise Q = X" + pX*™ + ¢ si et
seulement si toute racine w de P est racine de Q. Or si w est racine de
P,ona

. . =2 -
Qw) = (W™ +p(w)™ + ¢ =" +pj™ +qouj +pj +a
La condition nécessaire et suffisante pour que P divise Q est donc
2m preey —2m -m
I rp;t te=35 +pji +q=0.

Deux cas se présentent :
e Si 3 divise m, alors 7™ = j = = 1 et la condition cherchée est

ptg+1=0]
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e Si m n’est pas divisible par 3, alors {j2™ +p;™ +q, fzm +p7 gy =
{52+ pj + 4,5 +pj® + q}. On obtient 52 + pj + ¢ =3 +pj? +q=0et

on trouve finalement la condition . <

5.4. Condition pour que (P’)? divise P?

1. Trouver les polyndémes P € C[X] tels qu’existent p, g dans N*
tels que (P’)P divise P9.
2. Méme question dans K[X], ol1 K est un corps quelconque de

caractéristique nulle.
(ENS Ulm)

> Solution.
1. Excepté le polynéme nul, les constantes ne sont pas solution. On

suppose dans la suite que n = degP > 1. On peut aussi supposer P
k

unitaire et I’écrire sous la forme P = I I(X —2)% ol z1,.. ., 2 sont des
i=1
complexes deux a deux distincts. On a alors

k
P'(X) = nQ(X) H(X —2;)* Y, uspace—1mm
=1

ou Q est un polyndéme unitaire de degré k — 1 ne s’annulant en aucun z;.
L’hypotheése implique que toute racine de P’ est racine de P. Cela
impose Q = 1 donc & = 1 et P = (X — z;)™. Réciproquement, tous les
polynémes A(X — z;)" sont solutions.
2. L& encore, on peut supposer que P est unitaire de degré n > 1.

On le décompose en .
Gy
p-ITre
i=1

ol P1,...,P, sont des polyndmes irréductibles unitaires distincts et
o1, ...,0k des entiers naturels non nuls. Si R est un polyndme irréduc-
tible qui divise P’, alors R divise P’? et donc P9. Etant irréductible, il
divise P. Les diviseurs irréductibles de P’ sont donc parmi Py,...,Py.
On va déterminer pour chaque P; son exposant dans P’.

On a P =P Q;, ou Q; est premier avec P;. On en déduit que

P’ = ;P& TPLQ; + P Q) = P ey PiQs + PiQ).

Ceci montre que P§*~! divise P’. Montrons que P ne divise pas P’.
Pour que P§* divise P, il faudrait que P; divise P;Q;. Le corps K étant
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de caractéristique nulle, on a deg P} = deg P; — 1. Ainsi P, ne divise pas
P, et puisqu’il est irréductible, il est premier avec P;. Il est aussi premier
avec Q; par hypothese, donc premier avec le produit P;Q; : il ne divise
pas P;Q; et donc P{* ne divise pas P’.

K
Ainsi P’ g’écrit P/ = nH P§* ! Notons d; le degré de P;. On a alors
k i=1 k
n =degP = Zoz,d2 et n—1=degP = Z(ozZ — 1)d,. On en déduit
k =1 i=1

que Z d; = 1. Chaque P; étant irréductible donc de degré d; > 1, on en

i=1
déduit que k =1 et d; = 1. Le polynoéme P; étant de degré 1 et unitaire,
il existe z; € K tel que P} = X — 23 et donc P = (X — z)®*. On trouve
donc le méme résultat que dans C[X]. <

Les trois exercices ci-aprés concernent des équations dans Uenneau.
C[X]. De la premiére nous donnons une solulion éémentaire faisant
intervenir presque tous les aspects des polynémes : dérivation, considéra-
tions arithméliques, calcul des coefficients... Nous trouverons une aulre
solution, plus éclairante, de cette équation dans le chapitre 3 (voir Uexer-
cice 3.12), ot elle sera interprétée comme la recherche d’unités dans une
extension quadratique de Uanneau. C[X].

5.5. Equation polynomiale P2 = 1 4 (X2 — 1)Q?2

Trouver les couples (P, Q) € C[X]?* tels que P? = 14 (X* - 1)Q”.
(Ecole polytechnique)

> Solution.

e On commence par une analyse et on se donne un couple solution
(P, Q).

Si Q = 0. on obtient P = +1. On supposera dans la suite Q non
nul. Dans ce cas n = degP > 1 et deg(l — P?) = 2n de sorte que
2 + 2deg(Q) = 2n, i.e. deg(Q) =n — 1. Si a est le coefficient dominant
de P et b celui de Q, le coefficient de X*" dans P%+(1—X?)Q? est a® —b?.
On a donc a = +b. Observons que (—P,Q), (P,—Q) et (—P,—Q) sont
encore des couples solutions et que P et Q sont premiers entre eux par
le théoréme de Bezout.

En dérivant la relation on obtient

2PP’ — 2XQ? + 2(1 — X*)QQ' = 0.
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Il en résulte que QIPP’ et comme P et Q) sont premiers entre eux. le
théoréme de Gauss nous permet d’affirmer que Q|P’. Ces deux polyndmes
étant de méme degré, ils sont associés. Et, au vu des coefhcients domi-
nants. on a soit P’ = nQ), soit P = —nQ.

Dans les deux cas, on obtient n?QQ’ = P'P” et n2Q? = P?. En
remplacant dans la relation obtenue plus haut multipliée par n?, on en
déduit que

2(1 — X2)P'P” — 2XP"? + 2n2PP’ = 0.
En simplifiant par 2P’ # 0. on obtient ’équation différentielle vérifiée
par P
(Ex) n?P — XP' + (1 —~ X?)P” = 0.

Cherchons P sous la forme a9 + a1 X + - -+ + 0, X™. Aprés un petit
calcul, on voit que Péquation différentielle (E,) équivaut aux relations
suivantes sur les coefficients de P :

(i) pas de contrainte sur gy, ;
(it) ap_1 =0:

k2 —n?
(k+1)(k+2)

11 en résulte que tous les coefficients d’indice de parité opposée a celle
de n sont nuls (c’est-a-dire que P a la parité de n). Pour les autres on
obtient

(#42) pour tout k € [0.n — 2], ary2 = ax.

—1)*n(n — k — 1)! ~1)* n
An—2k = a'n( )k ( ) = a’n( k) —sz—k'
4k (n — 2k)! 4k n—k
Pour tout n > 1. il existe donc un unique polyndéme unitaire de degré
n solution de I’équation différentielle (E,,). Notons-le A,,. Ses coeflicients
sont donnés en prenant o,, = 1 dans les formules ci-dessus. Il résulte alors

€
de cette analyse. que (P.Q) doit étre I'un des couples (cA,,, EOLA;) ol
€ = £1 et ol a est un nombre complexe non nul quelconque.
1
e Synthese : soit P = aA,, avec o complexe non nul et Q = —P’ (on
n

peut se limiter & étudier le cas £ = 1). Déterminons les valeurs de « pour
lesquelles le couple (P, Q) est effectivement solution. On va essayer de
remonter les implications faites lors de analyse. On a n?P = XP' — (1—
X)2P”. En multipliant par 2P/, on en déduit que [n2P?)’ = [(X2—1)P"?]".
Ainsi, il existe une constante complexe ¢ telle que n2P?+(1—-X2)P"* = ¢.
On aimerait avoir ¢ = n?. Or pour calculer c, il suffit de regarder la valeur
en 0 du polynéme de gauche : ¢ = n?P(0)? + P’(0)* = n?a?A,(0)* +
a?A! (0)2. Distinguons suivant la parité de n.

* Sin = 2p est pair. le terme de degré 1 de A,, est nul et donc
Al (0) = 0. De plus, en faisant n = 2p et k = p dans les formules
précédentes, on obtient
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CPERm- 1) (1)
4rp! 22p—1°

An(0) =

I v a donc exactement deux valeurs de «. & savoir £2"°!, qui

conviennent.
* Sin = 2p + 1 est impair, cette fois, A,(0) = 0 et Al (0) =

et i seules 1 1 4on—1 .. i
(—1) T Ici encore, seules les valeurs 12 conuviennent pour .

En conclusion, les solutions de I’équation sont (£1,0) et les couples

2n71
(£2n—1A,, +
n

Ces polynomes sont bien connus. Le lecteur oura peul-étre reconnu.
Uéquation différentielle vérifiée par le n-iéme polyndéme de Tchebychev

n—1
I
A,

ot U,—1 est le n-iéeme polynéme de Tchebychev de seconde espéce. Ces
polynomes seront étudiés dans les exercices 5.36 el 5.37.

Al), n 2 1. 1l gagit de polynomes réels. <1

de premiére espece Ty,. On o en fait T,, = 2" 1A, et U,_, =

On ne mangquera pus de rapprocher le théoréme do Liouville ci-apres
du. grand théoréme de Fermal.

5.6. Un théoréme de Liouville (1879)

Soit n € N, n 2 3. Montrer qu’il n'existe pas de polyndmes
P,Q,R de C[X] tels que P™ + Q* + R™ = 0 sans que P, Q et R
soient tous égaux, & une constante multiplicative prés, a un méme
polynome.

(ENS Cachan)

> Solution.

Notons E Pensemble des triplets (P, Q,R) € C[X]? vérifiant

P"+Q*+R"=0 (1).

Considérons un triplet non nul (P, Q,R) de E. Quitte & diviser P,Q,R
par leur pged, on peut également supposer que pged(P,Q,R) = 1. 1I
apparait alors que P, Q, R sont deux & deux premiers entre eux. En effet.
si Py est un diviseur irréductible de P et Q, Pqg divise P + Q™ = —R"
et donc Pg divise R d’apres le lemme d’Euclide. 11 en est de méme pour
les deux autres cas. Le probleme se raméne alors & montrer que P, Q, R
sont des polyndmes constants.

Supposons, sans perte de généralité, que ’on a deg(R) < deg(Q) <

deg(P). Observons que si R est constant, P™ + Q" = H (P — £.Q) Dest
k=1
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aussi, &,...,& étant les racines n-iémes de —1. Donc les P — £,Q sont
tous constants et on en déduit que P et Q) sont constants.

Supposons done par I’absurde que deg R > 1. En dérivant la relation
(1) et en simplifiant par n. il vient

P P + Q" 'Q'+ R™ R =0 (2).
En multipliant (1) par R/, (2) par R et en faisant la différence, on obtient :
P" (PR’ — P'R) = Q" (Q'R — QR).

P et Q étant premiers entre eux, on déduit du théoreme de Gauss que
P! divise Q'R — QR’. Le polynéme QR’ — Q'R n’est pas nul, sinon la,

R . f e, :
fraction — aurait une dérivée nulle. elle serait donc constante et Q et R

seraient proportionnels, ce qui est impossible car ils sont premiers entre
eux et de degré > 1. En regardant les degrés on en déduit que

(n—1)degP < max(deg(Q'R),deg(QR’)) = degQ +degR —1
< 2deg(P) — 1,

ce qui est absurde car n > 3.

Conclusion. E est I’ensemble des triplets (aP, P, cP) ou P € C[X]
et ou (a, b, c) est un triplet de complexes vérifiant a™ 4 b + c" = 0. <

Dans le langage de la géométrie algébrique, le résultat de 'erercice
montre que la courbe algébrique X" + Y™ = 1 n'est pas unicursale’,
c’est-a-dire n’admet pas de paramétrisation rationnelle. pour n 2 3. Fn
revanche, le cercle est une courbe unicursale et pour n = 2, Uéquation a
effectivement des solutions non trividles, par exemple (1—X?2)? 4 (2X)? =
(1 -+ X2)2.

5.7. Théoréme de Mason (1984)

1. Soient A,B,C trois polyndmes de C[X], non constants, pre-
miers entre eux dans leur ensemble et tels que A + B = C. Soit m
le nombre de racines complexes distinctes de ABC.

AI CI CI BI

Montrer que A (X — 6) =B (6 — §> .

En déduire que max(deg A, deg B, deg C) < m.

2. Retrouver le résultat de I’exercice précédent.

(ENS Cachan)

1. PERRIN (D.), Géométrie algébrique, une introduction, Savoirs actuels, InterEidi-
tions/CNRS Editions, 1995, p. 1-5.
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> Solution. , , ,
C A'+B
1. La relation A + B = C conduit & < = ﬁ

A’ (o4 (o4 B’
A2 _Z)\op(Z_2).
(A C) B(C B)

Décomposons en ¢léments simples ces différentes fractions rationnelles.
Les polynoimes A, B, C sont deux & deux premiers entre eux, car si deux
de ces polyndémes unt une racine conmune z, celle-ci est aussi racine du
troisitme. car A + B = C, et X — z divisc pged(A. B. C). Posons

A=a ﬁ(x —a;)% B= ,_zﬁ(x —b)* C= vﬁ(X —ci)™,
i=1 =1

i=1

qui s'écrit encore

ou les a;, b;, ¢; sont les racines distinctes de A, B, C, respectivement. On
a donc m = na + np + ne. On obtient alors

, B na o B’ B np G C B nc -
K_;X—ai’ §_;X—bi’ E_;X—ci'

na np nge
Le polynome U = [ [(X — a;) [[(X - %) [ [(X — &) est un dénomina-
i=1 i=1 i=1
teur commun a ces trois fractions. Il existe dounc denx polyndémes non
AP ¢ B
nulsPetQtelsqueK—E = ﬁet 6_52%' De plus degP et

deg Q sont majorés par deg U — 1 =m — 1 car les fractions sont de degré
—1. De Iégalité AP = BQ, démontrée plus haut. on déduit, puisque A
et B sont premiers entre eux, que A divise Q et B divise P. 1l en résulte
que deg A < m — 1 et deg(B) < m — 1. Cela vaut aussi pour C = A+ B.
On obtient finalement max(deg A,degB,degC) < m — 1.

2. Scit (P, Q. R) un triplet non mul de polyndmes premiers entre eux
vérifiant P™ + Q" + R™ = 0. On a vu dans ’exercice précédent que, si
I’'un des trois polyndmes est constant, les deux autres le sont aussi. Dans
le cas contraire, le théoréeme de Mason conduit a

nmax(deg P, deg Q, deg R) < m < deg(PQR),

et nmax(deg P, deg Q. deg R) < 3max(deg P, deg Q, deg R).

C’est impossible si n > 3. <

L’andlogue du théoréme de Mason pour les entiers aurait d’impor-
tantes applications en arithmétique : il s’agit de la conjecture abc, for-
mulée par Musser et Oesterlé”.

2. Pour I’énoncé de cette conjecture nous renvoyons le lecteur intéressé & LANG (S.),
Algebra, Addison-Wesley, 3¢ éd., 1993, p. 194-199 ou au chapitre 5 de NATHANSON
(M.B.), Elementary Methods in Number Theory, GTM 195, Springer-Verlag, 2000.
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Le résultant donne une condition portant sur les coefficients de deux
polynémes pour qu’ils soient premiers entre euz.

5.8. Résultant de deux polynomes

Soient F et G deux polynémes non constants & coefficients com-
plexes de degrés respectifs n et m.
1. On considere

CrnaaX] xCp 1[X]  — Copm[X]
o (U, V) —  UF+VG

Montrer que ® est bien définie, gqu’elle est linéaire. et donner une
condition nécessaire et suffisante pour qu’elle suit injective. Ecrire
la matrice de ® dans les bases canoniques.

Le déterminant de cette matrice, noté Res(F, G), est appelé résul-
tant des polynémes F et G.

2. Soit I' = {(F(t), G(t)) € C?, t € C}. Etablir lexistence de
R € C[X, Y] tel que, pour tout (z,y) € C?,

(z,y) e —= R(r,y)=0

(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. e Tout d’abord ® est bien définie : si (U, V) € C,,—1 [X]xCp,_1[X],
onadegUF <m—1+n et degVG <n—1+m d’ott deg(UF + VG) <
m+n — 1. Ensuite ® est clairemment linéaire.

Supposons ® injective. Alors ® est surjective, car

dim (Cp1[X] X Cp 1 [X]) =m0 + 1 = dim Cpy 1 [X]

et en particulier il existe (U, V) € C;,,1[X] X C,,1[X] tel que UF+VG =
(U, V) =1 donc, d’apres le théoréme de Bezout, F et G sont premiers
entre cux.

Réciproquement, supposons F et G premiers entre eux et considérons
(U, V) dans Ker @. On obtient UF = —VG et ainsi, F divise VG. Comme
F est premier avec G, le théoréeme de Gauss assure que F divise V.
Puisque degV < degF, on conclut que V = 0. De méme, U = 0. Donc
d est injective.

On conclut que P est injective si, et seulement si, F et G sont premiers
entre eux, ou encore, puisque C est algébriquement clos, si, et seulement
si, F' et G n’ont aucune racine commune.



168 CHAPITRE 5. POLYNOMES

e 1l s’agit de prendre dans lespace C,,—1[X] x C,_1[X] la base
(Ei)ogigntm—1 ou E; vaut (Xi,O) si0 <1< m~—1cet (O,Xi*m) si
i = m. Sur C,;nq[X], il s’agit de la base (1,X,X2,..., X"t 1) G
F=a, X"+ - +a1:X+ag et G=05,X"+---4+ X+ by, la matrice de
® dans ces bases est alors

aop o ... 0 bo O ............ 0
o ao : by bo
ay a1 . 0
ao bm—1
a1 bm
0 bm 0
An_1 0 o b ko
An Qp_1 Qn—m+1 0 0 b1
0 an 0 0
0 : : : Lo
0 o ... an 0 o ... 0 b

Le résultant de F et G, Res(F, G), est mul si, et seulement si, F et G ont
une racine commune. Le discriminant de F est le résultant de F et F/. 11
est nul si, et seulement si, F a une racine double. Si F = aX? + bX +c,
on trouve Res(F,F’) = a(4ac — b?) et si F = X3 + pX + ¢. on obtient
Res(F.F') = 4p® + 27¢2.

2. Soit (x,y) € C?. Dire que (r,y) € I revient & dire qu'il existe
t € C tel que F(t) = z et G(t) = y. Cela signifie que F —z et G — y ont
une racine commune ce qui donne & 'aide du résultant

(z,y) €' <= Res(F —z,G—y) = 0.

On définit R(X,Y) comme étant le détermninant
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aw—-X 0 0 b-Y 0O 0
o ao—-X : b bo-Y
a2 a1 . 0
a0 —X bm_1
a1 bm
0 bm L0
Gn—1 0 0o b bo— Y
an An—1 Qn—m+41 0 0 b
0 an 0 0 :
0 : : .
0 0 ... an 0 0 ... 0 bm

OnaReC[X.Y]et(z.y) e <= R(x.y) =0. <

On peut définir de la méme muaniére le résultant de deux polyndmes
de K[X] pour un corps K quelconque. Si K n’est pas algébriquement. clos,
Uannulation du discriminant n’est pas une condition suffisante d’exis-
tence d’une racine double pour les polynomes de degré > 4. Si K =R et
F = X3 + pX + ¢, F posséde trois racines réelles si et seulement si son

discriminant 4p3 + 272 est négatif ou nul.

Bien qu’il y soit question de racines, les arguments arithmétiques sont

essentiels dans exercice suivant.

5.9. Caractérisation d’un polynéme par les antécédents de deux
points distincts

Soient P et Q deux polynémes non constants de C[X] tels que
ensemble des racines de P (resp. P — 1) soit égal & 'ensemble des

racines de Q (resp. Q — 1). Montrer que P = Q.
(Ecole polytechnique)

> Solution.
e Si P et Q sont des polynémes. on notera Z(P) ’ensemble des racines

dePet PAQlepgedde Pet Q. Soitn =degP >21etm=degQ > 1.
On suppose sans perte de généralité que n 2 m et on pose R=P — Q.
On a deg R < n et on va prouver que R est nul en montrant qu’il a plus

de n + 1 racines.
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e Par hypothése, R s’annule sur Z(P) et sur Z(P — 1). cnsembles évi-
deminent disjoints. Déterminons le cardinal de ces cnsembles. Le noutbre
de racines distinctes de P est égal & degP — deg(P A P’). En effet, si

P

P=2AX H(X — 2;)"", ou les z, sont deux & deux distinets, on a P A P =
P i=1

H(X — z)™ !, de sorte que deg(PAP’) = (n; — 1)+ -+ (n,—1) = n—p.

= e Omn a donc
Card(Z(P)) = n—deg(PAP) et
Card(Z(P — 1)) = deg(P — 1) — deg((P — 1) A (P — 1))

= n —deg((P —1) AP’).

Mais comme P et P — 1 sont premiers entre eux, (P — 1) AP/ ¢t P AP’
sont denx diviseurs premiers entre eux de P’. En particulier. on a

deg((P — 1) AP') + deg(PAP) <n — 1.
11 en résulte que
Card(Z(R)) = 2n—deg(PAP') —deg((P—1)AP') 2 2n —(n—1) =n +1.

On a donc R = 0, ce qu’il fallait démontrer. <

Bien entendu, on peut remplacer 0 et 1 par dewr complexes distincts
a et b quelconques : un polynéme non constant P € C[X] est uniquement
déterminé€ si on connait les antécédents de a et de b par P (i.e. les racines
deP—oetdeP —b)

Si L est un sur-corps de K, deux polynomes P,Q de K[X] penvent
étre regardés comme des polynémes de L[X]. Le pged de P et Q ne va pas
dépendre du corps dans lequel on se place . il est obtenu par lalgorithme
d 'Euclide et ses coefficients appartiennent au plus petit corps contenant
les coefficients de P et Q. On dira que le pged est invariant par extension
de corps. L’exercice suivant utilise ce fait.

5.10. Polynome rationnel inséparable de degré 5

1. Soit P un polynonic irréductible de Q[X]. Démoutrer que P
n’a pas de racine double dans C.
2. Scit P € Q[X] de degré 5. On suppose que P adinet, une racine
multiple dans C. Montrer que P possede une racine daus Q.
(ENS Ulm)
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> Solution.

1. Comme 1 < degP’ < degP, P’ et P sont premiers entre eux dans
Q[X], puisque P est irréductible. Ils le sont donc encore dans C[X] par
invariance du pged par extension de corps. Si a était une racine double
de P dans C, on aurait P(a) = P/(a) = 0 et X — « serait un facteur
commun & P et P’ dans C[X]. On aboutit & une contradiction.

2. Notons o une racine multiple complexe de P. Supposons par ’ab-
surde, que P n’ait pas de racine rationnelle et regardons sa décomposition
en éléments irréductibles dans Q[X]. Il ne peut pas y avoir de facteur de
degré 1; le polyndme P ne pouvant étre irréductible d’apres la premiere
question, il §’écrit P = QR avec degQ = 2, degR = 3 et Q, R tous deux
irréductibles dans Q[X], puisque sans racine rationnelle.

Les polynomes Q et R ne peuvent avoir ¢ comme racine commune
dans C. Fn effet, si on considere D le pged de Q et R dans Q[X], il est égal
a1 puisque Q et R sont deux polynomes irréductibles non proportionnels.
Mais D est aussi le pged de Q et R en tant que polynémes de C[X], du
fait de 'invariance du pged par extension de corps. Par conséquent, si
on avait Q(a) = R(e) = 0. X — a diviserait D. qui serait de degré > 1.
ce qui n'est pas le cas.

Par conséquent, comme (X — «)? divise P, (X — )? divise soit Q,
soit R. Mais alors QQ ou R est un polynome irréductible ayant une racine
nmultiple dans C, ce qui est impossible.

L’hypothese faite au départ est fausse : P posséde donc une racine
rationnelle. <

Le théme commun aux exercices qui suivent est l'irréductibilité de
polynomes a coefficients entiers. Rappelons qu’un polynéme non nul P €
Z[X] est dit irréductible si Uécriture P = QR avec (Q,R) € Z[X]? impose
Q=41 ou R = +1.

5.11. Un polynéme irréductible de Z[X]

Scient n = 2 et ay,...,a, des éléments de Z deux & deux dis-
tincts. Montrer que le polynome P = (X —a; )(X—a3)... (X —a,)—1
est, irréductible dans Z[X].

(ENS Ulm)

> Solution.

Supposons que P = QR oli Q et R sont dans Z[X]. On a, pour tout
ke [1,n], Q(ar)R(ar) = P(ar) = —1 et donc, soit Q(ar) = 1 = —R(ax),
soit Q(ax) = —1 = —R(ax), puisque ce sont des entiers. Dans les deux
cas, on a Q(ax) + R(ar) = 0 Le polynéme Q + R s’annule en n points
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distincts. Si deg(Q+R) < n, on a alors Q+R = 0 et P = —Q? ce qui est
absurde car P(z) serait négatif pour tout x réel et de limite égale & +oc
en +oo. On a donc deg(Q+R) = n. Mais alors, Q ou R est constant. Le
produit des coefficients dominants de Q et R étant égal & 1, on a donc
soit Q = %1, soit R = 1. Ainsi, P est irréductible dans Z[X]. <

L’exercice suivant établit un critére fort utile pour montrer qu’un
polyndéme & coefficients entiers est irréductible.

5.12. Critére d’Eisenstein

l.a. On dit qu’un polynome non nul de Z[X] est primitif si le
pecd de ses coefficients est égal a 1. Montrer que le produit de deux
polyndémes primitifs de Z[X] est primitif.

b. Pour A € Z[X] non nul, on appelle contenu de A. et on note
c(A) le pged des coefficients de A. Soient A et B deux polynomes
non nuls de Z[X]. Montrer que ¢(AB) = c(A)c(B).

2. Soit A = @, X" + -+ ;X + ag € Z[X] et p un nombre
premier. On suppose que :

(i) p ne divise pas ay, ;
(#) p divise ag, ay, - .. Gp_1:
(iii) p? ne divise pas ao.
Montrer que A est irréductible dans Q[X]. (ENS Cachan)

> Solution.

n m
1.a. Soient A = Z ap Xk B = Z bi.X* des polynomes & coefficients

k=0 k=0
m+n

entiers et C = Z ¢ XF = AB. Supposons A et B primitifs et montrons,

k=0
en raisonnant par I’absurde, que C est primitif. Si ce n’est pas le cas, il

existe un nombre premier p divisant tous les ¢;.. Pour P € Z[X], notons
P le projeté de P dans (Z/pZ)[X] : si P = ) sX", P => X" ou
keN keN

5% est la classe de s, modulo p. Comme p divise tous les ¢, on a C =0
et donc A B = AB = C = 0. Mais (Z/pZ)[X] est integre, puisque Z/pZ
est un corps, donc on a A = 0 ou B = 0. Autrement dit, p divise tous
les coefficients de A ou tous les coefficients de B. Cecli est exclu.

On conclut que le produit de deux polynémes primitifs de Z[X] est
encore primitif.
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b. On peut écrire AB = ¢(A)c(B)—— Alors les polyndmes

(A) (B)

A
sont primitifs, donc leur produit aussi d’apres la question

@) (B)
précédente et le contenu de AB est ¢(A)c(B).

2. Montrons que si A n’est pas irréductible dans Q[X], alors il peut
s’écrire A = BC avec B et C dans Z[X] de degrés strictement, inférieurs
a celui de A.

Soient o = ¢(A) et A’ = A/a € Z[X]; A’ est primitif. A étant
composé. par hypothése, A’ 'est aussi et on peut écrire A’ = B’C’, avec
B’ et C’ dans Q[X] de degrés strictement inférieurs & celui de A. Notons
B (resp. ) le produit des dénominateurs des coefficients de B’ (resp. C').
Alors les polynomes B = B’ et C = 4C’ sont dans Z[X] et fyA’ = BC.
En passant aux contenus, on obtient Sy = fByc(A’) = ¢(B)c(C). Par
conséquent, on a

A = a(B/B)(C/7) = a(B/¢(B))(C/c(C)) = (aB/¢(B))(C/e(C))

et aB/c(B) et C/c(C) sont & coefficients entiers de degré strictement
inférieur & celui de A.

Passons a la démonstration proprement dite du critére d’Eisenstein.
Raisonnons par 'absurde et supposons A non irréductible. D’aprés ce
qui précede, il existe B et C dans Z[X], de degrés strictement inférieurs
an, tels que A = BC' . Ecrivons B = 5, XF 4+« + ;X + by et C =
X!+ -+ X + e, avec k = degB et [ = degC. Comme dans la
question précédente, on projette I'égalité A = BC dans Z/pZ[X]. 1l vient
@, X" = B C. Les polynémes B et C sont de degrés respectifs k et [ car
birc; = an, n’étant pas divisible par p, br # 0 et €7 # 0. Par unicité de la
décomposition en irréductibles dans (Z/pZ) [X], B = b XF et C = XL
On a alors by = ¢g = 0 c’est-a-dire p|by et p|co. Mais alors p? divise
ag = bocg ce qui contredit, (iii). <

Il résulte du critére d’Fisenstein que X" —2 est irréductible dans Q[X]
pour tout entier n 2 1 (prendre p = 2), ce qui prouve qu’il y a dans Q[X]
des irréductibles de tout degré. Voici une autre application du critere
d’Eisenstein.

5.13. Irréductibilité de ®,, dans Q[X]

227

Soitw=e » ol p est premier et ¢, = XP~14...+X+1 (p-itme
polyndme cyclotomique).

1. On admet que @, est irréductible dans Q[X]. Démontrer que
I'ensemble Z des polynémes annulateurs de w dans Q[X] est ®,Q[X].
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2. Montrer que le polynome (X + 1)P7! - 4+ (X + 1) + 1 est
irréductible dans [X] (on pourra utiliser Pexercice précédent).

3. En déduire que ¥, est irréductible dans Q[X].

4. Démontrer que Q [ezsz] = {Q(w),Q € Q[X]} est un corps,
appelé corps cyclotomique. Quelle est sa dimension comme espace
vectoriel sur Q7

(ENS Cachan)

> Solution.

1. Posons 7 = {Q € Q[X],Q(w) = 0}. Z est un idéal de Q[X] en
tant que noyau du morphisme d’algebre Q € Q[X] — Q(w) € C. Nous
savons que tout idéal de Q[X] est principal. Comme I est non nul, il
existe donc un unique polynoéme unitaire Q tel que Z = QQ[X]. Or. nous
savons que ®,(w) = 0. puisque (w —~ 1)P,(w) =wP —1=1—-1=10. On
en déduit que Q divise @, puisque ®, € 7. Comme Q # 1 et comme &,
est supposé irréductible, on a nécessairement Q = ®,. On conclut

=50}

2. Posons U= (X+1)P" 4.4 (X+1)+1 = ®,(X+1), c’est-a-dire
1-(X+1)P (X+1)P-1

1-(X+1) X

= XP14+CPIXPT? 4+ O2X + CL € Z[X].

U:

Pour montrer que U est irréductible, nous allons utiliser le critére
d’Eisenstein de I'exercice précédent avec le nombre premier p. Les hypo-
théses (2) et (i) sont clairement vérifiées. 11 s’agit de vérifier (iz). c’est-
a-dire que les C’; sont divisibles par p pour 1 < k < p — 1. En effet, si
1<k<p—1,onaklCh=p(p-1)...(p—k+1). Donc p divisek!C’;.
Comme k < p, p est premier avec k! donc divise C’;,.

On conclut & I’aide du critére d’Eisenstein que U est irréductible.

3. Supposons ¢, composé et posons @, = BC ot B, C sont dans
Q[X] avec degB < deg @, et deg C < deg ®p,. On a alors U = ¢,(X +
1) = BX + 1)C(X + 1). Comme degB(X + 1) = degB < degU et
deg C(X+1) = deg C < deg U, il en résulte que U n’est pas irréductible,
ce qui est faux.

Conclusion. ®, =XP~! + ... 4+ X + 1 est irréductible dans Q[X].

4. @, est le polyndme unitaire de plus petit degré annulant w. Donc
la famille (1,w, . ..,wP ?2) est libre sur Q (toute combinaison linéaire non
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triviale nulle offrirait un polyndme non nul. de degré strictement, inférieur
ap—1, annulant w). Si Q € Q[X] et si on note R le reste de Q niodulo
®,.. il vient Q(w) = R(w) puisque ®,(w) = 0. ce qui montre que

Qw] = Vect(l,w, . ..,wP 2).

Ainsi, le systeme (1,w, . ..,wP?) est une base du Q-espace vectoriel Q[w]
et

227

dimQ [eT] =p—1|

Reste & démontrer que Q [6217“] est unt corps. En premier lieu, Qw]
est Vimage par le morphisme d’algébre P —— P(w) de Palgébre Q[X];
c’est done une sous-algébre de la Q-algébre C et en particulier un sous-
anneau de C. Soit # un élément non nul de Quw|. 1l existe R € Q[X]
non nul de degré strictement inférieur & p — 1 tel que z = R(w). Comme
@, est irréductible, il est premier avec R. 1l existe donc (U, V) € Q[X]?
tel que U®, + VR = 1. En w, cela donne U(w) x 0 + V(w)r = 1, soit
V(w)x =1 et V(w) € Q[w] est l'inverse de .

Conclusion. Q [0217“] est un corps de dimension p — 1 sur Q. <

Les racines de ®, sont les racines p-iemes de 'unité différentes de
1. Plus généralement. pour n € N*, on note I1,, ’ensemble des racines
primitives n-iémes de l'unité (rappelons qu’une racine n-iéme est primi-
tive si. et seulemnent si. elle engendre lc groupe multiplicatif U,,. et que
Card I, = @(n), oil ¢ est l'indicateur d Buler) et &, = [] (X~ ¢). On

gelly,

peut alors montrer que P,, appartient ¢ Z|X] (ce qui est fait dans Dexer-
cice 4.17) et est irréductible dans Q[X], ce qui constitue le théoréme de
Dirichlet ®. Il en résulte que si & est un élément de 11,,. alors Q[€] est un
corps de dimension o(n) sur Q.

5.14. Décompositionde 1 + X + X2 4 ... + X!

Ou suppose que 1+ X+ X? +--- + X1 = P(X)Q(X) ot P.Q
sont deux polynomes réels unitaires & coefficients positifs ou nuls.
Montrer que les coefficients de P et Q sont daus {0, 1}.

(ENS Ulm)

3. PERRIN (D.), Cours d’algébre, Ellipses, 1996.
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> Solution.

e Les racines complexes de 1 +X + X2 + --- + X" ! (et donc de
P ou Q) sont. les racines n-iémes de P'unité différentes de 1. Ta seule
racine réelle est —1, si n est pair. Les facteurs du second degré de P
sont de la forme (X — a)(X — @) = X? — 2Re()X + 1, oll « est une
racine n-ieme de 1'unité. Comme P est unitaire, il est produit de tels
facteurs avec éventuellement X + 1 pour n pair, de sorte que le terme
constant de P est égal & 1. On remarque d’autre part que si o est racine

1
de P, — = @ est aussi racine de P, avec la méme multiplicité égale & 1

(un tel polynome est appelé polvnéme réciproque). Les polynowmes P et

~ 1
P = Xdee(®Pp X ont donc les mémes racines, toutes simples : ils sont

P
proportiounels. Etant unitaires. ils sont égaux. Si P = Zukxk, ou p
14 k=0
est le degré de P, alors P = Zap,ka. On en déduit que, pour tout
k=0

k€ [0,p], ap_x = ax. On obtient évidemment, un résultat analogue pour
le polynéme @, dont on notera g le degré et by, ..., b, les coefficients.

e Supposons par exemple p < g. Considérons, pour k compris entre

0 et p, le coefficient d’ordre k de PQ; il est égal & 1. On obtient
k

Zak-ibi = 1. En particulier, pour ¥ = p, on a, compte tenu de la

=0
symétrie des coefficients de P,

P P
1= Zap,;bi = Zaibi.
i=0 i=0

Sacliant que ag = bg = 1 et que tous les coefficients sont positifs. on en
déduit que, pour 1 < i < p, on a a;b; = 0. On observe en particulier que
b, = 0 et donc que ¢ > p.

On peut ensuite montrer simplement, par récurrence sur k entier
entre 0 et p, que ai et by, sont dans {0,1}. C’est vrai pour k = 0 (ag =
by = 1). Si la propriété est établie jusqu’au rang k — 1, alors

k—1
ar +br = apbg + aghy = 1 — Zak—z‘bi
i=1
est un entier plus petit que 1 et positif par hypothése, donc égal 4 0 ou 1.
Nous avons le résultat voulu puisque nous savons que a; = 0 ou by = 0.

Comnsidérons ensuite, pour p + 1 < k < g, le coefficient d’ordre k de
k

PQ. On obtient 1 = Z ak_;b;, et donc
i=k—p
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k—1
E ak-fbi.

i=k—p

Nous savons déja que les coefficients ay et by sont dans {0, 1} pour 0 <
k < p. Une récurrence semblable a la précédente permet Jde démontrer
que b € {0,1}, pour p+1 <k < ¢q. <

On peut se demander s’il existe de telles décompositions de 1 + X +
X2+ .-+ X1, L exercice précédent démontre que si n est premier, ce
polynome est irréductible dans Q[X]. 1l faut donc avoir P =1 ou Q= 1.
Sin = ab avec a et b enticrs naturels, a # 1 et b # 1, on peut écrire

Xr—1 (X2 -1
X-1  X-1

_ X 1( Shaxe) = ZX‘XZX‘”.

ce qui est une décomposition non triviale du type considéré.

I+ X+ X2+ X! =

Nous allons maintenant nous intéresser aux fonctions polynomiales et
a leurs propriétés. Si K est un corps et A une partie infinie de K, il y un
isomorphisme entre Ualgébre K[X] et lalgébre des fonctions polynomiales
de A dans K. Cela permet d’identifier ces deux algébres, ce que font les
exercices sutvants.

5.15. Polynomes complexes d’image réelle

Quels sont les polynoines complexes P dont Pimage est incluse
dans R?

(ENS Lyon)

o> Solution.

Si P € C[X] est de degré supérieur ou égal & 1, la fonction polynéme
associée & P est une surjection de C daus lui-méme! En effet, pour tout
complexe w I'équation P(z) = «w admet une solution par le théortme de
D’Alembert.

Conclusion. Si P(C) C R, c’est que P est un polynéme constant
réel. <

L’eaercice suivant s’intéresse aux sommes de deux carrés dans l'an-
neau R[X]. La situation est nettemnent plus simple que dans 7.
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5.16. Sommes de deux carrés dans R[X]

Soit P € R[X]. Montrer que P(z) > 0 pour tout z € R si, et
seulement si, P s’écrit A% + B? avec A et B dans R[X].
(Ecole polytechnique)

> Solution.

Si P est somme de deux carrés de polynomes réels, il est évident que
P(z) 2 0 pour tout x réel.

Réciproquement, supposons que P(z) 2 0 pour tout x réel. Le cas P
constant étant trivial, supposons deg P 2 1. En considérant la limite en
400 qui ne peut étre que +oo, il apparait que le coefficient dominant de
P est positif. Si o est une racine réelle de P d’ordre n. P s’écrit (X—a)"Q
avec Q(a) # 0. En particulier, Q étant continu sur R, il garde un signe
constant au voisinage de a. Comme P ne change pas de signe en a, n
est nécessairement pair. Par conséquent, P se décompose sur C de la
maniére suivante

P q
P = ATJX - a)> ] X = 2™ (X = Xy,
i=1 Jj=1
oil a1,...,ap, sont les racines réelles de P, ay,. .,qp sont des entiers
pairs et A € R} (dans le second produit on a associé chaque racine non

réelle avec sa conjuguée qui a le méme ordre de multiplicité puisque P
est réel). Si on pose

P q
C=W][X-a)? []X-X2)"™,
i=1 =1
on constate que P = CC. En écrivant C = A + iB, avec A et B dans
R[X], on obtient P = (A + iB)(A —iB) = A? + B%. <

L’ezercice suivant caractérise les polynémes réels prenant des valeurs
positives sur [—1, 1].

5.17. Polynomes positifs sur [—1, 1]

Soit P € R[X] tel que P(z) > 0, pour tout z dans [—1,1].

1. On suppose que P est de degré inférieur ou égal & 2. Montrer
quon peut écrire P = (X — a)? + (1 — X2), avec e > 0, § > 0,
ac[-1.1].
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2. On reviemt au cas général. Montrer 'existence de (A.B) €
R[X] tel que P = A? + (1 — X?)B2.

( Ecole polytechnique)

> Solution.

1. Supposons d’abord que P s’annule sur [-1, 1], en a.

Si a € ]-1, 1], P ne change pas de signe en a, donc a ne peut pas étre
racine simple de P. Si P est de degré 2. il s’écrit done (X — a)?, avec
a > 0; sinon, ¢’est le polyndme nul, ce qui revient & prendre o« = 0. Si
a €]-1.1[, P a donc la forme voulue, avec 3 = 0.

Exaniinons maintenant le cas ot P g’annule seulement en a¢ = +1.
Quitte & considérer le polynome P(—X), on peut supposer que « = 1, 11
existe alors (b, ) € R? tel que P = (1 — X)(bX + ¢). De I'hypothése. on
déduit que bz +c¢ 2 0 pour tout « € [-1, 1], ce qui équivaut & b+c = 0 et
—b+ ¢ 2 0. Pour avoir P de la forme voulue, avec a = 1, il suffit d’avoir
P=(1—-X)(a(l-X)+p(1+X)), cCest-a-dire b= —a+ P et c=a+f,

1 1
ce qui s’obtient en posant o = E(L —b)et g= Q(C +b). Les réels a et 3

sont bien positifs d’aprés les conditions trouvées sur b et c.

Dans le cas ol P est strictement positif sur [-1, 1], nous allons mon-
trer qu’en lui soustrayant un terme de la forme (1 — X?), on peut
se ramencr au cas précédent. Soit E 'ensemble des £k > 0 tels que
P — k(1 —X?) soit positif ou nul sur [-1, 1]. Puisque P possede sur [-1, 1]
un minimum strictement positif m, E n’est pas vide : si 0 < k < m, k
appartient & E. Cet ensemble est majoré, par exemple par P(0). Soit 8
sa hourne supéricure. Le polynéme Q = P— (1 - X?) s’annule sur [-1, 1],
sinon le mcme raisonnement. appliqué & Q permettrait d’exhiber & > 0
tel que Q — k(1 — X?) soit positif ou nul sur [—1, 1], ce qui contredirait
la définition de . Si ¢ est une racine de Q sur [-1, 1], a est différent de
+1, sinou P s’annulerait en 1. Le polynome Q est positif sur [~1, 1] et
s’aunule en a € |—1, 1[. Nous avons montré qu’alors il existe a = 0 tel
que Q = a(X — a)?, ce qui conduit & P = o(X — a)? + (1 - X?). avec
az0et 32 0. ce qui est le résultat demandé.

2. Montrous pour commencer que P peut s’écrire comme produit de
polynomes de degré inféricur ou égal & 2, positifs sur [—1, 1]. Notons
ay,...,ax les racines de P appartenant & | — 1. 1[. Puisque P ne change
pas de signe en a;, la multiplicité de a; est paire; on la note 2n;. Ainsi
P se décompose en

k l
P=]]X-a)* [P
i=1 j=1
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ou Py, Ps,...,P; sont des polynomes irréductibles, donc de degré infé-
rieur ou égal & 2, ne s’annulant pas sur | — 1. 1[. Comme P est positif

1
sur [—1, 1], on en déduit que H P, est strictement positif sur | — 1. 1].
i=1

Quirte & multiplier certains P; par —1, on peut supposer que Py,...,P;
sont tous strictement positifs sur | — 1, 1[ et donc positifs sur [-1,1]. P
peut donc s’écrire comme produit de polynémes de la forme (X — a;)?
ou P;, tous positifs sur [—1, 1] et de degré inféricur ou égal & 2.

D’aprés la question 1. chacun de ces polynomes peut s’éerire

(X~ a)? +p(1 - X?) = (Va(X - a))* + (1 - X*)(v/B)?,

ce qui est de la forme A% + (1 — X2)B?, Pour conclure. il reste & montrer
qu’un produit de polynoémes de cette forme est encore un polynome ayant
la. méme forme. Le montrer pour deux polynomes est d’ailleurs suffisant.
Cela résulte alors de I'identité de Lagrange, valable dans tout anneau :

(a® + b)) (c? + d?) = (ac — bd)? + (ad + bec)?.
Formellement, on est tenté d’écrire, pour des polynomes A. B, C,D
Q = (A*?+(1-X%B?) (C*+(1-X*)D?)
= (A% (VTP (2 4 (VI - XEDP)
(AC - (1 - X?)BD)® + (ﬁ(AD + BC))2
— (AC— (1-X?)BD)” + (1 - X?)(AD + BC)>.

L’égalité entre Q et le dernier terme peut se vérifier directement. Elle
démontre le résultat voulu. Elle tient moins du miracle qu’il n’en parait
puisque ce calcul se justifierait en se plagant sur une «extension » de R[X]
dans laquelle 1 — X2 aurait une racine. <

Il est évident que réciproquement, tout polynéme d coefficients réels
qui s’écrit A? + (1 — X2)B? est positif sur [-1.1].

Voici encore un exercice sur les polynomes réels positifs. On n’oubliera
pas qu’un polynome réel est en particulier une fonction de classe C*° a
laquelle on peut appliquer tous les résultats classiques de analyse réelle.
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5.18. Polyndme positif

Soit P € R[X] tel que pour tout z € R, P(z) > 0. Soit n le degré
de Pet Q=P +P +---+ PM™_ Montrer que pour tout = € R,
Q(r) = 0.

(ENS Ulm)

> Solution.

P étant positif. n est pair et le coefficient dominant de P est positif.
TLe degré de Q vaut alors = et son coefficient dominant est celui de P.
1l en résultc que Q tend vers +0o en +oc et en —oo de sorte que Q
est minoré sur R. Si m est sa borne inférieure, il existe A > 0 tel que
|Q(z)| = m+ 1 si |z| > A. m est alors la borne inférieure de Q sur le
compact [-A, A]l. Q étant continue. elle est donc atteinte en un point
zg. On a alors Q'(zg) = 0. On remarque que Q — Q' = P. On a donc
Q(z0) = P(xo) 2 0. Dot le résultat. <

Lexercice sutvant étudie les racines modulo p premier d’un polynome
a coefficients entiers.

5.19. Diviseurs d’un polynéme de Z[X]

Soit P € Z[X] et p premier. On dit que p est un diviseur de P
8’il existe un entier n € N tel que P(n) = 0 (mod p) et P(n) # 0.
Montrer que tout polynéme non constant a unc infinité de diviseurs.

(ENS Cachan)

> Solution.

On peut supposer que le coefficient constant ag de P n’est pas nul.
Sinon, on écrit P = X*Q, ou k est la valuation de P et il suffit de
démontrer la propriété pour Q.

On notc D I’ensemble des diviseurs de P. L’ensemble des entiers
tels que [P(n)] < 1 est fini car P n’est pas counstant. Si n est un entier
naturel tel que |P(n)| > 2, alors P(n) posséde un diviseur premier p et
p €D : D nest pas vide.

Montrous que le cardinal de D n’est pas fini en raisonnant par
Iabsurde. Si D = {p1,p2,...,m} (I € N*), considérons le produit
n=1m-|ag|-p1 ...p1, avecm € N*. [l existe N,,, € Z tcl que P(n) = agNn
et N, =1 (mod py ... p). L'entier |N| tend vers +co avec m, donc pour
m assez grand, on a |Ny,| 2 2. Ny, posséde alors un diviscur premier p
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qui appartient a D. D’ou la contradiction cherchée, car on devrait avoir
Ny, =1 (mod p). <

On s’intéresse maintenant ouzr polynomes o coefficients réels que
laissent Z. stable.

5.20. Polyndémes de Hilbert

On pose Hy =1 et, pour . € N*,
CX(X-1)...X=n+1)

n!

Hy,

1. Montrer que, pour tout n € N, on a H,(Z) C Z. En déduire
que le produit de n entiers consécutifs dans Z est divisible par n!.
2. Soit P € R[X], avec deg P < n. Montrer qu’il y a équivalence
entre :
() P(Z) C Z;
(#0) P(k) € Z, pour k=0,1,. .,m;

(i47) il existe (Ao, ..., n) € Z"F! tel que P =)~ AcH.
A k=0
(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. Soit n€N.On a :

0 si 0<k<n—-1
H,(k)y=<¢ C} si k>zn
-n)"Cr_,. 4 si k<O

Pour k entier, le produit des entiers k., k+1,...,k+n— 1 vaut donc
n!Hy,(k — n + 1) qui est un multiple de n!.

Il convient de remarquer que P(Z) C Z n’implique pas P € Z[X].
comane le prouve ’exenple des polynémes H,,.

2. Bien entendu (%) implique (i%). Si P est de la forme Z AHg, avec
k=0
(Mo, - - -, An) € Z™H1 alors la question 1 montre que P(Z) C Z. Donc (i44)
implique (3).
Il reste & prouver que (#i) implique (#¢). Chaque polynome Hy étant
de degré k, la famille (Hg,...,H,) est une base de R, [X] et il existe
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(A5 - - > An) €E R tel que P = Z ApHg. Montrons, par récurrence sur
k=0
k€ 0,n] que A, € Z.
e On aP(0)=X€Z.
e Si, pour k € [0,n], on a (Ag,..., \r-1) € Z*, on a alors

k—1

k k
P(k) =Y MHi(k) = Y MC} et done Ay = P(k) — Y NCi €Z
=0 =0

=0

car P(E), Ao, ..., Ax_1 sont dans Z, ce qui achéve la démonstration. <

Si K est un corps, x1,...,%n €t yy.-..,yn des éléments de K, les z;
élant deux & deur distincls, il existe un unigue polynome P € K,—1[X]
tel que Uon ait. pour 1 < i < n. P(x;) = y;. C’est le polynome d’inter-
polation de Lagrange relatif ¢ (i, ¥s)1<ign- 1 s écrit

[JCSED)

n
P = ZyiLi, 071 Li = L
=1 H(I’Z - :l])
J#i

On peut remarguer que si (X)) = H(X—:E,-). alors LX) =
i=1

(X+(1))2'(13_) Nous appelerons les polynémes L; les polynomes
interpolatenrs de base relatifs au n-uplet (x1,...,%n).

Il en résulte en particulier qu’un polynéme P € K,,_1[X] est unique-
ment déterminé par ses valeurs en n points distincts z,,...,r, de K. Les
valeurs P(x;) sont alors les coordonnées de P dans la base de K, [X]
formée des polynéomes L, ..., L,. Cetle idée est a la base de l’exercice

suivant, qui regroupe en fait trois petits exercices sur le méme théme.

5.21. Interpolation de Lagrange

1. Soit P € C[X] de degré n > 1. On suppose que P(k), P(k +
1)..... P(k + n) sont dans Z pour un certain k € Z. Montrer que
pour tout z € Z, P(z) € Z.

2. Soit P € Z[X] de degré n > 1. On note N le pged de
P(0), P(1),...,P(n). Montrer que N divise P(z) pour tout x € Z.
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3. Soit P € R[X] de degré n tel que P(V), P(1), P(4),...,P(n?)
soient dans Z. Montrer que : Va € Z, P(a?) € Z.

(ENS Ulm)

> Solution.

1. Quitte & considérer le polynome Q tel que Q(X) = P(X + k), on
peut supposer que k = 0. On note Lg, L1, ..., Ly les polynoémes interpo-
lateurs de base pour le (n + 1)-uplet (0,1,...,n). On a alors, pour tout

n

entier x, P(z) = ZP(i)Li(x). Pour montrer le résultat voulu, il suffit
i=0
de prouver que L;(z) € Z pour tout entier z et tout i € [0, n].
On a, pour i € [0,n] et z € Z,

I -5 o=« []@-i
Lz(x) _ jelo,n]—{} _ 7=0 j=i+l
H (i —7) ! (n—)!
jelo.n]—{s}

L;(z) est entier car, si k € N*, le produit de k entiers consécutifs est
divisible par k! : c’est ce que montre la premiére question de 1’exercice
précédent.

2. On a encore P(zr) = ZP(@)L,(I) pour tout z € Z. Comme N
i=0
divise les P(%) et que les L;(z) sont entiers d’aprés 1, il est clair que N
divise P(z).

3. Soit Q(X) = P(X?). On a deg(Q) = 2n et Q(-n), Q(-n +
1),...,Q(-1), Q(0), Q(1),...,Q(n) sont dans Z. D’aprés la question 1,
Q prend des valeurs entieres sur Z : ¢’est le résultat voulu. <

Observons que la premiere question fournit une autre solution de la
question 2 de Uezercice précédent pour (ii) = (i). L’exercice qui suit
utilise aussi Uinterpolation de Lagrange.

5.22. Polynémes complexes envoyant surjectivement Q@ sur QQ

Soit P € C[X]. Trouver une condition nécessaire et suffisante
pour que P induise une surjection de Q sur Q.

(ENS Cachan)
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> Solution.

Un polynome non nul P € C[X] vérifiant P(Q) C Q est & coefficients
rationnels. En effet. si n cst son degré, on a P = P(0)Lg+ - - - + P(n)Ls,,
ol les L; sont les polynémes interpolateurs de base pour le (n + 1)-
uplet (0,1,...,n) (et les L; sont tous dans Q[X]). On suppose donc
P € Q[X]. Il est évident que tous les polynémes P € Q[X] de degré
1 conviennent. On va en fait montrer que ce sont les seuls. 11 est clair
que les polyndomes constants ne conviennent pas. Montrons qu’il en est
de meme des polynomes de degré > 2.

Soit P € Q[X] de degré n > 2. Quitte & multiplier P par un entier non
nul (ce qui ne modifie pas la surjectivité), on peut supposer que P € Z[X].

n
. . P s
Eecrivons P = a; X*, avec (ag, . ... a,) € Z™1.Si = est un élément non
) ] 0> h q
i=0

n
nul de Q, ¢éerit sous forme irréductible, alors ¢"P (£> = Z ap'q" .
4 i=0

s . . . P
Cousidérons un entier premicr m. Si P =
q

= i, alors 1t divise ¢™
m
et donc g, puisque m cst premier. Alors m”™ divise ¢" et en particulier
n n
comme 71 2 2. m divise % = Z a;p*q" . On en déduit que m divise
i=0

anp™ et donc a,,, car p et ¢ sont premiers entre cux. Un nombre rationnel
de la forme —, ol 7 est un nombre premicr ne divisant pas a,,, n’a donc

m
pas d’antéeédent par P. Donc P(Q) n’est pas égal & Q.
Conclusion. Les senls polynoures complexes envoyant surjectivement
Q sur @, sont les polyndémes a cocfhicients ratiounels de degré 1. <

Soitn € N* et U,, Uensemble des racines n-iémes de Uunité. Pourk €
Z, on a Z wh =0si k¢ nZ et Z w* = sik € nZ. 1l en résultc

we U, welUy,

que si P € C,1[X], 7]—1 Z P{w) = P(0). A Vaide d’une similitude,
weU,

on en déduil facilement que pour toul polygone régulier de C, et tout

P e C,,_1[X], lo valeur de P au centre du polygone (qui est isobarycentre

des sommets) est la moyenne des valeurs de P aur sommets du polygone.

L’ezercice qui suif montre qu’un polygone (z1,...,z,) qui vérifie cetle

propri€té est nécessairement régulier.
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5.23. Caractérisation des polygones réguliers

On considere n + 1 nombres complexes zg, 21, - - -, 25, distincts
_l n
tels que pour tout polynéme P € C,,_1[X], P(z) = — E P(z).
n
k=1

Montrer que z...., z, sont les sommets d’un polygone régulier de
centre zg.

(ENS Ulm)

> Solution.

On observe que z est isobarycentre de 24, . . ., 2, (il suffit de prendre
P = X pour le montrer).

Nous allons exploiter I’hypothése sur une base de C,,_4[X]. Nous
proposons deux solutions de P’exercice.

o Une premitre fagon consiste & choisir une base de C, ;[X]

ot la somme des P(z;) se calcule facilement : la base (Ly....,L,)
des polyndmes interpolateurs du w-uplet (z,...,2,) définis. pour
Z.:]"""n, par
[Jx—2)
Lo A
= =
111G — =)
J#é

1
L’hypothése est que. pour tout 4 € [1.n], Li(z9) = —. Si on introduit
n
le polynome Q(X) = (X — 21 )(X — 22) ... (X — z,), cette égalité s’écrit
Q(z0) _

J‘ 7
0 — %3 o ’I_”LQ (ZZ)

Cela implique que le polynome Q' (X){(X — zq) — n[Q(X) — Q(z0)] s’annule
en chaque z;, i =1,..., n. Ce polyndme étant de degré inférieur ou égal
a4 n — 1, il est nul. On montre alors que Q(X) — Q(z) = (X — 20)™. En
effet, on remarque que

(Q(X) - Q(zO)>' _ QOYX - 20) — n(QX) ~ Q) _

(X — z)" (X — zg)t1
— Q(=
La fraction Q(Z)—Q)(n—o) est donc constante et, puisque le coefficient
z— 20

dominant de Q est 1, elle vaut 1.
On obtient, pour tout ¢ € [1,n],
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(zi — z0)" = Q(z) — Q(z0) = *Q(Zo)

Conclusion. zy — zg,. . .,zn — 2o sont les racives n-iemes de —Q(zp)
et z1,...,2zn sont donc sur un polygone régulier centré en zq.

e Une autre idée counsiste & exploiter I'hypothese sur une base de
Cpn—1[X] o1 P(zp) se caleule facilement : la base (X —2)?, 0 <p < n—1.

1 n
On obtient pour p € [1,n — 1], 0 = = E (26 — 20)”. Les sommes de
n
k=1
Newton Sy,...,5,_; relatives & z; — 2o, ...,2n — 20, définies par S, =
n

Z(zk — 29)? sont donc nulles. Yapres les formules de Newton, qui sont

i=1

démontrées dans 'exercice 5.26, on en déduit que si 0y, ..., 0, sont les
fonctions symétriques élémentaires de z; — 2g,...,2, — 2g, ON &, pour

1 .
(71)174- [)O'p = bp,1 + -+ O'p_lsl =0.
On adonc o7 = --- = 0,1 = 0 et 2y — 29,..., 2, — 2o sont. les
racines du polynome X" + (—1)"0,,, c’est-a-dire les racines n-iemes de
(-1)"*1g,,. On conclut comme dans la solution précédente. <

Dans Uezxercice suivant, il est encore question de fonctions polyno-
miales : il s’agit des fonctions induites par un polynéme a coefficients
dans Z ou Q sur Z/pZ ou Z/p*Z.

5.24. Polynémes entiers et fonctions polynomiales induites sur
Z/p*Z

Soit p un nombre prenicr.

1. Ou note @ la classe de 'entier u dans Z/pZ. Pour P € Z[X],
on note ®(P) € F(Z/pZ,Z/pZ) I'application qui a toute classe u
associe la classe W Etudier la surjectivité de ® ct son noyau.

2. Pour 27 € N*, on note k£, le produit des entiers non multiples

1
de p qui sont compris entre 1 et n. On pose Hy = 1 et H,, = k—X(Xf
n
1)...(X—n+1) pour n 2 1. Les polynémes H,, engendrent, un sous-
groupe additif de Q[X] noté S. Soit i € N*. On note maintenant o

la classe de l'entier u dans Z/p'Z.
a. Soit Q € S. Montrer que Q(Z) C Z et que u = v’ [p’]

implique Q(u) = Q') [p*].
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b. Pour Q € S on note ¥(Q) € F(Z/p'Z,Z/p*Z) Vapplication
qui & toute classe U associc la classe Q(u). Etudier la surjectivité de
¥ et son noyau.

(ENS Ulm)
> Solution.
1. L’application qui, & P = ZanX” € Z[X], associe
n€eN
P = ZEX” € (Z/pZ)[X] est un morphisme d’anneaux. Comme

neN
Vapplication qui, & un polynéme de (Z/pZ)[X], associe sa fonction
polynomiale est aussi un morphisme d’anneaux, il en va de méme de la
composée &,
e Montrons que ® est surjective. Si f € F(Z/pZ,Z/pZ), nous savons
qu’il existe un unique polynéme A € (Z/pZ)[X] de degré inférieur ou
égal & p — 1 tel que pour tout ¢ € [0.p — 1], A(4) = f(i) (polynéme

p- 1

d’interpolation de Lagrange). Si A s’écrit Zb_ij, avec (b1, ....by 1) €
p—1 7=0

ZP,on pose P = Z b; X7 . Par construction, on a, pour tout ¢ € [0,p—1],

i=1
P(i) = A(i) = f(i). Ceci montre que ®(P) = f. L’application ® est
surjective.
Ce qui précéde montre que toute application de Z/pZ. dans lui-méme
est polynomiale.
e D’aprés le petit théoréme de Fermat, on a, pour tout = € Z/pZ,
2P — x = 0, autrement dit, (X* — X) = 0. Le polynéme X¥ — X
appartient & Ker®. Si P € Z[X], on effectue la division euclidienne de
P par XP — X. On obtient P = (XP — X)Q + R, avec Q € Z[X] et
R € Z, 1[X]. On a alors ®(P) = ¢(Q)P(X? — X) + ®(R) = ®(R). Ceci
montre que P appartient & Ker @ si et seulement si R est dans Ker .

p—1
Ecrivons R = Z ijj , avec (bo,---,bp—1) € ZP et considérons son pro-
7=0
p—1
jeté R = Zb_ij dans Z/pZ[X]. Si R est dans Ker ® tout élément de
5=0

7./ pZ est racine du polynéme R. Celui-ci étant de degré inférieur ou égal
ap—1, c’est le polynéme nul. On a done, pour tout 5 € [0,p— 1], b; = 0.
c’est-a-dire que p divise b;. On en déduit qu’il existe T € Z,_1[X] tel que
R=pT et P=(X?—-X)Q+ pT. 1l est clair, réciproquement, que tout
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polynome ayant cette forme appartient & Ker @, et plus généralement
tous les polyndmes de la forme (XP — X)Q + pT avec Q ct T dans Z[X].

Conclusion. Le noyau de @ est I'idéal de Z[X] engendré par les
polynoimes XP — X et p.

2.a. Les éléments de S sont les combinaisons linéaires a coeffi-
cients entiers des H,,. 11 suffit donc de démontrer la propriété pour les
polynomes H,, (n > 1).

Montrous que H,(Z) C Z pour commencer?. Considérons x € Z. Si
0<z < n—1,alors H,(x) =0. Si & > n, alors

A

n! n
Hp(z) = m k., 3 Gl

et H,(z) € Z car, par construction, k, divise n!. Enfin, si < 0, alors

)_ (71)n(n_x+ 1)' ( 1)nn| n
(@) = 3 T ke

et de nouveau H,, (r) € Z.

Le polynoéme k,H, cst & coefficients entiers. Si u = ' [pl] alors
d’apres les propriétés des congruences, ou a k,H, (u) = k,H,(u') [pi].
Autrement dit. p* divise k,H,, (u) — k,H,, (¢). Or, par hypothese, k, est
premicer avec p. douc avee pt. On en déduit. d apres le théoréme de Gauss.
que p' divise Hy(u) — H,(u'), c’est-d-dire que H,(u) = H,(u') [p?].

b. On peut. remarquer que ¥ est un morphisme de groupes additifs

on ne diS 0S¢ pas d’ullC structure d’anncau sur S .
P
d

e Soit de Net Q= Zaan, avec (ag, . - «,aq) € Z41, un lément
n=0
de S. D’apres ce qui précede, on a, pour 0 < 7 < d.

Q) =Y an,~C5
n=0 n

Supposons que Q € Ker ¥, Alors, on a, pour tout j € [0.d]. Q(y) =
0[ ] On obtient. en parhcuher p()llr 7=0etj=1, 09 = O[ ] et

ag + — =0 [p] et donc ag = F =0 [p ] . Supposons démmontré que
1

kl
. ann!
pour tout n € 1,7 — 1], on a nlt

=0 [pi] . On obtient alors

il -1 ! )
a’]_:j_.? — Q(]) - Zankic_;‘" =0 [pl] .
J n=0 n

4- En fait, le résultat découle directement de I'exercice 5.20 puisque H,, est un mul-
tiple entier d'un polynome de Hilbert.
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a 3
ce qui démontre, par récurrence. que pour tout j € [0.d], IZ:J =0 [p’] .
i)

Montrons réciproquement, que si cette condition est réalisée, alors
Q€ KerW. Eneffet si0<j<d onaaglj(z)=0pour 0K <j—1

et a;H;(z) = JJ Ci=0 [ ] pour z 2 7. On a dong, pour tout x € N,
Q(z) =0 [p?] et \I/(Q) = 0. Le polynéme Q est dans Ker ¥.

Notons enfin que la condition trouvée équivaut & a;j! = 0[p*], pour
tout j de [0, d]], puisque k; est premier avec p. On conclut :

d
Ker U = {Za]Hj,d €N, (ao,.-.,aq) € Z* Vi € [0,d] a;j! = O[pi]} \

3=0

Remarquons que pour tout j € N, vp(a;5!) = vpla;)+ 1,51 2 vp(5Y).
Si v, (71) = 4, alors la condition sur a; est automatiquement réalisée. Soit
Jo le plus petit des entiers j tels que v, (5!) 2 4. Il résulte de ce qui précede
que le sous-groupe de S engendré par les polynémes H,, § 2 jo est inclus
dans le noyau.

e On peut décrire autrement les éléments du noyau. Soit Q € Ker ¥.

471 bik: .
La condition 27- k: =0 [ ] signifie qu’il existe b; € Z tel que a; = J.'J Pt
i 4l
d
Le polynéme Q s’écrit donc p* Zb H , ol les polynémes H; sont les
j=0

polynémes de Hilbert définies par Hyy = 1 et pour tout = € N*,
1
H = —'X(Xv ..X—n+1).
n!

Il est classique de montrer que les polynoémes qui s’écrivent comme com-
binaisons linéaires & coefficients entiers des polynémes de Hilbert sont
les polynémes de Q[X] qui envoient Z dans Z (voir exercice 5.20). On
obtient finalement

Ker ¥ = {5'Q,Q € QX], Q(Z) € Z} |

e Soit f € ¥(S) et Q € S tel que ¥(Q) = f. Notons comme précé-
d

demment Q = Z a,H,. La fouction ¥(Q) ne dépend que des restes des
n=0

a; modulo p*. On peut donc supposer que les coefficients a; sont dans

[0,p° — 1]. D’autre part, ’étude du noyau montre qu'on peut prendre

d < jo. En notant
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jo—1
S = QES,Q: ZajHJ,(ao,...,ajO_l)e[[O,pivl]]m

3=0
on obtient Im ¥ = ¥(S'), d’oi1 on déduit que
Card(Tm ¥) < Card(S') = (p*)%.

Pour préciser Card(S'). il faut évaluer jo (défini ci-dessus). Il résulte
de I'exercice 4.20 que

%mw4m=§¥(#’ﬁ=§}Heﬂf“

pF = p—1

* De la formule du bindme on déduit que, si 7z > 1, on a

1+(p—1)i—p

-1
-1

(' — 1) >
et douc vp((pt — L)1) = i. On cu déduit que jo < p° — 1 et que
Card(Iin ¥) < (p°)? 1.
Nous savous que
Card(F(Z/p'Z, Z/p'Z)) = (p')" .

L’application ¥ n’est douc pas surjective.
* Dans le cas o1 i = 1, on a 39 = p. Montrons qu’alors la restric-

p—1 p—1
tion de ¥ & ' est injective. Si Q = ZajHj et Q = ijHj sout deux
7=0 3=0

élénments de 8 ayant méme inmage par ¥, on obtient, d’aprés ’étude du
noyau qui précede. pour tout § € [0,p — 1],

(8~ 1) 72 =0 Il

Mais ici k; = j!, puisque j < p. On a donc a; = b;[p], ¢’cst-a-dire a; = b,
car a; et b; sont dans [0,p — 1]. La restriction de ¥ & S’ est donc une
bijection de S’ sur Im ¥. On en déduit que

Card(In V) = p? = Card(F(Z/pZ, Z[p)).

Daus ce cas, ¥ est surjective. <

Les exercices suivants ont pour théme les relations entre les coeffi-
cients et les fonctions symétrigues des racines d’un polynome.
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5.25. Un calcul de {(2)

1. Soit n € N. Montrer qu’il existe un polynéme P, tel que,
pour tout £ € ]O, g [,
sin(2n + 1)t

P, (cotan®t) = T
2. Expliciter les racines de P, ¢t calculer leur somme.
3. En observant que pour tout ¢ € |0, g[, on a cotan?t < tiz <
2y = 1
1 + cotan’ ¢, déterminer la valeur de ((2) = ; ol

(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. On applique la formule de Moivre pour calculer sin(2n + 1)t avec

7
O0<t< 5. On a
n
sin(2n41)t = Irn(cos t+isin £)*"+! = Z CZHAL(_1)Fgin?*+1 ¢ cos®(mHR) ¢,
k—0

.. . . . sin(2n 4+ 1)t
En divisant par sin®**'¢ #£ 0, on obtient bien ﬁ =

n
P, (cotam2 t). ou P,, est le polynéwe P, (X) = Z Céf:r} (—1)kX”*k.
k=0
Le polynome P, est unique car si Q répond également au probléme,
P,(r) = Q(x) pour tout x > 0 puisque T peut s’écrire x = cotan’t avec
t = arccotan(y/z) € ]O, g [
2. Le polynéme P, est de degré n et il résulte de la premiere question

que pour tout k € [1,n], zx = cotan? ( ) est racine de P,. Ces

2n+1
n racines étant deux a deux distinctes. il s’agit des n racines de P,,. La
somme des racines de P,, est 'opposé du coefficient de X"~ ! divisé par
le coefficient dominant. Ainsi,

_ C31 _ n(2n—1)
o, 3

3. La double inégalité proposée découle de 'encadrement bien connu
sint < ¢t < tant valable pour tout ¢ € [O, g [ Si on doit le prouver

on peut soit faire une étude de fonction, soit invoquer un argument de

x1_|_..._|_1jn
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L 7’ [ 1S 7 L 7 7T
convexité. On écrit alors l'inégalité pour t = 1 et on sonime pour
7
k variant de 1 & n. Il vient & 'aide de la question précédente
n(2n —1 ~L(2n 4 1)? n(2n —1
M-l Qe L n@e-1)
3 m2k2 3
k=1
. 2n + 1)? . . .
On divise alors par # et on fait tendre n vers 'infini. On trouve
=1 7
un résultat sans doute bien counu du lecteur : | {(2) = —=—|«
sans Co ¢( ) ngl 2 6

Parmi les fonctions polynormiales symétrigues en n variables les plus

n
utilisées, figurent les sommes de Newton S, = fo . Les formules de
i=1
Newton sont des relations entre les sommes de Newton et les fonctions
symétriques élémentaires.

5.26. Formules de Newton (1707)

Soit n un cutier > 2, K un corps comnutatif, zy,...,z, n
éléments de K. On cousidere, pour tout p € N, la somme S, =

n

E xf. Ou note oy, ..., 0, les fonctions symétriques élémentaires de
i=1
1, e, Ly, définies par

g, — Z L1 Lig oo Ly
1< i< <Ep K
Démontrer qu’on a les relations suivantes :
L Sp—aS, 14+ (1" op1Sp—n+ (-1)"0nSp n =0
pour p = n.
2. Sp— 1S, 1+ o+ (-1)P o181 + (—1)Ppo, = 0 pour
1<p<n—1.

Ecole pol technique
poly

> Solution.
1. Cousidérons le polyuéme P = H(X— x;) € K[X]. 1 a pour

i=1
expression



194 CHAPITRE §. POLYNOMES

P=X"4+) (~1)igX""
i=1

1

Pour 1 <i < netp=mn,ona,puisque P(x;) =0, 20 — ozl ~ + - +

(-1)Po, = 0 et donc en multipliant par 27",

f — ot (=)o " =0,

i

En additionnant, pour 1 < ¢ < n, on obtient

|§p — oSy 1+ (-1)"0,S,—n =01

2. Soit p entier tel que 1 < p < n — 1. Ce second cas est nettement,
plus difficile. Pour commencer, on compare S, et 015,_;. On obtient

— _ U
S, =015, 1 S e

1<i1 ,ig<n
i1y

On compare ensuite cette derniére somme et 025, 2. On a, cette fois,

— p P71 s s P2
028, 2 = S @i, Ty, + E Tjy Liy @y,

1<ig ipSn 1<iy <pSm
i1#2 igFil.iz

Plus généralement. on pose. pour 0 < k< p— 1.

—k
A, = Z Tiy oo iy Th

1<ig <o <igEn

171020y
On remarque qu’en particulier Ag = S, et A,,_; = po,. On obtient alors,
pour 1l <k<p—1,

okSp—k = Ap—1 + As.
En multipliant la premiere relation par —1, la seconde par (—1)%, .... la
p — l-itme par (—1)P~!, on trouve

p—1
> (1 0kSpok = —Ag + (1P A1 = =S, + (—1)Ppoy,
k=1

ce qui, si on fait tout passer dans le membre de gauche de I'égalité. nons
donne le résultat voulu.

De ce résultat, nous proposons une preuve alternative fondée sur les
séries génératrices.

Soit « € C. On peut écrire le développement en série enticre

+o0
1
- E aPzP,
1—az
p=0
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valable pour |ax| < 1. Si on écrit ce développement pour a = z; (1 <
i < n) et si on somine les relations obtenues, on obtient

T

1 =
Z 1—ax ZZSpmp.

i=1 p=0

n

‘. 1

développeuient valable dans un voisinage de 0. La somme Z —_—
i1 1-— XZ.Z'

est le développement en ¢léments simples dune fraction rationunelle. que

nous allons déteriiiner. On suit que si on pose P = (X —x1) ... (X —z,,),

on obtient

-1/ n 1

PP 1 XP
i d lnnl— -
P ;X—xi et done gl—wi/X’

puis en substituaut 1/X & X,

X": L P/(1/X) X" 'P(1/X)

1-x;X  XP(1/X)  X»P(1/X) °

i=1

n n—1

Puisque P = Z(—l)kakxn_k et P/ = Z(—l)k(n — k)op X" %1 (avec
k=0 k=0

0o = 1), on obtient

n—1

. Y (-1 — k)orX®

1 k=0
DIEx- =
i:ll xlX E (—1)kUka

k=0

Par conséquent, pour r voisin de 0, on peut écrire
n—1 +o0 n
(S v ) = () (st
A=0 p=0 k=0

D’apres 'unicité des coeflicients d’une série entiere et la regle du
produit de Cauchy, le coefficient de 2P (pour 1 < p < n — 1) vaut

(DPop(n—p) = D Su(-1)P Fopi
k=0

= Sp — O'ISp_1 + 025, 2 — -+ (—1)1)0';, So

=N



196 CHAPITRE §. POLYNOMES

et finalement,

Sp—015p1 + - + (—1)p710p—131 + (—1)Ppo, = 0.| <

Ces formmles permettent de déterminer les sommes de Newton de
proche en proche. Inversemnent, si le corps est de caractéristique nulle
(il faut pouvoir diviser par les entiers), lu connaissunce des sommes de
Newton permet de déterminer les fonctions symétriques élémentaires.
Une utilisation de cela est faite dans exercice 5.23.

L’exercice suivant est Doccasion de roppeler que toute exrpression
rationnelle et symétrique de 1,22, ...,%, peut s’exprimer rationnelle-
ment® en fonction de o1,...,0n, fonctions symétriques €lémentaires de
ZT1,...,2y. Ici, on se contente de le constater sur un exemple particulier.

5.27. Polynémes réels scindés

On considere E ensemble des polynémes réels scindés sur R et
a coefficients dans {0, —1,1}. On souhaite décrire E.

1. Montrer qu’il suffit de connaitre les éléments de E unitaires
et qui ne s’annulent pas en 0.

2. Pour n réels strictement positifs ay, . ... a,, démontrer ’iné-
galité Y2,

1<z‘2,j:<n R

3. Soit P un polynéme unitaire non constant dans E tel que

P(0) # 0. Démontrer que deg P < 3. En déduire P.

(ENS Cachan) |

o> Solution.

1. 11 est évident que P est dans E si et seulement si —P est dans
E. Il nous suffit donc de connaitre les éléments unitaires de E. Si 0 est
racine de P € E avec une multiplicité k, on peut écrire P = X*Q avec
Q € R[X]. Or, Q est scindé et ses coeflicients sont aussi dans {0, —1,1}.
Réciproquement, si Q est dans E, alors X*Q € E pour tout entier k.

En résumé, les éléments non nuls de E s’écrivent £X*Q o1 k € N et
ol  est un élément unitaire de E n’ayant pas 0 comme racine.

5. Le lecteur pourra trouver une preuve de ce théoreme dans ARNAUDIES (1.-M.) &
FRAYSSE (H.), Cours de Mathématiques, Algébre 1, Dunod, 1987, Chapitre X.
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2. Cette inégalité résulte du fait que, si z, y sont des réels strictement

O x a
positifs, on a — + y > 2. Dans la somme Z —, ou regroupe alors
y X j

1<4,j<n @
le terme (4, ) avec le tere (j,7) pour ¢ # j. Comme le quotient vaut 1
lorsque ¢ = 7, il vient

Z 2271,4-2031:

— a4
1<é,j<n

3. Notous n le degré de P. Ecrivous P = X"— g, X" 1 4. . 4+(-1)"a,
uou les oy sont les fonctions symétriques ¢lémentaires des racines de P.
Notous x4, ....%, ces racines distinctes ou confondues. Par hypothese,
elles sont toutes réelles ot non nulles.

99 7 [ . 4 7 7 . ’ 2

L’inégalité de la question précédente appliquée aux x; doune

2
zZn

wn
Il
kﬁo | Jﬁo

1<5,5<n

Or S cst une expression ratiounelle des z; et elle va s’exprimer a l’aide
des g. Comme ces derniers sont majorés par 1, on pourra en déduire
une majoration dec n. Plus précisement, on a

? "1
s = Y 5= Zx >
=1 "1

1<6,5<n

2
(Uf — 209) (0n1> — 20n72
o

n On

On a alors clairenient S < 3 x 3 = 9 et donc n < 3. Ou peut alors mener
une rccherche exhaustive.

*Pour n=1, X — 1 et X + 1 convienuent pour P.

* Pour n =2 on obtient X2 -1, X2 4+X -1, X? - X — 1.

* Pour n = 3, I'étude du cas dégalité dans la majoration obtenue
plus haut donne oy = %1, g2 = —1, 03 = £1 et 03 = —o3. On obtient
alors les polynénics X3 +X2? — X — 1 et X3 — X2 — X 4 1. qui conviennent
tous les deux. <

Le théoréeme rappelé avant Uezercice précédent se généralise auzx
polymémes a coefficients dans un anneau. Ainsi. si P est un polynéme
symétrique en Ty,...,.r, o coefficients dans 7., il existe QQ a coefficients
dans Z tel que P(x1,...,25) = Q(o1,...,0,). On pourra exploiter cela
dans Uexercice qui suit.
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5.28. Un théoréme de Kronecker

Soit P un polyndéme unitaire de Z[X] dont les racines complexes
sont tontes de module inférieur ou égal a 1. On suppose P(0) # 0.
Montrer que toutes les racines de P sont des racines de 'unité.

(ENS Ulm)
o> Solution.
e Notons zq,22,...,2, les racines de P comptées avec leur multipli-
cité, n > 1 désignant le degré de P, et 01, . . . , 0, les fonctions symétriques

élémentaires des z;. On a donce
PX)=X"— X" 1 4. 4 (-1)"on

et les o; sont dans Z. Comme |z;| < 1 pour tout i € [1,n], on obtient,
pour 1 < p < n, la majoration

> =

IeP,([1,n]) i€l

< ). 1=CardPy([1L,n]) = C%.
LeP,([1,7])

lop| =

Ceci montre que I’ensemble £2,, des polynémes unitaires de Z[X], de
degré n, dont les racines complexes sont de module inférieur ou égal a 1
est fini.

e L’idée est alors de considérer pour tout k£ € N* les polyntmes
Pr(X) = (X — 25)(X — 25) ... (X — 2F). Ce sont des polyndémes unitaires
de degré n dont les racines zF sont de module inférieur ou égal & 1.
Pour 7 € [1,n], le coefficient de X" " dans Py est (—1)"o.(2F,.. ., 25).
Il s’agit d’un polynéme symétrique en zj, 22, ..., z, a coefficients dans
Z. 11 est donc égal & un polyndéme & coeflicients entiers en les fonctions
symétriques élémentaires des z;. Il en résulte que, pour tout entier k.
Py, € Z[X] et donc que Py, € Q.

Comme 2, est fini, et que chaque élément de €2,, admet au plus n
racines complexes distinctes, ’ensemnble des racines des éléments de Q,,
est aussi fini. En particulier. pour tout i € [1, 7], I'application k +— zF
ne peut pas étre injective. Il existe donc deux entiers k # [ tels que
2k = z{. Comme z; est supposé non nul. il s’agit d’une racine de I'unité. <

Si P € C[X] est unitaire on appelle mesure de Mahler® de P, notée

M(P), le produit H max(1, |z|). Le théorérne de Kronecker montre
P(z)=0
donc que si P € Z[X] est un polynéme unitaire de mesure égale & 1, ses

6. Le lecteur trouvera dans 1'exercice 5.40 une inégalité (due & Landau) qui fournit
une majoration de M(P).
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racines sont des racines de l'unité (ou 0). Un célébre probléme de Mahler
consiste a chercher s’il existe € > 0 tel que le résultat reste vrur pour les
polynémes de mesure inférieure a 1 + €.

Dans C[X] tout polynéme est scindé. Il nen est rien dans R[X] et ¢’est
Uobjet de nombreur exercices, des plus simples aur plus sophistiqués,
de chercher combien di racines réelles posséde un polynéme réel et s’il
est scindé. Il apparait. duns les exercices suivants, que la recherche des
racines réelles d’un polynome de R[X] fait essentiellement appel ¢ des
technsques d’analyse.

5.29. Racines réelles de nX” — X*—1 _ ... _X —1

Nombre de racines réelles de P,, = nX®* —X»! — ... - X - 17
(ENS Ulm)

> Solution.
On cobserve que 1 est racine de P,, powr tout n € N*. Pour n > 2, on
met en facteur X — 1 pour obtenir
P,=X-1)nX" 1+ n-1)X""24... 42X+ 1) = (X -1)Q
Xn+1 —1
avec Q, =X"4+X"* 14...4£X4+1.0naQ, = ~-1

dérivant, il vient

de sorte qu’en

, nX*l—(n+ 1)X" 4+ 1
“ (X —1)2
L’étude des variations du numérateur est enfantine et montre que Q,
admet exactement une racine réelle (négative) si n est pair et n’admet
aucune racine réelle si 7. est inpair.
Conclusion. Sin est pair, P,, admet 2 racines réelles (dont 1) et si
n est impair, 1 est I'unigue racine réelle de P,,. <

5.30. Un polynoéme scindé sur R

Montrer que. pour 72 > 1 et 6 € R non multiple de 7, le polynome

7L
P= Z CF sin kO X* a toutes ses racines réelles.
k=0 .
(Ecole polytechnique)
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> Solution.

n—1
Compte tenu de la factorisation X — Y™ = H (X— e%Y), on peut
k=0
écrire
n n
2P(X) = ) Ch2isinkdXF =" Ck ((¢“X)* - (e7“X)*)
k=0 . n k=0 n
= (1+€¥X)" - (14 e X)
n—1
= H (1 + X — ¢ 1+ e_ieX))
k=0
nl s 2k ; ; 2k :
= H (1 — et (e — et e*’H)X)
k=0

On en déduit que si 2, nombre complexe, est racine de P, I'un des fac-

teurs (1 — &0 (e — e ’9)1:) est nul. Nécessairement, e #

2k s . 2k . s .
ei“n e car sinon 1 = et et € = 7. autrement dit 6 € 7Z.
On est donc en droit d’écrire

: 2k sk s ko .
ein —1 ehn —e i sm%7r

PTG B0 (0 ) _ i 0+5E)  sin (6 Ex)

Le polyndme P n’a donc que des racines réelles. <

Le théoréme de Rolle est un instrument efficace pour trouver des
racines aux polynomes réels, comme illustre lexercice suivant.

5.31. Dénombrement de racines réelles

Soit P € R[X], un polynéme admettant n racines réelles simples
strictement supérieures & 1. On pose Q(X) = (1 + X%)P(X)P'(X) +
X(P(X)? +P'(X)?). Montrer que Q a au moins 2n — 1 racines réelles
distinctes.

(Ecole polytechnique)

> Solution.
On a Q = PP'X? + (P2 + P YX + PP/, expression qui se factorise en

Q= (XP +P')(XP' 4 P)

(regarder Q comme un «polynoéme du second degré en X» ).
e Le polyndme XP’ + P est le polvnome dérivé de XP. Ce dernier
admet comme racines les n racines de P, que 'on note 1 < ;1 < 29 <
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« < Z,, et la racine g = 0. Le théoreme de Rolle nous assure de
l'existence d'une racine de XP’ + P dans chaque intervalle |z;, £, 1],
i € [0, — 1]. Cela nous donne déja n racines distinctes.

e Pour le second facteur, on introduit la fonction définie par f(z) =
¢ I?P(z). Elle est de classe C sur R et f/(x) = e® /2(P'(z) + xP(z)).
Le théoreme de Rolle nous donme douc ici aussi # — 1 racines distinctes
pour XP + P’ (une dans chaque intervalle |z;, z;41], 7 € [1, n — 1]).

e Il reste enfin & vérifier que ces deruiéres racines different des
précédentes. Or si P(z) + zP'(z) = 0 et P'(x) + zP(z) = 0, il vient
(1 — 2%)P(2) = 0. Mais par construction les racines obtenues ci-dessus
ne sont ni des racines de P, ni égales & £1. D’on le résultat : Q@ admet
au moins 211 — 1 racines réelles distinctes. <

On retiendra le résultat classique redémontré dans Uexercice suivant :
si P € R[X] est scindé sur R, alors il en est de méme de P'.

5.32. Dérivation et polynémes réels scindés

Soit (P.Q) € R[X]%2. Q = Y arX*. On pose R = 3 apP*).
Montrer que si P et Q sont scindés sur R, alors R est scindé sur R.
(ENS Cachan)

> Solution.

Si D désigne lopérateur de dérivation sur R[X], on observe qu'en
fait R = Q(D)(P). Si Q est constant le résultat est trivial. Dauns la
suite, Q sera douc supposé de degré p > 1 et unitaire (ce qui ne nuit
nullement & la généralité). Il s’écrit done Q(X) = (X — Ay)... (X = A,)
(les X; n’étant pas nécessaircment deux & deux distincts). On a alors
QD) = (D—MId)o-- o (D—A,Id) dans 'algebre L(R[X]). I1 suffit donc
de prouver le résultat suivant : pour tout P € R[X] scindé et tout réel A,
P’ — AP est aussi scindé.

Si P cst constant, c’est clair. Supposons n = degP > 1 et notons
r1 < -+ < xp les racines distinctes de P, de multiplicités respectives
O, -.-,0K.

e Le cas A = 0 est classique : les &, sont racines de P/ d’ordre o;; —1 ce

k
qui fournit Z(a, — 1) = n— k racines de P’ comptés avec multiplicités.
i=1
Et si £ > 1, 'application du théoréme de Rolle sur chaque intervalle
[, ia], 1 € i < k— 1. fournit k — 1 antres racines de P’ denx & deux
distinctes et distinctes des précédentes. Ce qui fait le bon compte.
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e Le cas A quelconque se traite de meéme : z; est toujours racine de
P’ — AP de multiplicité o; — 1. Considérons alors la fonction définie par
f(x) =P(x)e™*. On a f'(x) = (P'(x) — AP(x))e™** et le théoreme de
Rolle qui ’applique toujours sur les intervalles [z;, ;] donne & nouveau
k—1 racines supplémentaires. On a donc (n—k)+ (k— 1) = n—1 racines
comptées avec multiplicité pour P’ — AP. Ce polynome étant de degré n,
il est nécessairement scindé (le facteur qui reste étant de degré 1).

Remarquons que si P est & racines simples. P* — AP lest également.
11 en résulte que si P est scindé 2 racines simples. R Pest aussi. <

5.33. Un théoréme de Laguerre

Soient P et Q deux polynomes non nuls de R[X], scindés sur
R. On suppose que les racines de Q ne sont pas dans lintervalle

[0,degP]. On note P = Zaka et R = ZakQ(k)Xk. Montrer
k=0 k=0

que R est scindé sur R.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Sans perte de généralité, on peut supposer P et QQ unitaires. On note
n le degré de P et ¢ celui de Q.

Une premiére constatation est qu’il suffit de montrer le résultat pour
un polynéme Q de degré 1 (c’est trivial si Q est constant), car le résultat
s’étend ensuite facilement par récurrence sur g. En effet, supposons le
résultat vrai au rang ¢ — 1. On écrit Q = (X — @)S, ou S € R[X] est de
degré ¢ — 1 et a est une racine de Q. D’apres 'hypothese de récurrence,

le polynéme T = Z akS(k)Xk est scindé sur R et d’apres le cas ¢ = 1. le

k=0
polynéme R = Z(akS(k))(k —a)X* = ZakQ(k)Xk est scindé surR.
k=0 k=0

On pose dans la suite Q = X — «, ot par hypothese a ¢ [0, degP] =
[0,n]. On a alors, avec P =Y apX*,

n n n
R=> a(k— a)X* =) kX" —a ) Xk =XP' - aP.
k=0 k=0 k=0

Le coefficient de X™ dans R est a,,(n — a) # 0 de sorte que R est un
polynome de degré n.

On observe qu'une racine non nulle xg d’ordre k£ de P est racine
d’ordre k — 1 de R. En revanche, si 0 est racine d’ordre & de P, O reste
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racine d’ordre k de R. En effet, si P = X*P; avec P1(0) # 0, on a
P’ = X*~1(kP, +XP}) et R = X*[(k— a)P, +XP}] et le polynome entre
crochets ne s’annule pas en 0 car o # k.

On consideére donc ’ensemble des racines de P auquel on rajoute, s’il
nest pas racine, le réel 0. On écrit oy < ae < -+ < @ les éléments de
cet ensemble et i I'entier entre 1 et 7 tel que oy, = 0. On note s; ’ordre
de a; comme racine de P pour tout i compris entre 1 et 7. Si ¢ # ig, on
a s; 2 1, mais s;; peut étre nul.

D’aprés ce qui est dit plus haut, pour i # ig, o; est racine d’ordre
s;— 1 de R: 0 = o4, est racine d’ordre s;, de R. Comme s; ++--+5, = n,
pour que R soit scindé sur R. il suffit de trouver r — 1 autres racines de
R, distinctes des oy, puisque

(s1= )4 sig b+ (s = Db (= 1) =

PI
On remarque que R = XP (; — %) . En écrivant
P = isi(x — ) T (X — an)’* et L Z %
. - P < X — (6]
=1 k#£i =1
on obtient
81 Sip — & Sr
= XP . 0 ... i
R (X - + + % +--+ X_ ar)

1 suffit donc de prouver que la fonction

frar— ( L I R )
x— o x x— Oy
gannule r — 1 fois sur son domaine de définition D = R\{oy, ..., o }.
Nous distinguons deux cas.
* Premier cas : o < 0.
La fonction f est continue sur D. Comme les s; sont strictement
positifs ainsi que s;, — @, on a, pour 1 € i < 7 — 1,

liIPf:Jroo et lim f= o0

a Q1"

et d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, f s’annule sur
o, aiq1[- D’oll 7 — 1 autres racines : c’est ce qu’on voulait.
* Deuxiéme cas : o > n.

On a s;, — < 0. Comme dans le premier cas, f s’annule sur |oy, o[
pour ¢ # ig — 1 et i # 4y. Mais on ne peut plus affirmer que f s’annule
sur |oy, 1, 4, | €t sur Jog,, ;41| Par contre, on a

$1+ -+ 8, —a+-r+s, n—w

, ~ — t et i — _
1) ~. . 0% et lmf = o,
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si g #£ 0, i.e. ig #£ 1. D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, f
gannule sur | — oo, a1, si ip # 1. De maniére analogue, f s’annule sur
e, +oo si 79 # 7. On a donc encore r — 1 nouvelles racines (si g = 1
our, f s’annule sur r — 2 intervalles |oy, ip1]).

Dans les deux cas nous avons en tout  — 1 racines nouvelles et R est
scindé. <

5.34. Plans vectoriels de polynémes scindés

Soit (P, Q) un couple de polynomes réels.

1. On suppose que P et Q sont scindés & racines simples et que
leurs racines sont entrelacées, c’est-a-dire que si o et § sont deux
racines de I'un (o < f), il y a au moins une racine de Pautre dans
Pintervalle |c, 3. Montrer que le polynome AP + 1Q reste scindé &
racines simples lorsque (), 1) décrit R2.

2. Montrer que si pour tout (X, 1) € R?, le polynéme AP+ puQ est
scindé & racines simples, alors les racines de P et Q sont entrelacées.

(ENS Ulm)

> Solution.

1. e Del’hypothese, on déduit qu’entre deux racines consécutives de
P (resp. Q) il y a exactement une racine de Q (resp. P) et donc que P et
Q n’ont aucune racine commune. Ceci moutre que, soit les degrés de P
et Q sont égaux, soit ils different de 1. Supposons que deg(P) < deg(Q),
notons n le degré de Q et z4, . .., %, ses racines (3 < -~- < x,). On peut
supposer P et Q unitaires. La propriété & démontrer est évidente pour
A =0 ou i = 0; on suppose désormais Ay # 0. Le polynome AP + pQ
est alors de degré n sauf si deg(P) = deg(Q) =n et si A+ = 0.

P
e « est racine de AP + pQ si Q(a) £0 et ang = ~§. Nous allons
o

P
donc étudier 'équation F(x) = 0, ou F est la fraction rationnelle Q

Par hypothese, pour 1 € 7 < n— 1, Q ne change pas de signe et P
change une fois de signe sur Pintervalle Jz;, %;41[. La fraction F change
done également de signe sur |x;, ;41 [. Puisque x; et x;; sont des poles
simples de F, on en déduit que

ImF=-o0c et lm F=+oc0 ou lImF=+400c et lim F= —oc.
z;t Tig1™ z,+ Tip1~



5.34. PLANS VECTORIELS DE POLYNOMES SCINDES 205

Dans tous les cas, la fonction F prend une fois la valeur —% SUT |74, i1 [,
d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, et ceci pour tout 7 €
[1,7 — 1]. La fraction F prend déja n — 1 fois la valeur —%.

Par ailleurs, on a, d’'une part im F = —o00 et linl F=4occoulimF =
1~ Ty x1—
+o00 et lim F = —o0, et d’autre part imF = limF = 0 (si degP =n—1)
znt —00 +00

oulimF = limF =1 (si degP = n). Si degP = n — 1, alors F prend
—o0 +00

. H . . .
une fois la valeur —= 5 0. soit sur | — 0o, z1], soit sur |z, +00o|, toujours
d’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires. Cela reste vrai quand

degP = n, sauf si —% =1.

Concluons. Si degP = n—1 ou #lf # 1, le polynéme AP + uQ
possede n racines réelles distinctes. Il est donc scindé. Si degP = n et
—% =1, le polynéme AP+ Q est de degré 7. — 1 et possede n — 1 racines

distinctes. Il est encore scindé. Dans tous les cas. les racines de AP + 1Q
sont simples.

2. e On voit en prenant (o, 3) = (1,0) ou (0,1) que P et Q sont
scindés a racines simples. Montrons qu’ils n’ont aucune racine commune,
en raisonnant par ’absurde. Si « est une racine commune & P et Q, il
existe des polynémes Py et Qp tels que P = (X —a)P; et Q = (X~ a)Q,.
On a alors, pour tout (A. p) € R2, AP +pQ = (X—a)(AP1+pQ1)- Mais o
_Qu(a)

Pi(a)’
alors « est racine double de AP + Q) ce qui est contraire a ’hypotheése.

e Montrons que les racines de P et Q) sont entrelacées en raisonnant
par I’absurde. Supposons par exemple qu’il existe deux racines consé-
cutives de P. = et 2’ telles que Q ne s’annule pas sur le segment [x, 2]

. . . . A
n’est racine ni de Py, ni de Q;. Si on choisit X et i tels que — =
M

. } P
(on sait déja qu’il ne s’annule ni en # ni en x'). La fonction F = —Q est

donc définie et dérivable sur [z, z']; elle s’annule en £ et x’. Daprés le
théoreme de Rolle, il existe £ € |z, z'[. tel que F/(§) = 0. £ est donc
racine multiple de la fraction rationnelle F — ¥(¢). En multipliant par
Q, on obtient que ¢ est racine multiple de P — F(£)Q. Clest contraire &
I’hypotheése. Les racines de P et QQ sont donc entrelacées. <

L’exercice suivant éludie dans un cas simple la question de la conti-
nuité des racines d’un polynéme par rapport ¢ ses coefficients.
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5.35. L’ouvert des polynomes scindés a racines simples sur R
dans P’ensemble des polynémes unitaires de degré n

Soit P = X" +a; X" ! +---+a,, un polynéme & coefficients réels
scindé sur R, & racines simples. Soit Q = X + 5 X 1 +-.. 4+ b, un
polynome a coefficients réels. Montrer que si les b; sont proches des
a;, alors Q est scindé sur R, & racines simples.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Notons ®1,...,%, les n racines, rangées par ordre croissant, du
polynoéme P. Celui-ci s’annule et change de signe en x,...,.r,, puisque
ces racines sont simples. Considérons des réels y1,...,¥n,yny1 tels que
1 <71 < y2 <o < Xy < Yoy On a alors, pour tout k € [1.n],
P(yx)P(yx41) < 0. La fonction

@ (by,-,bn) €R i — (Q(11)Q(¥2), - - - Qn)Qyny1)) € R”

est continue puisque polynomiale. Par hypothese, ®(ay, ..., a,) appar-
tient & (Ri)n. Cet ensemble étant un ouvert, on aura, pour (by,...,by)
proche de (a4, . .., a,) (pour une norme quelconque de R™, celles-ci étant
équivalentes), ®(by,...,bn) € (]R*_)n, c’est-d-dire Q(yx)Qyks1) < O
pour tout k € [1,n]. Alors la fonction Q change de signe, donc s’an-
nule, entre yi et yx 1, pour tout k € [1,n]. Q s’annule donc 7 fois : il
est scindé sur R, a racines simples. <

En choisissant yi €t yro 1 tels que yri . — yr < €, on monire que,
pour by,...,b, proche de ay,....a,, Q posséde une racine z; telle que
|xx — zx| < €. Ceci démontre que, pour k € [1,n], la fonction, définie sur
un voisinage de (ay,...,a,), qui é (b1,...,b,) associe la k-iéme racine
de Q (celles-ci étant rangées par ordre croissant) est continue.

Si cette démonstration ne s’applique plus, le théoréme reste vrai dans
C[X]. On peut utiliser par exemple le discriminant (cf exercice 5.8) :
celui-ci est une fonction polynomiale, donc continue, des coefficients de
P; si P n’a que des racines simples, son discriminant n’est pas nul el s
les coefficients de QQ sont proches de ceux de P. son discriminant reste
non nul.

On ne saurail mieur terminer celte série d’exvercices sur les
polynémes scindés que par létude d’une famille de polyndomes scindés
sur R, aur riches propriétés : les polynémes de Tchebychev.
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5.36. Polynomes de Tchebychev

Soit n € N*.

1. Montrer qu'il existe un unique polynome T,, € R[X] tel que,
pour tout réel &, T,,(cosx) = cos(nx). Calculer Tpy1 + Topoy.

Les polynomes T, sont appelés polynémes de Tchebychewv de pre-
miere espece.

2. Montrer que T, € Z[X], préciser son degré, son coefficient
doulinant. Déterminer les racines de T,, aiusi que les extrema de la
fouction x +— 1,(z) sur [-1,1].

3. Montrer que pour tout polynodme P & coefficients réels unitaire

1
et dedegrén,ona sup |P(z)| > 5—, avec égalité si et seulement
z€[—1.1]
1
P = =T
(ENS Ulm)

o> Solution.
1. L'existence de T,, peut s’obtenir & ’aide de la formule de Moivre
et de celle du binéme de Newton. On obtient
cos(nx) = Re(cosx +isinzx)” = Z CZ(— 1)k cos™ 2 2(1 — cos® x)*.
0<2k<n

ce qui prouve |'existence et donne 'expression snivante de T,

E(n/2)
To(X)= Y CZX? - 1)Fxn%,

Pour 'micité, il suftit de dire que si R,, est nun second polynome qui
convient, on a (T, — Ry, )(cosz) = 0 pour tout réel x. Il en résulte que
n — Ry est identigquement nul sur [—1, 1]. (Pest done le polynome nul.
Les formules de trigonométric usuelles montrent que, pour tout
z € R, (Tyy1+Th-1)(cosx) = cos(n+1)x+cos(n—1)x = 2cos x cosnx =
2cos 2T’y (cos x). Donc le polynéme T, — 2XT,, + T,,_; est identique-
ment nul sur [—1,1]. 11 en résultc qu'il est mul et on a la relation de
récurrence :

rTnH — 9XTp + Tae1 =ﬂ.

2. o On voit sur l'expression ci-dessus que T, € Z[X] ct que
E(n/2)

deg(T,,) € n. Comme le coefficicnt de X" vaut Z Cflk = 2""1 on
k=0

a deg(T,,) = n.
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On peul aussi montrer ces résultats par récurrence & luide de la rela-

tion de récurrence obtenue en 1.

k
e Posons pour k € Z, 0 = 21 + 2=, On a évidemment cos(nbi) =0
noon

pour tout k. Il en résulte que xx = cos B, est une racine de T,,. Or, quand
k décrit Z, xp prend n valeurs distinctes, obtenues en faisant varier k
dans [0,n — 1] par exemple. Comume deg(T,,) = n, on dispose de toutes
les racines de T, qui est donc scindé a racines simples sur R. Notons que
1<y 1 < - <xy <2 < 1.

e Comme T, (cos ) = cosnb, on a |T,(z)] < 1 pour tout z € [—-1,1].

e . km
Il y a égalité si et seulement si z est de la forme 2z, = cos (—) 0<
n

k < n. Plus précisément, T, (zx) = 1 si k est pair et Tp(z) = —1si k
est impair. Notons qu’en particulier, T,,(1) = 1 et T,,(—1) = (—1)".

On peut observer que —1 = 2z, < X, 1 < z, 1 < +» < 21 <
g < zg = 1 et que la fonction T, est strictement monotone entre
deux z; consécutifs. Voir ci-dessous les graphes sur [—1, 1] de quelques
polvnomes.

n=3
1
05
o 05
1
n =10

Graphes des premiers polyndémes de Tchebychev
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3. Pour tout polyndme P. un pose ||P|| = sup |P(x)|. On note
z€[—1,1]
1 . . ~ s . N
P, = FTW C’est bien nn polynome nnitaire de degré n. On a. d’apres
la question précédente, ||P, || = 217"

e Supposons qu'il existe un polynome unitaire P de degré n tel que
1Pl < |Px]|- Etudions le polynéme Q = P,, — P. On a degQ < n— 1 car
P,, et P sout tous les deux unitaires de degré n. L’idée est de regarder les
valeurs priscs par Q aux points z; (définis dans la question précédente).

1
On a Q(z0) = Pn(20) — P(20) = 21 P(z0) > 0 car ||P|| < ||P.|| =

i De méme Q(z;) < 0. Q(z2) > O... 1l résulte alors du théoréme
des valews intermédiaires que Q s’annule au moins une fois dans chaque

intervalle )zx 1, z&[ pour 0 < k € n—1. Ce qui donne 7 racines distinctes
de Q. Comme @ cst de degré < n — 1, on a Q = 0, ce qui est absurde.
On a donc |P|| 2 ||Pn|| pour tout polynoine P unitaire de degré n.

e On montre maintenant qu’il n’y a égalité dans |P|| > ||P,| que
pour P = P,,. Reprenons le raisonnement précédent. Soit P unitaire de
degré n tel que ||P|| = ||Pyn]l et Q = P,, — P. On a deg(Q) < n—1
et Q(z0) 2 0, Q(z1) € 0, Q(z2) = 0... (on doit remplacer les inégalités
strictes par des inégalités larges). Si toutes les inégalités sony strictes, Q
est nul commne précédemnment.

La situation sc révele plus délicate si 'un des Q(zx) est nul. Si 1 <

E<n—1ctQ(zx) =0, alors P(z) = igT—T et z;, est un extremum local

de P. On a donc P’(z;) = 0 et comme P/, (zx) = 0, on trouve Q’(zx) = 0:
zx, est unc racine multiple de Q.

Montrons par récmrence sur k € [0,n — 1] que Q posséde au moins
k (resp. k + 1) racines comptées avec leur multiplicité dans l'intervalle
[2k5 20] = 2k, 1] 81 Q(zx) # O (resp. Q(zx) = 0). Il n’y a rien & prouver si
k= 0. Supposons k > 1.

* 51 Q(z) = 0, zi est une racine au moins double et comme il y
en a au mwoins k — 1 dans [2x_1, 1] (par hypotheése de récurrence), on en
trouve donc au moins & + 1 dans [z, 1].

* Si Q(zx) # 0 et Q(zx—1) = 0, I'hypothese de récurrence assure
Pexistence de k zéros dans [zx—1, 1] C [z, 1].

* 51 Qzx) # 0 et Q(ze—1) # 0, on a Q(2£)Q(zk—1) < 0 et Q
s’annule sur |zx, zk—; [. Dans ce cas encore. onr a done au moins k racines
dans [z, 1].

La récurrence est achevée. Si Q(z,—1) = 0. Q a donc au moins n
racines dans [—1,1]. Dans le cas contraire. Q(—1)Q(z,—1) < 0 et Q
s’annule sur [—1, z,_1[. Comme on a déja vt — 1 racines dans [2,,—;, 1],
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on obtient dans ce cas aussi n racines dans [—1, 1]. Le polyndme Q est
donc nul ce qui donne le résultat. <
La démonstration faite dans cet exercice peut se généraliser. On dit
qu une fonction continue g équi-oscille sur n+1 points de [a, b], s’ existe
des points zg < 21 < - < 2z, de [a,b] tels que, pour tout i € [0,n].
lg(z:)] = llgll = Spr]Ig(t)I et g(zi11) = —g(z;) sii<n. On avu quele
tela,

polynéme Ty, égui-oscille sur n+ 1 pomts de [—1,1]. On peut démontrer
le théoréme suivant : pour f € C([a,b],R), il existe un polynome unique
(dit de meilleure approzimation) qui réalise le minimum de distance de
J & Rp_1[X] au sens de la norme uniforme. Cet unigue polynéme q €
R, 1[X] est caractérisé par le fait que f — q égui-oscille sur au moins
n+1 points de [a,b]. L’exercice a montré gue si on prend [a,b] = [—1,1],

" — X" réalise le minimum de distance de X™ a R,,_,[X].

alors g = T

On peut démontrer, comme dans la premiére guestion de lexercice
précédent, que, pour n € N, il existe U, € R[X] de degré n tel que, pour
tout 0 € R, sin(n + 1)0 = sin U, (cos0). Le polynome U,, est appelé n-
iéme polynome de Tchebychev de seconde espéce. En dérivant la relation
de définition de T,,. on obtient T!, = nU,_;.

La résolution de Uexercice suivant nécessite la connaissance des
polynomes de Tchebychev.

5.37. Inégalités de Bernstein et de Markov

1. Inégalité de Schur (1919). Soit P € R,,_; [X]. Montrer yue

Vz € [-1,1], V1—2?|P(x)] < 1] = [Vx € [-1,1], |P(z)| < n].

(Indication : xg, x1,-..,%n—1 étant les racines du n-itme polyndéme
de Tchebychev T,,, décomposer P dans la base des polynomes inter-
polateurs relatifs aux z;.)

2. Inégalité de Bernstein (1912). Soit

Q(0) = ) (Mk cos kO + pu sin k),
k=0
ou les Ay et i sont réels. On suppose que sup [Q(6)] < 1. Montrer
GeR

que sup |Q'(9)] < n.
6eR
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3. Inégalité de Markov (1889). Scit P € R,,[X]. On suppose que

sup |P(x)| < 1. Montrer que sup |P'(z)] < n*
lzl<1 |zl

(ENS Ulm)

o> Solution.

1. Le n-ieme polynome de Tchebychev est de degré n et ses racines
M) ou i € [0.n — 1]. Notons 6; = M
21 2n
Les polynoies interpolateurs de base pour le n-uplet (rg, .. ,x,—1) sont

(cf. les rappels précédant I'excrcice 5.21)

sont les x; = cos (

L’L(X): Wif;((l—m (7’—0 ..... ’IL—I) 01\1 ¢ = g}(X—‘Il)
On a donc
P=d P ) - ;PW et et

puisque T, est proportionnel & ®. Ou va calculer les valeurs T7,(z;).
Par définition de T, on a T,(cosf) = cosnb, pour tout 6 € R.
En dérivaut, on obtient — sin 6T/ (cosf) = —nsinné et donc T, (z;) =
sin né;
.Ona

T—
sin 6;

sin nf; = sin ((27 + 1)%) =(—1)" et sinf; = /1 — 22,

car 0; est dans )0, #[. Il vient done T (z;) = n \/(1:_)__ pour tout i de
Jci

[1,7]. Ou obtient finalement

n—1 le Pl"l)
P32 VI AR

De Dégalité précédente, on déduit que, pour tout = € [-1.1]\
{zo0,..., %, 1}, 01 a

Si x € [-1.x,[U]zo, 1], alors tous les z — z; ont meme signe. On peut
donc écrire
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—1
| Ta(2)] |¥ 1
P < .
P@ < === =
=0
Mais zg. . ... Ty 1 étant les n racines de T,,, on reconnait dans la somme
T (z 1
ci-dessus n( ) On a donc |P(z)] < —|T,(z)|- Or on a vu précédem-
Tn(I) n
. nsinnd
ment que, pour # € R, tel que sinf # 0, on a T,,(cosf) = “amd D¢
sin

Pinégalité, valable pour tout 6 € R, |sinnf| < n|sinf| (qui se montre
facilement par récurrence sur n), on déduit que |T/ (cos)| < n?. On
obtient enfin, pour tout = € [—1, z,[ U]z, 1],

1
IP@)] < —ITH(x)] <,

ce qui est I'inégalité voulue.
\ . . s s
Reste & examiner le cas ol « € [z, 1, Zo] = |—cos 1008 o] On
n n

a alors 1 1

[P(z)| < < .
VIZ2Z o g~

n

s o, - . 1 :
L’inégalité |P(z)| < n est vérifie si on a sin o > —. C’est vrai car on
n - on
- T 2 e
a, plus généralement, pour tout z € [O, 5], sinx > —x; cette inégalité
T

résulte de la concavité de la fonction sinus sur [O, g]

2. On va appliquer la question 1 & un polynéme P approprié. Soit 8 €
R. Pour majorer |Q’(#)|, nous utilisons la définition de la dérivée comme
limite du taux d’accroissement, mais considérons Q(6 + h) — Q(6 — h),
plutét que Q(6 + h) — Q(6), pour des raisons de symétrie. Les formules
de trigonométrie usuelles donnent, pour h € R.

QO+h) —QO—h) = Y M(cos(k(6 + h)) — cos(k(6 — b))

o (sin(k (6 + B)) — sin(k(6 — b))

2 Z (— Mk sin k6 + pi, cos kb) sin kh.
k=1

On sait que, pour k£ € N* et h € R, on a sinkh = sin hUy_1(cos h), oil
Uj_1 est le (k — 1)-ieme polynéme de Tchebychev de seconde espece ; il
est de degré £ — 1. On a donc, 6 étant fixé, pour tout réel h,

|

QO +h)— QO—h) 2sinh (Z (— Ak sin k6 + pui; cos kO) Ug_q (cos h))

k=1

2sin h P(cosh),

Il
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ol P appartient a R,,_1[X].
Montrons que P vérifie I'hypothese de la question 1.
Pour tout z € [-1,1], il existe h € [0, 7] tel que z = cos h. On a alors

V1 —2z?|P(z)| = |sin h P(cos h)|. On en déduit que

V1= 2|P(x)| = %|Q(9 FR)—QE-h) <1

d’aprés I'hypothese sur Q. On a donc, pour tout =z € [—1,1],
V1 —22|P(z)] < 1. On en déduit que, pour tout r € [—1,1], on a
[P(x)| £ n. En particulicr. pour tout & € R tel que sinh # 0. on a

QO+ h)—Q6—h)

= iy 5 < -
Y |P(cosh)| < n

Sacliant que

Q'(6) = }lliIn Qe+ h)2—hQ(9 —h) = lim QO +h)~QE—H) ,

-0 h—0 2sin h

on en déduit, en faisant tendre b vers 0, que |Q'(0)] < n. Ceci étant vrai
pour tout réel 6, on a I'inégalité voulue.

3. On utilise la question précédente, en posant pour tout 8 € R,
Q(6) = P(cos 6). Montrons que Q a la méme fornie que dans la question
précédente. Cela résulte de la linéarisation de cos™ 6, pour n € N, a ’aide

de la fornmle du binoduie et de la formule de Moivre. On a, pour tout

n €N,
0 AN n
ng_ (€ te _ 1 Z k _i(n—2k)6
CoS 9— (T) = 2_71 < (‘ne .

k=0
En regroupant les termes conjugués, on obtient

n—1

1 < ,
cos™ 0 = a1 Z Ck cos((n — 2k)6) si n est impair,
k=0
1 2 1
cos™ 6 = T I;} Cfl cos((n — 2k)0) + on si n est pair.

Chaque cos® 6, pour 0 < k < n, étant une combinaison linéaire &
coefficients réels de 1,cos6,c0s20,...,coskf, P(cosf) sera une combi-

naison linéaire de 1, cos 6, cos 26.. . ., cos nf. 1l existe donc des constantes
n

réelles Ag, A1..... A, telles que, pour tout 6 € R, Q(f) = Z Ak cos k6 et
k=0
Q a la forme voulue.
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On a, par hypothese, pour tout 6 € R, |Q(6)| = |P(cos8)| < 1. On en
déduit, d’apres la question précédente que, pour tout réel 6, |Q'(0)] < n.
L’expression de Q' : Q'(#) = —sinfP’(cos6) donne, pour tout réel 6.
| sin 6P’ (cos )| < n. En posant = cosf. on obtient alors. pour tout

z € [—1,1],
[V1— z2P'(z)| < n.

1
La fonction —P’ vérifie les hypotheses de la question 1. On en déduit
n

1
que pour tout z € [—1,1], on a —|P’(z)| < n et donc [P/(z)] < n?. <
n
Par homogénéité, on obtient, pour toul polyndome trigonomélrique
Q de degré inférieur ou égal & n, sup |Q'(0)] < nsup|Q(0)|, c’est-a-dire
6eR 6eR

Qoo < 7||Qllec- On a de méme, pour P dans R,[X], ||[P’] < n2||P||,
ot ||P|| = sup |P(z)].

|z|<1

Les exercices qui suivent traitent du probléme de la localisation des
racines. Les premiers considérent les racines dans C.

5.38. Théoréme d’Enestrom-Kakeya

Soit P = ag + a; X+ --- + a,X™ € R[X] avec a; > 0 pour tout
k€ [0.n].

1. Montrer que si ag = 4y = - - - 2= a,, alors les racines coinplexes
de P sont toutes de module > 1.

2. Montrer, dans le cas général, que les racines complexes de P
sont situées dans la couronne

Ok

. ak
z€C, min <zl € max .
0<k<n—1 Qg4 0<ksn—1 Qg4

(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. Soit z une racine de P. On a

(1—2)P(2) =0=—a,2""" + (an — an-1)2" + - + (a1 — a0)z + aq,

de sorte que ap = (ag —a1)z+ - -+ (an—1 — @n)2" + a, 2" 1. Supposons
par Pabsurde que |z| < 1. En passant au module dans cette égalité et en
majorant par inégalité triangulaire. on obtient

ag = |ag] < (ag—a1) + (a1 —az) + -+ (@1 — @n) + an = .
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Contradiction.

. ag
2. Posous r = min et R= max
0gksn—1 Qg1 O0<hk<n—1 Qg

polynome Q défini par

et considérons le

QX)=P@rX)=ag +ra: X +-- +r"a,X".

Alors Q satisfait les counditions de la question précédente. Si z est une
racine de P, z/r est une racine de Q. On a donc |z/7| > 1, c’est & dire
|z] = 7.

. . 1. ~ 1
Pour ]a minoration, considérons P = X"P (i) =X+ X 14

ar. 1 . \ .
ZH > R’ pour U < k< n—1, daprés ce qu’on vient
k

. . =~ 1 . .
de démontrer, tout racine de P est de module > R Si z est une racine

-+ a,,. Comime

- (1 1
de P, z # 0 puisque ag > 0 et P(z) = 2"P () = 0. Donc — est une
z z

1 1
racine de P, = > R ct finalement, |z| < R. <
z

5.39. Construction d’un polynéme satisfaisant des conditions sur
le module de ses valeurs

Soit P € C[X] non nul ayant une racine zq telle que |z9| < 1.
Montrer qu'il existe Q € C[X] de degré inférieur ou égal a celui de
P et tel que pour tout z de module 1 on ait |Q(z)| = |P(z)| et pour
tout z de module strictement inférieur & 1 on ait |Q(z)| > |P(2)|.

(Ecole polytechnique)

o> Solution.

On peut supposer P unitaire.

e Conuunengons par regarder le cas ol degP = 1. On a alors P =
X — zg. Montrons que le polynome Q = 1 — zgX convient. Lhypotheése
sur le degré est remplie et on a pour tout z € C,

Q)| — |P(2)|”

(1+ |2]%|20]* — 220 — Zoz) — (|2]” + |20|* — 2%0 — Z02)
(1 —21*)(1 — |20/?).

Le résultat en découle, car 1— |zg|2 > 0.

e Passons au cas général. Notous zp, 2y, --., 2x les racines de P qui
sout de module strictement inféricur & 1, comptées avec leur ordre de
multiplicité. On peut écrire

P(X) = (X — 20) --- (X — 2x)R(X),
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olt R est un polynome qui ne s’annule pas dans le disque unité ouvert.

Posons
Q(X) = (1 — zX) --- (1 — 2 X)R(X).

11 résulte du point précédent que si |z| = 1, alors |Q(z)| = |P(z)| et que
si |z| < 1. alors |Q(2)| > |P(2)], car |[R(2)] > 0. <

5.40. Inégalité de Landau

Pour P =) ;X" € C[X], on pose ||P|| = (Z |ai|2>

i=0 =0
1. Scit R € C[X] et z € C*. Montrer que

(1 =ZX)R|| = (X = 2)R].

2. Soit P € C[X] unitaire et de degré n. On note M(P) le module
du preduit des racines hors du disque unité de C (M(P) = 1 s'il 0’y
en a pas). Montrer que M(P) < [|P|.

Ecole polytechnique
( poly q

> Solution.
1 27 o
1. SiP € C[X],ona|P|* = 5—/ P(e%)P(e)df : c’est 1a formule
T Jo
de Parseval appliquée & la fonction 27-périodige 6 +— P(e?). Cette
constatation conduit & une preuve particulierement courte de 1’égalité

demandée. En effet,

apz_ L S N Y
(X = 2RI = o ) (e” — 2)R(e”)(e z)R(e?)dt

et
1 27 ) ) o
(1 —zX)R]||* = o [ (- zeYR(e?)(1 — ze %) R(ei0)dh
T Jo

1l suffit de constater que (e — z)(e™% —z) = (1 — ze¥)(1 — ze™%)
pour tout 6. Notons quun calcul direct des quantités ||(1 — ZX)R|| et
|(X — z)R|| permet de conclure également.

2. On suppose que P posséde des racines de module strictement
supérieur & 1 : sinon, M(P) = 1 et l'inégalité est vérifiée car ||P|| > 1
puisque P est unitaire. Notons zj,..., 2, les racines de P de module
inférieur ou égal & 1 et z.44,--., 2, les racines de module strictement

n
supérieur & 1. On a donc M(P) = H | 2]
=r+1
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La question précédente montre que si on remiplace dans P un facteur
(X — z) par (1 —%X) la norme ne change pas. On va effectuer cette

substitution pour toutes les racines z;... ., z,. Posons
T 13
Q=JJa-=x) J] X- =)
=1 j=r+1

n
On a ||P|| = ||Q||- Mais le coefficient constant de Q cst H z;. On a
j=r+1

donc M(P) < [|Q]| = [Pl <

5.41. Critére de Routh-Hurwitz pour le degré 3

Soit P = X3 + aX2 + bX + ¢ € R[X]. Montrer que, pour que
toutes les racines coniplexes de P aient une partie réelle strictement
négative il faut ct il suffit que @ >0, 6> 0,c >0 et ab—c > 0.

(ENS Ulm)

> Solution.

e P étant de degré impair, il possede au moins une racine réelle. 11
existe done (a, 3,7) € R? tel que P = (X + a)(X2 + 3X + ). Les racines
de P ont toutes une partie réclle strictement négative si v > 0 et si les
partics réelles des racines z; et zz du polynéme Q = X2 + X + v sont
strictement négartives.

Si Q a deux racines réelles, c’est-a-dirc si 3% > 4+, on doit avoir
19 = > 0et xy +22 = —f0 < 0, scit § > 0. Sl possede deux
racines cornplexcs conjuguées, c’est-a-dire si 32 < 4, on a alors Re(z,) =

1 —_
Re(z2) = =(z; + z2) = —ﬂ Il faut donc B > 0: on remarque qu’on a,
2 2

1
de plus. v > Zﬂz > 0. Dans tous les cas, il faut 5 > 0et v > 0.

Réciproquement, si les conditions g > 0 et v > 0 sont rdéalisées, soit
Q possede deux racines réelles et alors clles sont toutes deux négatives
d’apreés ce qui précede, soit @ pusséde deux racines coinplexes conjuguées
et leur partie réelle est négative puisque G > 0.

Les racines de P ont donc une partie réelle strictement positive si et
seulement s1 o > 0,83 > 0,7 > 0.

e On remarque alors que ¢ = o+ 3,b = aff + v,¢ = a. On en
déduit que si o > 0,8 > 0,7 > 0, alors @ > 0,5 > 0,¢ > 0. On a de plus
ab—c = p(a?+ af+7) > 0.

Réciproquement, si on a a > 0.5 > 0, ¢ > 0. ab— ¢ > 0, on obticnt

at+B>0,ap+9>0,09>0 et Ba*+af+7)>0.
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On en déduit que o + B+ = B+~ > 0; la derniére inégalité donne
alors 3 > 0. D’autre part, « et y sont de méme signe: s'ils étaient tous
deux négatifs, on aurait a8+ < 0. On a donc @ > 0,8 > 0,7 > 0. et
d’apreés ce qui préceéde, les racines complexes du polynéme P ont toutes
une partie réelle strictement négative.

Conclusion. Les racines complexes du polynome X3 + aX? +bX + ¢
ont une partie réelle strictement négative si et seulement s1

[a>0,6>0,c>0.ab—c>0] <

La régle de Descartes et le théoréme de Sturm ramenent l'étude du
nombre de racines sur un intervalle d’un polynéme a coefficients réels
a Dévaluation d’une fonction sitnple — un nombre de changements de
signe — en deux points. Ce sont des méthodes aisément programmables
et présentes dans les logiciels de calcul formel (fonctions sturm, sturmseq,
realroot de Maple).

5.42. Reégle de Descartes

On considere un polynome P & coefficients réels de degré n. Pour
tout réel z, on considere la suite (P*)(z))xcfo,n)- On note V(z) le
nombre de changements de signe stricts de cette suite : V(z) est le
cardinal de

{(6.7).0<i<j<n.PO@)PD(z) <0et PW(x)=0sii<k<j}

1. Soit a et b tels que P(a)P(b) # U et p(a,b) le nombre de
racines de P dans Vintervalle [a. b], comptées avec leur ordre de mul-
tiplicité.

Montrer que p(a, b) < V(a) — V(b) et que p(a.b) = V(a) — V(b)
(mod 2).

2. On note P = a9 + a1 X + --- + a, X", v(P) le nombre de
changements de signe dans la suite (ag,-- -, a,) et p(P) le nombre
de racines de P dans R} comptées avec leur ordre de multiplicité.

Montrer que p(P) < v(P) et que p(P) = v(P) (mod 2).

(ENS Cachan)

> Solution.
1. 1l s’agit d’étudier comment varie V sur I'intervalle [a. b].
Remarquons que la fonction V est constante sur chaque intervalle
contenu dans [a,b] sur lequel aucune fonction P®) (0 < k < n) ne
g’annule.
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11 suffit donc de voir comment varie V(&) quand 1 «traverse» en
croissant une racine d’un des polynémes P(*) (0<k<n).

Le raisonnement qui suit est basé sur la remarque simple que voici.
Suppuosons que ¢ soit unc 1acine d'un polyndéme A. non nul. La fonction
polynéme A2 présente en ¢ un mininmum strict. Sa dérivée 2AA’ est
négative, puis positive, sur un voisinage de ¢. Pour h # 0 assez petit,
A(c+ h)A'(c+ h) a le signe de h.

e Supposons que ¢ est une racine de P d’ordre m : ¢ annule donc
P.P’,...,PU" 1D mais pas PO, On en déduit que, pour h # 0, assez
petit et 0 < i< m —1, P(i)(c + h)PC+HU(c + h) a le signe de h et donc
est négatif. puis positif. On en déduit qu’en traversant ¢, V(z) diminue
de m, ordre de multiplicité de ¢ ...

e Supposons naintcnant que ¢ est une racine de P*) d’ordre m
(on suppose P¢~D(c) # 0). Le méme raisonnement que précédem-
ment montre qu'on a une diminution de V(r) de m, car les produits
PO (z)P+U(z), pour k < i < k+m — 1 de négatifs deviennent positifs
quand :x traverse ¢

Mais une variation supplémentaire de V(z) peut étre due au change-
ment de signe de P*~D()P®)(z). On a, par hypothese. P*=1(c) # 0
et donc P*~1) garde un signe constant dans un voisinage de ¢. Quant &
P®)_ il change de signe en ¢ si m est impair.

Si m. est pair, V(z) diminue done de m ; si m est impair, V(r) diminue
done de m—1 ou m + 1 selon que P~ (2)P*) (z) est positif ou négatif
avant c¢. Dans tous les cas, V(z) diminue ici d'un nonibre pair.

e Quant on fait la somme de toutes les diininutions obtcnues entre
a ct b, on trouve la sonime des ordres de multiplicité des racines de
P sur Ja.b[, et donc sur [a.b], car P(a)P(b) # 0. c’est-a-dire p(a,b),
4 quoi s’ajoute un entier naturel pair. Il existe donec N € N tel que
V(a) — V(b) = p(a,b) + 2N. On en déduit que

pu(a.b) < V(a) — V(b) et p(a.b) = V(a) — V(b) (mod 2).

2. Quitte & diviser le polynéme P par X*, ol k est la valuation de
P, ce qui ne modifie ni p(P), ni »(P). on peut supposer que ag # 0.

En 0, on obtient P (0) = ila;, pour 0 < ¢ < n. On en déduit que
V(0) = v(P).

D'autre part. étant douné un polynome quelconque A, pour «
asscz grand, A(rx) gardera un signe constant, celui de son coefficient
dowminant. On peut donc trouver @ € Ri tel que, powr z 2> a,
P(z),P’(x),...,P™ () ont le signe de a,. On en déduit que, pour
> a,ona V(z)=0.

Nous obtenons donc finalement V(0) — V(a) = v(P).
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Nous voyons, d’autre part, que toutes les racines positives de P et de
ses dérivées non nulles appartiennent & lintervalle |0, f. De la premiére
question, appliquée & l'intervalle [0, o, nous déduisons donc que

u(P) < v(P) et u(P) =v(P) (mod 2). <

5.43. Théoréme de Sturm

Soit P € R[X]. On pose Sg = P,S; = P’, puis, aussi longtemps
que c’est poussible, S; 1 = A;S; — S; 41, avec deg(S;41) < deg(S;).

Pour z réel, on note V(z) le nombre de changements de signes
(stricts) de la suite So(z), . .., Sp(z), lorsque S, 41 = 0. V(z) est donc
le cardinal de I’ensemble

{(4,7).0<i < j<p,Si(2)S;(z) <Oet Sp(z) =0sii<k<j}
Soit a < b. On suppose que P(a)P(b) # 0. Montrer que le nombre

de racines distinctes de P dans [a. ] est égal & V(a) — V(b).
(ENS Cachan)

> Solution.

® S; . est I'opposé du reste dans la division euclidienne de S; ; par
S;- Celle-ci est possible tant que S; n’est pas nul. La suite Sg, . ... Sp, Sy
est donc au signe preés la suite des restes obtenus en calculant le pged
de P et P’ par ’algorithme d’Euclide. Par construction, on a, pour tout
i € [0,p].

ngd(Si, S7;+1) = Sp.

On se raméne & un polynome n’ayant que des racines simples en

posant, pour tout ¢ € [0, p],

Alors, pour tout i € [0.p], les polynomes T; et T;, sont premiers entre
eux et n’ont donc pas de racine commune ; on note que T, = 1.

Les racines de Tg sont les racines de P, mais toutes les racines de Tq
sont simples. En effet, si « est racine de P d’ordre rn, alors « est racine
d’ordre m — 1 de P’ et (X — )™~ ! est en facteur dans S,,.

e Notons que si S,(z) # 0, V(z) est égal au nombre V;(x) de chan-
gements de signes (stricts) de la suite To(x),..., Tp(x). Cest vrai en
particulier si z = a ou b (car P(x) # 0 implique S,() # 0). On a donc

V(a) — V(b) = Vi(a) — Vy(b).

o Il g’agit de démontrer que V;(a) — Vi(b) est égal au nombre de
racines de P (ou de Ty) sur [a, b].
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On remarque d’abord que la fonction V; est constante sur tout inter-
valle contenu dans [a, b] sur lequel aucune des fonctions T; ne ’annule.
Comme les fonctions T; n’ont qu'un nombre fini de racines, il suffit
de démontrer que V; posséde les deux propriété suivantes :
(z) Vi(x) diminue de 1 quand z «traverse» une racine de Ty,
c’est-a~-dire une racine de P;
(i4) Vi(z) ne change pas lorsque z «traverse» un point « tel que
To(cr) est non nul et T;(e) = 0 pour au moins un indice ¢ > 1.

e Supposons que « soit une racine de P. La fonction P? présente en «
un minimum. Sa dérivée 2PP’ est donc négative, puis positive. Pour h #
0 assez petit P(a+h)P/(«+h) ale signe de h et donc Ty(a+h)Ty(a+h)
a le signe de h (car (Sy(a + h))% > 0 si P(a + h) # 0). Ce qui montre
quapres la traversée de ¢, il y a un changement de signe de moins entre
les termes d’indice 0 et 1.

e Supposons maintenant que « soit une racine de T;, avec ¢ > 1;
on a nécessairement i < p. De l'égalité S;_; = A;S; — S; 41, on déduit
Ti 1 = AT, — Tiga, puis Ti_1 () = —Tiy1 (). Mais o n’est pas racine
de T; 1, ni de T;41. On a done T;_1(a) T; 1 (a) < 0. Par continuité, on
en déduit qu’on a encore T;_1(z)T;4; (x) < 0, pour z dans un voisinage
de a. Le nombre de changements de signe entre les termes d’indices i — 1
ct i + 1 ne change pas, il reste égal & 1 (quel que soit le signe de T;(z)
sur ce voisinage de «).

Ceci achéve la démonstration. <

Les exercices suivants traitent de fractions rationnelles. Le premier
est une classique décomposition en éléments simples. Rappelons que si o

P
est un pole simple de la fraction rationnelle F = —Q, la partie polaire de

P(a)
(X—a)Q'(a)”

F relative ¢ o est

5.44. Décomposition en éléments simples

Soit P € C[X] n ’admettant que des racines simples non
1 1

m W. Que vaut

nulles zy,...,x,. Montrer que Z

>

(Ecole polytechnique)
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o> Solution.
e On décompose en éléments simples la fraction rationnelle F(X) =

1
—P(T)' Les poles de F sont les x; et ils sont tous simples par hypothese.
Puisque la partie entiére de F est nulle on a
1 - 1 1 1
F(X) = = = = L)
P(X) ; 1—[(3,3z —xk)X_xi kE::l P'(2;)(X —x;)
ki
TL’identité demandée s’obtient en évaluant cette égalité en 0.
e Pour calculer la somme Z B ( =)’ on multiplie (*) par X, on évalue

n

en x réel et on fait tendre x vers 'infini : Z vaut 1 sin =1 et

< P'(x:)
Osin>1.<

5.45. Inversion de la matrice de Hilbert

Seit (@1, .- ..an). (b1.--.,b,) et (¢1,-..,¢,) dans R™. On suppose
que les a; sont deux & deux distincts de méme que les b;. On suppose
de plus que a; + b; # 0 pour tout (3,7) € [[1.n]]2.

1. Résoudre le systéme : Vj € [1,n], Z =¢;.
i=1

2+b

1
2. Soit H = (hy;) € M, (R) avec h;; = T Montrer que
i+ —
H est inversible et que H~! est & cocflicients entiers.
(ENS Ulm)

> Solution.
1. Pour (z,....,x,) € R?, on considére la fraction rationnelle F =
n

Z :ji X Si 'on note P le polynome (X+ay) .. . (X+a,,), alors il existe
aq

i=1
QEeR,_1[X] tel que F = % puisque degF < —
Le systéme considéré équivaut a : pour tout 7 € [1,n],
F(b;) = ¢;. cest-a-dire Q(b;) = P(b;)c;-
Les n réels by,...,b, étant distincts, ces conditions déterminent

un polynéme unique Q de R, ;[X], qui s’exprime en fonction des
polynémes interpolateurs de Lagrange relatifs au systeme (bq,...,b,),
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[T -2

L;= i par Q = Z P(b;)c;L;. La fraction rationnelle F = %
TIe —0x) =
k#j

est donc entierement déterminée. On en déduit que le systeme considéré
admet, une solution unique. En effet, F se décompose de maniére unique

n
s
enF = Z o _; < On obtient, pour tout z € [1,n],
i=1

Q) 1 & L (—a
T, = P’(_ai) - P’(—ai) ;P(bj) JLJ( 1)-

On note que

P'(—a;) = [ [ (e — @),

kAi
et
[T(-ai—b)
k£j 1
Lj(-a;) = “——— = [J(ai +b ,
e H(bj — bi) k=1 ‘ 2 (a: + bj)H(bk —b;)
k#3 k#7

On obtient finalement

[T+ Tlar+8)
k=1

PO B P < S
‘ | JICD) ng 1] —2))

k#i k#j

2. Avec les notations de la question précédente, si on considere la

matrice A € M,,(R) dont le coeflicient d’indice (4, j) est (matrice
i ]
1
L2
de Cauchy), le systeme précédent devient AX = C ou X = ) et
Tn
1
C2
C= . . Nous avons démontré que ce systéme a une solution unigue
Cn

pour tout C € R™. La matrice A est donc inversible et ’expression des
z; en fonction des ¢; donne les coefficients de A™!. Le coefficient d’indice

(¢,7) de A1 est
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H(amtbk ) [[(ax +5)

o k£
7 H(ak—az [Tex =5
ket kit

La matrice H (matrice de Hilbert) est un cas particulier de matrice de
. .1 . -
Cauchy avec, pour tout 7 € [1,n], a; = b; = i— 3 Le coeflicient d’indice

i,7 de H™! est donc

ﬁ(i+k~1)H(k+j—1)

h’- o k=1 k?éi
R § (CE R | ()
ki k#£7

On remarque que

H(z+k—1 (Z++" et JJ(k—i)= (11— 1)(n—i)

( ’ k#i
On en déduit que
(i+n—1)j +n—1)
((i— DN2((7 — HH2%(n — z)'(n _])l(z +4— 1)'
! 0211—2 r s
(i — 15— 1)! = EYED)] permet d’écrire
i = it (i+n—1)j+n—1)
hi,j = (= 1) + (C'L+_7 2)2 (’I‘L _ -)'(n— NG + 5 — 2)!(3' +4— 1)!

= (1) (i+n—1)(Col_,)2CH 7 ,Cht .

L’égalité

Ceci montre que H™! est & coeflicients entiers. <

5.46. Automorphismes de K(X)

1. Déterminer les automorphismes de la K-algebre K[X].
2. Déterminer les automorphismes de la K-algébre K(X) des

fractions rationnelles & une indéterminée. ;
(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. Scit ® un automorphisme de la K-algébre K[X]. Notons P = ®(X).
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Alors ®(X") = P" pour tout n € Net si Q = Y _ a,X* € K[X],
keN
Q) =Y ar®(X*) =) aP* =QoP.

kcN kcN

Pour que P soit surjective, il est nécessaire que P ne soit pas constant.
SiQ # 0, deg(®(Q)) = degP x degQ. La surjectivité de ® impose
deg P = 1. 1l existe donc (a,b) € K* x K tel que $(Q) = Q(aX +b) pour
tout Q € K[X].

Réciproquement, si (a,b) € K* x K, Q — Q(aX + b) est un auto-
morphisme de la K-algébre K[X] dont Pautomorphisme réciproque est

)

a
2. e Soit & un morphisme d’algebres de K(X). Posons F = ®(X).
On démontre alors, comme dans la question 1, que, pour tout P € K[X],

P
®(P) =PoF. Si G e K(X) gécrit G = Q avec P et Q dans K[X], on

obtient
=GoPF.

P)_@_(Pl_PoF

‘I’(G):‘I’(Q T 3(Q) QoF

11 est clair, réciproquement, que pour tout F € K(X), I’application
Cp: Ge K(X)— GoF € K(X)
est un morphisme de K-algebre. Reste & trouver & quelle condition sur
F l'application @ est un automorphisme.

e Si @y est un automorphisnie. il est surjectif et en particulier il existe
G € K(X) tel que ®(G) = GoF = X. Scit A, B.P, Q quatre polynomes

tels que B et — soient des représentants irréductibles de F et G. On

note p et ¢ les degrés respectifs de P et Q, ug,...,a, et bg,....bq les
P q

scalaires tels que P = Zanj et Q = Zkak. Par hypothese, on a

3=0 k=0
PoF = X(QoF), c’est-a-dire

P ] q . P AJ q Ak
ZoajFJ :X;}bkF . soit Zoajg :Xzbkﬁ-
7= = i=

Si on note m = max(p, g), on obtient

P q
Y a;ATBT =X b APBTE,
7=0 k=0
Tous les polynémes qui interviennent dans cette égalité sont divisibles
par A, sauf ceux qui correspondent & 7 = 0 et k = 0. On en déduit que
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A divise agB™ — bpXB™. Le polynome A étant premier avec B et donc

avec B, on en déduit que A divise ag —boX. Le couple (ag, bg) n’est pas
P

égal a (0,0) sinon — mne serait pas irréductible; le polynome ag — boX

Q
est donc de degré < 1. On en déduit que deg(A) < 1.

Intéressons-nous maintenant aux polynomes divisibles par B dans
I’égalité précédente. Sim = p = ¢, B divise (a,—b,X)AP et donc a, -b,X,
puisqu’il est premier avec AP. Le polynéme a,, — b,X est de degré 1 car
b, # 0. On en déduit que deg(B) < 1. Si m = ¢ > p, on montre que B
divise b, X et si m = p > ¢, B divise a,,. Dans tous les cas. la conclusion
est la méme : deg(P) < 1.

Nous avons donc démontré qu’il existe (a,b,c,d) € K* tel que F =
aX +b
cX+d
0.

. Il est clair que F ne peut pas étre constant ; il faut donc ad—be #£

e Réciproquement, étant donnés quatre éléments a,b,c,d de K tels
ad—bc # 0, notons ®, p .4 le morphisme de K(X) défini par @, 4  a(X) =
aX +b
cX+d
(o', b, d") sont deux quadruplets tels que ad—bc #£ 0 et o'd’ —b'c’ # 0.
alors

. On montre facilement que ®,,9,0,1 = Idg(x) et quesi (a,b, ¢, d) et

Dobed© Porpr ot ar = Par prr o ar,

oua’ b, ", d" sont tels que

a b a/ bl aII bII
(C d) (Cldl> = ((‘”d">.
4 ' —1
La matrice (Z Z) est inversible. Si (‘i, Z,) = (ig) alors

q’a’b’C’d [o} q’alyblycl,dl = q’al.bl.cl_dl o} q’u‘b‘qd = IdK(X) B
D, p.c,a est donc inversible : ¢’est un automorphisme de K(X).

Conclusion. Les automorphismes d’algébre de K(X) sont les appli-
cations

aX +b
cX+d

avec (a.b.c.d) € K* et ad — be # 0. De plus I'application qui & A =

GeK(X)HG< )eK(X),

(‘CI Z) € GLa(K) associe Pypcq €st un morphisme de groupes. Son

noyau est le sous-groupe des matrices scalaires non nulles. <

Les nombres algébriques sur Q sont les racines des polynémes a coef-
ficients entiers. On s’intéresse ici ¢ Uapproximation des nombres algé-
briques par des rationnels.



5.47. APPROXIMATION D’UN IRRATIONNEL ALGEBRIQUE PAR DES RATIONNELS 227

5.47. Approximation d’un irrationnel algébrique par des
rationnels

Soit P € Z[X] non nul et a une racine irrationnelle de P.
1. Théoréme de Liouville : montrer qu’il existe des réels ¢ > 0

c
et 7 > 0 tels que |a — b > — pour tout couple (p, q) € Z x N*.
q q
a0 p d
2. Montrer qu’il existe d > 0 tel que |a —=| < — pour une
q

infinité de couples (p, ¢) € Z x N*.
3. Montrer que 'ordre de a comme racine de P est inférieur ou

égal a g ou n est le degré de P.

(ENS Ulm)

> Solution.
1. On décompose P en produit de facteurs irréductibles dans Q[X]
et on considére Q € Q[X] irréductible, divisant P et tel que Q(a) = 0.

On note 7 le degré de Q. Soit p € Z et ¢ € N*. Comme a # B, en vertu
q

du théoréme des accroissements finis, il existe d € ] E, a[ tel que

q

Q (S) - Q (S) ~ Q(a) = Q'(d) (’é - a) .
o ()] -1l

existe A € Z* tel que AQ € Z[X]. 1l s’ensuit que Ag¢"Q (g) est dans Z

p

En passant a la valeur absolie, on obtient a— —‘. 1
q

et méme dans Z*, puisque Q n’a pas de racine rationnelle (en effet, il est
irréductible sur Q et n’est pas de degré 1 puisque a ¢ Q est racine). Par

conséquent, on a |[Ag"Q <£> =1let
q
, P 1 rey (P 1
Q@l]a-2| - = [ara(2)|> o

Cherchons & majorer |Q'(d)| : Q" étant continue sur le compact [a —1, a+
1], il existe K > 0 tel que, si x € [a — 1,a + 1], |Q'(z)] < K. Ainsi, si

EE[a—l,a+1] on a
q

C
pr
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1

en ayant posé ¢ = = KA > 0. Quitte & changer cen 1 si ¢ > 1, on
c

peut supposer ¢ < 1. Alors. U'inégalité (o — Z—)‘ > — reste vrale méme si
q

a— p > 1.

q
Conclusion. On a trouvé r > 2 et ¢ > 0 tel que si (p,q) € Z x N*,
a- 2‘ > <
q qr

2. Nous allons démontrer la propriété demandée avec d = 1.
e NMontrons pour commencer le résultat suivant : étant donné N €

1
N*, il existe (p,q) € Z2 tel que |gu — p| < N et 0 < ¢ < N. Pour

cela, nous appliquons la méthode des tiroirs de Dirichlet. Considérons
les N + 1 nombres réels ar, = ka — E(ka) (0 < k < N). Ils appartiennent

. . i i+1
a lintervalle [0, 1]. Celui-ci est réunion des N «tiroirs» [N’ % [, pour
0 <7 < N-—1. Un de ces tiroirs doit contenir deux réels a. 1l existe

1
donc des entiers k; et ko tels que 0 < k1 < k2 < N et |ag, — ag,| < N

En posant ¢ = k2 — k1 et p = E(kza) — E(k1a), on obtient : 0 < ¢ <N
1

t —p < =.

et lag — p N

e De ce résultat on déduit, en prenant un entier N strictement positif
p < 1 < 1

a—= — —.
gl N T ¢

couple (p, g) vérifiant I'inégalité voulue. Pour montrer qu’il en existe une

infinité, on raisonne par ’absurde et on suppose qu’il n’en existe qu’un

nombre fini P pm . Puisque @ est irrationnel, il existe un entier N

Kl

51 Qm

quelconque, que ce qui montre Pexistence d’un

11
a— P 5 = Mais.

strictement positif tel que, pour 1 < i < 7. on ait N
G

1
d’aprés ce qui précede, il existe (p,q) € 72 tel que |ga — p| < N et
< L 1 1

qN N

qui montre que P est pas un des P o la Contradlctlon cherchée,
G
3. Appelons d 'ordre de a comme racine dc P et démontrons que

0 < g < N. On a alors a—z—)g mais aussi a—2

¢?’

n 1 X
d < 5> par récurrence sur d. Considérons & nouveau Q € Q[X]. fac-

teur irréductible de P, admettant ¢ comme racine. Comme o ¢ Q, on a
degQ =171 2= 2.
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eSid=1, alors 2 < degQ < degP et n > 2d.

e Supposons d > 2. Montrons que a est racine simple de Q. En effet,
lensemble I = {A € K[X], A(a) = 0} est un idéal de Q[X]. 1l est donc
principal et admet un générateur unitaire A non constant. Or Q € I donc
A divise Q et Q € Q*A, puisque Q est irréductible. Si a était une racine
double de Q, on aurait Q'(a) =0 et Q' € L. Alors Q diviserait Q. ce qui
est exclu car Q' #£ 0 et deg Q' < deg Q.

P
Ainsi, a est racine d’ordre d —1 du polynome P; = —. Par hypothese

de récurrence, n —degQ =degP; > 2(d—-1) et n > 2(d — 1) + degQ >
2d. <

Le théoréme démontré dans la premiére question de Uexercice permit
¢ Liouville de donner les premiers exemples de nombres transcendants,
c’est-G-dire non algébrigues (en 1844). Supposons que a soit un réel irra-
tionnel tel que, pour tout k € N*, il existe (p,q) € Z. x N*, g > 2 tel que

1 . . .
a—Ll< —« Alors, il ne peut exister ¢ et  comme dans la question 1 de
q q
Dexercice. En effet. en prenant k assez grand, on arrive ¢ une contradic-

+o00
tion puisque q = 2. On monitre ainsi que a = Z 107 est transcendant.
i=0
En 1863. Cantor. aprés avoir démontré gue R n’est pas dénombrable,
prowva Uexistence d’une infinité de nombres transcendants en remarquant
que Uensernble des nombres algébriques est dénombrable. L’exercice sui-

vant prouve la transcendance de e, résultat établi par Hermite en 1875.

5.48. Transcendance de e

t
1. Soit P € R[X] ct, pour t € R, I(t) = / €' 7“P(u)du. Montrer
0

q q
que, si deg(P) = ¢, I(t) = etz P& (0) — Z PO(1).
i=0 i=0
2. Supposons dounés des entiers relatifs ag.ay. .. .. a,, tels que
ag #£A0Qet ag+are+ -+ -+ une” = 0. Soit p € N: on pose

P=XP"1(X - 1)P(X-2)P... (X - n)P

ot J = aol(0) + arl(1) + -~ + aul(n)

Montrer que J est un entier. Montrer que (p — 1)! divise J et enfin
que., pour tout entier premier p assez grand. J # 0.




230 CHAPITRE 5. POLYNOMES

3. Montrer qu’il existe C € R tel que, pour tout p € N, |J| < CP
et trouver une minoration de |J|. En déduire que e est transcendant.
(Ecole polytechnique)

> Solution.

g
1. On définit D(P) = ZP(i) et la fonction f par

f(u) = e “D(P)(u). On note que D(P)’ = D(P) — P, car P(¢*)) = 0; on
en déduit que, pour tout v € R, on a

f'(w) = —e“DP)(u) + e “D(P)'(u) = —e “P(u).

On obtient alors
t
I(t) =¢' / e “P(u)du = € [—e*“D(P)(u)]g = e'D(P)(0) — D(P)(1),
0
C’est-a-dire
q _ q _
I(t) =" Y _P(0) - ) PO).
i=0 i=0
2. e Avec les notations précédentes, on a, pour tout entier k € N,
I(k) = €"D(P)(0) — D(P)(k).

On en déduit que

J= (Z aye )D(P )(0) — ZakD(P)(k ZakD(P (k).
k=0

P est & coefficients entiers, donc D(P) également ; les ar étant entiers,
on en déduit que J est un entier.

e Montromns, que pour k € [0, n], D(P)(k) est divisible par (p — 1)

P s’6crit Xp~1Q, avec Q € Z[X]. Pour i € N, on calcule P® par
la formule de Leibniz. Les termes qui apportent une contribution non
nulle & P®(0) sont ceux pour lesquels on aura dérivé p — 1 fois XP~1,
La dérivée (p — 1)-ieme de XP~! étant (p — 1)!, on en déduit que, pour
tout entier i, P®)(0) est divisible par (p — 1)!. 1l en est donc de méme de
D(P)(0).

Pour 1 < k < n, en écrivant P = (X — k)PR, avec R € Z[X], on
montre de la méme maniére que D(P)(k) est divisible par p! et a fortiori
par (p — 1)L

Finalement, chaque D(P)(k) étant divisible par (p — 1)!, on conclut
que J est divisible par (p — 1)\
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e Nontous que, si p est un nombre premier assez grand, J n’est pas
divisible par pl. Avec les notations précédentes, on a, pour i > 1, Q¥ (0)
divisible par p, car il existe Q; € Z[X] tel que Q = QY. On en déduit
que. si i > p. alors P (0) est divisible par pl. Comme

PeD(0) = (r— 1IQ(0) = (p — D=1 (n1)",
on en déduit que

D(P)(0)
J

(p — DHU=1)P" (nh)? (mod p!), puis que
—ag(p — 1)Y(=1)P™ (n!)? (mod p!).

Par hypothése, ag est non nul. Si p est un eutier premier supérieur
a |ag| et & n, p ne divise ni ag, ni n! et douc p! ne divise pas J. Ou en
déduit qu’alors J n’est pas nul.

3. Pour majorer J. on majore I(k), pour 0 < k < n, en revenant &
I’expression initiale de I(¢). On a, pour k € [0,n].

k k
(k) = / €' “P(u)du| < sup |P| " Udu = (¢* - 1) sup|P|
0 [0,k] 0 [0,/]
< €"sup|P|.
[0,7]
Or, pour tout z € [0.n], on a
[P(z)] = 27" ' (Jr — 1|z — 2| -+ |z — n])” < nP7H (n")P.

On cu déduit que. pour tout k € [0.n],
(k)| < e™nP~ ! (n™)P,

puis que, pour tout entier p € N,

7
|J| < Z lak|e™nP~ ! (n™)P.
k=0

7
Soit @ = 1max <Z |ak|e".n). On a alors. pour tout p € N,
k=0

[J| < a® (n™)P < (an™)P  clest-a-dire |J| < CP,

avec C = an™.

Mais nous avons vu dans la question précédente que, si p est un
entier preinier assez grand, alors J est non nul et divisible par (p — 1)L
On en déduit que |J| = (p — 1)! et a fortiori, C* > (p — 1)!. Or on a

/2

C
lim ———— = 0. Pour p assez grand, on a donc CP < (p — 1)L. D’olt
p—+oo (p— !
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la contradiction cherchée. Il ne peut pas exister des entiers ag,uq, . .., u,
appartenant & Z tels que ag # 0 et ag + are + - -- + a,e" =

On en déduit que e est transcendant. En effet, si e est algébrique sur
Q, il existe P € Q[X], tel que P(e) = 0. En multipliant P par un entier,
on peut supposer que P € Z[X]. 1l existe donc des entiers ag, a1, ...,a,
appartenant a Z tels que ag+a1e+- - -+ a,e” = 0. On peut supposer que
ag # 0, car si 'ordre de 0 comme racine de P est p. on divise P par XP.

Les derniers exercices du chapitre traitent des polynomes ¢ plusieurs
variables. Le premier est une généralisation du résultat de Uexercice 5.20
aux polynomes a plusieurs variables.

5.49. Polynomes a plusieurs variables & valeurs entiéeres

1. Soit P € R[X] avec degP < 7. Montrer que P(Z) C Z si et
seulement si P(0), P(1), ..., P(n) sont dans Z.

2. Soit Q(Xy,...,X;) un polynéme & [ variables & coeflicients
dans R. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que
P(Z') C 7. -1

3. Montrer que pour tout (mi....,m;) € 7!, Hk! divise

H (s — ). k=1
1<i <y <! (ENS Cachan)

> Solution.

1. 11 est clair que si P(Z) C Z, alors P(0),...,P(n) sont dans Z.
Pour démontrer la réciproque. nous raisonnerons par récurrence sur 7.

e Si n = 0, le polynéme P est constant et cette constante est entiere,
puisque P(0) € Z.

e Supposons la propriété établie pour les polynomes de degré < n—1.
Soit P un polynéme de degré < n tel que P(0),P(1),...,P(n) soient
dans Z. Considérons le polynéme Q = P(X + 1) — P(X). 1l est de degré
<n—Tlet,pour 0 < bk <n—1,ona:Qk)=Pk+1)—Pk) € Z
On en déduit que Q(Z) C Z. On remarque gu’on a, pour tout k € N,
P(k+ 1) = P(k) + Q(k) et P(—k — 1) = P(—k) — Q(—k — 1). Sachant
que P(0) € Z, une récurrence banale sur k permet de conclure que, pour
tout k € N, P(k) et P(—k) sont dans Z. On conclut P(Z) C Z. ce gui
achéve la démonstration”.

7. On a donné ici une preuve différente de celle que le lecteur trouvera dans I'exer-
cice 5.20.
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2. Montrons que si ) € R[X;,...,X;] et si le degré de Q en chacune
des variables cst inférieur ou égal & n. alors Q(Z!) C 7 si et seulainent si
on a, pour tout {ry,...,x;) € [0, n]]l, Q(r1,...,x1) € Z. La encore une
des deux implications est évidente. Ou démontre que si on a, pour tout
(x1,....2) € [0, n]]l, Q(z1,.-.,x1) € Z, alors Q(Z!') C Z, en raisonnant
par récurrence sur | € N*

e Le cas [ = 1 a été traité dans la question précédente.

e Supposons la propriété vérifiée au rang | — 1 > 1 et considérons
m polyndme @Q de [ variables et de degré par rapport a chaque variable

< n tel que Q(zy,..... r;) € 7 pour tout (z1,...,x7) € [0, n]]l. Fixons
x; € [0,7] et considérons le polynome Q; € R[X,,...,X; ;] défini par
Q](Xl ..... Xl*l) :Q(Xlw-‘,Xl—l-xl)‘

Q) est de degré < n par rapport & X;,..., X;_; et vérific, par hypothese,
pour tout (z1,...,x 1) € [0, n]t

Qi(xy..... x1-1) = Q1...., x1-1.%) € Z.

De I'hypothese de récurrence, on déduit que Q;(Z'~') C Z. On
a donc, powr tout (xj....,r1—1) € 71, Qx1,-. - T1—1,%1) =
Qi(x1,.--..01-1) € Z. ceci pour tout x; € [[0.n].

Fixons maiutenant (xi,...,z;_1), élément quelconque de Z'~! et
considérons le polynéme Qg € R[X,] défini par

Q2 = Qz1,..-,w1-1, X0).

Q2 est de degré < n et d’apres ce qui précede Qz(x;) € Z pour tout z; €
[0.7]. De la question 1 on déduit que Q(z1,. ...z 1,%;) = Qz2(r1) € Z.
pour tout .x; € Z. Ceci wmontre que Q(Z!) C Z et termine la démonstra-
tion par récurreuce.

3. Cousidérons le polynome Q € R[Xj,...,X;] défini par

a- ] X=%

Sy Rl |
1<i<y<l

Montrons que Q(Z!) C Z. Puisquc Q est de degré I — 1 par rapport
a chacune des variables, il suffit de vérifier, d’apres la question 3 que
Q1. ...,z;) € Z pour tout (zy,....5) € [0.1—1]"

S’ll existe deux indices distinets ¢ et 7 tels que x; = x;, alors
Q(x1,...,2;) = 0 € Z. Sinon, on a {z1,...,z;1} = {0,1,...,1 — 1}
et donc {&y +1,...,2; + 1} = {1,2,...,1}. 1l existe o € S, tel que,
pour tout ¢ € [1,I], #; + 1 = o(i). On en déduit que Q(xy,..., L) =

11 o) —ol) _ (o) €.

Lt J—i
1<e<g<l



234 CHAPITRE 5. POLYNOMES

Calculons maintenant N = H (j — 7). On obtient

1<e<g<d
l i—1 1 -1
N=]] (Hu —z‘)) =[[G-1=]]a
7=2 \i=1 =2 =1
D’apreés ce qui précede, on a pour tout (my,...,m;) € 7,
I mi—m)
Q(ma,...,my) = SQQN— € 7.

-1
Autrement dit, N = H 7! divise H (m; —my). <

j=1 1<i<<l

La démonstration du théoréme de Bezout qui suitl illustre les grandes
différences entre l'arithinétiqgue de K[X] et celle de K[X4,...,X,] pour
n 2 2. Ce dernier n’est pas un anneau principal (d’aprés Uezercice 8.7) :
Uidentité de Bezout ne s’y applique pas : par exemple X et Y sont pre-
miers entre eux, mais l'identité AX 4+ BY = 1 n’est pas possible pour
(A.B) € K[X,Y]2. Néanmoins, c’est un anneau intégre; c’est méme un
anneau factoriel, c’est-a-dire que tout polynéme peut s’écrire comme pro-
duit de polynéines irréductibles (voir 8.8 pour la définition précise).

5.50. Un théoréme de Bezout

Soient P et Q deux polyndomes de K[X, Y], premiers entre eux.
1. Montrer qu’il existe (A, B) € K[X,Y] et A € K[X], non nul,
tels que A = AP + BQ.
2. Montrer que l'ensemble des (z,y) € K2 tels que P(z,y) =
Q(z,y) = 0 est fini.
(ENS Cachan)

> Solution.

1. e On souhaiterait appliquer le théoréme de Bezout & P et Q, mais
come cela est dit dans le préambule, on ne peut pas le faire directement.
On va donc se placer sur un anneau ot le théoréme de Bezout s’applique.
P et Q peuvent étre vus comme des polynomes en Y & coeflicients dans
K[X]. Comme K[X] est contenu dans le corps commutatif L = K(X), P
et Q se révelent étre des éléments de L[Y], domaine sur lequel s’applique
le théoreme de Bezout.
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o P et Q sont premiers entre eux dans K[X. Y]. Montons qu'ils restent
premicrs entre eux dans L(Y). Raisounons par I'absurde et supposons
quun irréductible D de L(Y) divise & la fois P et Q dans L(Y). Le
polynome D s’écrit

D= a,(X)Y" + a1 (X)Y" ! + - + a(X)Y + an(X),

avec n 2 1 ot les a;(X) € K(X). Quitte & multiplier D par le produit
des dénominateurs des fractions rationnelles ¢;(X) (ce produit est un
élément de L non nul), on peut supposer que les a,;(X) sont dans K[X]
et D € K[X,Y].

Résumons : D € K[X, Y] divise P et Q dans 1[Y] = K(X)[Y]. 1l existe
done F; et Fy daus L[Y] tels que F1D = P et F2D = Q. Pour arriver
a une contradiction, il suffit de mountrer que F; ct Fy sont en fait dans
KIX][Y] = K[X. Y.

Pour cela, donnons quelques définitions (ce sont les mémes que dans
Z[X] ; on pourra se reporter a 'exercice 5.12 sur le critére d’Eisenstein).
Powr tout M € K[X][Y] qui s’écrit ,(X)Y? + --- + 01 (X)Y + ap(X)
(=0, les ;(X) étant dans K[X]), on appelle conienu de M et on note
ex (D) le pged des a;(X) pour 7 variant de 0 & p. On dit qu’un polynome
M est primatif si cx(M) = 1. En divisant tous les coefficients de M par
leur pged. on trouve un polynome primitif : M s’éerit M = cx (M)M avec
M € K[X][Y] primitif.

Nous allons nous appuyer sur le lemme suivant.

Lemme. (Lemme de Gauss) Soient P et Q dans K[X][Y].
(i) Si P et O sont primitifs, leur produit PQ lest aussi.
(#4) On a cx(PQ) = ex(P) x ex(Q).

Démonstration.
(7) Supposons P et Q primitifs. Raisonnons par 'abswrde et imagi-

n m
nous que PQ ne le soit pas. On écrit P = Z an(X)Y*, Q = Z b (X)Y*
k=0 k=0

m+n
et PQ = Z cx(X)Y®. Puisque PQ west pas primitif. il existe R € K[X],

k=0
irréductible, divisant tous les ¢, (X). P et Q étant eux primitifs, il existe
un plus petit entier k (resp. ) tels que R ne divise pas ai(X) (resp.
bi(X)). Considérons alors

ck1(X) = aobps +- -+ ak_1bipr + arby + appabioy + -+ akgibo.

Par définition de k. les k premiers termes sont divisibles par R puisque R
divise a; si 7 < k. De méme, par définition de [, les I derniers termes sont
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divisibles par R. Comme cj_; est également divisible par R, il 8’ensuit que
R divise le terme restant a;b;. Or, cela est impossible, en vertu du lemme
d’Euclide, puisque ni ag, ni b ne sont divisibles par lirréductible R.
On conclut donc que PQ est primitif.
(i) On écrit P = cx(P)P. Q = ex(Q)Q. On a PQ = cx(P)ex(Q)PQ.
D’aprés le 1, PQ est primitif et donc le contenu de PQ est cx(P)ex(Q).
D’ou l’egahte voulue.

Comme D est également irréductible et divise P et Q dans 1Y),

quitte & remplacer D par D, on peut supposer D primitif. On peut mul-
tiplier F; € K(X)[Y] par un polynéme R(X) € K[X] afin de chasser les

dénominateurs des coeflicients de F; : Fy = et F € K[X][Y]. On

F
) ) R(X)
écrit ensuite F = cx(F)F avec ¥ primitif. Par conséquent, on obtient
DCx(F)ﬁ

R(X)
Passons aux contenus : cx(F) = cX(D)cX(F) = cx(Dex (F)F) = Rex(P).

Donc R divise cx(F) et finalement F; = I(% )F € K[X][Y]. Autrement

dit, D divise P dans K[X,Y]. Il en est de méme pour Q, par symétrie
du probléme. Comme P et Q sont premiers entre eux dans K[X, Y], nous
aboutissons a une contradiction.

e Nous avons donc démontré que P et QQ sont premiers entre eux dans
K(X)[Y]. 1l existe donc A’ et B’ dans K(X)[Y] tels que 1 = A'P + B'Q.
Soit A € K[X] le produit des dénominateurs des coeflicients de A et de
B. On a alors

A= AP +BQ avec A =AA’ € K[X,Y] et B= AB’ € K[X,Y].

2. Soit maintenant (z,y) € K2 tel que P(x,y) = Q(z,y) = 0. En
substituant dans ’égalité ci-dessus, il vient A(z) = 0. Donc z est une
racine de A. Il ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs puisque A
est non nul. Par symétrie du probleme en X et Y, y lui aussi ne peut
prendre qu’un nombre fini de valeurs. Il en résulte que

V = {(z,y) € K2, P(z,y) = Q(z,y) = 0} est fini.

Conclusion. Ce résultat s’interpréte ainsi : intersection de deux
courbes algébriques planes P(z,y) = 0 et Q(z,y) = 0 est finie si P et Q
sont des polynémes de K[X, Y] premiers entre eux. <

Bezout a en fait monitré que si P et Q sont de degrés respectifs m
et n, le nombre de points dintersection des deux courbes, comptés avec
leur ordre de multiplicité d’intersection et en tenant compte des points d
Uinfini, est exactement mn lorsque K est algébriquement clos.

=P ou encore Dex(F)F = R(X)P.




Chapitre 6

Espaces vectoriels. Algebres

Au xvir siécle se développent la résolution des systémes linéaires et
lo théorie des déterminants. Les raisonnements suggerent rapidement le
concept d’espace a n dimensions. Mais il fallait oser un langage géomeé-
trique, alors qu’une interprétation sensible dans le plan ou l'espace faisait
défaut pour n > 3.

De maniére indépendante, Cayley en Angleterre et Grassman en Alle-
magne franchissent le pas vers 1843-1845 et parlent d’espace & 1 dirnen-
sions. Le point de vue de Cayley est issu directement de la géométrie
analytigue : un vecteur d’un espace ¢ n dimensions est un systéme de
n réels ou n complezes. L’addition de deur vecteurs et la multiplication
par un scalaire sont naturellernent introduiles por la généralisation de lo
dimension 3. Pour parvenir vraiment & la notion d’espace vectoriel, il
faut dégager le concept de sous-espace el de dimension d’un sous-espace.
C’est ce que fera Grassman (professeur de lycée autodidacte en marge des
milieuz de la recherche) en cherchant ¢ développer une analyse géoné-
trigue portant sur des calculs intrinséques indépendants du chowx des
coordonnées. Grassman introduit le prodait extérieur de deux vecteurs,
la définition de l'indépendance linéawre, de la dumension d’un espace et
démontre la relation fondamentale

dimV+dimW=dim(V+W) —dimVNnW.

Ces travauxr eurent peu d’impact au début, mais ils furent repris par
Henri Poincaré et Elie Cartan (notammnent son « algébre extérieure» en
géométrie différentielle).

C’est en 1888 qut Peano donnera la définition axiomatique d’un
espace vectoriel réel. Jusqu’en 1930, le point de vue des matrices et
des coordonnées prédomine par rapport au point de vue intrinséque des
espaces vectoriels.

237
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Les premiers ezercices portent sur les sous-espaces vectoriels.

6.1. Intersection de sous-espaces

Soit E un espace vectoriel de dimension n et Fy, ...,y des sous-
k k

espaces de E. Montrer que si Z dim¥; > n(k—1) alors ﬂ F; # {0}.

i=1 i=1

(ENS Ulm)
> Solution.
k
e Il suffit d’observer que ﬂ F; est isomorphe au noyau de 'applica-
i=1
tion linéaire
Fix - xF, — EF-1
P (Z1.22,..,2%) +— (T2 —T1.23 — L1...., Tk — T1)
En effet, ¢(z1.. ... zx) = 0 si et seulement si (z1,...,2%) = (z,2,...,2)
k
ol z appartient a ﬂ F;. Le théoréeme du rang permet alors d’affirmer
que =l
k k
dim(F) x Fz x -+« x F) = » _dimF; =gy + dim [ | F;.
=1 =1
k
Comme rg(1)) < dimEF~! = n(k — 1), on a dim ﬂ F; >0. <
i=1

On peut rédiger lo solution ¢ Uaide des espaces quotients. Prenons
donc cet exercice comme prétexte pour fournir quelques rappels sur cette
notion.

Soit E un K-espace vectoriel, ¥ un sous-espace de E. Comme I est
un sous-groupe du groupe abélien (E,+), on peut considérer le groupe
quotient E/F, défini & partir de la relation d’équivalence telle que, pour
tout (z,y) € E?,

z=y (modF) <= y—z€F.

La loi de composition externe est compatible avec cette congruence, i.e. si
A€K et z =y (mod F), alors Ax = Ay (mod F), si bien que Uon peut
munir B/F d’une loi de composition externe définie pour \€ K et x € E
par \& = Az (lo classe de Ar ne dépend pas du représentant = choisi
dans 7). Dans ces conditions, E/F est un K-espace vectoriel (le lecteur
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est invité @ faire les quelques vérifications d'usage) appelé quotient de E
par F.

Si E est de dimension finie. E/F Uest aussi et imE/F = dimE —
dimF. En effet, c’est une conséquence du théoréme du rang, puisque lo
surjection canonique s : x € E—— z € BE/F est linéaire de noyau F.

Revenons maintenant 6 Uexercice ci-dessus. Dire que © € F; revient
& dire que son image dans E/F; par la surjection canonique est nulle.
On considére donc
E — E/F;x---xE/F;
v: x +— Tovuns 7)

1l s’agit juste de prouver que, sous I’hypothést Zdim F; >n(k—1),
i=1
cette application linéaire n'est pas injective. C’est le cas puisque dim E =
n et
k
dim (E/Fy x --- x E/F}) = nk — Zdim F;, <n=dimE.

i=1

L’ezercice suivant a trait ¢ la notion de supplémentaire. En dimen-
sion finie, Uexistence d’un supplémentaire & un sous-espace donné résultt
du théoréme de la basc incomnpléte. Nous pourrons, dans certains ezer-
cices de ce chapiltre, admettre qu’en dimension infinie, tout sous-espace
vectoriel admet également un supplémentaire, résultat qui nécessite tou-
tefois l'axiome du choiz.

6.2. Supplémentaire commun

Soit K un corps infini. E un K-espace vectoriel de dimension finie.

1. Montrer qu'on ne peut avoir E=V; UVa U --- UV, ol les
V; sont des sous-espaces stricts de E. Que se passe-t-il si K est fini ?

2. Montrer que si Fq,Fa.. ... I, sont des sous-espaces vectoriels
de E de meme dimension (finie). il existe un supplémentaire commun
G a tous les F;.

(ENS Ulm)

> Solution.

1. Raisonnons par Pabsurde et supposons que E = V,UVoU- - -UVy.
ou les V; sont des sous-espaces stricts de E. On a nécessairement N > 2,
sinon E = V. Quitte & retirer un certain nombre de sous-espaces, jusqu’a
ce que le nombre N de sous-espaces dout la réunion est E soit minimal,
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on peut supposer qu’aucun sous-espace n’est contenu dans la réunion
des N —1 autres. Pour aboutir alors & une contradiction, nous proposons
deux méthodes différentes.

La premiere utilise directement un argument de cardinalité. 1l existe
z € Vy tel que z ¢ Vi UV U - UVy_,. D’autre part, on n’a pas
ViUVaU---UVn_; C Vy, sinon on aurait E = V. Il existe donc
ye ViuVaU---UVn_; tel que y ¢ V. Considérons, pour tout A € K,
le vecteur y+Az. Il n”’appartient pas a Vy, car sinon y € Vy. Il appartient
donc & V; UV U--- UVn_; de sorte qu’il existe iy € [1,N — 1] tel que
y+ Xz € V;,. L’application ¢ : A € K+— 45 € [1,N — 1] est injective.
En effet, soit A et p, dans K tels que iy = i,. Les vecteurs y + Az et
y+pz sont dans V;, , donc leur différence (A—p)z aussi. Comme x ¢ V,,
on a u = A. On obtient donc une application injective de K, qui est un
ensemble infini, dans [[1, N — 1] qui est un ensemble fini. C’est absurde :
E ne peut pas étre réunion d’une famille finie de sous-espace stricts.

Autre méthode. Quitte & vemplacer chaque sous-espace V; par un
hyperplan le contenant, on peut supposer que les V; sont des hyper-
plans. On considére alors, pour tout # € [1,N], une forme linéaire sur
E ¢y, telle que V; = Keryg;. On n’a pas V; C U V;. I existe

1€7EN
T#

donc x; € V; '\ U V;. Considérons. pour i € [1,N]. lapplication

1€iEN N

7

F; : K® — K définie par F;(A....,An) = @1(2 Ajz;). Clest une fonc-

=1
tion polynomiale sur KN. I’hypothése E = V; UV, U -+ - U Vy entraine

N N

H ; = 0 et donc H F, = 0. Le corps K étant infini, I’algébre des fonc-
i=1 i=1

tions polynomiales sur K™ est isomorphe & K[X;,...,Xy], qui est un
anneau intégre. Il existe donc un entier 4 entre 1 et N tel que F;, = 0.
Puisque N > 2, on peut considérer un indice i # i5. On obtient alors
fio(zi) = Fop (0,...,1,...,0) = 0, ce qui contredit le fait que z; ¢ V,,.

Si le corps K est fini, la premiére démonstration montre que |K| <
N — 1. Ainsi E ne peut pas étre réunion de |K! sous-espaces stricts ou
moins.

Le lecteur pourra montrer que |K|+ 1 sous-espaces stricts suffisent
effectivement pour recouvrir E.

2. 1l existe des sous-espaces G de E tels que F; N G = {0} pour
tout 7 € [1,p], par exemple le sous-espace nul. Parmi ces sous-espaces,
considérons-en un de dimension maximale. Notons G ce sous-espace et r
la dimension commune des F;. Si r+dim G < dimE, les sous-espaces I; &
G sont des sous-espaces stricts de E. 1l existe alors, d’apres la premiére
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question, un vecteur 7 n'appartenant a aucun de ces espaces. Mais alors
G’ = G & K est un sous-espace qui est en somnie directe avec tous les
F;, contredisant ainsi la mmaximalité de G. On a donc 7 +dim G = dimE
et G est un supplémentaire commun & tous les F;. <

On peut montrer, plus généralement. que dans le cas ot K est infini.
E ne peut pas élre réunion d’une famille (I;);c1 de sous-espaces stricts
avec |1 < |K|. Par exemple si K = R, E ne peut pas étre réunion d’une
famille dénombrable de sous-espaces stricts. Nous donnerons une preuuve
topologique de ce résultat dans le tome 2 d’analyse, o 'aide du théoréme
de Baire.

La deuriéme question se généralise alors directement avec la méme
démonstration : pour toute famille (F;);c1 de sous-espaces de méme
dimension avec |l < |K| il existe un supplémentaire commun & tous
les Fi.

On rappelle que si V est un espace vectoriel de dimension n, un dra-
peau de V est une suite croissante pour l'inclusion de n+ 1 sous-espaces
vectoriels Vo ¢ V, C -+ C V,, avec dimV, = k pour tout k. Celte
notion se présente naturellement dans l'étude de la trigonalisation : un
endomorphisme u de V est trigonalisable si et seulement s'il existe un
drapeau stable par u (c’est-a-dire u(Vy) C Vi pour tout k, avec les noto-
tions ci-dessus). Le groupe linéaire opére naturellement sur les drapeaux
et le lecteur vérifiera facilement gue cette opération est transitive. Le dif-
ficile exercice qui suit étudie le nombre d’orbites pour 'action du groupe
linéaire sur les couples de drapeau:.

6.3. Drapeaux

Soit V un K-espace vectoriel de dimension n, d et d’ deux dra-
peaux. respectivement Vo CV; C - C Vet Vg C VY C - C V).
1. Onpose Aj; =V, ; +V;pouri€[l.n+1] et j€ [0.n] et

o(i) = min{j, A;; = A;41 5} pour i€ [1,n].

Montrer que o est une bijection de [1, n] sur [1,n]. (On pourra
considérer 'application ¢’ définie comme o, mais en échangeant les
réles de d et d'.)

2. Par définition. une base (e;....,e,) est adaptée & d si, pour
tout k € [1.n], Vect(es.....ex) = V. Trouver une base (e;.. ... €n)
adaptéc & d et une permutation o de [1, n] telle que (exq1y, - - - - €o(n))

soit adaptée a d'.
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3. On fait opérer naturellement GL(V) sur les couples de dra-

peaux de V. Quel est le nombre d’orbites?
(ENS Ulm)

o> Solution.

1. e Notons, pour commencer, que, pour 7 € [L.n], on ao(i) € [1.n].
En effet, pour tout ¢ € [1,n], on a Ay = Vi_; + Vg = V,_, et donc
Ao # Aii1.0. Explicitons la définition de o(%). L’espace A;; = V,_, +V;
est inclus dans A, ;,, = V;+V,. On a I'inclusion inverse si V, C V,_, +
V;. Ceci équivaut & V. C Vi_; + Vi NV, puisque si # € V] s’écrit
y+z, avec (y,z) € Vi_; x Vj, alors z = 2 —y € V. NV, et donc a
Vi =Vi_, +ViNV;, puisque l'inclusion inverse est toujours réalisée. On
obtient les équivalences suivantes :

Ay, = A = V; = Vé;l +V; NV, < V; Nnv; ¢ Vé;la
la. derniére équivalence résultant de dim(V}) = dim(V;_,) + 1. On peut
donc caractériser o (%) par

V; n Vg(i);l C Vé—l
V;, n\/0’(7:) ¢ V1IL*17

puisque, si VI NV; C Vi_;, alors V, NV, C V;NV; C V._,. pour
0< k<],

e Pour montrer que ¢ est une permutation de [1,n], considérons,
comme le suggere 1’énoncé, Vapplication ¢’ : [1,n] +—— [1,n] définie
comme o, mais en échangeant les roles de d et d’ et montrons que o et
o’ sont réciproques 'une de autre. Par symétrie des réles de d et &', il
suffit de prouver que ¢’ 0 o = Id[y - Soit ¢ € [1,7], j = o(é). 1l faut
prouver que o’(j) = i, C’est-a-dire que

V;NVi_, CV;
V; NV ¢ V.

*SiV,;NV._; ¢ Vi y,alors V; =V, +V,;NV;_,. Considérons
un élément = de VNV, Il s'écrit y + 2, avec (y,2) € V1 x V; NV, _,.
Onaalorsy=z—2z€ V,NV;_y CV, ,, puisque o(i) = j; r est dans
Vi_,. Onadonc ViNV; C Vi_,, ce qui est contradictoire avec (i) = 7.
On conclut que V; NV;_; CV,_;.

* 81 V; NV; C V;_1, on obtient

V;NV;CV,.1NV, CVj_y,
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ce qui est faux. On a donc V; NV} ¢ V,_;. ce qui termine la démons-
tratiou.

2. Construisons unc base (e, ..., e,) adaptée a d telle que, pour la
permutation o précédemment définic, on ait (e,(1),.-., €y(n)) adaptée a
d'.

On a, pour j € [1,n], V; = V1 +V; N V;,(j) et en particulier
Vi = V1 NV, . Considérons, pour tout j € [1,n], un vecteur e; dans
VNV \ Vji-1. La famille (e1) est une base de Vi et si on suppose
que (e1,...,ej-1) est wne base de V;_y, alors (e;,...,¢;) est une base
de V,, puisque dim(V;) = dim(V;_1) +1 et que ¢; € V;\ V;_1. On a
donc montré que (e1,...,e,) cst une base adaptée a d.

On a, d’autre part, pour i € [1.7]. egs) € Vgpy N V;,og(i) = Vi N
Vi € V.. La famille (e,(1), ..., €x(n)) st donc une base adaptée a d'.

3. Le groupe GL(V) agit naturellement sur les drapeaux : si f €
GL(V) et si d = (Vop,... V) est un drapeau, alors (f(Vo), ... f(Va)) cst
un drapeau (puisque f conserve la dimension et inclusion). noté f(d). Si
(d, d') est 1 couple de drapeaux, (f(d), f(d')) est un couple de drapeaux.
Nous allons montrer que les orbites de couples de drapeaux sous cette
action de groupes sont caractérisées par la valewr de la permurtation o
définie dans la question 2.

e Commengous par démontrer que cette permutation est unique (1nais
pas la base (e1,...,€,)). Soit donc deux drapeaux d et d’, une permu-
tation 7 de [1.n] et unc base (ey,...e,) de V telle que (ey, ..., ey) soit
adaptée a d ct (e.(1),-...€,(n)) adaptée & d’. On a alors, pour tout
i € [1,n],

er@) € Vagay, €r(iy & Va(iy—1> ) € Vi, €r5) ¢ Vi_y.

On en déduit que V; NV ;) ¢ Vi_,, car er(;) appartient au premier
enscmble mais pas au second. D’autre part on a
V; n VT(i)—l = VCCE(GT(U, ey eT(i_l), eT(z—)) n VCCt](Pl, ey €T(i)_1)
C VC(’t(eT(l), €r(2)s - n 67—(1-,1)) C V;—l-

1l résulte de la question 1 que les inclusions

ViNVea-1 C Vi,
VinvV.e ¢ Vi,

permettent de conclure que 7(7) = o (¢). Ceci est vrai pour tout ¢ € [1,7].
1l en résulte que 7 = o, ce qui démontre I'unicité voulue.

e Daus la suite, fixons d = (Vy,...,V,) et &' = (V{,..., V) deux
drapeaux de V, B = (ey,...,e,) une base de V, ¢ la permutation de
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[1,7] telle que B soit une base adaptée & d et (e, (1), - - - + €o(n)). que nous
noterons désormais o(B3), une base adaptée & d’.

* Si f € GL(V), B' = (f(e1),...,f(en)) est une base de
V; pour tout i € [1,n], (f(e1),..., f(e;)) est une base de f(V;) et
(fles(1)),---» fexq))) est une base de f(V;). Ceci montre que B’ est
une base adaptée & f(d) et o(B’) une base adaptée a f(d’). Au couple
(f(d), f(d')) est donc associée la méme permutation o qu’au couple
(d, d').

* Réciproquement soit (dy, d}) un couple de drapeaux pour lequel
il existe une base B’ de V, adaptée & d; et telle que o(B') soit adaptée &
d|. Notons d; = (W, ..., W,), d} = (W{,..., W) et B' = (eq,...,€,)
et considérons f € GL(V) défini par f(e;) = &;, pour tout i € [1, n].

On a alors, pour tout ¢ € [1,n],

F(V3) = Vect(f(er), ..., flen)) = Vect(ey,...,g) = W; et
f(V;) = VeCt(f(eU(l))7 ERER) f(eo'(i))) = VeCt(EU(1)7 v 750(1')) = W;

On a donc f(d,d") = (dy,d}). Le couple de drapeaux (dy, d}) appartient
donc & Vorbite de (d, d’).

On peut donc conclure que deux couples de drapeaux sont dans la
méme orbite si et seulement si la permutation o qui leur est associée est
la méme. L’ensemble des orbites peut étre mis en bijection avec S,,. Il y
a donc n! orbites. <

Le lecteur trouvera une autre démonstration du résultat de la der-
niére question par une méthode matricielle wtilisant la décomposition de
Bruhat dans Uezercice 7.16.

Nous commengons une série d’exercices assez généraux sur les appli-
cations linéaires. Le premier énoncé porte sur les lennnes de fuctorisa-
tion.

6.4. Lemmes de factorisation

Soient E, F et G deux K-espaces vectoriels de dimension finie.

1. Soient f : E —» Fet g : E —» G des applications linéaires.
Donner une condition nécessaire et suffisante sur f et g pour qu’il
existe h : F — G linéaire telle que g = h o f.

2. Scient g : E — G et h : F — G des applications linéaires.
Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe f :
E — F linéaire telle que g = ho f.

(Ecole polytechnique)
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> Solution.

1. e Condition nécessaire. Sup- E »F
posons qu’il existc h : F — G
linéaire tel que g = h o f. Alors si h
z € Ker f, on a g(z) = h(f(x)) = g v
h(0) = 0. On obtient douc Ker f C ‘G

Ker g.

e Supposons réciproqueinent que Ker f C Kerg. Alors, pour tout
(z,2') € E? tel que f(z) = f(#'),onaxz—2z' € Ker f, donc x —a’ € Ker g
et g(x) = g(2').

Pour y € In f, on pose h'(y) = g(z) € G on r est un antécédent
quelconque de y par f. Cette définition est cohérente. car ¢(z) ne dépend
pas de I'antécédent z clioisi, comme on vient de le voir.

Par coustruction, si ¥ € E, on a h'(f(x)) = g(z). Ceci montre que
Wof=g

Montrons que k' : Ker f — G est linéaire. Soient (y,y’) € (hn f)?,
(A1) € K2 et (z,2") € E? tel que f(z) = y et f(@') = ¢'. On a alors
FfO& + pr’) = Ay + py' et e + pz’ est un antécédent de Ay + uy’ par
f- On a par définition

B (Ay + py') = gOa + pa'’) = Ag(x) + pg(a') = M/ (y) + uh' (y').

La linéarité cst prouvée.

Toute application I € L(F,G) dont la restriction a Im f est égale a
b’ (et il en existe) répond alors & la question posée. On remarque que si
f est surjective, h est unique.

Conclusion. 1l existe h : F — G linéaire telle que g = h o f si, et
seulement si, Ker f C Ker g.

2. Damns cette seconde question. il est clairement nécessaire que
Img C Imh.

Supposons réciproquement gue E L ]
Img € Imh. Soit ¥/ un supplé- !
meutaire de Ker & daus F. Alors h p | h
induit un isomorphisme A de F’ sur )
Imh. Notons k = A~ : Imh —

F’. L’application f = ko g est bien
définie car Img C Im /.

Elle cst linéaire de E dans F': nous la considérerons comme une
application linéaire de E dans ¥. On obtient, h(f(x)) = h(k(g(r))) =
g(x), pour tout x € E, i.e. g=ho f.
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Conclusion. 1l existe f : E — F linéaire telle que g = ho f si et
seulement si Img C Imh. <

L’exercice précédent permet de répondre a la question suivante : E
étant un K-espace vectoriel, F un sous-espace de E, s : E — E/F la
surjection canonigue et u € L(E), a quelle condition u induit-t-elle une
application @ de L(E/F) telle que Gos = sou ? Comme s est surjective, en
cas d’eristence, U est unique. D’aprés la premiére question de Uexercice,
u eiste st et seulement si Kers C Ker(s o u). Comme Kers =F, cette
condition signifie que pour tout z € ¥, u(x) € ¥. Autrement dit. u passe
au quotient si et seulement si F est stable par u.

Plus généralement, si E et ¥ sont deux espaces vectoriels, u un €élé-
ment de L(E,F), E' et ¥/ deur sous-espaces vectoriels de E et F res-
pectivement, u induit une application linéaire de E/E' dans F/F' si, et
seulement si, u(E') C F'.

6.5. Condition pour que rgg < rg f

Soient E. F deux K-espaces vectoriels non nuls de dimension finie,
f et g dans L(E, F). Montrer que rg g < rg f si et seulement s’il existe
he GL(F) et k € L(E) tels que hog= fok.
(Ecole polytechnique)

> Solution.
e Une des implications est aisée. En effet, s’il existe h € GL(F) et
ke L(E) telsque hog= fok,onag=h"1o fok et donc

Img=TIm(h™'o fok) CIm(h lof)=hr"'(Imf),
d’ott I'on déduit, puisque ! € GL(F),
rg(g) < dim(h™'(Im f)) = dim(Imn f) = rg f.

e Notons p = rgf et ¢ = rgg et supposons réciproquement que

g < p. On considere (epyq....,e,) une base de Ker f complétée en
(e1,...,€n) base de E et (eq41....,&n) une base de Ker g complétée en
(€1,...,€n) base de E. La famille (g(g1),...,9(gq)) est alors une base

de Im g que ’on peut compléter en (g(e1),-..,9(€q), 9g41,--- > Gm) base
de F. De méme, (f(er),..., f(ey)) est une base de Im f que on peut
compléter en (f(e1),..., f(ep), fot1,.--, fm) base de F. Considérons
k Tendomorphisme de E défini par k(s1) = ey,...,k(eq) = e,
k(egr1) = -+ = k(e,) = 0 et l'automorphisme de F qui
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transforme la  base (g(e1),...,9(€¢)s9g+41,--- . gm) en la base
(fler),.... f(ep)s fpt1s--o» frn). On vérifie alors que si 1 < ¢ < g,
fok(e;) = f(e:) ce qui est égal & h(g(e;)) = hog(e;) (car i < g < p) et
pour i >¢q, fok(e;)=0=hog(e;). Onabien hog= fok. <

On peut donner une deuzieme solution pour la réciproque utilisant
un. des lemmes de factorisation vus @ Uewercice 6.4 : en effet. d’apres le
second lemine, il suffit de montrer que st rg g < rg f. on pent trouver
h € GL(F) tel gue Tm(h o g) C Tm f. Pour cela, considérons un sous-
espace G de Im f de dimension rg g et un isomorphisme h' de Iim g sur G.
Si on note ¥’ et G' des supplémentaires respectivement de Im g et G dans
F, ces sous-espaces ont méme dimension ; on considére un isomorphisme
' de ¥ sur G'. L’endomorphisme h de F dont les restrictions ¢ ITmg
et ¥/ sont respectivement b’ et " est un isomorphisme de F, qui vérifie
Imhog=h(lmg)=GCImf. «

Nous donnerons une troisiemc solution matricielle dans exercice

7.1.

1l est bien connu du lecteur qu’un endomorphisme d’un espace E qui
stabilise tontes les droites vectorielles est une homothétie. Ce résultat
intervient assez souvent; aussi nous allons en rappeler la preuve.

Lemme. Soient E un K-espace vectoriel non nul, et uw € L(E). On sup-
pose que pour x € E, u(x) et x sont colinéaires. Alors u est une homo-
thétie.

Démonstration. L hypothése signifie que tout vecteur non nul de E est
un vecteur propre de u. Il suffit donc de montrer que u admet une unique
valeur propre. Supposons qu’il existe deur valeurs propres distinctes A, X
de u et considérons x et x' deuz verteurs propres associés. On a u(r) =
Ar et u(z’) = Na'. On sait que (z,.&") est une famille libre. Par hypothése
x + 1’ est aussi un vecteur propre de u; il existe un scalaire p tel que
u(x+2') = p(x+2'). Mais. nous avons aussi u(x +1z') = u(x) +u(z’) =
Az + Na'. Pur unicité de Décriture. il vient A = N = p. ce qui est
absurde. {

Ce résultat est utile dans bien des sitnations. Par exemple, si E est
un K-espace wvectoriel, on peut en déduire que le centre de L(E) est
réduit aur homothéties. Les homothéties commutent évidermnment avec
tout endomorphisme. Réciproquemcent, supposons que u commute avec
tout endomorphisme de E. Soit x € E. H un supplémentaire de Kx et
p la projection sur Kx parallélement & H. Alors, u(x) = (uop)(x) =
(pou)(x) = p(u(z)) € Kz et u est une homothétie d’aprés le lemme.

Les deux exercices suivants sont des wvariations sur le théme du
lemme.



248 CHAPITRE 6. ESPACES VECTORIELS. ALGEBRES

6.6. Endomorphismes stabilisant les sous-espaces de dimension k

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et k € [[1,n—1].
Que peut-on dire d’un endomorphisme v de E laissant stables tous
les sous-espaces de dimension k de E7

(ENS Lyon)

> Solution.

On sait que pour k = 1, u est une homothétie (c’est le lemme ci-
dessus). Soit k € [2,n — 1] et H un sous-espace de dimension k — 1. On
observe que H peut étre obtenu comme intersection de deux sous-espaces
de dimension k : comme dimH < n — 2, on peut trouver un couple de
vecteurs libres (e;,es) tel que le plan Vect(e, e2) soit en somme directe
avec H. Posons Hy = Vect(H U {e;}) et Hy = Vect(H U {ez}). On a
H1 ﬂHz =Het dll’l’lHl = dll’l’lH2 = k.

11 en résulte que si v € L(E) stabilise tous les sous-espaces de dimen-
sion k alors u stabilise aussi tous les sous-espacces de dimension k—1. Par
une récurrence descendante finie, il en résulte que u stabilise toutes les
droites vectorielles de E. On conclut alors que « est une homothétie. <

6.7. Exemple d’utilisation des espaces quotients

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, ¢ € E. Détermii-
ner les éléments u de L(E) tel que pour tout x € E, (a, z, u(x)) soit
liée.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

e Sia =0 oudmE < 2, tout v convient. Supposons a # 0 et
n = dimE > 3 et prenons u vérifiant la condition de ’énoncé. On pose
e; = a et on compléte en une base (ey,...,e,) de E. Sii > 2 (e;,a) est
une famille libre et par hypothese, u(e;) € Vect(e;, e;). Considérons le
vecteur u(e; + e;). Comme la famille (e; + e;, 1) cst libre, on a

u(er + e;) € Vect(e; + e;, e1) = Vect(ey, €;).

Puisque u(e; + €;) = u(ey) + u(e;) et que u(e;) € Vect(er,e;). on en
déduit que u(e;) € Vect(ey, e;). On obtient

u(er) € Vect(ey, e2) N Vect(ey, e3) = Key.

e On a donc u(e) € Ka : la droite Ka est stable par u, donc v induit
un endomorphisme @ de E/Ka défini par @(x) = u(x).
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Soit € E tel que « # 0. Alors. la famille (o, x) est libre et par
hypothese, u(x) € Vect(a,.r). I sensuit que @(E) = u(x) € Vect(T).
Commue cela vaut pour tout & € E/Ka, @ est une homothétie : il existe

X € K tel que w(x) = Ar pour tout & € E. 1l s’ensuit que pour tout
x € E, u(x) — Ar € Ka. L’application z — u(x) — Az étant linéaire, il
existe ¢ fore linéaire de E telle que, pour tout x € E

Iu(x) = Ax+ p(z)a \

Réciproquement. une telle application répond bien an probleme posé. <

Les deuz exercices suivants concernent des endomorphismes nilpo-
tents.

6.8. Majoration de Pindice de nilpotence

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie . et # € L(E),

nilpotent. Montrer que v™ = 0.
(ENS Ulm)

> Solution.

Voici une solution completement élémentaire de cet exercice. Sup-
posons par l'absurde que u™ # 0, appelons p l'indice de nilpotence
de w (p > n). L'application wP~! n’étant pas nulle, considérons un
vecteur r de E tel que uP~!'(z) # 0. On va niontrer que la famille
(x.w(z),....uP"1(x)) est libre ce qui fournit notre contradiction puisque
cette famille est de cardinal p > n. Si la famille est liée. on peut écrire
une relatiou de liaison du type

MetF () + Meprup (&) + -+ ApoguP " Hzx) =0

3

avec A\ # 0. On applique alors wP~17%F & cette égalité. 11 vient
AP Y x) = 0, ce qui est impossible. L'hypothése u™ # 0 est donc
absurde. <

Bien entendu, il est encore plus rapide de dire que si u™ # 0, le
polynéme minimal de u est XP (p > n), ce qui est impossible puisque
le polynéme minimal est de degré inférieur a n (il divise le polynome
caractéristique par le theoréme de Cayley-Hamilton). Enfin le résultat
déconle aussi directement du résultat de Uexerciceb. 14.

Voici une petite application : si n 2 2, ou n désigne toujours la
dimension de l'espace, un endomorphisme nilpotent u d’indice de nilpo-
tence n nest pas un carvé. En effet, si u = v?, alors v est aussi nilpotent
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et donc v™ = 0. Mais alors u™! = v?" 2 = (0 car 2n — 2 = n ce qui
contredit le fait que u est d’indice n.
L’énoncé suwant est une généralisation.

6.9. Produit commutatif d’endomorphismes nilpotents

Soit E un K-espace vectoriel de dimeusion finie » et u,y, us, ...,
U, des endomorphismes nilpotents de E qui commutent deux & deux.
Que vaut ©; 0 U0+ -0 Uy, 7

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Si tous les ug sont égaux a vy, leur produit vaut uf qui est nul, comme
nous venons de le démontrer dans ’exercice6.8. 1l est donc raisonnable
de penser qu’on a toujours ) 0 Uz © - O Uy, = 0.

Nous savons que lorsque deux endownorphismes conmutent. le noyau
et Iimage de 'un sont stables par Pantre. Ainsi, pour 1 < k < n, wy
laisse stable Fgpq = Im(ugq1 0 -+ 0 uy,). Or si Fi,q n'est pas réduit &
{0}, la restriction de uy & Fiy; ne peut étre bijective : en effet, cette
restriction est aussi nilpotente. Par conséquent, ur(F41) esl contenu
strictement dans Fy,q et

dim Fk = dim Uk(Fk+1) < dim Fk+1.

Si P'un des F; est nul c’est terminé et sinon, on a par une récurrence
descendante finie que dimF; < 7 pour tout 1 < 7 < n. Ceci implique en
particulier dimF; =rg(uj oug 0+ 0uy) < 1, c’est-a-dire

Iulouzo---oun:0’.<l

Voici maintenant une série d’exercices assez faciles, centrés sur le
théoréme du rang. Le premier présente quelques inégalités classiques
d’usage courant.

6.10. Inégalité de Sylvester

Soit E un espace vectoriel de dimension finie 7., a et b deux
endomorphismes de E.
1. Comparer rg(a + b) & rg(a) +rg(b) et rg(a) —rg(b).
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2. Prounver I'équivalence :
rg(a+b) =rg(a)+rg(h) <= (ImaNimb = {0} et Kera+Kerb=E)
3. Montrer gue rg(a) +rg(b) — n < rg(ab) < min(rg(e),rg(d)).

(est l'incégalité de Sylvester.
(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. De l'inclusion Im(a + b) C Ima + Im b, on tire les inégalités

rg(a+b) < dim(lm a+Imd) < dim(Im a)+dim(Im b) =rg(a)+rg(b). (*)

En appliquant cc résultat & a + b et —b, on obtient, compte tenn de
Pégalité rg(b) = rg(—b),

rg(a) < rgle + b) +rg(—b) <rgla + b) +rg(d), c’est-a-dire
rg(a) —rg(b) < rg(a +b).

Par svmétrie on a 1g(b) — rg(e) < rg(e + b). On conclut que

|E(a) —rg(b)| < rgla+ b) <rgla) +rg(b) ‘

2. e Supposons que rg(a + b) = rg(a) + rg(b). Toutes les inégalités
de (x) sont alors des égalités. On a en particulier dim(Ima + Imb) =
dim Im a+dim hu b, Sachant que dim (T eNTm ) = dim Iin ¢+ din Tm b—
dimn(Im a + Iin b), on en déduit que Imae NTmb = {0}

Ceci étant réalisé, notons qu on a ensnite Ker(a +b) = Ker a N Ker b.
En cffet, on a tonjours Kera NKer b C Ker(a + b) et si x € Ker(a + b),
on peut écrire

a(r) = —b(x) € Ima NImb = {0}

et r € Kera N Ker b, On obtient alors

dimn(Kera + Ker b) = dim(Ker a) + dim(Ker b) — dim(Ker a N Ker b)
= dim(Ker a) + dim(Ker b) — dim(Ker(a + b))
n—rg(a) + n—rg(b) —n +rgla +b) =,

prisque rg(a + b) = rg(a) + rg(b).

On a donc Kera + Ker b = E.

e Supposons, réciproquement que ImaNhm b = {0} et Kera+Kerb =
E. Comme il a été démontré précédemment, on a alors Ker(a + b) =
Kera NKerb. On en déduit
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rg(a +b) = n— dimKer(a + b) = n — dim(Ker a N Ker b)
= n— (dimker u + dim Ker b — dim(Ker a + Ker b))
= n—dimKera+ n—dimKerb (car Kera + Kerb=E)

rg(a) +rg(d).

3. De l'inclusion Im(ab) C Im a résulte rg(ad) < rga. Mais on a anssi
Irn(ab) = a(linbd), d’ou I'on déduit rg(ab) < rg(b), car une application
linéaire n’augmente pas la dimeusion des espaces vectoricls (cela résulte
du théoréme du rang). Finalement, on obtient

rg(ab) < min(rg(a), rg(b)).

Pour obtenir 'autre inégalité, considérons la restriction ¢’ de a &
Im b. Elle vérifie Im(a’) = Im(ab) et Ker o’ = Ker e NTIinb. Le théorcme
du rang donne

dim Im(ab) dim(Im b) — dim(Ker « N Imb)

; dim(Im b) — dim(Ker a) > rg(b) — (n —rg(a)).

On obtient I'inégalité vortlue :

Lrg(ab) > rg(a) +rg(b) —ﬂ.

On peut obtenir d’une autre mauiere cette indégalité en utilisant un
espace vectoriel quotient (cf. page 238 pour des rappels sur la question).
Considérons la restriction u de b & Ker(ab). Son image est incluse dans
Ker a, car on a, pour tont x € Ker(ab), ab(x) = 0 et donc b(x) € Ker a.
On peut donc considérer v comme un élément de £(Ker(ab),Kera). La
restriction de v & Kerb est évidemment nulle, donc ¢ induit une appli-
cation linéaire @ : Ker(ab)/ Kerb — Kera définie par %(T) = u(x).
I’application @ est injective. En effet, pour tout x € Ker(ab), on a
u(Z) = u(x) = b(x) et w(T) = 0 si et seulement si x € Kerb, c'est-a-
dire si T = 0. On en dédnit que

dimKer a > dimIm @ = dim (Ker(ab)/ Ker b) = dim Ker(ab) — dim Ker b,

c’est-a-dire
dim Ker @ + dim Ker b > dim Ker(ab).

En utilisant le théoréme du rang, on retronve l'inégalité précédente. <
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6.11. Pseudo-inverse

Soit E un espace vectoricl de dimension finie.
1. Soit f et g deux endomorphismes de E. On considére les trois
conditions :

(i) fogof=Ff (i)gofog=g (i) rg(f)=rglg).

Montrer que si deux de ces conditions sont réalisées, la troisiéme
Iest aussi.

2. Soit f un endomorphisme de E. Montrer existence d’'un
endomorphisnie g tel que (i). (i¢) et (i) soient vérifices.

3. Ou considere des endomorphismes f, g, h, f et g tels que
fofof=f gogog=g. Montrer qu'il existe u € L(E) tel que
fouog=h si, et senlement si, fo foho§og = h.

(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. e Supposons (é) et (i) vérifies et montrons (iii). On a grace

(2)

gj/

rg(f) =rg(fogo f)<rg(fog)<rgg

et de mewe. rg(g) = rg(go fog) <rglyo f) <rgf. Par conséquent, on
arg f=rgg.

e Supposons (i) et (i) vérifiées ct montrons (é¢). En composaut la
relation (4) & droite par g, on obtient fog = fo(go fog). Pour pontvoir
simplifier par f a gauche, il suffit que la restriction de f a I'image de
g soit injective. D’apres la relation (i), on a rg(f) < rg(f o g). Comme
rg(fog) <rgf. il y a ¢galité. Mais le rang dec f o g est exactement le
rang de la restriction de f & Tmg. Dot le résultat.

e La symétric des roles de f et g permet d’affirmer que (44) et (4i)
entrainent ().

2. D’apres la question précédente, il suffit de construire g vérifiant
(4i) et (i44). On remarque que si g convient, on a, poury € Img, gof(y) =
y. En particulier I'image dc ¢ doit étre en somme directe avec le noyau
de f et potr avoir (¢44) il doit méme s’agir d’un suppléumentaire de Ker f.

Soit F un supplémentaire de Ker f. Alors 'application f': x € F+—
f(x) € Im f est un isomorphisme. Soit G un supplémentaire de Im f. 1l
existe un endomorphisme g de E tel que gj1m f = f' et g)c = 0. Alors
on a Pégalité Img = I f'~' = F, ce qui entrame rg g = dimF =rg f :
g vérifie (i)
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D’autre part, si x € &, g(x) appartient 4 F. Il en résulte que

gofog(x)=g(fg(x) = 9(f'(9(=))) = (9 f)(9(x)) = g(z).

On adonc go fog =g : g vérifie aussi (7).
3. Supposons que fofohogog=~h.Sionposeu= fohog, on
obtient f ouog = h.

Réciproquement, s’il existe u € L(E) tel que fouwogy=h.ona

(fofof)ouo(gogog):h

etdonch:fOfO(fouog)ogog:fofohogog, <

6.12. Endomorphismes wu tels que Keru = Imu

Soit E un espace vectoriel (de dimension quelconque).

1. Scit @ un endomorphisme de E tel que Keru = Imw et S un
supplémentaire de m ¢ : E =S @ Imw.

a. Montrer que pour tout x € E, il existe un unique couple
(y,2) € S? tel que x = y + u(z). On pose z = v(x) et y = w(x).

b. Montrer que v est linéaire et calculer uwov + v o w.

c. Montrer que w est linéaire et calculer v ow + w o w.

2. Soit v un endomorphisme de E tel que u? = 0. On suppose
qu’il existe v € L(E) tel que uov+wvou = Idg. A-t-on nécessairement
Keru=Imu?

3. Soit u € L(E) tel que u* = 0, u # 0. On suppose qu’il
existe w € L(I) tel que v o w + w o u = u. A-t-on nécessairement
Keru=Imu?

(Ecole polytechnique)

> Solution.

l.a. e Soit z € E. Comme E = S® Imu, il existe (y.£) € S x Imwu
tel que x = y +¢. Comme S est un supplémentaire de Ker v, % induit un
isomorphisme de S sur Imu. 11 existe donc z € S tel que t = u(z). On
obtient donc x = u + u(z), avec (y, z) € S°.

e Cette écriture est unique. En effet, si £ = 3’ +u(2’) avec (v/, 2') € S2,
onay—y =u(z'—z) € ImunS. D’oli résultent y—y’ = O et 2~z € Kerw.
I s’ensuit que 2’ —z € ImuNS={0}. Onabieny =y et z= 2.

b. et c. « Montrons la linéarité de v et w. Soit z et 2’ deux vecteurs
de E. Ecrivons x = y+u(z) et 2’ = ¢’ +u(2') avec y = w(z), v’ = w(x'),
z=uwv(x), 2 = v(x’). Si X € K, on obtient
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r+ir'= Ay M = Ay Az,
+Ar' =y tu(z) + My Fu(z') =y + 2 tu(z + A
€s €S
puis, par uuicité de ’écriture,
w(E+Ax") = y+Ay' = w(z)+ ('), v(e+iz’) = 2+202" = v(x)+ ().

Les applications v et w sont donc linéaires.
e On écrit encore x = y + u(z) avec (y, z) € S? et on calcule (vo v+
v o u)(z). On obtient

(uov+vou)(e) = u(z)+v(u(z)) =u(z)+ o(u(y)), car u(z) € Keru,
= wu(z)+y =z . par définition de v (y € S).

On conclut gue Iﬁo vtovou= Id;l‘
e On calcule de méme (u 0w+ w o u)(x) et on obtient

u(y) + wlu(r)) = u(y) + w(u(y))
u(y) + 0, par définition de w,

(vow+ wou)(x)

u(x —u(z)) = u(x), car u(z) € Kerw.

On conclut queluow+wou = ul

2. La réponse est affirmative. On sait que Imu C Keru, puisque
u? = 0. Si & € Keru, on peut écrire z = u(v(x)) + v(u(z)) = u(v(x)) €
Imu. On a done Keru = Iinu.

3. Par contre ici, la réponse est négative. Considérons I’endomor-
phisme u de R® tel que u(ey) = 0. u(ez) = 0 et ufez) = ez, ot (ey, €2, €3)
désigne la base canonique de R3. Alors Imw est strictement incluse dans

1 .
Keru et pourtant si w = 2 Idgs, on a bien uow +wou =u. 4

6.13. Endomorphismes u tels que Keru @ Imu = E

Soit E un K-cspace vectoriel de dimension finie et v € L(E).
Trouver nne condition nécessaire et snflisante sur ¢ pour qu’il existe
v € L(E) tel que wo o =0 et u + v inversible.

(Ecole polytechnique)

o> Solution.

e Analyse. Supposons que v € L(E) réponde an probléme posé. On
a Im» C Keru et done rgo < n — rgu. Par ailleurs, n = rg(u + v) <
rgu+rgo. On a done n = rgu + rgv et par suite Imv = Keru et
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Im u + Im v = E. Nécessairement, cette somme est directe et on conclut

donc que rKer u®Imu=FE ‘

e Réciproquement, supposons Ker v @ Im v = E. Soit » le projecteur
sur Ker u parallélement & Imwu. On a évidemment u o v = 0. Montrons
que v + v € GL(E). Soit z € E tel que (v + v)(x) = 0. On a u(x) =
—v(z) € KeruNlmu = {0}. Donc u(x) = v(x) =0 et x € KeruNImu
est donc nul. Conclusion : Ker(u + v) = {0} et u+ v € GL(E).

Conclusion. Une condition nécessaire et suffisante d’existence de v
est Imnud Keru=E . «

L’exercice 6.15 donnera d’autres conditions équinalentes & celle-ci.

L’énoncé suivant établit des résultats importants qui sont a la base
de la réduction de Jordan des endomaorphismes nilpotents.

6.14. Décomposition de Fitting

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie » et v un endo-
morphisme de E.

1. Montrer que les suites (Im u* )y et (Ker w*)gen sont d*abord
strictement monoctones pour 'inclusion puis constantes & partir d’un
méme rang p < n.

2. Montrer que la suite (Ker u*) «s’essouffle», ¢’est-a-dire que la
suite (dim Ker uf+! — dim Ker u¥);»¢ cst décroissante.

3. Démontrer que E = Keru? @ In «?.

4. En déduire que toute matrice de M, (K) est semblable & une

matrice de la forme (. 0 ), otl N est une matrice carrée nilpo-
0

tente et C une matrice carrée inversible.
(ENS Cachan)

> Solution.

1. On a évidemment Keru*® C Kerw**! et Imu C Imu* pour
tout entier naturel k. La suite (Ker u* )y est donc croissante pour I'in-
clusion et la suite (Iin uF)ren décroissante.

La suite d’entiers naturels (dimKeru*)ieny étant croissante et
majorée par n., elle est constante & partir d’un certain rang. La
suite (Keruk)k>0 est donc stationnaire. Notons p le plus petit
entier tel que KeruP = KeruP™l. On va montrer que pour tout
E > p, Keru*' = KeruF. Prenons k > p et z dans KerwFtl,
Alors w*P(x) est dans le noyau de wP*! et donc dans celui de

k+1
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uP. Ainsi wP(uFP(z)) = uF(x) = 0 et * € Keru*. On a donc
KeruFt! C KeruF et donc Keru*t! = Keru*. La suite (Keru®);>o
est d’abord strictement croissante, puis constante & partir du rang p.
En particulier, on a nécessairement p < n. D’apres le théoreme du
rang dimE = dimKeru* + dimImu* pour tout k. 1l en résulte que
rg uf — rguft! = dimKeru**! — dim Keru* et donc que la suite des
images est d’abord strictement décroissante. puis constante a partir du
rang p.

2. La preuve la plus courte consiste & utiliser les espaces quotients
(cf. p. 238 et 246 pour des rappels sur la question). On a, pour tout
k> 0, u(Keruft2) C Kerub+! et u(KeruFt1) C Keru*. On en déduit
que v induit une application linéaire @ de Keru*+2?/Keruf*+! dans
KeruFt1/Keru*. Ces deux espaces vectoriels étant de dimensions
respectives dim Ker «*+2 — dim Ker v**+1 et dim Ker v**! — dim Ker v¥,
il suffit pour conclure de montrer que # est injective. Soit
7 € Ker uF+2/ Ker uF*! tel que @(z) = 0. Cela signifie que u(z) € Ker u*,
donc que z € KeruFt1 et 7 = 0.

Le lecteur qui veut éviter l'utilisation des quotients pourra rédiger la
solution en introdnisant un supplémentaire H de Ker u**! dans Ker u*+2
et montrer que la restriction de w & H est une injection de H sur un sous-
espace de KeruF+1 qui est en somme directe avec Ker uF.

3. D’apres le théoreme du rang, il suffit de montrer que Kerw?
et ImwuP sont en somme directe. Soit ¥ € Kerv?» NImwuP et x € K
tel que ¥y = uP(r). On a vP(y) = u?(z) = 0 donc z € Keru?? —
Ker wP. Par conséquent, y = u”(x) = 0. La somme est bien directe et
E = KeruwP & Imu™ |

4. Soit A € M, (K). On applique le résultat précédent & lendo-
morphisme de K" canoniquement associé & A. Si on considére l'en-
tier p associé & A comme dans la premiére question, on a l'égalité
K" = Im AP @& Ker AP. Les sous-espaces F = Ker AP et G = Im AP
sont stables par A, car on a A(KerAP) C KerAP~! C Ker AP et
A(Im AP) = ImAP*! = Im AP. Si on considére une base de K™ obte-
nue par juxtaposition d’une base de Ker AP et d’une base de Im AP, la

matrice de A dans cette nouvelle base est de la forme 0 ou N
0

et C sont des matrices carrées. La restriction de A & Ker AP est nilpotente
d’indice p et la restriction de A & Im AP est surjective donc bijective (car
A(Im AP) = Im AP). Ainsi, N est nilpotente et C inversible. <

L'exercice qui suit fournit diverses caractérisations des endomor-
phismes pour lesquels p = 2.
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6.15. Endomorphismes tels que E = Ker u @ Im u

Soit E de dimension finie sur K et u € L(E).
1. Montrer qu’il y a équivalence entre :

(i) Keru = Keru?;

(44) Imw = Im u?:

(#i) E = Keru @ Im u.
2. Donner des exemples d’endomorphismes vérifiant ces condi-

tions.
3. Le résultat subsiste-il en diinension infinic 7
(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. Notons qu’on a, pour tout v € L(E), liu? C Imu et Keru C
Keru?2. En dimension finie, les propositions (i) et (i) sont donc équiva-
lentes puisque d’apres le théoréme dn rang

dim(Ker u) + dim(fmu) = dim(Ker u?) + dim(Im«?) = dim(E).

e Supposons (#) et wontrons (¢i¢). Soit y € ImuNKeru. Nl existe x € E
tel que y = u(z). Comme u(y) = 0, on a u?*(z) = 0 et x € Keru? = Kerw.
Ainsi y = u(x) = 0. Donc Imu et Keru sont en somme dirccte. Comme
le théoréme du rang assure dimImwu + dim Keru = ditnE, on conclut
que E = Keru & Imu.

e Supposons (i4i) et montrons (éi). Soit ¥ € Imw et x € E tel que
u(z) = y. Par hypothese, = s’écrit * = &’ + z” avec 2’ € Imu et z” €
Keru. Il existe done z € E tel que ' = u(z) ct z = u(z) +2”. Dolt
y = u(u(z)) + u(@”) = v?(z) € mwu?. On a donc Imu C Imu? et
finalement (i¢), puisque 'autre inclusion est tonjours vérifiée.

Cela montre donc I’équivalence entre les trois propositions.

2. Tout projecteur, tout isomorphisimie de E, toul endomorphisme
diagonalisable vérifie ces conditions.

3. En dimension infinie, les trois propriétés ne sont pas équivalentes.

e Considérons E = R[X] et prenons comme cudomorphisme « de E la
dérivation. Comine u est surjective, Imu = Imu? = E : (i7) est vérifié.
En revanche, Ker u = Ro[X] et Keru? = R;[X] : (i) n’est pas vérifié. La
propriété (ii7) ne lest pas non plus car Keru C Imu et Keru #£ {0}.

e Si on considére 'endomorphisme v : Pr— XP de E, on a Kerv =
Kerv? = {0}, Imv? = X?R[X] # Imv = XR[X]; cette fois la condition
(¢) est remplie mais ni (¢%), ni (¢é¢) ne sout vérifiées.

e Par contre on peut remarquer qu’en dimension quelconque, (i7)
est équivalent & (¢) et (if).

* Supposons (%) et (#). Comme précédemment, on montre que
la somme Ker v+ Im u est directe. Montrons avec () qu’elle fait I& tout
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entier. Si x € B, alors u(x) € Imu = Imu? et il existe y € E tel que
u(x) = v*(y). On en déduit que u(r — u(y)) = 0 et x —u(y) € Keru. On
obtient finalement x € Imu + Keru et E = Keru @ Imw.

x Si (i44) est vérifié. on a déja démontré que Imu = Im u?. Soit
z dans Keru?. On a u(u(z)) = 0, c’est-a-dire u(z) € Imun Keru = {0}.
On en déduit que = € Kerw. On a montré que Keru? C Keru et donc
Keru? = Keru. <

6.16. Endomorphisme annulé par un polynome de degré 2 a
racines simples

Soient E mn K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E)
vérifiant (f—a1d)(f —b1Id) = 0 ot u et b sont. deux éléments distincts
de K.

1. Etablir Iexistence de A et p non nuls tels que A(f —a1d) et
1(f — bId) soient des projecteurs.

2. Montrer que Im(f — b1d) = Ker(f — ¢ Id).

3. Calculer f™ pour tout n € N.

4. Si ab # 0, montrer que f € GL(E), et calculer f™ pour tout
n € 7.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. On a par hypothese f2 — (a +b)f +abld = 0. Si A € K*, il suffit,
pour que A(f — ald) soit un projectenr. que [A(f — a1d)]? = A(f — a1d).
Cest le cas dés que A(f2 — 2af + a21d) = f — ald. En remplagant f?
par (¢ +b)f — abld, on obtient

A(b—a)f —a(a—b)Id] = f —ald.

1
Cette identité est vérifiée pour | A = 5 (a # b) et dans ce cas, A\(f —
—a
ald) est un projecteur. Par symétrie du probleme, p(f — b1d) est un
. 1
rojecteur = .
proj pour | 1= ——

2. Comme (f—ald)(f—bId) = 0, on a Im(f —b1d) C Ker(f —a Id).
Réciproquement, si x € Ker(f — ald), on a f(x) = ax, d’olt 'on déduit
1
que f(x) —br = (a — b)z et donc x = b_—a(f(x) — be) € Im(f — b1d).
On conclut que Im(f — b1d) = Ker(f — ald).

3. Ecrivons le reste de la division euclidienne de X” par (X—a)(X—b)
sous la forme (X — a) + #(X — b) avec (o, §) € K? (c’est possible car
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a # b). On note Q le quotient. En substituant a, puis & & X, il vient
a” =pBa—0b) et b =p(b-—a).
En substituant f & X, on obtient

f QU)(f — old)(f — b1d) + a(f — ald) + B(f — b1d)
= of —ald)+ B(f — bld) et donc

1

n __ 1 7 n
f ‘b#—a(b (f —ald) — o™(f — b1d)) |

4. o Si ab # 0. légalité f? — (a + b)f + abld = 0 devient

1
f o ((a+b)Id—f)| =1Id et f est donc un isomorphisme de E.

e Si on pose g = f !, on obtient, & partir de I'égalité (f — a Id)(f —
b1d) = 0. égalité (9—a’ Id)(¢—b'1d) = 0, avec o’ = 1/a et b’ = 1/b. Cest
une condition analogue a celle vérifiée par f. De la question précédente,
on déduit que, pour n > 1,

n 1 n n
R (" (g —d'Id) — a'" (g — V' 1d))

— 1 —n -n
= f (TR f) - e el - ),
puis. en multipliant par f

=) s —— (0 —ald) — ' (F - b1d)) .

1
b—a

On trouve la méme formule pour les exposants négatifs que pour n = 0.
Finalement, on obtient, pour n € Z,

n 1 70 n
fre e (- ald) = an(f — )| <

6.17. Equation linéaire dans £(E)

Soit E un K-espace vectoriel.
1. Soit (f,g) € L(E)? tel que fog— go f = Id. Vérifier que,
pour tout P € K[X], on a

foP(g)—P(g)o f=P(g).
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Si K est un sous-corps de C, montrer que (§™)n»o est une famille
libre.

2. Donner un exemple d’endomorphismes f et g de E vérifiant
fog—gof=1Idlorsque K =R et E = R[X].

3. On suppose que K = Z/pZ. ot p est un nombre premier,
et que E est de dimension p. Soit (e1,ez,....e,) une base de E et
g € L(E) tel que g(e;) =e; 1 sil<i<p—1etg(e,)=0.

Déterminer les endomorphismes f de E tels que fog—go f = Id.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. Par linéarité, il suffit de prouver le résultat pour P = X". Proceé-
dons par récurrence sur n € N.

e Cest trivial si n = 0, c’est I’hypotheése pour n = 1.

e Supposons n > 2. D’apreés hypothese de récurrence, on a :

fog"t—g"tof=(n-1)g"""
Composant a droite par g, on obtient

(n—1)g"" = fog" —g"lofog=foy" —g" To(gof +1d)
fogh—gtof—g",
cest-3-dire fog" —g" o f = ng™ L.
Montrons en raisonnant par ’absurde que (¢™),>0 est libre. Suppo-
sons cette famille liée. Il existe donc P € K[X] tel que P(g) = 0 avec
P # 0. Choisissons P de degré minimal ; on a nécessairement deg P > 1,

car ¢ # 0. Alors, il résulte de la formule que nous venons d’établir que

P'(g) = foP(g) —P(g)o f =0

Or P/ # 0 (on est sur un sous-corps de C) et deg P’ < degP. ce qui
contredit la minimalité de deg P. Donc (¢™)n>0 est libre.

En particulier, st K est un sous-corps de C (ou plus généralement un,
corps de caractéristique nulle), ’éguation fog—go f = Id n'a pas de
solution st E est de dimension finie. On peut aussi voir cela & l’aide de
la trace : si dimE = n, Tr(Id) = n mais Tr(fog—go f) = 0.

2. Il s’agit de trouver f et g vérifiant

fog=gof+Id
Or si P € R[X], on a (XP)! = XP’ + P. 1l suffit donc de prendre
f:Pr—P et g:Xr— XP.
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3. L’équation d’inconnne f € L(E) est en fait une éqnation linéaire.
En particulier si fy est une solution particuliére, on obtient les autres en
additionnant &4 fy une solution de I’éqnation homogene fog—go f =
0. Or le sous-espace des solutions de I’équation homogeéne est C(g), le
commutant de g. On va donc chercher une solution particulicre, puis
déterminer le commmntant de g.

e Si f est solution, on obtient g(f(e,)) = f(g((p)) — €, = —¢,. Clest

le cas par exenple si f(e,) = —e,_1. On obtient eusuite
9(f(ep—1)) = f(g(ep—1)) — €p1 = fep) — €p—1 = —2€p_1.
On peut choisir f(ep—1) = —2e, 5. En continuant, on coustate que

fle))=—@w—i+1)e;_1=(—1)e;_rpour2<i<p et f(e)=0

est un bon choix.
Procédons & la synthése. Soit done fo € L(E) défini par fo(e;) =
(i — 1)e;—1, si 1 < 4 < p. Vérifious que fo convient. On obtient, pour

(foog—go fo)(ei) = f0(6i+1) -g9((z— 1)61'71) =ie; — (i — 1)ei = €
et
(foog—go fo)(ep) = —g(folep)) = —g((p — Vep—1) = —(p — L)ey = €,

car dans Z/pZ, —(p— 1) = 1. On a donc foog — go fo = Id.

e Déterminons le comumutant C(g) de g¢. Les initiés auront
reconnu en ¢ un endomorphisme cyclique. En effet, la famille
(er.g(e1),..., g (e1)), c'est-a-dire (ej.es,...,€,) est une base de
E. Le commutant de g est alors confondu avec K[g] = {P(g), P € K[X]}.
Redémontrons ce résultat. On a déja clairement Kg] C C(g). Inver-
sement, niontrons que, pour tout f € C(g). il existe un unique
(Aos -+ -5 Ap—1) € KP tel que

fF=XId+Xg+--+ 14" ().
En appliquant & ey, on obtient
fle1) = doer + Mea + -+ -+ Ap_1€;, (2).

Cette derniere égalité définit (Ag,....A,) de manitre unique. 1l
s’agit de démontrer que ’égalité (1) est réalisée pour cette valeur de
(Aoy-. ., Ap). 11 suffit de le vérifier pour tous les vecteurs de la base
(e1,9(€1),-..,9p—1(€1)) de E, ’est-a~dire que, pour 0 <i < p— 1,

f(gi(el)) = )\Ogi(el) + )\IgH—l (61) NN )\pflng_l(el)
Xogi(er) + -+ )\p—1gi(ep).

1
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Nous savons que c’est. vrai pour i = 0: c’est ’égalité (2). En calculant
I'image par ¢¢ des deux membres de I'égalité (2) et en tenant compte du
fait que f commute avec g donc avec g, on obtient

Fg'e)) = g'(f(e1) = ¢' (Moer +Mea + -+ Xy 1ep)
= Xog'(er) + -+ Ap16°(ep)-

On obtient donc que f est dans Vect(Id,g,...,gP ).
Nous avons démontre les inclusions

C(y) C Vect(ld.g..... g*~ 1) Cc K[g] C C(g).

qui sont donc des égalités. L'unicité de (Ao, ..., Ap) pour tout f € C(g)
montre que (Id. g....,gP™!) est une base de C(g) qui est donc de dimen-
sion p.

Conclusion. L’ensenible des f qui conviennent est

Jo+ Vect(ld, g,...,¢°1). <

Voici quelques exercices consacrés aux projectenrs. On rappelle que
les projecteurs sont les idempotents de Ualgébre L(E), c’est-d-dire les
endomorphismes p vérifient p? = p. Leur importance provient des rap-
ports étroits qu’ils entretiennent avec les décompositions de E en somme
directe de sous-espaces.

6.18. Projecteurs

Soient p.g denx projecteurs d’'un espace vectoriel E tels que
Imp C Kerg. Soit r = p + ¢ — pq. Montrer que r est un projec-
teur et trouver son image et son noyau.

(Ecole polytechnique)

> Solution.
e Comme Imp C Kerg, on a gp = 0. On en déduit que

r? = (p+q-pg)(p+q—pq)

= p? +pg—p’q+ap+ ¢ — apq — pap — pg® + papq
= pt+pq—pg+q- pg=r.

et r est bien un projecteur de E.
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o On a pr = p? = p de sorte que Kerr C Kerp. De méme gr = ¢ = ¢
et Kerr C Kerg. Ainsi, Kerr C Kerp N Ker¢g. L’autre inclusion étant
évidente, on en déduit que | Kerr = Kerp N Kergq|

e L’image de r est clairement incluse dans Imp + Img. Soit = €
Imp+ Img que Pon écrit x = x1 + x2 avec x; € Imp et x5 € Img. On a
g(x) = q(x1) + q(x2) = g(w2) = x2 car Imp C Ker ¢. Ainsi, on obtient

T(i) = p(x) + ¢(x) — pg(x) = = + plx2) + x5 — p(x2) = 31 + x93 = 2.

Il en résulte que x € Imr, soit finalement l Imr =Imp@®Im q—‘ (la somme

est directe car Imp C Kerq). <

Soit p un projecteur d’un K-espace vectoriel de dimension finie. St K
esl de caractérislique nulle la trace de p est égale* au rang de p. En fait,
on a de maniére générale, Trp = (xg p)lk od 1k est Délément unité de
K. Pour s’en convaincre, i suffit d’écrire la matrice de p dans une base
obtenue par réunion d’une base de Imyp et une base de Kerp.

6.19. Une somme de projecteurs

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie 7, K sous-corps
de C. On se donne n endomorphismes non nuls de E, py, po,. - ., Pn
tels que, pour 1 < 4,5 < n, p; op; = & ;ps-

1. Montrer que pour 1 << n, rgp; = 1.

2. Montrer que les sous espaces Imp;, pour 1 <7 € n, sont en
somme directe.

(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. Pour tout 7, on a p? = p;, donc p; est un projecteur. Considérons
la somme p = p; + - - - + p,,. D’aprés 'hypothese, on a

n n
Y piopi=) pi=> pi=p
1< j<n i=1 i=1

et p est aussi un projecteur. Comme le rang d un projecteur n’est autre

que sa trace, on argp = Trp = Z Trp; = ng p; =2 n puisque les p;

i=1 =1

1. La trace de p est un élément de K et le rang de p est dans N. Mais si K est de
caractéristique nulle, on peut identifier Q & un sous-corps de K, ce qui est implicite-
ment fait ici.
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n

sont non nuls. Donc nécessairement, rgp = Z rg p; = n, ce qui signifie
i=1
que p = Idg et pour chaque 7, rgp; = 1.
2. Montrons que les sous-espaces Im p; sont en somme directe. On a

= IdE(E) (1 + -+ +pn)(E) Cpi(E) + -+ + pa(E)
et donc E = Z Imp;. Chaque Im p; est une droite et comme dimE =
Zdlm Im pz, leq images sont bien en somme directe; c’est une consé-
i=1

quence du lemme suivant.

Lemme. Soit E un sous-espace de dimension finie, (F1,...,F,) une
famalle de sous-espaces de E. Alors on a Uéguivalence

P
Fi+---+F, est directe <= dim(F, +---+F,) = Zdhan
k=1

Démonstration. On introduit 'application linéaire

FixFex--xF, — Fi+F2+--+F,
f: (Z1, 22, .., Tp) _ 1 tI2t---+ I

Elle est surjective. Dire que la somme F; +- - - +F, est directe. c’est dire
que f est injective ou encore que dim Ker f = 0, ou encore, d’apres le
théoréme du rang que

dim(F; +--- +F,) = dim(F; x -+« X Fp) =dimF; +--- + dimF,, ¢

Si dans Uexercice suivant, il est question de projecteurs de C[X], on
s'intéresse surtout a la recherche de sous-espaces stables par certains
endomorphismes.

6.20. Endomorphismes de C[X]

Pour Q € C[X], non nul, on considére application g : C[X] —
C[X] qui & P, fait correspondre le reste de la division euclidienne de
P par Q.

1. Montrer que, pour tout polynéme Q non nul, w¢g est un pro-
jecteur. Déterminer son image et son noyau.
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2. Montrer que si Q; et Q2 sont deux polynémes non nuls. on
a, pour tout P € C[X], 7q,q,(Q1P) = Qi7g, (P).

On fixe Q € C[X], non nul, et on considére I'application Sq :
C[X] +— C[X] définie par Sq(P) = mq(XP). On dit qu'un sous-
espace M de C[X] est stable si Sq(M) C M, qu’il est invariant si
Sq(M) = M.

3. Montrer que si Q = Q1 Qz. alors Q; Im g, est stable. A quelle
condition est-il invariant ?

4. Soit N un sous-espace stable et M = N+ QC[X]. Montrer que
M est de la forme Q; C[X].

5. Scoit N un sous-espace invariant. Montrer qu’il existe Q; et

Q2 tels que Q = Q1Q2 et N = Q; Immg,.

(Ecole polytechnique)

o> Solution.
1. Montrons que g est linéaire. Notons n le degré de Q. Considérons
P et P’ dans C[X], A et X' dans C. Par définition, il existe P; et P} dans
C[X] tels que
P = QP +mq(P)
{ P’ = QP] + mq(P).

On en déduit que AP + NP = Q(AP; + X'P}) + (Amq(P) + XNmg(P')).
Les polynémes wq(P) et mq(P’) appartiennent & C,,_1[X]. Il en est de
méme de Amq(P)+ A 7q(P’). De 'unicité de la division de AP +X'P’ par
Q, il résulte que

TQ(AP + N'P') = Amq(P) + Nmq(P),

ce qui montre la linéarité de ng.

Pour tout P € C[X], on a ng(P) € C,,_1[X]. La division euclidienne
de wo(P) par Q s’écrit donc ng(P) = Q x 0 + 7g(P). On en déduit
que mq(7mq(P)) = mq(P). On conclut que mq o 7g = 7 : mq est un
projecteur.

On a clairement 7q(P) = 0 si et seulement si Q divise P. Autrement
dit, on a Kerng = QC[X]. 1 est évident que Im 7y = C,,_1[X].

2. On effectue la division euclidienne de P par Q2. l existe P; € C[X]
tel que P = Q2P + 7, (P). On multiplie par Q, : Q1P = Q1 Q2P +
Q17q,(P). Le polynéme nq, (P) est de degré strictement inférieur & celui
de Q2. On en déduit que le degré de Qimg,(P) est degré strictement
inférieur au degré de Q;Qz. On a donc affaire a la division euclidienne
de Q1P par Q1Qz. On en déduit que l'on a Dégalité mg,q,(Q1P) =

Qlﬂ-Qz (P)
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3. Soit Q17q,(P) un élément quelconque de Q; Iin7g,. On a, d’apres
la question 2,

Sq(Qi7q, (P)) = 1(XQui7q,(P)) = Qimq, (Xmq2(P))-

On obtient Sq(Q1 Im7g,) = W17g, (XIm7g,) C Qi Imng, : Q1 Immg,
est stable. De plus. il est invariant si 7, (X Imwg,) = Immg,.
Si le polynoéme Q2 est premier avec X, on obtient. pour tout P € C[X],

TQy (XWQQ(P)) =0 = Qz divise X7TQ2(P) — Qz divise 7TQ2(P)
— 7TQ2(P) = 0.

La restriction de mg, a XImmg, est injective. On a donc
dim 7, (XIm7g,) = dim(XImng,) = dim(Im7g,),
ce qui avec I'inclusion déja démontrée, permet de conclure que
7Q. (XImmy,) =Immg, : Q1 Im7g, est invariant.

Par contre si X divise Qq. on écrit Q2 = XQ}, et on obtient. d’apres
la question 2,

7Q, (X7, (P)) = mxqy (Xmq, (P)) = Xmqy (mq, (P))-

Ce polynome est toujours divisible par X. On n’obtient pas ainsi Im 7,
en entier. Le sous-espace vectoriel Q; Im 7, n’est pas invariant.

4. L’annean C[X] étant principal, pour démontrer que M s’écrit
Q1 C[X], il suffit de démontrer que c’est un idéal de C[X]. C’est déja
clairement un sous-groupe additif. puisqu’un sous-espace vectoriel. En
effet, c’est la somme de deux sous-espaces vectoriels de C[X].

11 reste & montrer que si P € M et R € C[X], alors PR € M. Le
sous-espace M étant somme de N et de QC[X], il suffit de le démontrer
pour P € N et pour P € QCIX]. Or, il est clair que si P € QC[X], alors
PR € QC[X]. On prend donc P € N et on démontre que PR € M. Par
linéarité, on peut se limiter & R = X*, pour k > 1, et méme & R = X.

Supposons en effet démontré que, pour tout P € N, on a XP € M.
Un récurrence simple sur k conduit & X*P € M pour tout P € N. (Vest
démontré pour k = 1, et si on suppose que c’est vrai pour k 2 1. alors.
pour P € N, il existe P, € N et Py € C[X] tels que X*P = P; + QPx.
On en déduit que X*1P = XP; + QXP5. Le cas k = 1 donne XP; € M
et d’autre part, on a QXP; € QC[X] C M. On conclut que X*+'P est
dans M.

Soit donc P € N. 1l existe P’ € C[X] tel que

PX = QPI + WQ(PX) = QPI + SQ(P)
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Le polynome QP’ est dans Q C[X] donc dans M et par hypothese, N est
stable, donc Sg(P) est dans N. On en déduit que XP appartient & M.

5. Le sous-espace N est invariant, donc stable. On définit M et Q
comme dans la question 4. On remarque que Q est dans M. On en déduit
que Q; divise Q : il existe Q2 € C[X] tel que Q = Q1 Q2.

Soit P € N. Puisque N est invariant par S, on peut écrire P =
Sq(P’), avec P’ € N. Le polynéme P’ appartient & N donc & Q; C[X]. I
s’écrit donc P/ = Q;P”. On a donc

P = Sq(Qi1P") = mq(QiXP") = mq,q. (1 XP") = Qimq, (XP"),

d’apres la question 2. Ceci démontre que N C Q;Imng,. Scit N’ le
sous-espace vectoriel de Immq, tel que N = Q,IN’.

De I’égalité Q; C[X] = N+QC[X], on déduit que C[X] = N'+Q5 C[X].
Le sous-espace N’ étant inclus dans Im g, = C4_1[X]. ol d est le degré
de Q2, on a N'N Q2 C[X] = {0}. La somme est directe : C[X] = N’ @
Q2 C[X]. Mais on a aussi C[X] = Im Q2 & Q2 C[X] (7@, est la projection
sur Im Qq, parallelement & Q2 C[X]), et puisque N’ C Im7g,, on conclut
que N’ = Imng,, c’est-a-dire que N = Q; Im7q,.

On a démontré que tout sous-espace N invariant s’écrit Q Immg,,
avec Q;Q2 = Q. La question 3 permet de préciser que Q2 est premier
avec X. <

L’égalité entre le rang et la trace d’un projecteur rappelée plus haut est
ulilisée dans 'exercice suivant, pour déterminer la dimension de l’espace
des points invariants sous 'action d'un sous-groupe fini de GL(E).

6.21. Formule de Burnside

1. Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie » 2 1 et G un
sous-groupe fini de GL(E). On pose E¢ = {z € E, Vg € G, g(z) =
z}. Montrer que )

G| 2=

2. Soit G un sous-groupe de S,. Pour ¢ € @G, on note
F(g) le nombre de points fixes de g. Soit 7 le nombre d’orbites
pour l'opération de G sur [1,n]. Déduire de ce qui précéde que

r= |é| Y F(g).

g€G
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3. Donner une preuve directe de la formule de la question 2
(ENS Ulm)

> Solution.
1. Posons u = Zg On voit que, si g € G. on a gu = ug = u.
|G| g€G
En effet, on peul écrire par exemple.

|G|Zg— > 9d=u

g'eG geG

car, g étant fixé, ’application ¢’ —— ¢g’ est une bijection de G sur G.
On en déduit que

G = g =

QGG geG

c’est-a~dire que u est un projectenr.
Si z € E“. il est clair que u(z) = z. Mais inverserent, si z € Imu.
on a u(z) = & ct la velation gu = u implique que pour tout ¢ € G,

9(z) = g(u(r)) = u(z) = =.

ce qui montre que z € EC. Finalement EC est I'image du projecteur w.
En caractéristique nulle, ce qui est le cas ici, la trace d’un projecteur est
égale a son rang. D’ot le résultat.

2. Omn réalise G comnme sous-groupe de GL,,(C) & I’aide des matrices
de permutation : a tout g € G. on associc la matrice P, de terme général
;. g(7)> 011 8 désigne le symbole de Kronecker. On vérifie que, pour (g, ¢') €
G?,onaP g0Pg =Py L’application g — P, est donc un morplisme
de groupes, injectif, de G dans GL,,(C). On en déduit que G’ = {Pg, g€
G} est un sous-groupe de GL,(C) isomorphe & G. Le lien avec la question
précédente apparait déja puisque F(g), le nombre de poiuts fixes de la
permutation g, n’est autre que la trace de la matrice P,. Il ne reste plus
qu’a voir pourquoi la dimension du sous-espace EY est égale au nombre
7 d’orbites.

Notous (€1, . .., e,) labase canonique de C*, €24, . .., €, les différentes
orbites de [1,n] sous P'opération de G et posons pour tout k € [1,7],
Fr = Vect(e;)ieq, - On remarque que, pour tout g € G, on a Py(e;) =
€g4(;7)- Les sous-espaces vectoriels F sont donc stables par les matrices
de G'. De plus, on aC* =F; @ --®F,.. Soit X € C™ que 'on décompose
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en X = Xy + -+ X, avec X; € F;, pour 1 < 7 < 7. On obtient,
T

pour g € G, P, X = ZPgXi. Comme P,X; € F;, on a, par unicité de
i=1

la décomposition, P,(X) = X si et seulement si PyX; = X; pour tout

i € [1,7]. On en déduit que

T

EY = (BEY NF).

i=1

Or, il est aisé de voir que EY N F; est la droite vectorielle
engendrée par le vecteur Z er. En effet si o € F; sécrit

ke,
T = Z Arek, ou les Mg sont dans C. on obtient, pour tout g € G.
keQ,
Po(z) = D kegy = Y Ag-1er On en déduit que = € ES NF;
ke ke,

si et seulement si, pour tout k € ; et tout g € G, on a Ag-1x) = Ax.
Le groupe G agissant transitivement sur £2;, par définition, il faut que
tous les Ax soient égaux, ce qui conduit au résultat annoncé. On a donc,
pour tout k € £, dim(EG/ N F;) =1 et par conséquent dim EY =,

3. L’idée est simplement de calculer de deux manieres différentes le
cardinal de 'ensemble A = {(g,x) € G x [1,n], ¢g(z) = z}. Si on somme

d’abord selon G, on obtient |A| = Z F(g). Si on somme maintenant

g€G
n

selon les éléments de [1,n], on a |[A] = Z |Gk ot G, = {g € G, g(k) =

k=1
k} désigne le stabilisateur de k. Or, si on note €, ..., €, les orbites de
[1,n] pour I'action de G, on a
G| = Y G| = Y Gl _ G
2 1Gk=2_ 2 1G] =2 > (5 =rlCl
1<k<n i=1 ke, i=1keQ, ¢

On retrouve la formule en identifiant les résultats des deux calculs. <
Le résultat de cetlte derniére question se généralise ¢ un groupe fini
G quelconque opérant sur un ensemble fini X, la preuve étant la méme.
Cette formule de Burnside® est un résultat important en combinatoire
(méthode de Pdlya) qui intervient lorsqu’on cherche ¢ dénombrer les
configurations d’un ensemble modulo Uaction d’un groupe : par exemple,

2. Bien qu’usuellement connue sous ce nom, elle n’est pas due & Burnside mais &
Frobenius. Il y a comme cela un certain nombre de théorémes injustement baptisés...
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de combien de maniéres différentes peut-on peindre un cube avec d cou-
leurs, & rotation prés ¢

Dans Uétude d’un endomorphisme u on essaye, autant que faire se
peut, de découper Uespace en une somme directe de sous-espaces stables
pour se ramener ¢ l'étude (que Uon espére plus simple) des restrictions de
u 6 ces sous-espaces. Cest typiguement Uobjet de la réduction avec les
sous-espaces propres ou les sous-espaces caractéristiques. Dans Uétude
des représentations linéaires d’un groupe fini G, on rencontre la méme
démarche, qui conduit & la notion de représentations irréductibles®. Cesl
le lemme de Uexercice suivant qui permet cela : on se donne un groupe
fini de GL(E) qui stabilise un sous-espace I de E et on cherche a montrer
DVeaustence d’un supplémentaire stable. Ce sera l'occasion de voir, comme
annoncé plus haut. le rapport entre les projecteurs et les décompositions
en somme directc.

6.22. Théoréeme de Maschke

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n 2 1, G un
sous-groupe fini de GL(E) et F un sous-espace vectoriel de E stable
par tous les éléments de G. Montrer que F admet un supplémentaire

stable par tous les éléments de G.
(ENS Lyon)

> Solution.

e Remarquons qu’il y a une correspondance hijective entre les supplé-
mentaires de F et les projecteurs dout l'image est F, un supplémentaire
de F étant le noyau d'un tel projecteur. La question posée équivaut donc
a trouver un projecteur p d’image F tel que Im p (par hypothese) et Kerp
solcut stables par tous les éléments de G.

Soit p un projectenr de E et u € L(E). Si Ker p et Im p sont stables par
u, u conumute avec p sur her p et sur Im p, donc sur E = Iin pe_ Ker p par
linéarité. Réciproquement, si 4 et p comnmutent, alors Kerp et Imyp =
Ker(p — Id) sont des sous-espaces stables par u (en effet, ce sont des
sous-espaces propres de p).

3. Pour une introduction 4 la théorie des représentations des groupes le lecteur
pourra cousulter SERRE (J.-P.). Représentations linéaires des groupes finis, Hermann,
1978, ou résoudre le probléme posé aux ENS Lyon-Cachan en 1997 qui concerne le
début de la théorie : représentations irréductibles, orthogonalité des caractéres...
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1l nous faut donc trouver un projecteur p qui commute avec tous les
éléments de G; son noyau fournira alors un supplémentaire de F stable
par tous les éléments de G.

Partons d’un projecteur quelconque g dont I'image est F. L’idée fon-
damentale est de moyenner les conjugués de ¢ par les éléments de G.
Posons

p= |G| > yoqog .
g€G

e Montrons que p commute avec tout élément de G. Si gg € G, on a

1 0
goop = Zgoogoqog 1=@Z(goog)oqog togg'oge
QEG g€eG

] 2(9009)0(10(9009) 9o = P © go-
g9€G

car lorsque g décrit le groupe G, gg o g également puisque la translation
a gauche g — gg © g est une bijection de G.

e Pour finir, il n'y a plus qu’a vérifier que p est un projecteur d'image
F.

Si z € F, puisque F est stable par tous les éléments de G, on obtient,
pour tout g € G,

gogqo g_l(x) = g(gfl(x)) = .

1l en résulte que p(x) = z. Tout vecteur de F est fixe par p.

Si maintenant z est quelconque dans E, on a p(z) € F car gogo
g '(z) € F pour tout ¢ € G. On en déduit que p(p(z)) = p(z). On
conclut que p est bien un projecteur d’image F. <

Lo preuve ci-dessus reste valide en caractéristique p (premier) &
condition que p ne diwvise pas le cardinal de G. Sur le corps des réels
(resp. des complexes) on peut également utiliser un arguinent de moyenne
avec le produit scalaire : on munit E d’une structure euclidienne (resp.
hermitienne) quelconque et on pose, pour (z,y) € E2,

(z,9)c |G| > (g(=), 9(v))

g€G

On vérifie que { , )q est encore un produil scalaire sur E ef que tous les
éléments de G sont orthogonaux (resp. unitaires) pour ce produit scalaire.
Lorthogonal de ¥ au sens de { , )q fournit alors un supplémentaire
stable. Celte démarche a aussi élé proposée en exercice d’oral ¢ 1 "Ecole
polytechnigue.
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Nous allons maintenant commencer une série d’exercices plus abs-
traits, consacrés @ l'étude de lalgébre L(E) ot E est un K-espace vecto-
riel de dimension finie. Nous rappelons au lecteur que le centre de L(E)
est réduit umr homothéties (on trouvera une démonstration de ce fait
p. 247). L’exercice suivant est consacré qur: automorphismes de Ualgébre

L(E).

6.23. Automorphismes de la K-algébre L(E)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie nn > 1. Montrer
que tout antomorphisme de Palgebre L(E) est de la forme

ur—Touor ' ouT € GL(E).

( Ecole polytechnique)

> Solution.

Les conjugaisons ¢, : 4 —— 7ouor ', olt 7 € GL(E), sont clairement
des automorphisines d’algébre.

Réciproquement. soil ¢ un automorphisme d’algébre de L(E). Choi-
sissons une base (ey..... en) de E ct notons pour 1 < .7 < n, uy; len-
domorphisme de L(E) défini par u;;(ex) = djre;, pour tout k € [1.n].
La matrice de ug; dans la base canonique de K™ est la matrice E;; de
la base canonique de M, (K). Les u;; forment donc une base de £(E).
Posons alors v;; = ¢(uqj ).

Ou rappelle que pour tout (4,7, k,1), ¢y © ugg = Ojruy. Comme ¢
est un automorphisme d’algebre, les v;; vérifient les mémes relations. En
particulier. on a, pour tout 4, 111-21- = vy, de sorte que v;; est un projecteur.

Si ¢ est de la forme ¢, on vérifie que les v;; sont définis & partir de
la base (7(e1),....7(en)), exactement conme les u;; le sont & partir de
(e1,...,€x). Cette remarque nous donne la méthode pour construire &
partir de ¢ la base (7(e1),...,7(ey)) et I'application 7.

Choisissons nn vecteur non nul e dans I'image de #; et posons pour
tout 7 € [1,n], e} = vi1(€e}). On observe alors que :

e ¢} est dans I'image de vy, car vi(e}) = vy 0 v (€)) = vin(e}) = e};

e ¢] est non nul, car vi;(e}) = vz o vir(e)) = vi1(ef) =€} #0;

o (e],....¢€},) est une base de E. En effet, on a v;;(e}) = vj0va(e)) =

n

dijvji(ey) = dijel. Ainsi, si Z)\ie;. = 0, cn appliquant v;; & cette rela-
i=1

tion, il vient A; = 0.
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Notons alors 7 I'unique isomorphisme de E qui envoie e; sur € pour
tout . On va montrer que v;; =7 owu;; o7 ! pour tout couple (i, 7). En
effet, on a, pour tout & € [[1, n],

(Touz o )(ek) = (T 0 ug;)(ex) = T(ne:) = Ojne}
et par ailleurs.
vij(er) = viz o vg1(ey) = Sjpvar(€]) = ;.

1l en résulte que les automorphismes ¢ et ., qui coincident sur la base
(ui;) de L(E) sont égaux. <

Les idéauxr de L(E) ont fait Uobjet de plusieurs exercices posés
auz concours. Comme L(E) est une algébre non commutative (dés que
dimE > 1), on est amené a distinguer les idéaux & droite et les idéauz @
gauche. Rappelons les définitions : un idéal & gauche (resp. & droite) est
un sous-groupe additif tel que pour tout a € L(E) et u €1, au € T (resp.
ua € 1). On parle d’idéal bilatére pour un idéal & droite et & gauche. Le
premier exercice fait montrer que L(E) est une algébre simple, c¢’est-o-
dire suns idéal bilatére non trivial.

6.24. Simplicité de L(E)

1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Montrer que les
seuls idéaux bilatéres de £(E) sont {0} et E. Cela reste-t-il vrai en
dimension infinie 7

2. Soit p une semi-norme sur M, (C) véritiant p(AB) < p(A)p(B)
pour tout (A,B) € M,(C)2. Montrer que p est nulle ou que p est
une norme.

(ENS Ulm)

> Solution.
1. On se ramene & la recherche des idéaux bilateres de M, (K). Soit
I un idéal bilatere non nul de M,,(K) et M = (m;)1<i,j<n € 1, non nulle.
Notons (E.;j)1<i,j<n la base canonique de M,,(K) et (ig, jo) € [1, n]? tel
que M4y, 7 0. Nous savons que E;;Ey = §;,E; pour tout (4, 7. k.1) €
[1,7n]*. Ainsi, I'élément
7

EiigMEjo; = Y muFaio BuFios = > mijoFiao Bty = 11tig o iz

1<k,I<n k=1
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est dans I, et comme 5, # 0, Ei; est également dans I Ceci est
vrai pour tout (4, j) de [1,n]? Comme les E;; engendrent M, (K), on a
I=M,(K).

En revanche, si E est de dimeusion infinie, il existe des idéaux
bilatéres nou triviaux, par exemple I'idéal des endomorphismes de rang
fini.

2. Counsidérons 'enscuible N des matrices A telles que p(A) = 0. La
définition d'nne scmi-norme implique que N est un sous-espace vectoriel
de M,,(C). L’inégalité vérifiée par p montre que c’est un idéal bilatere
de M, (€). Comie les seuls idéaux bilateres sont {0} et M,,(C), on a le
résultat. <

Les dewr exercices qui suivent sont consacrés a la description des
idéaur & gauche et é droite.

6.25. Idéaux a gauche de L(E)

Soit. E: un K-espace vectoriel de diniension finie. On note, pour
F sous-espace de E,

g(F) ={u € L(E),F C Keru},

et si H est une partic de £L(E), ou pose f(H) = ﬂ Ker u.
ucH

1. Vérifier que. pour tout sous-espace vectoriel F de E, g(F) est
un idéal & gauche de L(E) ot que I'on a (f o g)(F) = F.

Soit T un idéal & gauche de L(E).

2. Soit w € I ¢t v € L(E) tel que Keru C Kerwv. Montrer que
v €L

3. Sip et g sont deux projecteurs appartenant a I, moutrer qu’il
existe un projecteur r daus 1 tel que Kerr = Ker p N Ker g.

4. Prouver qu’il existe un projecteur p appartenant a I tel que
Kerp = f(1), puis que 1 = L(E)p.

5. Etudicr (g o f)(I) et conclure.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. Pour u,v dans g(F) et ¢ € L(E), ou a F C Keru N Kerv C
Ker(u+v) et Keru C Ker au. Les endomorphisines 4+ et au sont done
dans g(F). 11 en résulte que g(F) est un idéal a gauche de L(E).
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e On a clairement F C ﬂ Keru. Si p est la projection sur un
u€g(F)
supplémentaire G de F, parallelement & F, on a Kerp = F et p € g(F).
On en déduit que ﬂ Keru C F et finalement ﬂ Keru = F, c’est-
u€g(F) u€g(F)

[(Foam) =x]

2. Cela résulte directement du lemme de factorisation (cf. la pre-
miere question de Pexercice 6.4) : de l'inclusion Ker « C Kerv, on déduit
quil existe ¢ € L(E) tel que v = au. D’ou il résulte que v est dans L

3. Soient p et ¢ deux projecteurs appartenant & I. On cherche un
projecteur r appartenant & I tel que Ker r = Ker p N Ker ¢g. Soit X (resp.
Y) un supplémentaire de Kerp N Ker ¢ dans Kerp (resp Kerg) et Z un
supplémentaire dans E de Kerp + Kerg. On a donc E=7Z&X &Y &
(Ker pn Ker g). Le projecteur r; sur Y @ Z parallelement a X & (Kerpn
Ker ¢g) = Kerp a pour noyau Ker p. Il est donc dans T d’apres la question
précédente. De méme, le projecteur o sur X et de noyau Ker g @& Z est
dans I, toujours d’apres la question précédente. Alors r = r1 + 7o est le
projecteur sur Z&® X &Y de noyau Kerp N Kerg et il est dans L.

4. Soit p un projecteur de I de rang maximal ou, si P'on préfere,
dont la dimension du noyau est minimale et « un élément quelconque
de I. On peut trouver un projecteur ¢ tel que Ker g — Kerwu. Celui-ci
est dans I, d’aprés la question 2. De la question précédente, on déduit
alors qu’il existe r € 1 tel que Kerr = Kerp N Kerg. Comme on a
dim Ker 7 > dim Ker p par choix de p, on en déduit que Kerp = Kerr C
Ker g = Ker u. Par conséqueunt, on obtient

Kerp C ﬂKeruCKerp et |Kerp= f(I)|

u€l

a-dire

On a déja l'inclusion L(E)p C T puisque p € 1. Si w € I, comme
Kerp C Keru, la question 2 montre que u € L(E)p. On conclut que
I=L(E)p.

5. Comme tous les éléments de 'idéal I s’annulent sur le sous-espace
f),onalcC g(f(I)). Mais inversement, si u vérifie f(I) = Kerp C Keru,
on a u € I, toujours d’apres la question 2. Ainsi. g(f(I)) =1et go f est
Pidentité.

Conclusion. g établit une bijection, strictement décroissante pour
Pinclusion, entre les idéaux a gauche et les sous-espaces vectoriels de E.
Sa bijection réciproque est f. De plus, tout idéal & gauche I est engendré
par un projecteur (quelconque) de noyau le sous-espace f(I). <
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On va obtenir une description géométrique similaire des idéauz a
droite, les noyauz étant remplacés par les images.

6.26. Idéaux a droite de L(E)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Si I est un idéal
& droite de L(E) et F un sous-espace de E, on pose

fO =) Tmu et ¢(F)={ue L(E),ImusCF}
u €l

1. Montrer que pour tout sous-espace F, ¢(F) cst un idéal a
droite de L(E) et que f o g(F) =F.

Soit 1 un idéal & droite.

2. Soit uw € Iet v € L(E) tel que Imv C Imwu. Montrer que
vel

3. Solent w. v deux éléments de I. Montrer qu’il existe un pro-
jecteur p € I tel que Imp = Imu + Imw.

4. En déduire qu’il existe un projecteur p appartenant a I vel
que Imp = f(I), puis que I = pL(E).

5. Conclure.

(Ecole polytechnique)

o> Solution.
1. On a clairement 0 € g(F). Si u et v sont dans g(F) ct a € L(E).
on obtient

Im(u+v) Clmu+Imv CF+F=F et u+tvegl),
Im(uca) Clmu CF et uoa € g(F).

Aingi, g(F) est nn idéal & droite de L(E).

L’inclusion f(g(F)) C F ost évidente. Si p est un projecteur sur F,
parallélement & un supplémentaire de F, on a mp = F et p € g(F). On
en déduit que F C f(g(F)) et finalement

St = 1]

2. Cela résulte du second lemme de factorisation (cf. la question 2
de l'exercice 6.4) : de I'inclusion him+ C Imu, on déduit I’existence de
a € L(E) tel que v = ua, de sorte que v € L

3. Soit S un supplémentaire de Imu N Im ¢ dans Im«. On montre
facilement 1’égalité S & Imv = Imu + Imw. Soit S un supplémentaire
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de cette somme dans E, de sorte que E= 5" &S & Imwv. Comume v € 1,
le projecteur ¢; sur Imv paralltlement & S @ S’ est dans I d’apres la
question précédente (car Img, = Imwv). Comme u € I, le projecteur ¢
sur S parallélement & Im v @S’ est aussi dans I. toujours par la question
précédente (puisque Imgy C Imu). On en déduit que p = g3 + g2, qui
est le projecteur sur m v + Im v parallelement & S’, est aussi dans 1.

4. On choisit un élément v de I de rang maximal et on pose F = I v,
puis on considere un projecteur p sur F. D’aprés la question 2, p est aussi
dans I. La question précédente montre que tout élément de uw € I a son
image incluse dans F' (sinon on pourrait trouver dans I un élément dont
Iimage Im v + F contiendrait F strictement ; son rang serait supérieur a
celui de v). On a donc f(I) =F =Imp.

On a clairement pL(E) C I De plus, si « € I. on sait que Im« C Imp
et d’apres la question 2. il existe a € L(E) tel que u = pa et on a
u € pL(E). On conclut que I = pL(E).

5. On a clairement I C g(f(I)). Inversement soit u € g(f(1)). On a
Imwu C f(I) = hn p de sorte que u € I, toujours d’apres la question 2.

Conclusion. [ établit une bijection, strictement croissante pour l'in-
clusion, entre les idéaux & droite et les sous-espaces vectoriels de E. Sa
bijection réciproque est g. De plus, tout idéal a droite I est engendré par
un projecteur (quelconque) d’image le sous-espace f(I). <

Le théme d’étude suivant de ce chapitre est la dualité. Rappelons que
le dual d’un K-espace vectoriel E est le K-espace vectoriel E* = L(E, K)
des formes linéaires de ¥, dans K. En dimension finie, on o dimE* =
dim E, sans qu’il existe d’isomorphisme canonique entre I el son dual.
Soit (ey,-..,en) une buse de E. Lu funulle (e},....e}) d’éléments de
E* définie par ef(e;) = 0;; est une base de E* appelée base duale de
(er,---,€n)-

Les formes linéaires permettent de caractériser analytiquement les
hyperplans de I : tout hyperplan est le noyau d’une forme linéaire non
nulle, forme qui est unigque & un scalaire multiplicatif prés.

Plus généralement, si ¥ est une partie de E et G une partie de E*,
on note

Ft={u€ B Vz € F u(zx) =0} e C°={z€E,Vvue G u(z)=0}

On appelle F- 'orthogonal de F et G° U'orthogonal de G. On montre
que FL et G° sont des sous-espaces vectoriels de E* et E respectivement
et que FL = (Vect F)L et G° = (Vect G)°. On a, de plus, I C (F1)°
et G C (G°)t. En dimension finie, si F et G sont des sous-espaces
vectoriels de E et B, on a les propriétés saivantes : dimFL = codimF et
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dim G° = codiin G, d’ot on déduit facilement que (F1)° =F et (G°)! =
G.

Le premier exercice ci-aprés. montre que 1’égalité (G°)L = G subsiste
en dimension infinie powr les sous-espaces G de ditnension finie.

6.27. Orthogonalité duale en dimension quelconque

Scit fi1,..., fp, g des formes linéaires sur un espace vectoriel E de
P
dimiension quelconque, On suppose que ﬂ Ker f; C Ker g. Mountrer
i=1
que g appartient & Vect(fy,..., fp).
(ENS Lyon)

> Solution.

Ou peut supposer ¢ non nulle, sans quoi le résultat est évident.

e En dimension finic. 'exercice cst une unc simple application des
propriétés de 'orthogonalité duale. Si on note F le sous-espace de E*
engendré par (f1; ..., fp) et D la droite de E* engendrée par g, on a par
liypothese

P
ﬂ Ker f; =F° C D° = Kerg.
i=1
Il en résulte, en prenant I'orthogonal que (D°)+ € (F°)L. Sachant qu’en
dimension finie, on a (G°)+ = G pour tout sous-espace vectoriel G de
E*, on obtient D C F, ce qui est le résultat demandé.

e En dimensiou infinie, I'égalité (G°)t = G n’est malheurcusement
plus vraie en géuéral. On a, a priori, senlement l'inclnsion G C (G°)*L.
T’excrcice demande exactement de pronver qu’il y a égalité lorsque G
est de dimeusion finie. Ou va raisonner par récurreuce sur p. On pose
H = Ker g : c’est un hyperplan de E puisqu’on a supposé g # 0.

* Traitons le cas p = 1. Ou a H; = Ker f; € H. La forme linéaire
f1 v'est donc pas nulle et Hy est un hyperplan de E. Par suite, on a
H; = H et le cours permet d'affirmer que les formes linéaires g et f, sont
proportionnelles.

* Supposons le résultat vrai au rang p et considérons des formes
p+l

linéaires f1,..., fo41 telles que ﬂ Ker f; € H. On peut supposer que
i=1
fo+1 # 0. sans quoi I'hypothese de récmrrence s’applique directenient.

Notons alors g. (resp. fl powr 1 < ¢ < p) la restriction de g (resp. de f;) &
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P
Ihyperplan Ker f,,; . On a clairement ﬂ Ker f; C Ker g. Par hypothese

i=1

P
de récurrence, il existe des scalaires (A;,...,Ap) tels que § = Z Aifi-
i=1
3]

La forme linéaire g — Z ;i fi est alors nulle sur Ker f;,, ; elle est donc
i=1
proportionnelle & f,,,;, ce qui permet de conclure. <

La solution de l'exercice suivant exploite les propriéiés de l’orthogo-
nalité duale. Nous donnerons une seconde solution par récurrence, dans
le chapitre swr les déterminants du tome 2 d’algébre.

6.28. Familles libres d’applications

1. Soit K un corps commutatif et fy,..., f, des applications
de K dans K. Montrer que la famille (f;,..., f.) est libre dans
F(K,K) si et seulement §'il existe (£y,...,%,) € K" tel que la
matrice (f;(%;))1gi,j<n Soit inversible.

2. Déterminer les applications f : R — R, dérivables, dont les
translatées (i.e. les applications f, : # +— f(z + a) pour a € R)
engendrent un sous-cspace vectoriel de dimension finie de F(R, R).

(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. o Si la famille (fy,..., fn) est liée, les lignes de la matrice
(fi(z))1<s,i<n Sont liées, quel que soit le choix des scalaires z, . .., zy.
La contraposée fournit donc une des deux implications.

e Supposons maintenant la famille B = (fy, ..., f») libre et notons
F le sous-espace de dimension n qu’elle engendre. Pour tout ¢ € K.
I'application d’évaluation en a. ¢, : F — K, qui & f € F associe
f(a) € K est une forme linéaire sur F. I’ensemble A des formes linéaires
€4, pour ¢ € K, constitue une partie génératrice de F*. En eflet, si
f € A° on a f(a) = € (f) = 0 pour tout ¢ € K, ie f = 0.
Ainsi on a A° = {0} et Vect A = ((Vect A)°)t = (A°)t = 0t =T,
puisqu’on est en dimension finie. On peut donc choisir des scalaires
Z3,- .., %y tels que les formes linéaires ey, , ..., €, constituent une base
de F*. Montrons que le n-uplet (z;,....z,) répond & la question.
Considérons la matrice M = (fi(z;))1<ijgn €t Tuontrons que les lignes
Ly, ..., Ly de M forment une famille libre. Soit (A,..., A,) € K™ tel que
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n n
Z AiL; = 0. On a alors, pour tout j € [1, 7], Z Xifi(x;) =0, Cest-&-
i=1

i=1

dire €q; <Z )\ifi) = 0. La famille e,,, . . ., €5, étant une base de F*. on

i=1
a donc Z Afi € (F*)° = {0}. La faniille (f1. ..., fn) étaut une base de

i=1
F, on en déduit que Ay = --- = X, = 0. La matrice M est donc inversible.
2. Soit f : R — R, dérivable, dont les translatées engendrent un R-
cspace vectoriel F de dimension finie 7. On considére des réels aq, . . ., a,
tels que la famille (f,,,, - . ., fa,, ) soit une basc de F. D’apros la question 1,
il existe des réels &1,...,7, tels que la matrice M = (fq, (25))1<i.i<n
soit inversible. La fonction f ¢tant dérivable, les fonctions f,, le sont
égalemcut. Ainsi tout élément de F est dérivable.
Soit g un élément quelconque de F. Montrons que ¢’ est encore dans
F. I est clair que. pour tout ¢ € R, la fonction g, est dans F. En cffet, on a
9o € Voct(foivas-- 5 fan+a) CF. Il existe douc des réels Aj (a), .. ., A, (a)
n

tels que g, = Z Ai(a) fo,- Moutrouns que les fonctions A; sont dérivables.

i=1

On a. pour 1 € 7 < n.

gla+ ;) = gal(z3) = Y (@) fas (7).

i=1
ola+ 1) (o)
Matriciellemnent, cela s’éerit = N . On en
g(a + ) Anla)
Ai(a) gla+zy)
déduit que : = INT : . Les coefficients de
M(a) oo+ 20)

fM™! étant indépendants de a, on en déduit que les fonctions A, ..., A,
sont des conibinaisons lindaires des fonctions ¢, , - - -, s, - Elles sont déri-
vables comme ces derniéres.

L’cxpression de g, en fonction des f,, sécrit gl + a) =

n
Z)\i(a) fo,(z), pour tout réel z. En dérivant par rapport & a, on

i=1

n
obtient ¢'(x + @) = Z Al(a) fa, (z). On obtient en particulier, en pre-

i=1



282 CHAPITRE 6 ESPACES VECTORIELS. ALGEBRES

n
nant a =0, ¢’ = Z A,(0) fo; € F. On en déduit, de maniere immédiate,
i=1
que tout élément g de F est C* et que, pour tout entier naturel &, on a
g®) € F. C’est vrai en particulier pour la fonction f. I’espace vectoriel
I étant de dimension finie 7, il existe un entier p (1 < p < n) tel que
f® € Vect(f, f',..., fP~V). La fonction f est solution d'une équation
linéaire homogene & coefficients constants d’ordre p.

Réciproquement, si f est solution d’une équation linéaire homogéne
a coefficients constants d’ordre p, il est clair que, pour tout ¢ € R, la
fonction f, est solution de la méme équation différentielle. I.’ensemble
des solutions de cette équation différentielle étant un espace vectoriel de
dimension p, les fonctions f, engendrent un espace vectoriel de dimension
finie inférieure ou égale a p.

Conclusion. Les translatés de f engendrent un espace vectoriel de
dimension finie si et seulement si f est solution d’une équation linéaire
homogene & coefficients constants. <

Le lecteur trouvera d’autres exercices sur la dualité dans le chapitre
7 (Matrices).

Les deux exercices qui suivent concernent la notion de famille positi-
vement génératrice dans un espace vectoriel réel.

6.29. Familles positivement génératrices

Soit E un espace vectoriel réel de dimension n > 1 et F =
(e1,€1,-..,€p) une famille de vecteurs de & positivement génératrice,
c’est-a-dire telle que pour tout = € E, il existe (A;,.... ;) € (R})”,
tel que z = ey +--- + Apey,.

1. Montrer que p = n+ 1. Donner un exemple de famille positi-
vement génératrice de cardinal n + 1.

2. On suppose p > 2n + 1. Montrer qu’il existe une sous-famille
stricte de F qui est encore positivement génératrice. Donner un
exemple de famille positivement génératrice de cardinal 2n dout

aucune sous-famille stricte ne Pest.
(ENS Cachan)

> Solution.

1. Comme la famille F est génératrice, on a p 2 n. Sip = n, F
est une base de E, et alors le vecteur —e; (par exemple) ne saurait étre
obtenu comme combinaison & coefficients strictement positifs des e; (par
unicité de la décomposition). On a donc p 2z n + 1.
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Donnons nous une base quelconque (f1, - .., fn) de E. Alors la famille
(fi,---s fn,—f1 — <+ — fn) est positivement génératrice. En effet, soit
reB. z=z,fi + -+ z,fn. Pour tout réel £ on a

g= (2t O fi+-t @+ Ofa + (=D ).
i=1

1l suftit de choisir ¢ assez grand pour que tous les coeflicients soient
strictement positifs.

Notons que la méme preuve montre que toute famille génératrice
(f1,..., fp) pour laquelle on peut trouver une relation de liaison A f +
oM, fy = 0, avec des coefficients A; strictement positifs. est une famille
positivement génératrice.

2. La famille F étant de rang n, il existe I C [1,p] de cardinal n
tel que (e;);er soit une base de E. Posons J = [1,p] \ I. Comme |J| >
n+ 1, la famille (e;) ey est liée; on peut écrire une relation de liaison
Z)\J( 7 = 0, ot les A; ne sont pas tous nuls. Par ailleurs, puisque la
jed
famille (e;)1¢igp €St positivement génératrice, il existe des coefficients

t1,....tp strictcment positifs tels que tyeq +--- + t,e, = 0. Pour tout
réel x on a donc
D oty (1 +ad)e; =0
i€l j€d
t . ..
On prend ¢ = —)\—k, ou k € J est choisi de sorte que A, # 0 et que la
k

. t o
valeur absolue du quotient )\—k soit minimale. Pour cette valeur de z les

k
coefficients (¢; + @\;) restent tous positifs ou nuls. Notons K la partie
formée des indices j € J tels que t;+zA; > 0. Il s’agit d'une partie stricte
de J, car k ¢ K. La remarque faite & la fin de la question 1 montre que
la famille (e;);e1uk est encore positivement génératrice.
Si (fi.....fn) est une base quelconque de E, la famille
(fi,- -+ fos—f1s---.—fn) est de cardinal 2n, positivement généra-
trice, mais ancune de ses sous-familles ne D'est <.

L’ezercice suivant va nous fournir une description des fumilles posi-
tivement génératrices du dual.

6.30. Familles positivement génératrices de E*

Soit E un R-espace vectoriel de dimension n et p éléments
fi,- -, fp de son dual.
1. Montrer ’équivalence des deux propositions suivantes :
) Ve € E, min f;(r) <0;
(Z) x y 1<i<pf2(r) IV,

P
(i4) Har.-...ap) € (Ry)P — {0} ) _aif; = 0.

=1
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2. Montrer ’équivalence des deux propositions suivantes :
() Vz € E— {0}, min f;(z) <0;
1<i<yp
(#") (f1,.--,fp) est une famille positivement génératrice

de E*.
(ENS Lyon)

> Solution.
1. e Supposons (ii) vérifiée et raisonnons par l'absurde. Soit z € E

P
tel que, pour 1 < ¢ < p,onait f;(z) > 0. Ona Z a; f;:(z) = 0. Les termes
=1
de cette somme étant tous positifs, on en déduit que, pour 1 < 7 < p,
a; fi(z) = 0 et donc a; = 0, puisque f;(z) > 0. Onadonc (a1,....a,) =0,
ce qui est contraire & '’hypotheése.

e Pour montrer que (i) implique (i7), raisonnons par récurrence sur
p.

* Si p =1, alors, pour tout z € E, f1(z) <0 et fi(—z) < 0 et donc
fi(z) = 0 : f1 est Papplication mulle et af; = 0 pour tout a > 0.

* Supposons que la famille (f1, .. ., fp) vérifie la propriété (é). Si f, est
l'application nulle, on conclut comme précédemment. Si (fi,..., f,—1)
vérifie (7). on applique directement I'hypothése de récurrence et on prend
a, = 0. C'est fini. Ces cas étant écartés, soit H le noyau de fp, et e € E
tel que f,(e) = 1.

Considérons z € H et « > 0. Posons y = « + ae. On a f,(y) =
a>0et pour 1 <i<p—1, fily) = fi(z) + afi(e). Supposons qu’il
existe z € H tel que min lfi(x) > 0. Pour a > 0, assez petit, on a

\7’\7)7

alors min f;(y) > 0 et donc min f;(y) > 0, ce qui est contraire &
1<ig<p—1 1<i<p

I'hypotheése. On a done, pour tout z € H, min f;(z) < 0. La famille

1<i<p—1
(91,-- -, gp—1), ot g; = fyyy vérifie (¢). D’aprés I'hypotheése de récurrence.
p—1
il existe (ay,...,a, 1) € ]Rf’;l \ {0} tel que Z a;9; = 0. On a donc, pour
=1
p—1 p—1
tout z € H, Z(Lifi(lf) =0. En posant a, = —Z a;f;(e). on obtient
i=1 i=1
P

Z a; f; = 0, puisque cette application linéaire s’annule en e et sur H et

i=1
que E = H & Re.



6.30. FAMILLES POSITIVEMENT GENERATRICES DE E* 285

Il reste & démontrer que a,, > 0. Raisonnons par I’absurde et suppo-

sons a, < 0. La famille (fy,..., fp_1.—fp) vérifie (ii) et donc aussi (4)
Soit y un élément quelconque de E: il existe z € H et a € R tel que
y =1+ ce.
. 0 a _ _
e Siae>0,0na lgllnglzr)l 1fl(y) 1121121 fily) < 0. car f,(y) = a>0.

e Si v < 0, on obtient m<1n fily) = min{ f1(y).- .-, fo—1(v), [fp(¥))

négatif ou nul, car —f,,(y) =—a>0.

Par continuité, la propriété reste vraie pour a = 0 et on obtient pour

tout y € E, <mln fi(y) €0, cas qui a été écarté. On a donc a,, = 0, ce
1

AN

qui termine la démonstration.

2. e Supposons la propriété (i) vérifiée. Soit f € E*. Nous allons
démontrer que pour A > 0 assez petit les fonctions (fy — Af, ..., fp —Af)
vérifient I'hypothése (i) et appliquer le résultat de la premiere question.

Munissons E d'une norme quelconque (elles sont toutes équivalentes,
car nous somines en dimension finie) et notons S la sphére unité de I : S
est compacte. Les fonctions f; sont linéaires donc continues, puisque E
est de dimension finie. On en déduit que la fonction g = min f; est elle

1<i<p
aussi continue (cela se montre aisément par récurrence sur p, a partir de
h+fo |f L — fol

2
compact S, elle y est majorée et sa borne supérieure M est atteinte. De

plus, g étant strictement négative sur S, on a M < 0.
Pour les mémes raisons, |f| est majorée sur le compact S, par a > 0.
Soit A>0et h = min f; —Af. On a, pour tout z € Set 1 <7 < p,

1<ip
fi(z) — Mf(z) € fi(z) + Xa (car f(z) = —a).

On en déduit que, pour tout o € S,

I'égalité min(fy, f2) = ). Comimne g est continue sur le

h(z) < gle) + da <M+ Aa.

M
Si donc on choisit A < - alors, on a, pour tout @ € S. h(z) < 0.

D’autre part, pour tout z G E — {0}, il existe u € S et a € R% tels que
z = ou. On a alors h(z) = ah(u) < 0 de sorte que h(z) < 0 pour tout
z ek

Les fonctions g, .. ., g, définies par g;(z) = f;(z)—Af(x), pour z € E
et 1 < i < p vérifient alors la condition (¢) de la premiére question On
en déduit qu'il existe (ay,....a,) € RY — {0} tel que

P 14
> aigi = ai(fi— M) =0.
i=1

=1
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ce qui peut s’écrire

1 <
f= —p Z a; fi,
)\Z a; =1
i=1
3]
puisque )\Z a; >0, (A > 0 et les a; sont positifs et non tous nuls).
Ainsi, fc;l‘r élément f € E* g’écrit comme combinaison linéaire a

P
coefficients positifs de (fy,..., f,). En considérant f — Z fi, au lieu de

i=1
f, on peut méme supposer que les coefficients sont strictement positifs.
Cela, prouve donc que (fy,- .-, fp) est une famille positivernent géné-

ratrice de E*.

e Supposons que tout élément de E* s’écrive comme combinaison
linéaire & coeflicients strictement positifs de fy,..., f,. Soit z € E et
f € E* tel que f(z) = —1. 1l existe (a;,...,a;,) € (R} )P tel que f =

3]
Zaifi. On ne peut avoir glin fi(z) > 0, car sinon f(z) > 0. On a
: 1<

=1 NISP
douc min f;(z) < 0 et (i) est vérifice. <
1<ip

On peut en déduire une caractérisation géométrique des familles posi-
tivement génératrices de E moyennnant lidentification de E avec son
bidual E** qui est le dual de E*. On rappelle que Uapplication qui a tout
vecteur * € E associe DUapplication & € E** définie par £(f) = f(z)
pour tout | € E* est un isomorphisme. L’équivalence de la question 2 se
traduit alors de la maniére saivante : une famille (e1,...,ep) de E est
positivement génératrice si, pour tout f € E*, il existe i € [1. p] tel que

Si B est muni d’une structure euclidienne, les formes linéaires sur E
sont les fo 1 yv— {z,y). Il en résulte que (e,...,e,) de E est positive-
ment génératrice si tout vecteur non nul © de B, il existe i € [1,p] tel
que (z, e;) < 0. Autrement dit, si E la réunion des He, ou H, désigne le
demi-espace owvert défini par H,, = {z € E, (z, y) < 0} (on pose Hy = ().

Voici un exemple dans R? : en grisé figure le céne positif engendré par
€1, e et ez, c’est-a-dire Uensemble des combinaisons linéaires & coeffi-
cients positifs de ey, ez, e3. La famille n’est pas positivement génératrice
car la zone grisée n'est pas recouverte par les He, .
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R?2\H,, UH,, UH,,

.

D L5

¥ €1

€3 O

Les derniers exercices de ce chapitre anront pour cadre des algébres
fonctionnelles.

6.31. Sous-algtbres de dimension finie de C°(R, R)

Déterminer les sous-algébres de dimension finie de C°(R, R).
(ENS Lyon)

> Solution.

Soit f € CO(R,R), non constante. Alors la famille (f")nx0 est libre.
En effet, une relation de liaison Ag + Ay f+- - -+ A, f¥ = 0 implique que le
polynéme P = hg + X\ X + -+ - + A, X s’annule sur I'image de f. Celle-ci
étant un intervalle (d aprés le théoréme des valeurs intermédiaires), non
réduit & un point par hypothese, elle est de cardinal infini et P = 0. 1l
en résulte que la seule sous-algébre de dimension finie est I’algebre des
fonctions constantes, qui est de dimension 1. <

Si A est une K-algébre, une dérivation de A est un endomorphisme
D qui vérifie D(ab) = D(a)b + aD(b) pour tout (a,b) € A2. Cette notion
algébrigque, directement inspirée de la dérivation analytique usuelle, a
servi de théme a plusieurs exercices posés a 'ENS de Lyon.

6.32. Racine carrée de la dérivation

Soit E = C*(R,C) et D : E — E l'opérateur de dérivation.
Existe-t-il T dans L(E) tel que ToT =D7?
(ENS Ulm)

> Solution.
Supposons que T existe. Considérons Ker D?, qui est un plan vectoriel
isomorphe & Cy[X]. Il est évidemment stable par D, mais aussi par T,
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car les endomorphismes T et D commutent, puisque ToD = T2 = DoT.
Notons d et ¢ les restrictions de D et T & KerD?. On a t? = d et d? = 0.
On en déduit que t* = 0. Ainsi ¢ est nilpotent. Son indice de nilpotence
est inférieur ou égal & la dimension de Ker D2, qui est 2 (voir 'exercice
6.8 et la remarque qui le suit), donc d = 2 = 0. Mais c’est absurde. car
d # 0. Conclusion : I'opérateur D n’a pas de racine carrée. <

6.33. ®-dérivation (1)

Soit A une R-algebre et ® : A — R un morphisme d’algebres.
On appelle -dérivation de A toute forme linéaire § vérifiant 6(ab) =
®(a)d(b) + 6(a)®(b) pour tout (a,b) € A2

Déterminer tous les morphismes d’algébre ® : R[X] — R puis
toutes les ®-dérivations de R[X].

(ENS Lyon)

> Solution.

e Soit ® un morphisme de R[X] dans R. 1l est clair que ® va étre
déterminé par I'image de X. En effet, posons ®(X) = «. On alors, pour
tout n € N, &(X") = o, puis par linéarité de @, pour tout P € R[X],
®(P) = P(a). Réciproquement, il est clair que, pour tout réel «, 'ap-
plication ® : P +—— P(a) est un morphisme d’algébres de R[X] dans
R.

e ® étant le morphisme P — P(a), on peut remarquer que P —
P’'(a) est alors une ®-dérivation. Cherchons les autres. Soit D une
forme linéaire sur R[X] vérifiant, pour tout (A,B) € R[X]?, D(AB) =
$(A)D(B) + &(B)D(A). On remarque que D(1) = D(1 x 1) = 2D(1) et
donc que D(1) = 0. Posons D(X) = k € R. On obtient alors successive-
ment

D(X?) = 2&(X)D(X) = 2ka,
D(X3) = (X)D(X?) + (X2)D(X) = 2ka? + ka? = 3ka?.

On montre par récurrence sur n, que, pour tout n € N*, D(X") =
kna™ 1. Cest vrai pour 1 < n < 3 et si D(X") = kna™ ™! alors

D(X"*1) = ¢(X)D(X")+®(X")D(X) = a(kna™ H4a™ (k) = k(n+1)a”

On note que na™ ! est la dérivée en a de X”. Par linéarité de D, on en
déduit que, pour tout polynéme P, on a

D(P) = kP'(«).
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Réciproquement, si D est la forme linéaire définie par D(P) = kP’(a),
on a, pour (A, B) € R[X]2

D(AB) = Kk(ABY(a) = kA()B'(a) + kA’(a)B(c)
$(A)D(B) + B(B)D(A). <

6.34. ®-dérivation (2)

Daus cet exercice. A désigne 'algébre des suites réelles (a.,) telles
que la série entiére Y a,x™ ait un rayon de convergence supérieur
ou égal & R > 0 fixé.

1. Quels sont les morphismes d’algébres de A dans R?

2. Soit @ un tel morphisme. Quelles sont les ®-dérivations de
Palgébre A7

(ENS Lyon )

> Solution.
1. 1l résulte du cours d’analyse que A est bien une algébre, pour ’ad-
dition usuelle des suites et le produit de convolution. Par ailleurs, ap-

plication qui a une suite (a,) de A associe Papplication f ] — R.R[— R
400

définie par f(z) = Z an£" est un morphisme injectif d’algébres, per-
n=0

mettant d'identifier A & une sous-algébre de (] — R, R[, R), algébre des
fonctions développables en série entiere en 0 avec un rayon de conver-
gence supérieur ou égal & R. Nous ferons cette identification dans la suite
en regardant les éléments de A comme des fonctions définies sur | — R, R|.

Soit ® un morphisme d’algébres de A dans R. I’ensemble P des
fonctions polynomes de | — R, R[ dans R forme une sous-algebre de A,
isomorphe & R[X]. La restriction de ® & P est un morphisme d’algébres
de P dans R. En reprenant la démonstration de I'exercice précédent,
on montre qu’il existe a € R tel que ®(P) = P(a) pour toute fonction
polynéme P.

Lorsque a est un réc de | — R,R], il est clair que l'application
$,: A - Rquia fe A associe f(a) est un morphisme d’algébres de
A dans R, que nous appellerons morphisme d’évaluation en a. Il semble
assez naturel de penser que le réel o défini ci-dessus appartient nécessai-
rement & intervalle |R, R[ et que ® n’est rien d’autre que le morphisme
d’évaluation en a.

e Commengons par montrer que o = ®(1d) € |—R, R[. Raisonnons
par 'absurde et supposons que || 2 R. Dans ce cas, la fonction f définie
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+oC n n
par f(z) = 370 P appartient a A, puisque la série E o est de rayon

1
|a| = R. Or, nous savons que, pour |z| < o, f(z) = —, ce qui s’écrit
1

87

1
encore (1 - — Id) f = 1. Si on applique le morphisme ® & cette égalité,
«@

il vient (1 - é@(ld)) P(f) = (1 — 1)®(f) = 1. soit 1 = 0, ce qui est

clairement absurde. Ainsi, le réel « appartient & ] — R, R[.

e Soit g € A. On va montrer que $(g) = g(«). Cela revient & prouver
que ®(g — g(a)) = 0. Considérons la fonction h définie par h(z) =
9(z) — g( @)

T —
montrer que h € A. En effet, dans ce cas, on écrira g — g(a) = (Id —a)h
et en appliquant &, il viendra ®(g) — g(¢) = (P(Id) — o) (k) =
c’est-a-dire ®(g) = g(c).

, prolongée par continuité en o par h(a) = ¢'(c). 11 suffit de

400
Sia=0,il est clair que h € A : en posant g(z) = Zanx”, on a
n=0

simplement h(z) = Z anz" 1

Supposons o non nul. Puisque & est continue en «, la relation qui
définit b équivaut & h(z)(z — o) = g(x) — g(c), pour tout z € |-R,R].
+oc

Considérons la suite (a,) telle que g(z) — g(a) = Z a,z" et cherchons

n=0
+o0
(br) telle que h(z) = Z bpa™. La relation qui lie g et b équivaut aux
n=0

relations suivantes : —aby = ag et pour tout n € N, b, _, — ab, = a,.
On en déduit facilement par récurrence, que, pour tout entier natu-
+oo
rel n, b, = —Zakak_”*l et donc b, = Z a1 puisque
k=n+1

+-oc

Z arc® = g(a) — g(e) = 0. Si r € ]|a|,R], la suite (a,7") est bornée.
k=0

Considérons M > 0 tel que |a,r"| < M pour tout n. On a alors, pour

tout n € N,
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< = M n\kl |k—n—1 M =2 Ial :
< E ™ |a = — E =
r < r

k=n+1 i=0

400
§ akT’nOék_n_l

k=n+1
M
r—la|

|bnr™| =

Comme la suite (b,7") est bornée, le rayon de convergence de la série
E by est supérieur & r. Puisque cela vaut pour tout r € |||, R], le
rayon dc convergence est bien supérieur ou égal & R. On a, pour tout

+00
z €]-R,R[, h(zr) = ) _bya™ : la fonction h appartient & A.
n=0

Conclusion. Les seuls morphismes d’algebres de A dans R sont les
morphismes d’évaluation en un point de l'intervalle | — R, RJ.

2. Soit oo € |-R,R[ et soit D une ®,-dérivation de A. On sait
d’apres Pexercice précédent qu’il existe k € R tel que, pour toute fonction
polynéme P, D(P) = kP’(«). Scit ¢ € A. Comume ci-dessus, on introduit
h € A telle que g — g() = (Id —a)h et on applique D & cette égalité. 11
vient

D(g) = D(Id —a)®,(h) + o (Id —a)D(h) = k®,(h) = kh(a) = kg'(a),
car, Id —a étant une fonction polynéme, D(Id —a) = k.

Conclusion. Comme dans le cas des polynomes, les seules &,,-
dérivations de A sont les applications qui & f € A associe kf'(«).

6.35. d-dérivation (3)

Soit E = CO(IR,R). Déterminer les formes linéaires D : E — R
vérifiant, pour tout (f, g) € E?,

D(fg) = f(0)D(g) + g(0)D(f).
(ENS Lyon)

> Solution.

Si on note 1 la fonction constante z — 1, on a D(1) = D(1)+D(1) et
done D(1) = 0. On en déduit que D est nulle pour toutes les applications
constantes. Si f € E, on peut écrire f = (f — f(0)) + f(0). Par linéarité,
D(f) = D(f — f(0)) et on est donc ramené a étudier la restriction de D
aux applications nulles en 0. 1l est clair que si1 f € E est une application
qui vérifie f(0) = 0, alors on a D(f?) = 0.
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Soit maintenant f € E telle que f(0) = 0. Si f est positive, on peut
écrire f = g% on g = /f € E vérifie g(0) = 0. D’apres ce qui précede,
D(f) = 0. Dans le cas général, il est possible d’écrire f comme différence
de deux fonctions continues, positives et nulles en 0. Il suffit de prendre

g(z) = max(f(z),0) et h{z) = max(— f(x),0).

Onaf=g—h,g=0,h2>20etg(0)=h(0) =0. Comme D(g) =D(h) =
0 on a D(f) = 0 par linéarité de D.

Conclusion. Le seule forme linéaire D qui convienne est donc la forme
nulle. <

On termine cette série d’exercices sur les algébres avec I'énoncé sui-
vant.

6.36. Etude d’une algébre

Soit E = C®(R, R) et A I’ensemble des ¢ € L(E) tels qu’il existe
une suite (A;);en & support fini d’éléments de R[X] vérifiant, pour
tout f € E,

o(f) = ZAif‘“,

oti f désigne la dérivée i-itme de f.
1. Montrer que ¢ = 0 équivaut & A; = 0 pour tout i € N.
2. On admet que A est une algebre. En déterminer les éléments
inversibles.
3. Existe-t-il des morphismes d’algébres de A dans R?
(ENS Lyon)

> Solution.

1. I est clair que siles A; sont tous nuls, ¢ est nul. Réciproquement,
si ¢ = 0, on montre par récurrence sur i que A; = 0, pour tout 7 € N.

e Iin prenant f = 1, on obtient ¢(f) = Ag =0.

e Si on suppose que A; = 0. pour 0 < i < n— 1, en prenant f :
z +— z", on obtient ¢(f) = Y A;f® =nl A,, d’oit 'on tire A, = 0.

izn

La propriété est établie.

On en déduit que I'écriture d’un élément de A sous la forme (f) =

ZAZ' @ est unique.
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2. Soit ¢ € A défini par ¢(f) = Z A; f9. pour tout f € E. Suppo-
i
sons que ¢ soit inversible et que son inverse v s’écrive (f) = Z B;f @),
J

On obtient alors ¢ o ¢ = Idg c’est-a-dire, pour tout f € E.
()
fo= @op)f)=> B, (Z Az—f(”)
P i

iDL IDNC T
%]

0<k<d

_ Z Z Cg_iAng_j\p) ]3-7 f(p)

"\

en vertu de la formule de Leibniz. Ni ¢, ni ¢ ne sont nuls. Soient i (resp.
jo) le plus grand des indices i (resp. j) tel que A; # O (resp. B; # 0).
Considérons le coefficient de f(0+70) dans la somme précédente. 1 est
égal & A; B,,. En effet, sii+ j > g+ jo, ona. sii > ig. A; =0 et, si
i < ig, > jo et donc B; = 0. Si ig + jo # 0, le coefficient de flio+io)
n’étant pas nul, on ne peut pas avoir, pour tout f € E,

=3[ 3 opag o | o
p \ o<igo
i+izp

d’apres l'unicité de Pécriture démontrée & la premiere question. On a
donc nécessairement ig = jg = 0. On obtient alors. pour tout f € E,
f = AgBof, ce qui n'est vérifié que s1 AgBg = 1. Ceci nécessite que Ag
soit un polynome constant non nul. Alors ¢ = AgIdg, avec Ag € R*.

Réciproquement, s’il existe A € R* tel que ¢ = Aldg, alors ¢ est

évidemment inversible. d’inverse 1) = 5 Idg.

Conclusion. Les éléments inversibles de A sont les endomorphismes
de la forme AIdg, avec A € R*.

3. Supposons qu’il existe un morphisme d’algebres F de A dans R.
Notons D et ¢y les éléments de A définis par D(f) = f et ¢1(f) =
Idg f : z — 2 f(z), pour tout f € E. On a alors, pour tout f € I,

Do (fy=D(dg f) = f+1dr f' = f +¢1(f'),

et donc D o ¢y = Idg +¢, o D. On en déduit que
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F(Idg) = F(D o ¢1) = F(p1 0 D) = F(D)F(¢1) — F(¢1)F(D) = 0.
On a alors, pour tout ¢ € A,
F() = F(Idg op) = F(Idg)F(p) = 0.

Or par définition un morphisme d’algebre doit envoyer I’élément unité
de A sur 1. Conclusion. 1l 0’y a pas de morphisme d’algébres de A dans
R«



Chapitre 7

Matrices

Les systémes de n équations linéaires o n inconnues sont étudiés des
le milieu du XvIII® siécle. Cramer décrit explicitement les formules don-
nant la solution sous forme du quotient de deuxr expressions qui porte-
ront aprés Cauchy le nom de déterminants. Celui-ci donnera la formule
générale définissant le produit de dewr déterminants. La notion d’ap-
plication linéaire, sous le nom de « substitution linéaire», apparait un
début du x1x° siécle dans les travauz de Lagrange, puis de Gauss sur les
formes quadratiques & coefficients entiers. Ce dernier, pour la premiére
fois, représente la substitution linéaire (z,y,z) — (az + by + cz,d'z +

a b ¢
Vy+cdz,d"z+ 0 g+ ’z) par un tableau o 8 ¢ . Il étudie expli-
a// b// C//

citement ce qui se passe quand on compose de telles transformations
linéaires, autrement dit, il donne dans ce cas la régle de multiplication,
des matrices. Il note que ce résultat s étendrait & un nombre quelconque
de variables. Dans ses travaux de théorie des nombres, Fisenstein élar-

1
git le symbolisme de Gauss et introduit la notation g gquand S a un

déterminant non nul. Le terme de matrice est inventé par Sylvester vers
1850. Cayley, qui définit un espace vectoriel de dimension n comme un
systéme de n nombres réels ou complexes (vers 1845), écrit en 1858 le
mémoire que Uon considére comme ayant créé la théorie des matrices :
il y définit d la fois Uaddition et la multiplication des matrices currées et
rectangulaires. Pour lui, une matrice est une facon abrégée de noter une
substitution linéaire.

L’étude plus approfondie des matrices va se faire ¢ travers les formes
quadratiques. Depuis le XVII° siécle, on recherche des transformations
lin€aires ramenant celles-ci ¢ des formes simples. On est conduit &
considérer des relations matricielles de la forme A’ = *UAV. A par-
tir de 1850. une série de travauz va viser a obtenir des invariants dans
le passage de A o A’. Ces résultats seront résumnés et approfondis dans
les mémoires de Frobenius, vers 1870. Il établit les formules de chan-
gement de bases A’ = U~YAV, montre que toute matrice de rang r est
I. 0
00
résolution des systémes d’égquations linéaires.

équivalente & . Il €lucide de maniére définitive le probléme de la

295
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Rappelons maintenant lessentiel du cours. Sotent EF deuzr K-
espaces vectoriels de dimension finie non nulle, respectivement p et n.
Le choiz d’une base B de E et d’une base C de F permet de ramener
létude d’une application linéaire u de E dans ¥ d celle de sa matrice
A € My, (K), relativement aux bases B et C. En effet, u s’identifie
alors simplement ¢ DUapplication linéaire de KP dans K" canoniquement
associée ¢ A, que Uon note somwvent encore A. On dispose alors dun
outil analytique pour Uétude de u permettant le calcul du rang, et pour
des endomorphismes, du déterminant, du polyndéme caractéristique, du
spectre, etc.

Le fait que D’on puisse choisir librement les bases B et C conduit &
introduire la notion de matrices équivalentes : deux maotrices A el B
de M, ,(K) sont équivalentes si elles représentent lo méme application
linéaire dans des bases différentes. Pour cela, il faut et suffit qu’eziste
(Q,P) € GL,(K) x GL,(K) tel que B = Q'AP. (’est une relation
d’éguivalence, dont les classes sont paramétrées par le rang.

Dans DUétude des endomorphismes de E, prendre la méine base @
«Darrivée» et au «départ», permet de faire correspondre le produit
matriciel et la composition. Le changement de base se traduit alors par la
notion de matrices semblables, relation d’équivalence bien plus fine que
la relation précédente. On renvoie le lecteur au chapitre sur la réduction,
dans le tome 2 d’algébre, pour I’élude de cette notion. Il y trouvera de
meéme un chapitre consacré spécifiguement au groupe linéaire.

Commencons par une série d’exercices consacrés o la notion de rang.
Le premuer fournit un exemple de probléme abstrait que l'on résout par
une traduction matricielle. Nous en avons déjo donné une solution sans
faire appel cuz matrices dans Dexercice 6.5.

7.1. Condition pour que rgg < rg f

Soient E, F deux K-espaces vectoriels non nuls de dimension finie,
f et g dans L(E, F). Montrer querg ¢ < rg f si et seulement s’il existe
he GL(F) et k€ L(E) telsque hog = fok.
(Ecole polytechnique)

> Solution.

L’exercice est traité matriciellernent. On note = la dimension de F, p
celle de E. 7 le rang de f. On fixe des bases quelconques de E et I et on
consideére la matrice A € M,, ,(K) de f. En écrivant I’égalité hog = fok
sous la forme g = h~! o f o k et en appelant P et Q les matrices de h™!
et k, on voit que le probleme posé consiste & montrer que ’ensemble
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Qa = {PAM, P € GL,(K),M € M,(K)} est exactement I’ensemble des
matrices de rang inférieur ou égal & r = rgA.

On observe que, pour P € GL,(K) et M € M, (K), on a rg(PAM) =
rg(AM) < rg(A), car Im AM C Im A, ce qui établit une inclusion.

On remarque que si B € 24, toute matrice équivalente & B est aussi
dans Q4. On note. pour 0 < k < min(n.m), Ji = (aij)1<ign € Manp(K)

1<5<

la matrice définie par a;; = agz = -+- = arp, = 1 et ay; J:IZ) sinon. Elle
est de rang k. Comme deux matrices de M., ,,(K) qui ont le méme rang
sont équivalentes, il nous suffit de prouver que pour tout s < r, J; € Qa.

On sait que J, € Q4, puisque A € Q4. 1l suffit alors de constater que

L O) de M, (K), pour

pour s < r, Js = J,M, ou M est la matrice ( 00

conclure. <
L’ezercice suiwant montre gu’une application multiplicative de
M, (K) dans K, non constante, permet, comme le déterminant, de

caractériser Uinversibilité.

7.2. Fonctions multiplicatives et inversibilité

Soit f une application non constante de M,,(K) dans K, telle

que, pour toutes matrices A et B, on ait f(AB) = f(A)f(B).
Montrer que f(A) = 0 si, et seulement si, A n’est pas inversible.
(Ecole polytechnique)

> Solution.

e On observe d’abord que f(0) = f(0) f(0) et donc que f(0) € {0,1}.
Si f(0) = 1, alors pour toute matrice A. on a f(A) = f(A)f(0) = f(0) =
1 et Papplication f est constante, ce qui est contraire & I’hypothese. Donc
f(0) =0.

On obtient, de méme, f(I,) = f(L,)f(L,) et donc f(I,) € {0,1}.
Si f(1,) = 0, alors, pour toute matrice A, on a f(A) = f(Al,) =
F(A)f(1,) = 0 et f est constante. Donc f(I,) = 1.

e Supposons A inversible. On peut alors écrire

FAYF(A™Y) = f(1,) = 1 et donc f(A) £0.

e Soient A et B deux matrices équivalentes : B = QAP avec (Q et
P dans GL,(K). Comme f(B) = f(Q)f(A)f(P), on a, d’aprés ce qui
précede, f(A) = O si et seulement si f(B) = 0. Autrement dit, sur une
classe d’équivalence, soit f est identiquement nulle, soit elle ne s’annule
jamais.
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Il suffit donc, pour avoir la réciproque, de montrer que pour tout
r < n il existe une matrice A de rang r telle que f(A) = 0. 11 suffit pour
cela de prendre une matrice nilpotente de rang r, par exemple K, =

( g IOT ) € M, (K). On a alors (K,)"*! = 0 et donc f(K,)" "' =0 et
f(K,) est bien nul. <

7.3. Degré et valuation du polynéme det(XA + B)

Soient A et B dans M,,(C). On pose P(t) = det(tA + B). Etablir
que
degP <rgA et valP > n —rgB.

Ecole polytechnique
y

> Solution.

0 o
Elle s’écrit A = QJ,.R avec Q et R inversibles. Soit B’ telle que B =
QB'R. On a

e Si le rang de A est 7, A est équivalente a la matrice J, = (IT O) .

P(t) = det(Q(tJ, + B')R) = det Q det Rdet(¢J, + B').

En notant (ey, - - ., €5,) la base canonique de C* et Cy, . ... C,, les vecteurs
colonnes de B’, on obtient

P(t) = dethet Rdet(tel + Cl7 . . -te’l‘ + C’I‘7 C’I‘+17 ey Cn)-

En utilisant la multilinéarité du déterminant, on voit que P est un
polynéme en ¢ de degré inférieur ou égal a r, le coefficient de " étant
det QdetRdet(ey, ..., e, Crri...., Cp).

e Notons Q(t) = det(A +¢B) le polynome obtenu en échangeant A et
B. On a d’aprés le point précédent, deg(Q) < rg B. Or. par multilinéarité
du déterminant, P(t) = ¢" det(A + 1/tB) = t"Q(1/t). Cctte expression
montre que la valuation de P est égale & n — deg Q. La seconde inégalité
en résulte. <

On montre dans Uezercice suivant que, pour qu’un endomorphisine
de M, (C) conserve le rang, il suffit qu’il conserve le caractére inversible.



7.4. ENDOMORPHISMES DE M, (C) STABILISANT LE GROUPE LINEAIRE 299

7.4. Endomorphismes de M, (C) stabilisant le groupe linéaire

Soit ¢ un endomorphisme de M, (C) tel que si M appartient &
GL,(C). alors (M) appartient & GL,,(C).

1. Donner des exemples de tels endomorphismes.

2. Montrer que, pour tout M € M,,(C), M appartient & GL,,(C)
si, et seulement si, (M) appartient & GL,(C). Pour cela, on prou-
vera que si rig M < n, il existe P € GL,(C) tel que pour tout A € C,
P — AM est inversible.

3. Montrer que rg (M) > rg M. Pour cela, on montrera que si
1g M = r, il existe Q € GL,(C) tel que Q — AM soit non inversible
pour 7 valeurs de A exactement.

4. Montrer que ¢ conserve le rang.
(ENS Ulm)

> Solution.

1. Si P et Q sont dans GL,(C), I'endomorphismes M +— QMP
convient. La transposition convient également. Par suite tous les endo-
morphismes du type M —— Q*MP vérifient la propriété de ’énoncé.

2. Soit M € M,,(C).

e Montrons tout d’abord I'indication. Supposons rg M < n et M non
nulle (si M = 0 toute matrice inversible P convient). Géométriquernent,
on sonthaite prouver qu’il existe une droite affine de M,,(C) dirigée par M
et incluse dans le groupe linéaire. En multipliant par P~!, le probléeme
se rameéne & démontrer Pexistence de P € GL,(C) tel que pour tout
XA e C, I, - AP IM € GL,(C). Cette condition équivaut & dire que la
seule valeur propre de P™!M est 0, c’est-a-dire que P~ M est nilpotente.

On va encore utiliser les matrices équivalentes. Comine M est de
rang 7 < n. elle peut s’écrire M = AK,B ot (A,B) € GL,(C)? et oul
K, = (8 IOT> La matrice K, est nilpotente de sorte que B"1A7IM =
B7'K,B, qui lui est scmblable, est aussi nilpotente. Ainsi P = AB
convient.

e On suppose toujours rg(M) < n et on va montrer maintenant que
(M) est non inversible. La matrice P étant choisic de maniére & remplir
la condition ci-dessus, on a (P — AM) = ¢(P) — Ap(M) € GL,(C) pour
tout A dans C. Comme P est inversible, p(P) est aussi et pour tout
AeC,

T, — Mp(M) (9(P)) " € CL,(C).
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Donc 0 est la seule valeur propre de p(M) (¢(P))™" : celle-ci est nilpo-
tente, donc non inversible. Nécessairement, (M) est non inversible. On
a donc bien ’équivalence demandée.

3. L’inégalité rg(,w(M)) = rg M est vérifiée si M est inversible. Sup-
posons dans la suite r =rgM < n.

e On commence par démontrer l'indication en suivant une
démarche analogue & celle employée dans la question 2. On écrit
cette fois M = AJ,.B, avec J, = (IOT 8) et (A,B) € GL,(C)2
Soit D = Diag(1,2,...,n) € GL,(C). Posons Q = ADB. On a
Q — XM = A(D — AJ,)B. Elle est non inversible si et seulement si
rxef{l.2,...,r}

e D’apres la question précédente, ¢(Q — AM) = ¢(Q) — (M) est
non inversible pour exactement 7 valeurs (non nulles) de A. Il en va de
méme de I, — Ap(Q) ~1p(M). On en déduit que la matrice o(Q) (M) a
exactement 7 valeurs propres non nulles distinctes : elle est donc au moins
de rang r. On en déduit que ¢(M) est au moins de rang r puisqu’elle est
de méme rang que ¢(Q) 1p(M).

4. T résulte de la question précédente que ¢ est injectif ; ¢’est donc un
automorphisme de I’espace vectoriel M,,(C). Si M € GL,(C), ¢ (M)
est inversible en vertu de la question 2 puisque M = (¢ '(M)). L’en-
domorphisme ¢! vérifie donc la méme hypothése que ¢. D’aprés la
question précédente appliquée & ™1, il vient

rgM =rg o (p(M)) > rg (M) et finalement rg M = rge(M).

Conclusion. T’endomorphisme ¢ de M, (C) conserve le rang. <

Llezercice suivant aborde la détermination de tous les endomor-
phismes de Uespace vectoriel M,(C) qui conservent le rang. On remarque
que ce sont nécessairement des automorphismes. Notons que ce résultat
a fait l'objet d’un probléme d’écrit posé au concours del ‘Eeole polytech-
nigque en 1988.

7.5. Endomorphismes de M, (C) conservant le rang

1. Décrire les sous-espaces vectoriels de M, (C) formés de
matrices de rang au plus 1.

2. Déterminer les automorphisimes de espace vectoriel M,,(C)
qui conservent le rang.

(ENS Ulm)
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> Solution.

On supposera dans la suite que n > 2, sinon tous les sous-espaces vec-
toriels de M,,(C), puis tous les automorphismes de M, (C) conviennent.

1. e On commence par décrire les matrices de rang 1. Soit A une
matrice de rang 1 de M, (C). Les vecteurs colonnes de A sont propor-
tionnels. Si on fait la convention d’identifier M,, 1(C) avec C, il existe
donc X € C"\ {0} et Y = ¥(y1,...,9n) € C™\ {0} tels que les vecteurs
colonnes de A soient (y;X,...,4y,X). On a donc A = X*Y. Réciproque-
ment, toute matrice qui s’écrit X !Y, oi1 X et Y sont des vecteurs colonnes
non nuls est de rang 1. car elle est non nulle et ses colonnes sont toutes
colinéaires & X.

T écriture de A sous la forme X *Y n’est pas unique. On vérifie -aisé-
ment que deux matrices de rang 1 écrites sous cette forme. A = X*tY
et A’ = X''Y" sont colinéaires si et seulement si les familles (X, X') et
(Y,Y’) sont liées et en particulier, on a A = A’ si et seulement s’il existe
AeCrtelque X' = XX et Y = ;Y.

e On dispose dés maintenant d’un moyen simple pour fabriquer
des sous-espaces vectoriels de M,,(C) formés de matrices de rang au
plus 1. Soit X € C™\ {0} une colonne non nulle. L’application de
fx :C" — M, (C) qui & Y associe X'Y est linéaire. L’image d’un sous-
espace vectoriel I de C™ par fx est un sous-espace vectoriel de M,,(C)
formé de matrices de rang au plus 1. Posons Ex 1, = fx(L). Comme le
noyau de fx est réduit & 0 d’apreés ce qui précede, fx est injective et
Ex 1 a méme dimension que L.

De la méme maniére on peut fixer une colonne Y € C™ non nulle
et prendre les images des sous-espaces vectoriels de C™ par ’application
linéaire gy : C* — M, (C) qui & X associe X*Y. Si L est un sous-espace
de C", on notera Epy le sous-espace gy(L). On a aussi dimEpy =
dim L.

e On va montrer que les sous-espaces obtenus dans le point précédent
sont les seuls possibles. Soit E un sous-espace vectoriel de M,,(C) formé
de matrices de rang au plus 1. Si dimE = 1, le résultat est clair. On
suppose donc dimE > 2. Soit A et A’ deux matrices non colinéaires de
E (donc non nulles), que nous écrivons A = X'Y et A’ = X'*Y’. On
note que

rg(A + A’) < 1 = (X, X') lice ou (Y,Y’) lie.

En effet, si les familles (X, X’) et (Y, Y’) sont libres, les vecteurs-colonnes

de A + A’ ont pour coordonnées dans la base (X,X'), ( z} ), .
1



302 CHAPITRE 7. MATRICES

( 57 ) siY =Yy, ---»yn) et Y = Yg}....,y,). IIs ne sont pas tous

n

colinéaires car la famille (Y,Y’) est libre et on a rg(A + A’) 2 2.
* Supposons alors (X, X’) libre. D’apres ce qui précede, comme
A+ A’ €E, la famille (Y, Y’) est liée.

Soit maintenant une autre matrice A” = X”*Y” non nulle. de E.
Supposons que la famille (Y, Y") est libre. Alors (Y',Y") est également
libre et nécessairement les familles (X, X") et (X', X) sont liées (toujours
grace & Pimplication ci-dessus). Mais comme X" £ 0, la famille (X, X’)
est liée, ce qui est contraire & notre hypotheése. On a donc Y” colinéaire
2 Y. Comme Y” n’est défini qu'a une constante multiplicative pres, on
peut supposer Y” = Y. Tout élément de E s’écrit donc X" 'Y, avec
Y € C*\ {0} fixé. Y étant fixé, une telle écriture d’un élément de E est
unique. La matrice X" 'Y décrivant un sous-espace vectoriel de M,,(C),
X' décrit un sous-espace vectoriel L de C”. Finalement, E = Er_y.

* On montre de la méme maniére que lorsque (Y,Y’) est libre, il
existe un sous-espace vectoriel L de C™ tel que E = Ex 1.

Conclusion. Il y a deux types de sous-espaces vectoricls de M,,(C)
formés de matrices de rang au plus 1, a savoir les sous-espaces Ex 1, =
{XtY,Y € L} et Er,y = {X'Y,X € L}, X et Y étant des vecteurs non
nuls de C" et L un sous-espace vectoriel de C”. La dimension d’un tel
sous-espace est celle de L; elle est au plus égale a n.

2. Soit ¢ un automorphisme de I’espace vectoriel M,,(C) conservant
le rang. Il transforme tout sous-espace vectoriel de M, (C) formé de
matrices de rang < 1 en un sous-espace formé de matrices de rang < 1,
et de méme dimension. Nous nous intéresserons particulierement aux
sous-espaces de dimension n. Un tel sous-espace est de la forme Ex ¢ ou
Ec~ v. Pour alléger les notations, nous poserons désormais Ex c» = E§<
et Eeny = E2

e Soit Xg un élément non nul, fixé de C*\ {0}. 1l existe X; € C*\ {0}
tel que ®(Ey, ) = E%% ou E)z%. Nous nous contenterons d’examiner le
premier cas, le deuxieme pouvant s’en déduire. En effet, considérons
Pendomorphisme T de M,(C) : A — A. (est un automorphisme de
M, (C) qui conserve le rang et T o ® également. Mais si ®(Ey ) = Eg%,

alors To ®(E) ) = E;% et en remplacant ® par T o @ on est ramené au
premier cas. On suppose donc dans la suite qu’il existe Xj € C™\ {0}
tel que (B ) = B :-

* 81 X € C™\ {0} est colinéaire & Xq, alors ®(Ey) = (B} ) =
El ‘- Si la famille (Xg, X) est libre, alors il résulte des conditions d’égalité
de deux matrices de rang 1 (cf. question 1), que EY NEL = {0}. On
en déduit, par injectivité de ® que El6 N®(EL) = {0}. S'il existe X’ €
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C™\ {0} tel que ®(EX) = EZ, alors EL ;N O(EY) est égal & Vect (X[ tX');
¢’est impossible. Nous avons donc démontré que, pour tout X € C™*\ {0},
il existe X’ € C™\ {0} tel que ®(EL) = E},.

* Si on prend maintenant Y € C”\ {0}, on a B}y NEZ =
Vect(XotY) et O(E, ) N O(EZ) = El6 N ®&(E2). Si &F2) = B,
alors ®(E% ) N ®(E3) est {0} ou Eii)’ selon que X§ et Y’ sont ou non
colinéaires. Ce n’est pas une droite vectorielle; c’est impossible. Nous
avons done démontré que. pour tout Y € C™\ {0}. il existe Y’ € C™\ {0}
tel que ®(E2) = E2,.

Le probléme est que X’ et Y’ ne sont pas définis de maniére unique.

e Soit X un élément non nul, fixé de C" \ {0}. Suppesons choisi un
vecteur X' tel que ®(EX) = EX,. Pour tout Y € R”, on a ®(XtY) €
P(EY) = Ek,. [l existe donc Z € R™ tel que ®(X'Y) = X' !Z. Le vecteur
X' étant fixé, ceci définit un Z unique. Considérons application Gx :
Y € C" —— Z € C". Puisque P est linéaire, I'application Gx est aussi
linéaire. D’antre part, on a

Gx(Y) =0 $(X'Y)=0—= XY =0= Y =0, car X £0.

On en déduit que Gx € GL,,(C). On définit en particulier Gx, par le
choix de X, effectué tout au début.

Soit alors Y € C™\ {0} et Y’ tel que ®(E%) = EZ,. Pour tout
XeC"\{0},ona

X' Gx(Y) = B(X 1Y) € O(F2) = E2..

On en déduit que. pour tout X € C™\ {0}, Gx(Y) est colinéaire & Y’ et
done que Gx(Y) est colinéaire & Gx,(Y). Ce qui peut encore s’écrire :
G;ié 0Gx(Y) est colinéaire & Y, cecl pour tout Y € C”. C’est un résultat
classique (rappelé avant ’exercice 6.6) qui permet alors d’affirmer que
G;(; o Gx est un homothétie : il existe Ax € C* tel que Gx = AxGx,.-
Mais 'application Gx est définie & une constante multiplicative pres. qui
dépend du choix de X’. En remplagant X’ par un vecteur colinéaire, on
peut supposer que Gx = Gx,, pour tout X € C" \ {0}.

Pour simplifier on note Gx, = G. On obtient done que, pour tout
X € €, il existe X’ € C" tel que P(X*Y) = X" tG(Y). Le vecteur X’ est
maintenant déterminé de maniére unique. Comme précédemment pour
G, on montre aisément que Papplication F : X € C" —— X’ € C" est
linéaire et injective.

Soient P et Q les matrices respectives de F et G dans la base cano-
nique. Ce sont des matrices inversibles. On a, pour tout (X.Y) € (C")2,

(X 'Y) = F(X) 'G(Y) = PX{(QY) = PX'Y 'Q.
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Autrement dit, on obtient ®(A) = PA*Q), pour toute matrice de rang
1. Toute matrice de M, (C) étant somme de matrices de rang 1 (par
exemple somme de matrices colinéaires aux matrices de base E;;), cette
égalité est vraie pour toute matrice A € M,,(C).

Pour terminer, regardons ce qu’on obtient pour ® dans le cas ol
¢(E%<O) est de la forme Ef%. En composant avec T on obtient une appli-
cation du type précédent : il existe donc deux matrices inversibles P et
Q telles que, pour tout A € M, (C),

H@(A)) = To ®(A) =PA'Q, et donc B(A) = Q*A'P.

Conclusion. Si @ est un automorphisme de M,,(C) conservant le rang,
alors il existe deux matrices inversibles de M,,(C) telles que l'on ait
soit ®(A) = PAQ, pour tout A € M,(C), soit P(A) = P*AQ, pour
tout A € M,,(C). 11 est clair que, réciproquement, les applications ainsi
définies sont des automorphismes de M,,(C) qui conservent le rang. <

Notons que la preuve ci-dessus n'utilise en aucune maniére le foit
que le corps de base est C. Aussi le résultal est-il valide pour un corps
quelconque.

La série d’ezercices qui suit concerne la trace. On commence par une
petite équation matricielle qui fait internenir la trace.

7.6. Equation matricielle X + *X = (Tr X)A

Soit A € M, (R). Résoudre I'équation X + ‘X = (TrX)A ou
Pinconnue X est dans M, (R). .
(Ecole polytechnique)

> Solution.

Si X est solution. on obtient en prenant la trace des deux membres
de I’équation 2TrX = Tr X Tr A.

e Si TrX = 0, alors ‘X = —X : X est antisymétrique. Réciproque-
ment, toute matrice antisymétrique est solution de ’équation.

1
e Si TrX # 0, nécessairement, TrA = 2 et A = ﬁ(X + 'X) est
3

symétrique. On a alors

(X— T‘;XA> 4t (X— TrXA) —0

2
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TrX . . .
et donc X — ——A est antisymétrique. Autrement dit, il existe B anti-

symétrique telle que
YL q q TrX

2
Réciproquement, si A € R et B est antisymétrique, X = AA + B est
solution. En effet. on obtient TrX = ATrA = 2X et X + X = 20A =

X= A+ B.

(TrX)A.
Conclusion. Si TrA # 2 ou si A vest pas symétrique. les seules
solutions sont les matrices antisymétriques. Si TrA = 2 et A symé-

trique, les solutions s’écrivent AA + B avec A € R et B antisymétrique
quelconques. <

En combinant la trace et le produit, on obtient sur M, (K) la forme

bilinéaire (X,Y) — Tr(XY) qui permet d’établir un isomorphisme cano-
nique entre Mn(K) et son dual, comme le montre Uexercice suivent.

7.7. Dual de M ,(K)

1. Si A € M,(K), on note fa la forme linéaire définie par
fa(X) = Tr(AX) pour tout X € M, (K). Montrer que I'applica-
tion f qui & A € M, (K) associe fa établit un isomorphisme entre
M, (K) et son dual.

2. Soit f : Mu(K) — K une forme linéaire telle que
pour tout (X,Y) dans M,(K)?, f(XY) = f(YX). Montrer
Pexistence de A € K tel que, pour tout X € M,(K),

F(X) = ATr(X).

(ENS Cachan)

> Solution.

On notera (E;;)1<i,j<n la base canonique de M, (K). On rappelle
que, pour tout 1 < i,j, k.l <n.ona EijEkl = jkEil -

1. On vérifie aisément que f est linéaire. Pour des raisons de dimen-
sion, il suffit donc de prouver qu’elle est injective. Soit A = (ai5)1<s,j<n
telle que fa = 0. On a dong, pour 1 < 49, 70 < 1,

0= Tr(AEinjn ) = Tr ( Z al]E’L] Eiojo ) =Tr (Z Qi Eiio Eiojo )

1<, j<n im1
n
= ) i, Tr(Eijy) = Goi0-
=1

Donc A est nulle.
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2. e On peut donner une solution directe de cette question. Si 1 <
i,7 < net 77 7, on obtient

f(Eij) = f(EiuEy) = f(EyEs) = f(0) =0.
On a également
f(Es) = f(EGE;) = f(E;Ey;) = f(Ej;).

Si on note A la valeur comumune des f(E;;), on remarque que les formes
linéaires f et A Tr coincident sur la base canonique de M., (K). Elles sont
donc égales.

e On peut aussi utiliser la premiére question. Soit A € M, (K) telle
que f = fa. On a, pour tout (X,Y) € M,(K)?, Tr(AXY) = Tr(AYX).
Comme Tr(AYX) = Tr(XAY), on en déduit que Tr((AX — XA)Y) = 0.
Cela étant valable pour toute matrice Y, on a, d’apres la question 1,
AX =XA. Ainsi A commute avec toute matrice X ; il s’agit donc d’une
matrice scalaire. Cela résulte du fait (démontré page 247) que le centre
de L£(E) est I’ensemble des homothéties. Donnons-en une démonstration
directe. Si A = (a4;)1<i,j<n, o0 a pour 1 < i,7 < n,

AE;; = Z o Bl = ZakiEkj
k=1

1<k,I<n

= EjyA= Z oy By = Zaleu-
=1

1<k,l<n

Par unicité de I’écriture, on obtient ag; = 0 pour k £ ¢ et a;; = a5 : A
est bien une matrice scalaire. On retrouve ainsi que f = fa est colinéaire
a la trace. <

Notons que la seconde question fournit une caractérisation de la trace
(¢ un scalaire prés) parmi les formes linéaires. Les formes linéaires per-
mettent de caractériser analytiquement DUappartenance a un hyperplan.
Le résultat que lon vient de voir est donc naturellement utilisé dans
Dexercice suivant.

7.8. Tout hyperplan de M, (K) coupe GL,(K)

Montrer que pour n > 2, tout hyperplan de M, (K) rencontre
GL,,(K).
(Ecole polytechnique)
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> Solution.

Soit H un hyperplan de M, (K). C’est donc le noyau d’une forme
linéaire non nulle f. D’apres Pexercice précédent, il existe A € M,,(K)
non nulle, telle que pour tout X € M,(K). f(X) = Tr(AX).

Le probleme est donc de montrer qu’il existe X inversible telle que
AX soit de trace nulle. On va une fois de plus utiliser la notion de matrice
équivalente. Notons 7 > 1 le rang de A. Nous savons qu’il existe P et
Q dans GL,(K) tels que PAQ = J, = IOT 8 . Alors, si X € M,,(K),
Tr(AX) = Tr(PJ,.QX) = Tr(J, QXP). 1l nous suffit donc de trouver une
matrice inversible Y telle que Tr(J,Y) = 0 (on posera X = Q 'YP~!
qui sera donc dans GL,(K) et dans H). La matrice de permutation

00 01
10 . 0

Y=]010 : convient car J,Y a sa diagonale nulle. <
0. e 10

Une question se pose alors naturellement. Quelle est la dimension
mazimale d’un sous-espace vectoriel de M,,(K) qui ne rencontre pas le
groupe linéaire ¢ C’est au moins n(n—1) puisque le sous-espace formé des
matrices dont la derniére colonne est nulle convient. L’exercice suivant
détermine plus généralement la dimension tnazimale d’un sous-espace
vectoriel de M, (K) dont tous les éléments sont de rang inférieur o p. le
cas p = n — 1 répondant a la question posée au début.

7.9. Dimension maximale de sous-espaces de matrices de rang
inférieur ou égal & p

Soit V un sous-espace de M, (R) tel que. pour tout M € V, on
ait rg M < p. On souhaite démontrer que dim V < pn.
1. Montrer que que I'on pent se ramener au cas on V contient

. I, {0 . , .
la matrice (%‘T) Cette condition sera supposée réalisée par la

suite.

AflC
Montrer que toute matrice de V peut s’écrire <?}—> ., avec

A € My(R), B€ My_p,(R), C € M,.n_o(R) et BC=0.
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2. Conclure en considérant ’application qui a tout élément

(4}*% S ) de V associe (A, B + C), élément de I'espace vectoriel
E= MP(R) x Mpyn\p (R)

3. Montrer que le résultat reste vrai lorsqu’on remplace le corps
de base R par un corps quelconque infini K. Pour cela, on considé-

A
rera ’application ¢ qui a ¢ associe 0]¢ , W=y¢g(V)
B|O B
, L 0|C
et application ¢ : 5o )€ Wir— C e M, , (K) et on
[ 0]0 i )
montrera que si B0 € Ker @, alors pour tout C' € Im®, on

a BC' = 0. On en déduira que dim W < p(n — p), avant de conclure.
(ENS Lyon)

> Solution.

1. e On peut supposer que V contient une matrice P de rang p (sinon
on remplace p par le rang maximal d’un élément de V). La matrice
I, |0
0|0
V' = {RIMS™! M € V}, qui est un sous-espace de M, (R) de méme
dimension que V (puisque ’application M —— R7IMS™! est un auto-
morphisme de M,,(R)) et dont les éléments sont encore de rang infé-
rieur & p. Il suffit donc de démontrer le résultat pour V', qui contient

la matrice P = ( Ig g

P. Soit M = (%’%) dans V, avec A € M,(R). B € M,_,,(R),
Ce Mpn p(R) et De M, ,(R).
A=), | C )

e Considérons. pour A € R, la matrice M — AP = B D

P peut s’écrire R( )S, avec R et S inversibles. On considere

). Dorénavant. on suppose que V contient

Celle-ci est dans V ; son rang est donc inférieur ou égal a p. Considérons
une matrice d’ordre p+1 extraite de M— AP et bordant la matrice A—Xl,,.
étant un coefficient quelconque de la matrice D, X; la 7-éme ligne de B
et Y; la j-éme colonne de C. Les indices ¢ et j étant fixés, considérons
Papplication f qui, & tout réel A associe le déterminant de la matrice

Elle sera donce de la forme ( ) avecl < i, <n—p, di
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A — Y
( XMP dJ ) C’est une fonction polynomiale. La matrice M — AP
3 (]

étant de rang inférieur ou égal A p, puisque dans V, on a f(A) = 0 pour
tout réel A : f est la fonction nulle.

* Le coeflicient de A\? dans f est (—1)?d;;. On a donc d;; = 0.
Ceci étant vrai pour tout (i, 7) tel que 1 < 7,7 < n— p. on en déduit que
D=0.

* Examinons maintenant le eoefficient de AP~1. Nommons
€1,€2,...,en les vecteurs de la base canonique de R, Cy,Cy,...,C, les

A Y
vecteurs colonnes de la matrice (X- ) et 7 = ( g ) Alors. pour tout
T

0
AeR,
f(X) = det(Cr — Xer. Ca — Aea....,Cp — dep, 7).

On calcule ce déterminant en utilisant la multilinéarité et on trouve que
le coefficient de AP~ est

p
Z det(—=Aer,....—Aex—1.Cp, —Aerq1. ... —Aep, 7).
k=1

En posant X; = (&1.22,...,%,) et Y; = (y1.y2...., ). on obtient,
pour 1 < k < p,

det(—)\el, caey —A(:'k, 15 Ck; —)ﬂjk+1. ey —)\ep. Z) -
—-A a1k Y1
Qkk Yk | _ ¢ yyp—1|%kk Uk
Apk =X yp
= (= A)Pzyk-

P
Le coeflicient de AP~! est donc (—1)1’Za:kyk = (-1)P7'X;Y;. On a
k=1
donc, pour 1 € 4.5 < n—p, X;Y; = 0. Puisque X; est le i-ieme vecteur
ligne de B et Y; le j-ieme vecteur colonne de C, X;Y; est le coefficient
d’indice 75 de BC. On obtient finalement BC = 0.

. AlC
Nous avons démontré que tout élément de V s’écrit M = (%) ,

avec A € M,(R), Bc M;_,,(R), Cc M, ,_,(R) et BC=0.
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2. Considérons lapplication ® qui & M € V, écrite comme ci-
dessus, associe (A, ‘B + C), élément de I'espace vectoriel E = M,,(IR) x
Mynp(R). L’application ® est clairement linéaire. Montrons qu’elle est
injective. L’égalité ®(M) = 0 équivaut & A = !B + C = 0. Sachant que
BC = 0, on a alors BB = —BC = 0. Pour 1 < k < p, le coefficient

n—p
d’indice (k.k) de B'B est » b%. On a donc bj, = 0 pour 1 <k < p et
=1
1< j<n—p. Finalement B = 0 et donc C = 0. La matrice M est nulle.
L’application ® étant injective, on en déduit que dimV =
dim(Im ®) < dim E. Sachant que dim E = p? + p(n — p) = np. on peut
donc affirmier que dimV < np.
3. Par des arguments analogues & ceux développés dans la premiere
question, on se ramene au cas ou toute matrice de V peut s’écrire

A
(%), avec A € M,(K), B € M,_,,(K), C € My, p(K) et

BC = 0 (la nullité du polynéme f est assurée par le fait que tout élé-
ment de K, qui est supposé infini, est racine de f).
L’application ¢ étant linéaire, W est un sous-espace vectoriel de

0|C
My (K). D’apres ce qui précede, tout élément (ﬁ) de W véri-

_ . 0|0 v 0|
fie BC = 0. Soit (ﬁ) € Ker®. Si C —‘I><< 7o )) € Im®,

0 &
alors 7 est dans W, comme somme de deux éléments de
B+B |0

W, et on a donc
0=(B+B)C'=BC' +B'C' =BC/,

car B'C' = 0. En identifiant les matrices aux endomorphisines canoni-
quement associés, on obtient donc, pour tout C' € Im®, Im ¢’ C Ker B.
Considérons

W = {B € Moy p(K), (%}%) c w}

Cet espace vectoriel est isomorphe & Ker . Posons E = m Ker B. On
Bew’

a, pour tout ¢/ € Im®, ImC’ C E. Les éléments de Im ® s’identifient

donc & des éléments de L(K" 7P, E). On en déduit que dimIm® < (n —

p) dim E. Si on considere un supplémentaire E' de E dans KP, on a, pour

tout B € W/, E C Ker B et les éléments de W’ s’identifient & des éléments

de L(E', K" ?). On a donc dimKer ® = dim W’ < (n — p)dimE’. Du
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théoreme du rang, on déduit alors que
dmW =dimIm® + dimKer® < (n —p)(dimE + dimE’) = (n — p)p.

Considérons I'ensemble W” des matrices de M,,(K) de la forme

A
(T‘%} avec A € M,(K). 1l est clair que V.C W & W”. On en

déduit que
dimV < dimW +dmW” < (n—p)p+p> < mp. <

Cette dimension mariinale est atteinte : on peut exhiber sans mal un
sous-espace de dimension np formé de matrices de rang < p, par exemple
l'ensemble des matrices ayant leurs n — p derniéres colonnes nulles.

L’exercice qui suit exploite les propriétés de l'orthogonalité duale et
la connaissance des formes linéaires sur M, (K). Pour des rappels sur la
dualité, on se reportera d la page 278 du chapitre 6 (Espaces vectoriels).

7.10. Orthogonalité duale

Soit, (A, B) € M,,(K)?. Montrer I'équivalence des deux assertions
suivantes :
(i) IX € M, (K), AX + XA = B;
(i) YC € M,(K), AC + CA =0 = Tr(BC) =0.
(ENS Cachan)

> Solution.
e L’implication (i) = (i7) résulte d’un simple calcul. Soit C €
My (K) telle que AC + CA = 0. On a alors

Tr(BC) = Tr(AXC + XAC) = Tr(AXC) + Tr(XAC)
= Tr(CAX) + Tr(ACX) = Tr((AC + CA)X) =0,

car on sait que pour tout couple (M, N) € M,,(K)?, Tr(MN) = Tr(NM).

e Pour montrer que (#4) = (7). interprétons les deux conditions.
L application f : M,,(K) — M,(K) définie par f(X) = AX+ XA est un
endomorphisme de M,,(K). L’assertion (i) signifie que B appartient au
sous-espace Im f. Essayons de dégager la signification de (7). Pour tout
C ¢ M,(K), lapplication T¢ : M +— Tr(CM) est une forme linéaire
sur M, (K) et on a vu dans exercice 7.7 que I'application T qui & C
associe la forme T¢ est un isomorphisme de M,,(K) sur son dual. Notons
F le sous-espace T(Ker f) de M, (K)*. La condition (i) s’écrit : pour
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tout C € Ker f, Tc(B) = 0. Elle signifie situplemnent que B appartient
& l'orthogonal dual de F, F°. La premiere implication a montré que
Im f C F°. L’égalité provient simplement du fait que les deux espaces
ont la méme dimension, puisque dim F° = n? —dimF = n? —dim Ker f =
dimIm f. <

Si A,B sont deur matrices de M, (K), on appelle crochet de Lie
de A et B, la matrice [A,B] = AB — BA. Il s’agil d’une nouvelle loi
de composition interne sur My, (K), qui en fait une algébre de Lie'.
L’exercice suivant se propose de déterminer, en caractéristique nulle, les
malrices qui sont des crochets de Lie.

7.11. Crochets de Lie de M, (K)

Soit K un corps de caractéristique nulle.

1. Montrer qu'une matrice de M,(K) de trace nulle est sem-
blable & une matrice de diagonale nulle.

2. Montrer que si une matrice A € M, (K) est de trace nulle, il
existe B et C dans M,,(K) telles que A = BC—CB = [B, C] (crochet
de Lie).

(ENS Lyon)

> Solution.

1. On va procéder par récurrence sur n > 1, le résultat étant trivial
pour 7 = 1. Supposons nn 2> 2 et A non nulle. Alors, A n’est pas lamatrice
d’une homothétie car si A € K*, la trace de Al n'est pas nulle, puisque
K est un corps de caractéristique nulle. Il existe donc e € K™ tel que
(e, Ae) soit libre (d’apres le résultat rappelé avant I’exercice 6.6). On note
B =(e1,es,...,e,)labase canonique de K”. On pose €] = e et e, = A(e)
et on complete le systeme libre (€], €5) en une base B’ = (e}, €5, ... .€},)
de K”. Si P est la matrice de passage de B a B, P71AP s’écrit

P 'AP = avec A’ € M,,_1(K).

1. Le lecteur intéressé pourra consulter : MNEIMNE (R.), TESTARD (F.), Introduction
a la théorie des groupes de Lie classiques, Hermann, 1986.
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On a alors TrA = 0+ Tr A’ = 0. D’apres ’hypothese de récurrence, il
existe Q € GL,,_1(K) tel que Q1 A’Q soit & diagonale nulle. Posons

Comme Q7 !A’Q est de diagonale nulle. (PP')"!APP’ l’est aussi. La
récurrence est achevée.

Ce resultat ne demeure pas en caractéristique non nulle. Par exemple,
pour tout p premier, Id, a une trace nulle dans My(Z/pZ) et n’est évi-
demment semblable qu’d elle-méme.

2. Nous savons que, pour B et C dans M, (K), on a Tr(BC) =
Tr(CB). On en déduit que tout crochet de Lie est de trace nulle. 1l
faut démontrer la réciproque. Observons, pour commencer, que si A =
[B, C] est un crochet de Lie, alors toute matrice semblable & A en est un
aussi, puisque, pour tout P € GL,(K), P~'AP = [P7!BP,P~!CP]. La
question précédente permet donc de supposer que la diagonale de A est
nulle.

L’idée est de fixer une matrice B «simple», par exemple diagonale,
et de regarder 'ensemble des crochets de Lie [B, C], ou C décrit M., (K).
Posons B = Diag(by,....b,) et considérons I'application linéaire adp :
C +— [B.C]. En notant C = (¢;;), on obtient adg(C) = [B,C] = ((b. —
b;)ci;). On voit déja que Imadp est inclus dans ensemble des matrices
de diagonale nulle. Si on prend soin de choisir les b; deux & deux distincts
(ce qui est possible puisque K est infini), on a alors [B,C] = 0 si et
seulement si C est diagonale. Le noyau de adp (qui n’est autre que le
commutant de B) est dans ce cas de dimension n. Par le théoreme du
rang, on obtient dim(Im adg) = n%?—n. C’est exactement, la dimension du
sous-espace vectoriel de M,,(K) formé des matrices de diagonale nulle;
celui-ci est donc égal a Im adg.

Conclusion. Toute matrice de trace nulle est un crochet de Lie. <

Le lecteur intéressé pourra consulter le probléeme de I’ENSET de 1983
ou l'on démonitre que, pour n = 3, le résultat de la seconde question reste
vrai pour tout corps K différent de 7./27.
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Voici. pour terminer cette série sur les traces, un joli pelil exercice
de congruence qu’on peut regarder comme une généralisation du petil
théoréme de Fermat.

7.12. Traces modulo p

Soient p un nombre premier, A et B deux matrices de M, (Z).
1. Montrer que Tr(A + B)? = Tr A? + TrB? [p].
2. En déduire que Tr A? = Tr A [p].

(ENS Lyon)

> Solution.
1. Siles matrices A et B commutent, on peut appliquer la formule

n
du binome : (A + B)P = ZC’;A’“BP"“. On prend la trace et on passe
k=0
modulo p. Cotume p divise C’; pour 1 < k< p—1,il vient

P
Tr(A +B)f = ) CETr(AFBP—F) = Tr AP + Te BP [3)].
k=0

Dans le cas général, en absence de commutativité, le développement de
(A + B)P donne une somme de 27 termes :

(A +B)P = 3y AAs.. A,
(A1,Az,...,Ap)E{A,B}P

Dans la somme de droite, certains p-uplets vont conduire & la méme trace
grace a la propriété Tr(XY) = Tr(YX).

Précisons cela en utilisant une opération de groupe. Soit G le sous-
groupe de S, engendré par le p-cycle ¢ = (1,2,. .,p). C’est un groupe
cyclique de cardinal p. On définit une opération de groupe de G sur
{A.B}? par ¢ - (Ay,...,A;) = (As,...,A, A;). La propriété de la

trace rappelée ci-dessus montre que si (Aj,...,A;) et (A},...,A})
sont dans la méme orbite, alors Tr(A;...Ay) = Tr(A7...AL). Or les
orbites ont pour cardinal un diviseur de |G| = p. Elles sont donc

toutes de cardinal p, exceptées celles qui sont de cardinal 1. c’est-
a-dire les orbites de (A, A,...,A) et (B,B,...,B). 1l en résulte que
Tr(A + B)P = Tr AP + Tr B? [p].

2. Soit E le sous-ensemble de M, (Z) formé¢ des matrices A vérifiant
Tr(AP) = Tr(A) [p]. La question précédente montre que E est stable pour
I’addition. Si A € E, une récurrence immédiate montre que, pour tout
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k € N, on a kA € E. On a ensuite, en distinguant les cas p = 2 et p
impair,
Tr(—A)P = (-1)P Tr AP = (—-1)’PA = —A [p],

ce qui montre que —A € E. Finalement kA est dans E, pour tout k € Z.
Le lecteur vérifiera facilement que les matrices E;; de la base canonique
sont dans B (Ef; = 0 sid # j et Ef; = Eyj si i = 7). Il en résulte que
E = M,,(Z), ce qui est le résultat demandé. <

Le résultat de la seconde question s’obtient directement si on admet
que Z/p7 posséde un sur-corps K, algébriquement clos. Notons A la
matrice obtenue a partir de A en prenant les classes modulo p de ses
coefficients. La matrice A est trigonalisable dans K. Si on note My, . .., Ap

les valeurs propres de A comptées avec multiplicité, on a

T(Ar) = 3 ae = (f: Ai) = (TrA)P.

l'avant-derniére éqalité provenant du fait que K est de caractéristique p
P

(pour x et y dans K, on (z + y)P = Z C;f:rkyp*k = zP 4 yP, puisque p
k=0

divise Ck si1 <k < p—1). Comme la trace de A est le résidu modulo p

de la trace de A, on obtient Tr AP = (Tr A)P et on conclut avec le petit

théoréme de Fermal.

Les exercices qui suivent concernent les matrices réelles positives,
c’est-a-dire dont tous les coefficients sont positifs. Dans le tome 2
d’algébre, on trouvera plusieurs exercices sur les propriétés spectrales
des matrices positives. notumment le théoreme de Perron-Frobenius.

7.13. Matrices monotones

On dit qu’une matrice & coeflicients réels A est positive, ce qu’on
note A > 0, si tous ses coefficients sont positifs ou nuls. On dit que
A € M,(R) est monotone si elle est inversible et si A™! > 0.

1. Scit A € M, (R). Montrer que A > 0 si et seulement si pour
tout vecteur colonme X on o : X > 0= AX > 0.

2. Soit A € M, (R). Montrer que A est monotone si et seulement
si pour tout vecteur colonme X ona: AX 20— X > 0.
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3. Soit {(c1,.-..¢cn) € (Ry)". Montrer que la matrice suivante
est monotone :

2+Cl -1 0 0
: t. t. -1
0 .. =1 2+4e¢,

4. Déterminer les matrices qui sont a la fois positives et mono-
tones.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. 11 est clair que le produit de deux matrices positives est encore
une matrice positive. Ainsi, si A > 0, on a pour tout X > 0, AX > 0.
Réciproquement, les vecteurs ey, ..., e, de la base canonique de R™ sont
positifs. Il en résulte que les colonnes Aeq,...,Ae, de A sont toutes
positives. D’ou I’équivalence voulue.

2. Supposons A monotone. Comme A~ est positive, si X est tel que
AX > 0 alors A7'AX = X > 0 d’apres la question précédente.

Réciproquement, supposons que pour tout vecteur colonne X, AX > 0
implique X > 0. Montrons d’abord que A est inversible. Scit X € Ker A.
Comme AX =0 2 0, on a X 2 0. Mais comme —X est aussi dans le
noyau de A, on a également —X > 0, de sorte que X = 0. A appartient
donc & GL,,(R). L’hypothese peut s’écrire : AX > 0 implique A~!AX >0
et la question précédente permet de conclure que A~! est positive.

3. On va utiliser la caractérisation obtenue dans la question 2. Soit

a1

2
X = . € R” tel que AX > 0. En pusant zg = z,41 = 0. cette

Tp
condition s’écrit : pour tout k € [1,n], (2+cx)xr = k1 +Try1- Notons
p le plus petit des indices I de [[1,n] tels que z; = min zy.

<kgn
® Si p = 1 ou n, on tire des inégalités précédentes (2 + c,)zp, 2> 7,
soit (1 + ¢p)zp = 0 et donc x, > 0.
® Sip € [2,n—1], on obtient (2+¢p )z, > 2z,, Cest-a-dire ¢z, > V. Si
cp > 0, on conclut comme précédemment z, > 0. Mais il est impossible
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d’avoir ¢, = U, car l'inégalit¢ 2z, > z, | + ZTpy1 impose z, = 2, | =
Lpi1, ce qui est contraire a la définition de p.

On a donc z, = 0, ce qui implique X 2 0, par définition de p.

4. Montrons que les matrices positives et monotones sont les
matrices positives ayvant exactement un terme non nul par ligne et
par colonne, autrement dit les matrices A = (ai5)1<i,j<n € Mn(R)
pour lesquelles il existe une permutation o € S,, telle que, pour tout
i € [1,n], 6;.00) > 0 et a;; = 0 si j # o(i).

Un telle matrice est évidemment positive et inversible. D autre part,

Ly

T 01,0(1)Te(1)
si on considére X = . € R™. on obtient AX =

T, On,o(n)Lo(n)

La condition AX 2 0 impose Z 4,y 2 0, pour tout i et donc X > 0. A est
donc monotone d’apres la question 2.

Réciproquement, soit A une matrice positive et monotone. Considé-
rons les termes de sa premiére colonne. Ils sont positifs et 'un an
moins est strictement positif, puisque A est inversible. Notons J = {i €

Z1 0N
. L2 Y2

[1.n].a;q0 >0}.Scit X=| . | cR?et Y=| . | =AX. Fixons
Ln Yn

Zg,..., Iy strictement positifs. Sii ¢ J, alors y; > 0, quel que soit le choix

. . - 1 <
de ;. Sii € J. alors la condition y, > 0 équivaut a x; 2 —— Z QiT;.
51 <
j=2

Notons z; le terme de droite de cette inégalité. Si, pour tout ¢ € J, on
a z < 0. alors on pourra trouver z; < 0 vérifiant cette série d’inéga-
lités. On aura alors AX > 0 sans avoir X 2 0, ce qui est contradictoire
avec A monotone. 1l existe donc 7 tel que z; = 0. c’est-a-dire tel que
a;; = 0 pour tout j # 1. Un tel 7 est unique. sinon A aurait deux lignes
proportionnelles. On peut effectuer le méme raisonnement pour toutes
les colonnes. Pour tout j € [1,n], il existe un unique ¢ € [1,7] tel que
tous les termes de la i-ieme ligne soient nuls sauf le j-ieme. L’application
41— i est bijective et en la notant !, A a la forme voulue. <

Liezercice suivant étudie les puissances d’une matrice strictement
stochastique.

Les matrices stochasliques interviennent en probabilités (d’ot leur
nom). Si X et Y sont deux variables aléatoires a valeurs dans le méme
ensemble fini B = [1,k], la matrice A = (a;;) € Mg(R) définie par



318 CHAPITRE 7. MATRICES

a;; = P(Y =i | X = j) est stochastique, ce qui signifie par définition
k

qu’on a a;; = 0 pour i,j € [L,k] et Zaij =1 pouri € [1,k].
=1

Indigquons dans quel contexte on rencontre les matrices stochastiques.
L’évolution d’un systéme susceptible de prendre un nombre fini d’états
1, ..., k est représentée mathématiquement par une suite (Xp)n>o0 de
variables aléatoires ¢ valeurs dans E. C’est ce qu’on appelle un processus
aléatoire (ou stochastique). Si X, s’obtient & partir de lo valeur de X,
et d’un tirage au sort effectué selon une loi ne dépendant que de cetie
valeur, on dit que le processus est une chaine de Markov. Les exemples
abondent : marches aléatoires, fortune d’un joueur, modélisation de l'al-
ternance des voyelles et des consonnes dans un poéme de Pouchkine (par
Markov lui-méme), ou, suivant la méme idée, prévision (en probabilité)
des états successifs d’un signal pour améliorer la compression en traite-
ment du signel (Shannon).

Techniguement, on dil qu’une suite de variables aléotoires (X,,) est
une chaine de Markov si «la loi de Uétat n + 1 conditionnelle au passé
ne dépende que de Uétat antérieur n», ce quise traduit : P(X,41 = j |
Xo =0, X1 = G1y-.0, Xy = 1) = P(Xpp1 = j | Xoo = 1,). Si de plus la
matrice A = (a;;) € Mg(R) définie par a;; = P(X,,11 =7 | X, = 4) est
indépendante de n. on dit que la chaine de Markov est stationnaire.

Si, dans ce dernier cus, on introduit pour n = 0 le vecteur-colonne

P(X,=1)
Y, = , on obtient Y, 11 = AY,, et donc Y, = A"Y).
P(X, =k)

Le comportement (probabiliste) d’une chaine de Markov stationnaire,
el notamment son comportement asymplotique, est donc entiérement
décrit par la donnée de la loi initiale Yo et des puissances de A.

7.14. Puissances d’une matrice strictement stochastique

Soit A = (a;;) € My(R) une matrice strictement stochastique,
c’est-a-dire vérifiant :

V(i,5) € [1.n]%  ai; >0 et Vie[ln], » aj=1
j=1
Soit € = mm a” > 0. Pour k € N, on pose AF = (a(k)) et, pour tout
(k)

J c [[]-an]]7 Oéj == mlna ﬂ( ) maxa (_\f 6(k) ﬂ(k)
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1. Montrer que pour tout k € N*, A* est strictement stochas-
tique.

2. Montrer que a§k) < a§k+l) < ﬂJ(kJrl) < ﬂ§k) et que 6J(-k+1) <
(1- 26)6J(-k) .

3. En déduire que la suite (A*) converge vers une matrice que
Pon précisera.

Ecole polytechnique
y q

o> Solution.
1. Une matrice est strictement stochastique si et seulement

si ses coefficients sont tous strictement positifs et si le vecteur
U = #1,1,...,1) est vecteur propre pour la valeur propre 1. Il en
résulte que le produit de deux matrices strictement stochastiques ’est
encore. Donc. pour tout k& € N*, A* est strictement stochastique.

2. a§k) et ﬂj(-k) sont respectivement les plus petit et plus grand coef-
ficients de la j-iéme colonne de la matrice A¥. Comme AFT! = A . A¥,

on a
oD — Z e

En wajorant les a( ) par ﬂ(k) on obtient

<> ol =50 0= 0.
=1

=1
=1

Ceci vaut pour tout ¢ € [1,n], donc = maxa
K3

(k) (k+1)

procede de méme pour la minoration ;" < «

Soit 7 fixé, 7; un indice tel que ﬂj(-kJrl) = agk;rl) On a alors

k k k k k < k
7= = 7 = el = =3 el

=1

n 0
> aw(B? —ap) > 6.
=1

car tous les termes sont. positifs et il existe au moins un indice I tel que
k k
agj) = a(- ) (et asy1 = €).

De méme, si i un indice tel que a(kH) afffl) On obtient
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n
k E k k
ot 3 ) o) 3 e
=1
En additionnant les deux inégalités, il vient 6](.k) — 6J(.k+1) > 2€6§k), c’est-
a-dire 69 < (1 26)6.
3. On suppose bien entendu n = 2, sinon le probleme est trivial.
Dans ce cas. on a e < 1/2 et 0 € 1 — 2 < 1. Pour tout j. la suite

6J(-k) tend done vers 0 lorsque k tend vers linfini. Les suites (a§k))k>1 et
(ﬂj(k))k; 1 sont adjacentes ct convergent vers une méme limite [; > 0. 11

résulte de la définition de a§.k) et ,[)'J(k) que pour tout (4,7) € [[1,n]]2. la
k) _

n
suite (ag-c));@l converge vers l;. De 1’égalité Zaij 1, valable pour
n j=1
k>1letie[1,n]. on déduit que le =1
j=1

Ceci montre que la suite (Ak) k>0 converge vers une matrice M stric-
tement stochastique de rang 1, dont les colonnes sont toutes proportion-
nelles au vecteur U. En passant & la limite dans I'égalité A%F = A*AK,
on obtient M2 = M. La matrice M est la matrice d une projection sur

Vect(U). <

L’exercice suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour
que tous les termes qui apparaissent dans le développement du détermi-
nant soient nuls.

7.15. Théoréme de Frobenius-Kénig (1912-1916)

Soit A € M,(R). Pour o € S,, on appelle serpent de A associé a
o ensemble S, = {1 5(1)s- - - Gnyo(n) }-
1. Montrer qu’il y a équivalence entre :
(7) tous les serpents de A contiennent 0;
(44) il existe une sous-matrice nulle de A de taille (7, s), avec
r+s=n+1.
2. On suppose que A est & coefficients positifs ¢t que la somme
des coefficients de chaque ligne et de chaque colonne vaut 1 (on dit
que A est une matrice bistochastique). Montrer que A posséde un

serpent ne contenant pas 0.
(ENS Ulm)
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> Solution.

1. e On comuence par 'inplication facile (i) = (7). Powr 1,J
parties non vides de [[1, n] on notera Ay y la matrice extraite de A obtenue
en gardamt les coefficients a, ; d'indice (7,7) € I x J. Par hypothése on
peut trouver I (resp. J) de cardinal 7 (resp. s) telles que Ay = 0 et
r+s=mn+1. Soit ¢ € §,. 1l suffit de montrer que o(I)NJ # P pour
affirmer que le serpent S, contient 0. (Mest évident, car sinon on aurait
r = |o(1)| < |[1.n]\J| = n - s. ce qui est contradictoire avec I'hypothese
r+s=n+1>nmn

e Pour I'iniplication contraire. on raisonne par récurrence sur 7. On
note que si A vérific (7), toute matrice obtenue & partir de A en permutant
les lignes ou les colonnes vérific encore (i).

Pour n = 1, le résultat est trivial, car A est nulle et r = s = 1
conviennent. Supposons le résultat vrai jusgu’au rang n—1 et considérons
A € M, (R) vérifiant (¢). Si A est nulle, c’est terminé. On suppose donc A
non nulle et quitte a effectuer nne permutation des lignes et des colonnes,
on peut supposer ay,, # 0. Notons A’ la matrice extraite A n—aun-1-
Comuine a,,, # 0, tous les serpents de A’ contiennent 0. Par hypothese de
récurrence, on peut trouver une sous-matrice nulle de A! de taille (7, s)
avec r+s = n. Aiunsi, quitte & peymuter de nouveau lignes et colonnes, on

B|C , . .
peut supposer que A = (ﬁ) , 0t Best carrée de taille s et D carrée

de taille 7. Supposons que B admette un serpent qui ne conticnne pas 0.
Alors tous les serpents de D contiennent 0. Par hvpothése de récurrence.
D admet une sous-matrice nulle 1’ de taille (7', s') avec v/ +s' =r + 1.
La matrice extraite de A, obtenue cu gardant les 7' lignes correspondant
aux lignes de D' ainsi que les s premieres colonnes et les s' colonnes
correspondant aux colonnes de D' est nulle et elle est de taille (7', s+s'),
avec +s+s =r+s5+1=mn+1. Sitous les serpents de B contiennent
0, on applique 'liypothese de récurrence & B et on conclut de méme.

2. Supposons par I'absurde que tous les serpents de A contiennent
0. II existe alors deux matrices de permutation P et Q telles que PAQ =

B
(ﬂ%) = A’, ol la matrice nulle est de taille (r, s) avec r+s = n+1.

Mais la miatrice A’, obtenue en permutant les lignes et les colonnes de
A est encore bistochastique. La soinme des éléments de chaque colonne
de B vaut donc 1, de méme que la somme des éléments de chaque ligne
de D. Mais alors la somme de tous les éléments de B et D est égale a
7+ s = n+1 ce qui est impossible. puisque la somne des éléments de A
(et donc de A') cst égale a n. <

Le premier résultat a été obtenu par Frobenius en 1912. En 1915,
Kénig en donne une preuve plus élémentaire ¢ aide de la théorie des
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graphes. Les deux mathémaliciens se sont alors disputé la paternité du
résultat. Le corollaire de la seconde question est di ¢ Koénig. Il signi-
fie que le permanent d’une matrice bistochastique A, qui est défini par

n
per(A) = Z H Qio(:) €St strictement positif. En 1916, Van der Waer-
cES,, i=1
den a congecturé que le minimum du permanent sur le compact formé des
matrices bistochustiques est —, ce mindmum n’étant alteint que pour la
n
matrice dont lous les lermes valent 1/n. Ce probléme est resté ouvert
Jusqu’en 1981 ou il a été résolu indépendamment par Egorichev et Falik-
man. Le beau probléme posé aur ENS Lyon-Cachan en 1996, en donne
une preuve.

L’énoncé suivant constitue une autre présentation de l'exercice 6.8
sur les dropeaux, qui met en évidence ce qui élait sous-jacent dans celui-
ci : la décomposition de Bruhat. Celle-ci s’établit ¢ partir des opérations
élémentaires sur les lignes et les colonnes utilisées dans la méthode du
pivot de Gauss.

7.16. Décomposition de Bruhat et drapeaux

On pose G = GL,,(K) et on note T; le sous-groupe de G formé
des matrices triangulaires supérieures inversibles. On désigne enfin
par D Pensemnble des drapeaux de K™.

1. Montrer, en adaptant l'algorithme du pivot de Gauss, que
toute matrice A € G s’écrit sous la forme T P,T2, ou T et
Ty sont dans T, et ou P, est une matrice de permmtation :
Py, = (d,0())igij<n avec 0 € S,. Montrer que la permutation
o est définie de maniere unique. La partition de GL,(K) obtenue,

G= U TsP,Ts, est appelé décomposition de Bruhat.

cES,
2. Montrer que G opére naturellement sur D, de maniére tran-

sitive (i.e. il n’y a qu’une orbite), et en déduire gque D s'identifie &
Pensemble G/T; des classes & gauche modulo Ts.

3. On considere laction de groupe de G sur G/T, x G/T, défi-
nie par A - (X,Y) = (AX,AY). Comment cette action de groupe
se traduit-elle sur les drapeaux 7 Déduire de la question 1 que 'en-
semble des orbites, pour 'une de ces actions, s’identifie a S,,.
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> Solution.

1. On va utiliser les matrices correspondant aux opérations élémen-
taires sur les lignes et les colonnes, mais en se limitant a celles qui sout
dans T,. Rappelons ce dont il s’agit. On notera (E;;)1<s,j<n la base cano-
nique de M, (K). On appelle matrice de transvection, toute matrice de
la forme T;;(A) = Id+AE;; avec i # j et A € K. Multiplier unc matrice
A & gauche par T;;()) revient a rajouter a la i-iéme ligne de A, la j-idme
ligne mnultipliée par A et multiplier A a droite par T;()) revient a rajou-
ter & la j-ieme coloune, la i-iéme multipliée par A. On appelle matrice
de dilatation, toute matrice de la forme D;(a) = Id+( — 1)Ey oll o
est mn scalaire non nul. Multiplier A a gauche (resp. & droite) par D;(c)
revient & multiplier la i-iéme ligne (resp. colonne) par «. Tout matrice
de dilatation est triangulaire supérienre. Une matrice T;;(\) lest, pour
1< ].

Soit A € G. Ou coustruit un algorithime permettant de transformner
A en une matrice de permmutation, cn la multipliant par des matrices de
transvections ou de dilatations triangulaires supérieures. D’aprés ce qui
précede, on peut ajouter & toute ligne une combinaison linéaire de lignes
d’indices supériews et ajouter a toute colonne une combinaison linéaire
de colonnes d’indices inférieurs. La premiére colonne de A n’est pas nulle
car A € G. Notouns i; le plus grand indice £ tel que ag; # 0. En multi-
pliant A par des matrices Ty, (A). on peut anmiler tous les coefficients
apy pour k < i;. A Paide d’une matrice de dilatation, on peut rempla-
cer le coeflicient cn position (i1, 1) par 1 et & 'aide d'opérations sur les
colonmes, ou peut annuler tous les autres coefficients de la 7;-iéme ligne.
Notous A; la matrice obtenue. Comme A; € G, sa seconde colonne n’est
pas nulle. Notons iy le plus grand indice % tel que le coeflicient en posi-
tion (k,2) de A; soit non nul. Commue précédemment, on peut égaler ce
coefficient a 1 et mettre des 0 sur la js-iéne ligne et la deuxi¢me colonne
partout ailleurs. On vérifie que ces opérations ne modifient pas les termes
de la i;-ieme ligne et de la i;-ieme colonne. On continue I'algorithme de
méme avec la matrice As obtenue. On construit ainsi nue suite injective
11,12, .., 1, d’entiers entre 1 et n, et en notant ¢ la bijection qui envoie
k sur ix, la matrice A,, obtenue & la fin de I'algorithme est la matrice de
permutation P,. La matrice A a été multiplié & gauche et & droitc par
un produit d’éléments de T, qui est encore dans T,. En considérant 1'in-
verse de ces matrices, qui sont dans T, on écrit TI_IAT; V—A,=P,.
soit encorc A = TP, Ts.

Montrons que la permutation o cst définic de manieére unique. 11
suffit de vérifier que. si o et ¢’ sont denx permutations et T et T/ deux
matrices de T, 'égalit¢ TP, = P, T’ impose o = ¢'. On remarque, pour
colnmencer, que la matrice TP, s’obtient en permutant les colonnes de
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T (la j-itme colonne de TP,, est la o(7)-iéme colonne de T) et que P, T
s’obtient en permutant les lignes de T’ (la i-iéme ligne de P, T’ est la
o'~ (i)-itme ligne de T'). Pour tout indice j, les coefficients d'indice (i,7)
de TP, sont donc nuls pour i > o(j). Le coeflicient d’indice (¢’(j), ) de
P, T, c’est-a-dire le coeflicient d’indice (7, 7) de T/ n’est pas nul, car T
est, triangulaire supérieure et inversible. On en déduit que ¢’(j) < o(j).
Par symétrie. on a. de méme, o’'(j) < o(j). On obtient finalement o = ¢.

Conclusion. On a obtenu la décomposition de Bruhat : GL,(K) =

| T.P,T, ot la réunion est disjointe.

ocES,

2. Si A € Getsid= (Fg,F1,...,F,) est un drapeau, alors
A - d = (A(Fy),A(Fy),...,A(F,)) est également un drapeau, puisque
Pimage par A d’un sous-espace vectoriel cst un sous-espace de méme
dimension. 11 est clair que cela définit une opération du groupe G sur
Pensemble D des drapeaux. Montrons que cette opération est transi-
tive. Soit (e, ..., e,) la base canonique de K™ et ¢ le drapeau formé des
sous-espaces Vect(ei,...,ex), 0 < k& < n. Soit d = (Fp,F4,...,F,) un
drapeau quelconque. On peut clairement trouver une base (fi,..., fu)
de K" telle que pour tout & € [1,n], (fi, f,--., fx) soit une base de
Fi. L'unique matrice A vérifiant A(e;) = f; pour tout 4, est inversible
et vérifie A - 6 = d. L’opération de G sur D est donc transitive, et D est
alors en bijection avec G/Gs, oil Gs est le stabilisateur du drapeau 6. Or
il est clair que pour A € G, A-4 = 4 si et seulement si A est triangulaire
supérieure. On a donc Gs = T et D est en bijection avec G/Ts.

3. Sid est un drapeau, on considére, avec les notations de la question
2, B dans G tel que d = B - §. On identifie d avec ’élément B de G/T.
Si A est un élément de G, on a A-B = AB qui s’identifie 2 AB-§ = A - d.
L’action de G sur G/Ts x G/T; se traduit donc, sur les couples de
drapeaux, par Paction naturelle A - (d,d') = (A-d, A - d'), ol l'action de
G sur les drapeaux est celle qui est décrite dans la question précédente.

Si X et Y sont deux éléments de G, on peut écrire (X,Y) =
X(1,,.X-1Y). En décomposant X~ 'Y en TP, T2, comme dans la ques-
tion 1, on obtient

(Ea X 1TY') = Tl (TI17 PUTZ) = Tl(I;7 Fo'_)7

car Ty et Ty sont éléments de Ts, et finalement (X,Y) = XTy(I,, P,).
Toute orbite contient un élément de la forme (I, P,). La permutation
o est définie de maniere unique, car g’il existe A € G tel que (I,.P,) =
A(1,,Po) = (A,AP,), alors A est dans T, et il existe T € T tel que
AP, = P,T. D’apres la question 1, ceci implique ¢ = ¢’. On obtient
ainsi une bijection de ’ensemble des orbites sur S,,. <
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On retrouve ainsi le résultat de Uezercice 6.3 : le nombre de classe
de D x D sous Uaction de GL,(K) est n!.

Lorsque que le corps K est R, le cas le plus probable est celui ou le plus
grand coefficient non nul de la k-iéme colonne de Ay_, est toujours sur lo
(n+1—k)-iéme ligne. On obtient alors la permutation T : k— n+1—k.
On peul effectiveinent démontrer que Uorbite de P, est la plus grande :
elle est ouverte et dense dans G dc sorte que les autres orbites sont
d’intérieur vide®.

On termine le chapitre avec une série d’exercices sur l'ensemble
M, (Z) formé des matrices & coefficients dans Z.. Pour les lois usuelles,
M (Z) est muni dune structure d’anneau. On note GL,(Z) le groupe
des inversibles dc cet anneau.

e Si M € GL,(Z). il existe N € M,(Z) telle que MN = NM =
1d,,. En passunt au déterminunt, on a det Mdet N = 1. Donc det M est
inversible dans 7. et, par conséquent, det M = +1.

e Réciproguement, supposons que det M = ¢ = +1. Notons N la
transposée de la comatrice de M. C’est une matrice ¢ coefficients entiers.
Légulité MN = NM = det Ml,, = €l,, montre gue la matrice eN, qui
appartient & M,,(Z), est inverse de M. On conclut que

[MeGL.(7) < detM==1]

7.17. Bases d’un groupe abélien

Etant donné un groupe abélien G. on dit que (e1....,en) € G™
est une bhase de G si tout élément r de G s’écrit de maniere unique

z=kier +koea +-- -+ kpen. ot (ki ks ..., k,) € 72"

Soit G un groupe abélien, possédant une base (eq, ..., e,).
1. Si(e1,...,&m) est une fanmille de m éléments de G, on écrit

n
pour 1 < j <p, g = Zkijei. avec les k;; dans Z. Montrer que
i=1
(€1,...,Em) est unc base de G si, et seulement si, m = n et la
matrice P = (ki;)1<i j<n ost dans GL,,(Z).

2. Le lecteur intéressé pourra se reporter & MNEIMNE (R.), TESTARD (F.), Groupes de
Lie classigues, Hermann, 1986, p, 48-49.
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2. On considére un sous-groupe G’ de G. Montrer que G’ admet
une base de cardinal » < n.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. e Supposons que (1, ...,Em) est une base de G. Pour tout 1 <
m
p < m, on peut écrire e, = Z lip€s, oll les I, sont dans Z. On a alors
m n =1 n m
ep = Z lip (Z kji6_7> == Z ( kﬂlzp> ej (*)
i=1 J=1 j=1 Vi=1

n
et Z kjiliyp = 0jp par unicité de I’écriture; si on pose P = (k”) llijé’:; S

i=1
./\/ln,m(Z) et Q = (lij)lglim S ./\/lm‘n(Z), on obtient PQ = 1,,. On en

1<i<n

déduit, en considérant les rangs des matrices en tant gue matrices &
coefficients dans Q, que n = rgl, < rgP, ce qui impose m > n. Les
deux bases jouant des roles symétriques, on a, de méme, n = m et donc
m = n. Les matrices P et Q sont donc carrées de taille n et 1’égalité
PQ = 1,, implique que P appartient & GL,,(Z).

e Réciproquement, supposons que m = 7 et que P est dans GL,,(Z);
notons son inverse Q = (13;) 1<z jgn- Le calcul (%) du sens direct montre

n
que e, = Zli;ﬁi pour tout 1 < p < n. 1l g’ensuit que les e, sont
i=1
dans le sous-groupe engendré par les g;. Puisque les e, engendrent G,
(€1,...,€n) forme un systéme générateur de G. Il reste & montrer I'unicité
de Iécriture de tout £ € G comme combinaison linéaire & cocflicients
entiers des ¢,. Clairement, il suffit de le vérifier pour 0. Soit (ky, ..., k,) €
Z" tel que kyey + - -+ + kpep, = 0. On a alors

O:Zkl(z k_71€]> :Z( kzkﬂ)ej,
i=1 i=1 i=1

j=1

n
d’olt pour tout 1 € i < n, ZkzﬂkZ = 0 et comme ce systéme dont les
i=1
inconnues sont les k;, est de Cramer (la matrice des k;; est inversible
dans M,,(Q)), les k; sont tous nuls.
2. On suppose que G’ # {0}, sinon la famille vide convient, et on
raisonne par récurrence sur 7.
e Traitons le cas n = 1. Iapplication ¢ : £ € Z —— ze; € G est un
isomorphisme de groupes et ¢ 1(G’) est un sous-groupe de Z qui s’écrit
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7.18. Premiére colonne d’une matrice inversible de M, (Z)

1. Soit u = (ty,....uy) € Z" et
ik Z

—
Ui (T1yeesTy) Zuizi :
i=1

On suppose qu’il existe z € Z" tel que @(x) = 1. Vérifier Z" =
Zx @ Ker .

2. Prouver que © € Z" est la premiere colonne d’une matrice
inversible de M,,(Z) si, et seulement si, ses composantes sont des
nombres premiers entre eux.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. 1 faut préciser la notation @ puisqu’il ne s’agit plus de somme
directe de sous-espaces vectoriels. Si G est un groupe abélien et H,,
..., Hg des sous-groupes de G, on écrira G = H; @ --- @ Hg si tout
g € G s'écrit de maniére unique sous la forme g = hy + --- + hg avec
(h1....,hy) € Hy X - - x Hg. On remarque qu’il suffit de vérifier 'unicité
pour O.

Soit donc z € Z"™ tel que @(x) = 1. Pour y € 7", considérons k = 4(y)
et z = y — kx. Comme @ est visiblement un morphisme du groupe Z"
dans Z, on obtient

wz)=a(y)—ki(z)=k—k=0 et z€Kera.

Par conséquent, y = kx + z € Zz + Ker 4.
Sikr +z =0 avec z € Kerd et k € 7Z, il vient, en appliquant 4,
0=ki(z) +4(z) =k +0=ket 2= 0. On conclut que

LZ” =Zzd Keriﬂ.

2. e La condition proposée est nécessaire. En effet, soit M € GL(7Z)
et (Cy,Cq,...,C,) ses colounes. Soit. d le pged des coeflicients de la
premiere colonne. On a

detM = +1 = det(Cy,Cs. .. .. Cn) = ddet(C,/d,Cs,...,C,) € dZ,
~— —————
EMA(Z)

donc d est nécessairement égal & 1. Les composantes de C; sont donc
des nombres premiers entre eux.
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o Inverscment. soit & = (z ...,z,) € Z" dont les composantes
sont des nombres premicrs enx. D’apres I'identité de Bezout, il existe
(u1, - .-, Un) € Z" tel que

l=we1 +- + tpkp.

Notous @ ’application

T
(yl....,yn) S/ — Zuiyi € 7.
i=1
Par construction, on a @(z) = 1. De la question précédente, on déduit
7" = Za @ Kera. Puisque Ker@ est un sous-groupe de Z". il existe,
d’apres l'exercice précédent, e5. ..., &, daus Z", tels que

Keri=7e,® - PZe, etdonc Z"=ZxPZex D --- D Ze,

On vérifie alors facilement que (z,€s,...,€,) est une base de Z™.
On a donc forcément r = n et la matrice de cette famille dans la base
canonique de Z" est dans GL,(7Z). Sa premiére colonne contenant le
vecteur o, on a le résnltat sonhaits. <

Intéressons-nous a la notion de matrices équivalentes dans M, (Z).
Comme dans M, (K), deuz matrices A et B de M,,(7) sont dites équi-
valentes s’il existe deus matrices P et Q de GLn(7Z) telles que B = PAQ.
C’est une relation d’éguivalence. Les classes d’équivalence dans M.,,(7.)
ne sont plus paramétrées par un seul entier (le rang), comme dans
M, (K), mais par unc suite finie d’entiers. L’outil essenticl de Uezer-
cice suivant est lalgorithme du pivot de Gauss.

7.19. Matrices équivalentes dans M, (Z)

Ou note G le sous-groupe de GL,,(Z) engendré par les matrices
de la forme I - 2E;; ot I4+aE;; pourtont 1 <i,j <n, i #jeta €Z.

On cnvisage la relation R dans M,,(Z). définie pour (A.B) €
M (Z)? par

ARB < 3(P,Q) € G2, A =PBQ
1. Montrer que R est une rclation d’équivalence.
Pour A = (aij)1<i,j<n € Man(Z) non mlle, on note
d(A) = min{|a.ij|, 1 < Z,] $ n, Qi 7é O}

2. Nontrer qu'il existe dauns la classe d’équivalence de A une
matrice N = (n;;)1<i,j<n telle que d(N) soit minimal dans cette
classe et d(N) = nq1.
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Montrer que nq; divise les ny;, puis qu'il divise les ;.
3. Montrer que ’on peut trouver N de la forme

N = Diag(n11, kiny, krkanan, - -, k1 - - - kp—1n11),
ot les k; sont dans N.

4. Déduire de ce qui précede que G = GLQ(Z) .
(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. Scit A, B et C dans M,,(Z).

Comme I € G, puisque G est un sous-groupe, et que A = IAl. on a
ARA : R est réflexive.

Supposons ARB. 1l existe alors P et Q dans G tels que A = PBQ.
Mais alors, on a B = P71TAQ™!, ou P! et Q7! sont dans G : R est
symétrique.

Supposons ARB et BRC. Il existe donc P. Q, R et S dans G tels
que A = PBQ et B = RCS. On en déduit que A = (PR)C(SQ) et ARC,
puisque PR et SQ sont dans G. La relation est transitive. ("est donc une
relation d’équivalence.

2. o Notons T;;(a) =T +aE;; pour 1 <7 # j <netaecZ 1
s’agit 14 d’une matrice de transvection. Rappelons rapidement Deffet de
la multiplication par T;;(a) : si M € M,,(Z) est de colonnes (Cy, ..., Cy)
et de lignes (L, ..., L,). la matrice T,,(a)M est la transformée de M par
I'opération élémentaire L; <« L; + aL;. De méme, la matrice MT;;(a)
est la transformée de M par I'opération élémentaire C, «— C; + aC;.
La multiplication & gauche par I — 2E;; correspond & L; «— —L,, et la
multiplication a droite & C; «— —C;.

1l est possible de trouver dans G une matrice réalisant la permutation
de deux lignes ou deux colonnes. En effet pour 1 < 4,7 < n, i # 7, le lec-
teur vérifiera aisément que la matrice (I — 2E;)Ty;(—1)T;:(1)Ty;(—1) €
G effectue. par multiplication & gauche, ’opération élémentaire L; < L;.
De méme, T;;(—1)T;;(1)Ti;(—1)(I — 2Ey) € G effectue par multiplica-
tion & droite 'opération C; < C;. Comme les transpositions engendrent
le groupe symétrique, G contient donc toutes les matrices de permuta-
tion.

1l en résulte que dans la classe d’équivalence de A € GL,(Z), on
trouve toutes les matrices obtenues & partir de A par une succession
d’opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes telles que nous
venons de les décrire.
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e On remarque que si A est en relation avec B. alors B # 0 et d(B) est
donc défini. L’ensemble des d(B). pour B décrivant la classe d’équivalence
de A. est une partie non vide de N*. Elle admet donc un plus petit
élément. Prenons N = (n4;)1<ij<n dans la classe de A telle que d(N)
soit ce plus petit élément.

Soit (iy, jo) € [1,n] tel que |n; | = d(N). Quitte & effectuer 'opé-
ration élémentaire L;, < L, on peut supposer ig = 1 : on reste bien
dans la classe de A et d(N) est inchangé. Quitte & effectuer 'opération
Cj, < C1, on pent également supposer que jo = 1. Enfin, quitte a etfec-
tuer Popération 'y «— —Cj, on peut supposer 7137 > 0. On a donc trouvé
N dans la classe de A telle que d(N) soit minimal avec d(N) = n;;.

e Soit 2 < j < n. Opérons la division euclidienne de np; par 7.
Il existe ¢ € Z et 0 < v < n11 — 1 tels que ny; = ny1g + r. Effectuons
l'opération élémentaire, C; < C; — ¢Cy. Le coeflicient d'indice (1, 7) de
la matrice obtenue, toujours équivalente & A, est r. Comme r < d(N) la
minimalité de d(N) impose r = 0. Donc 713 |n1;4-

On montre de méme cn agissant sur les lignes que ny; divise les 71;;.

e En effcctuant pour chaque 2 < j < n, Popération C; — ¢;Cy ou
g; est le quotient de ny; par ni1, on trouve une nouvelle matrice N’ =
(ni;)1<i,i<n dans la classe de A avec nyy = niy, les ny; = 0, njy = ny
et ’I”L;j = NG5 — 3N = Ny (mod 7111) pour 2< Z,j < N

Soit 2 € 7,j < n. On effectue sur N’ I'opération élémentaire C,; «—
Ciy + C,. On obtient alors une nouvelle matrice N” = (1)1, j<n danus
la classe de A, avee toujours nf; = nyy = d(N).

Ce qui était valable pour N le reste pour N” : ny; divise les n}; =
41 + ngj = 7:,;-j =n;; (mod nyq). Autrement dit, 7217 divise ng;.

3. A partir de la matrice N construite & la question 2, on construit
une matrice équivalente telle que n; = 0sii 2 2et ny; = 0sij > 2. Pour
741

Ly,

cela, on cffectue, pour 7 > 2, les opérations élémentaires L; «— L;—
ni

ce qui atnene des 0 sur les termes de la premiére colonne. sauf le premier.
: . s 14 . 151 .
puis, pour j > 2, les opérations élémentaires C, « C, — —-C}, ce qui
n11
amene des 0 sur les termes de la premiére ligne, sanf le premier (sans
toucher a la premiere colonne). Ceci est possible, car tous les termes
de la matrice sont divisibles par nj; et le restent apres chacune de ces
transformations. D’apres ce qui précede, on peut donc trouver dans la
classe de A une matrice que nous noterons encore N du type

11 0 ... 0

nllA'
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11 est naturel de procéder par récurrence sur n, pour démontrer le résultat
demnandé. La propriété est évidente si n = 1. On suppose quelle est
vérifiée au rang n — 1 et on la démontre pour une matrice de taille n.

e Si A’ =0, on prend simplement k; = 0 pour tout 1 < i < n—1.

e Si A’ #£ 0, d’apres I’hypotheése de récurrence, il existe P et
Q dans G et ky, ..., k, dans N tels que PA'Q = N on N =
Diag(ky, kiks, ..., k1 ... kn—1). La matrice P est produit de matrices de
taille n —1 du type I — 2E;;, Ty;(a) ou de leur inverse. Or (I—2E;) ! =
I-2E;; et T;j(a) ' = Tij(—a). Autrement dit, P est produit de matrices
de taille n—1 du type I—2E;; ou Ty;(a). Si M =1-2E,; ou M = Ty;(a),
la matrice 1 0 0

0

M

0
est une wmatrice de taille n faisant partie des générateurs de G décrit par
I"énoncé. 11 s’ensuit que, d’apres la regle de multiplication des matrices

L 0 ...0
0
par blocs, la matrice P’ = ) p est dans G. De méme,
0
1 0 . 0
0
Q = . Q est dans G. 1l en résulte que P'NQ’ est encore
0
dans la classe de A. Ainsi. on a
1 0 ... 0 1 0 ... 0
oy 0 0
PNQ = n11PA'Q B ny N
0 0

= Diag(nu, kin, kikenag, .. k. kn_1m11).

C’est le résultat recherché.

4. On garde les notations de la question précédente. Si on prend
A € GL,(Z), alors N € GL,,(7Z) et det N = £1. Les coeflicients n,; et
les k; sont forcément égaux & 1. La matrice A est donc équivalente 4 I,

et A € G. On conclut que |G = GL,(Z) | <

Puisque G est égal o GL,(Z), la relation R coincide avec la
notion de matrices éguivalentes dans My, (Z). La question 2 de Uexer-
cice démontre que toute matrice est équivalente o une matrice de la
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forme Diag(dy,da,....ds). ot di,....d, sont des entiers naturels
tels que dy|dz|- - |dy. Signalons gu’on a le résultat d’unicité suivant :
soit (di)igicn € (d)1<icn deux suiles d’entiers nalurels telles que
di|dz|---|dn et di|ds]---|d,. Si les matrices Diag(dy,da,...,d,) et

Diag(ds, ..., d.) sont éguivalentes, alors d; = di pour toul i. Autrement
dil, une classe d’équivalence est paramétrée par une suite de n entiers
naturels d’entiers (d;)1cign telle que dy|dz]---|d,,.

Le lecteur est invit€ d regarder comment ce résultat se généralise aur
matrices o coefficients dans un anneau principal quelconque.

Pour terminer, on peut noter que ’exercice a aussi prouvé que l’en-
semble formé des matrices de transvections Ty;(a) & coefficients entiers
et des matrices 1 — 2E;;, qui sont des mairices de symétries hyperplanes.
engendre le groupe GL,(Z). On se reportera au chapitre sur le groupe
linéaire, dans le tome 2 d’algébre, pour des compléments et des utilisa-
tions de ce résultat.

On peut donner de Dezercice précédent une belle application : la clas-
sification des groupes abéliens finis. Cet exercice compléte ’exercice 2.18
du chapitre sur les groupes, qui étudiait 'unicité de la décomposition en
produit de groupes cycliques. On suppose connus les définitions et résul-
tats de Dexercice 7.17.

7.20. Structure des groupes abéliens finis

On rappelle le résultat établi a I'exercice précédent : pour toute
matrice A de M, (Z), il existe P et Q dans GL,,(Z) et un n-uplet
(dy..... d,) € N” tels que

dildz|---|dn et PAQ = Diag(d;,da,...,dn).

1. Soit G un sous-groupe de Z". Montrer qu’il existe une base
(€1,---,€n) de Z™, 7 2 0, (d1,...,d,) € (N*)", vérifiant d,|dz|- - - |d,

et tels que (dye1, daéa, . .., dre,) soit une base de G.

2. On considére un groupe abélien fini H. Montrer qu’il existe
r = 0. des entiers dy....,d,. supérieurs & 2, avec dy|dz|---|d, tels
que

H o~ 7/d7 X 7] doT x - -+ x 7./ dy 2.

o> Solution.

1. D’apreés Dexercice 7.17, il existe r > 0 et une base (eq,....er)
de G. Considérons la matrice A de M, (Z) dont les vecteurs colonnes
sont e1,...,¢€,,0,...,0. Le rang de A, vue comme matrice & coefficients

5"
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rationnels, est r, car ses r premieres colonnes sont Z-libres et donc Q-
libres. D’aprés I’exercice précédent, il existe (dy, ..., d,) € N? vérifiant
di|dz|---|d, et P et Q dans GL,,(Z) tels que

PAQ = Diag(dy, da, . . ., dy) = D.

Le rang de PAQ (dans M,,(Q)) est v, comme celui de A. La matrice

D a donc r termes non nuls sur sa diagonale. La condition d|dz|-- - |d;
entraine que d; > 1si i < r et dry1 = 0 dans le cas ou + < n.
Considérons les vecteurs-colonnes ¢,...,&, de P71 La matrice

de passage de la base canonique By de Z" (qui est celle de Q") a
(€1,---,€n) est P71, qui appartient & GL,(Z). Le systeme (e1,...,&n)
est donc une base de Z", toujours d’apres-l’exercice 7.17. La matrice
du systéeme (dye;..... dy£.,0,...,0), dans la base By, est alors P~ D.
Notons (Cy,. .., Cy) les vecteurs-colonnes de P™!D. On a ainsi

Clzdlglv ...,Crr:drrET, C7~+1:"':Cn:O.

L’égalité P~!D = AQ entraine que Cy,...,C, sont des combinaisons
linéaires a coefficients entiers de e, . . ., e, et appartiennent donc & G. Le
systéme (Cy,...,C,) est Z-libre, car Q-libre, puisque rg AQ =rg A =r.
Enfin, on conclut de Dégalité A = (Cy|---|C.|0]---]0)Q 1, que les
colonnes de A, c’est-a-dire les vecteurs ey,...,e,, sont combinaisons
linéaires & coefficients entiers de C,, .... C,. Il en résulte que C,,...,C,
engendrent G tout entier. Le systéme (C;)1<icr = (8:€:)1<ir constitue
donc une base du groupe G.

Conclusion. On a trouvé une base (e1,...,&,) de Z", des entiers
d; > 1 tels que dy|da| - -+ |d, et (dye1, dzea, ..., d.&.) soit une base de G.

2. Onunote xy,.--,x, les éléments de H et on considére le morphisme
de groupes

Fi(kr, .- kn) €EZ" — kyz1+ -+ kpzn € H,

[ est surjectif et d’apres le théoréme d’isomorphisme, on a 7"/ Ker f ~
H.

Drapres la question précédente, il existe une base (e1,...,&,) de Z,
des entiers non nuls dy, ..., d, tels que d;|dz| - |d, et (dien,. .., dve,)
est une base de Ker f. Considérons ’application ¢ qui, & X € Z" asso-
cie le systéme de coordonnées de X dans la base (eq,...,&,). Il sagit
d’un automorphisme du groupe Z", pour lequel on a ¢(Z") = Z" et
o(Ker f) = diZ x «-- x d;Z x {0},

Le lecteur se convaincra facilement que dans ces conditions, on
obtient

H ~ 7"/ Ker f ~ o(Z™) /p(Ker f) = Z" ] (diZ x - - - x d, 7 x {0} ")
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et, done

H~ (Z/d17) x -« X (L[ dp7) X L X+~ X L.
Comme H est fini. on a nécessairement r = n et

Hr~ (Z)dyZ) X - X (Z]dn 7).

En notant s le plus petit entier tel que d, > 2 (qui est défini dés que H
n’est pas rédnit & élément nentre), il vient

|H~ (2/d,7) x - x (2/dnZ) |

et la suite (ds, dsy1, - .., d,) a les propriétés voulues. <
On se reportera o Uexercice 2.18 du chapitre 2 (Groupes) pour une
démonstration de unicité des d;.

Le résultat suivant tient plus de l'arithmétique que de la théorie des
matrices. Il démontre que dans la résolution d’un systéme linéaire de
m équations & n inconnues, avec n > m, el dont les coefficients sont
entiers, on peut toujours trouver des solutions « pas trop grandes».

7.21. Lemme de Siegel

Soient n > m des enticrs > 0, A = (a,;)1<igm dans M., »(Z).
1<5<n
Ou suppose que pour tout 1 < i< metl j i n, la; ;| < o, on &
est un entier > 0.
Montrer qu‘il existe X € Z™, X #£ 0 tel que AX = 0 et tel que.
Ly
£2
en posant X = . |, ou ait

L
;] < (n.(x)rmm +1

pour tout 1 < 7 < n.

(ENS Ulm)

o> Solution.

e Remarquons, pour commencer, que le systéme linéaire AX = 0
adumet des solutions non nulles dans Q7, puisqu’il a m équations et n
inconnues avec m < 1. Si X € Q" est une solution non nulle, en mul-
tipliant X par un entier convenable (par exemple le prodnit des déno-
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minateurs des coordonnées de X), on obtient une solution dans Z”. La
question consiste & trouver une solution entiére «assez petite».

e Si on trouve deux vecteurs distincts de Z™, X et X' tels que AX =
AX’', on obtient un vecteur du noyau de A, & savoir X — X', L’idée de
la déimonstration est la suivante : choisir des vecteurs de Z™ dans une
partie bornée de R™ et en choisir suffisamment pour étre str d’en trouver
— par une application du principe des tiroirs de Dirichlet — deux qui ont
la méme image par A. On notera | || la norine infinie, que ce soit dans
R"” ou dans R™.

e On va commencer par estimer ||[AX]| en fonction de ||X]|. On note

<1 “n
T2 Y2
X= et Y=AX=] .
Zn Up
n n
On a pour tout ¢ € [1,m], |y;| = Zaijzj < Z laij||xi] < no||X|| et
=1 i=1
donc
AX]] < ne||X].
e Soit M € N. On note By la boule fermée de R”, centrée en 0,
de rayon M pour la norme || ||. Un vecteur X € Z" est dans By si et

seulement si, pour tout 1 € ¢ € n, |z;] < M. Pour chaque coordonnée,
on a exactement 2M + 1 possibilités de sorte que

Card (By NZ™) = (2M + 1)™.

D’aprés le point précédent, I'image par A de By N Z" est incluse dans
Pintersection de Z™ et de la boule fermée de R™ de rayon nal. Cet
ensemble est de cardinal (1 + 2naM)™.

Par le lemme des tiroirs, on est donc assuré de trouver deux vecteurs
distincts X et X’ de By NZ", tels que AX = AX/, des lors que

(2naM + 1) < (2M + 1)™.
Pour cela, il suffit que (2M + 1)” > (nw)™(2M + 1)™. ce qui équivaut &
2M > (na)7-m — 1.

Pour M ainsi choisi, la solution X—X’ du systeme vérifie, par inégalité
triangulaire, ||X — X'|| < 2M. Il nous suffit donc de choisir M tel que

2M € [(na)="% — 1, (na)™= + 1]
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pour conclure (c’est possible car un segment de longueur 2 contient tou-

jours 1n entier pair). <
Siegel a utilisé ce résultat pour prouver la transcendance de certains

nombres reels.
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